Feladatsorok VIII. OMMO - XXXV. EMMV Megyei fordulo

VIII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia, 2026
XXXV. Erdélyi Magyar Matematikaverseny

Megyei fordul6

5. osztaly

1. feladat (30 pont). Egy tirhajo vezérkarat a kapitany, a tisztek és az altisztek alkotjak. Vala-
mennyiiik ruhdjat csillagok diszitik, a kapitany ruhajan 8, a tisztekén 5, az alitsztekén pedig 3 csillag
van. Az tirhajo vezérls szobajaban tanacskozast tartanak, amelyen a vezérkarbol tizen vesznek részt
¢és ruhajukon Osszesen 44 csillag taladlhato. Kozottiik van-e a kapitany? Hény tiszt és altiszt vett
részt a tanacskozéson? Biro Gabriella, Nagyvdrad

2. feladat (30 pont). Az abran lathaté blivos négyzetbe a természetes szamokat helyezziik el 1-
t6l 16-ig, mindegyiket pontosan egyszer gy, hogy minden sorban, minden oszlopban és a két atlo
mentén a szamok Osszege ugyanannyi legyen. Ird be a hianyz6 szamokat! Hogyan gondolkoztél?

8 1
2 7
3 6
21914

Matlap 9/2025, A:5170

3. feladat (20 pont). Koppéany és Vajk jatékot jatszottak az 1,2, 3, ..., 10 természetes szamokkal. A
fiak minden korben vélasztottak maguknak néhény szamot, majd tettek egy-egy kijelentést. Dontsd
el, ki mondott igazat!

a) Els6 korben mindketten valasztottak. Koppany az Gsszes parosat, Vajk pedig az Gsszes paratlant
valasztotta. Mindketten négyzetre emelték a szamokat, majd rendre elosztottak mindegyiket 10-zel.
Vajk azt allitja, hogy tobbféle maradékot kapott, mint Koppany. Igazat mondott?

b) Masodik korben Koppany kivalasztotta a 2, 3, 5, 7 és 9 szamokat, majd mindeniket a 2026-
ik hatvanyra emelte, az eredményeket pedig Osszeadta. Azt allitotta ezutan, hogy négyzetszamot
kapott. Igazat mondott?

¢) Harmadik kérben Vajk valasztotta a 2-es szamot. Rendre felemelte a 96,97, .. .,2025,2026 hat-
vanyra, majd a kapott eredményeket Osszeadta. Azt allitotta ezutan, hogy négyzetszamot kapott.
Igazat mondott?

Gaspdr Edit, Zilah
Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
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4. feladat (20 pont). Az A, B, C nem feltétleniil kiilonb6z8, nemnulla természetes szamokat jelol-
nek, amelyekre A < B < C.

a) Ird fel az 6sszes lehetséges (A, B, C') szamharmast, amelyre A2 + B2 4 C? = 99.
b) Irj fel harom olyan (A, B, C') szamharmast, amelyre A? + B? + C? = 99202,
c) Irj fel egy olyan (A, B, C) szamharmast, amelyre A% + B3 + % = 99.

d) Irj fel egy olyan (A, B, C) szamharmast, amelyre A% + B3 + C% = 992926,

Sitmon Jozsef, Csikszereda
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6. osztaly

1. feladat (30 pont). A tarsasjatékstand elstt egyezkedik Csongor és David. Ugyanazon téarsasjaték
megvasarlasat tervezik, de kiilon-kiilon egyikiiknek sincs elegendd pénze: Csongor pénzébdl hianyzik
a jaték aréanak %—a, mig Davidé az ar 16, (6)%—val kevesebb. Ezért tgy dontenek, hogy kozosen
vasaroljak meg a jatékot. A vésarlast kovetGen Osszesen 90 lejiikk maradt meg.

a) Hatarozd meg a tarsasjaték arat, valamint azt, hogy mennyi pénze volt Csongornak és Déavidnak
a vasarlas el6tt!

b) A megmaradt Osszeget ugy osztjak fel egymas kozott, hogy a vasarlas el6tti és az osztozkodas
utani pénziik ardnya megegyezzen. Mennyi pénzt kap Csongor, illetve David a megmaradt pénzbdél?

Hodgyar Edit, Micske

2. feladat (30 pont). Jancsinak harom doboza van, az elsé dobozban pontosan harom sarga golyo,
a masodikban harom zold goly6 és a harmadikban harom kék goly6é van. Az elsG 1épésben: az els6
dobozbdl kivesz 3 golyot és szétosztja a masik kettd kozott gy, hogy mindegyikbe legalabb egy golyot
tesz. A kovetkezd lépésben kivesz 3 golyot a mésodik dobozbo6l és hasonloan szétosztja. Ugyanezt a
lépést teszi meg a harmadik doboz esetében is, majd visszatér az elsé dobozhoz. Ezeket a 1épéseket
addig folytatja, amig eléri, hogy az els§ dobozban legyenek a kék golydk, mésodikban a sargak, és
harmadikban a zoldek.

Jancsinak sikeriilt 8 1épésbdl elérni a céljat. Talalj ennél kevesebb 1épésbdl allo megoldast!

Simon Jozsef, Csikszereda

3. feladat (20 pont). Az 500 cm hosszisagu AB szakaszon felvessziik az My, My, Ms, ..., Moy (A #
M, B # Mays) pontokat ebben a sorrendben tgy, hogy az AM;, My My, MyMsy, MMy, . .., Moy Mos
szakaszok hossza 25 egymasutani természetes szam legyen. Hatarozd meg az Msys B szakasz hosszéanak
legkisebb és legnagyobb lehetséges értékét!

Matlap 9/2025, A:517)

4. feladat (20 pont). Nevezziik ,jo"-nak azokat az (a,b) nullatol killonb6z6 természetes szamok-
bol alkotott szampérokat, amelyekben az a és b legnagyobb kozos osztojanak és legkisebb kozos
tobbszordsének az Osszege 226.

a) Sorold fel a 225 osztoit!
b) Hatarozd meg azokat az (a,b) ,,j6” szampérokat, amelyekre a és b relativ primek!

¢) Hany olyan (a,b) alaku ,,jo” szampéar létezik, amelyben a és b nem relativ primek? Sorold fel az
Osszeset!

Czeglédi Csilla, Arad
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7. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatérozd meg az ab alaki természetes szdmokat, ha az a +b, a — b és a- b
szamok egyenesen aranyosak a 7, 1, illetve 12 szamokkal.

Szdsz Hajnalka, Csikszereda

2. feladat (30 pont). Az abran lathato négyzetracs 16 négyzete koziil néhanyat sziirkére kell sati-
rozni 4gy, hogy a négyzetekbe beirt szamok a szamot tartalmazo6 és az azzal szomszédos négyzetek
koziil a sziirkére satirozott négyzetek szamaval legyenek egyenl6k. Hatarozd meg satirozas utan a
sziirke négyzetek szamat! Hanyféleképpen végezhetjiik el a satirozast? (Két négyzet szomszédos, ha
van kozos oldaluk vagy kozos csticsuk.)

Matlap 10/2025, A:5195

3 feladat (20 pont) Az ABCD négyzeten kiviil vedd fel az E és F pontokat ugy, hogy AFB =
DEC = 90° és EDC FBA.

a) Bizonyitsd be, hogy

1
Terpc = 5 Tapcp +Tars.

b) Hatérozd meg a DEF szog mértékét!

c¢) Igazold, hogy az E'F egyenes dtmegy a négyzet kozéppontjan!
Simon Jozsef, Csikszereda
4. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy barmilyen abc alakti szam esetén az abc + bea + cab Osszeg

oszthato 111-gyel!

b) Keresd meg az Gsszes abc alaki szamot, amelyre teljesiil, hogy

vV abe + bea + cab + a0 + b0 + 0 = ab.

Koncse Baldzs, Csikszereda
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8. osztaly
5. feladat (20 pont). Adottak az

a=(W2-1)""+]1-v2| - (%—(2\/5)—1> 2V2 és

b= <<m)1+ (m)l) : <\/9+4¢§+ \/9—4¢§>

valds szédmok.

a) Szamitsd ki az a és b szamok egész részét!

b) Igazold, hogy az

E=V4i—4da+a2+ Vb2 —6b+9—Va2—2ab+ b2

egész szam!
Toth Csongor, Szovdta

6. feladat (20 pont). Az a és b nullatol kiilénboz természetes szamok, a > b és m, — m, = 18,
ahol m, és my az a és b szamok szamtani, illetve mértani kozepét jeloli. Hatarozd meg az a és b
természetes szamokat a kovetkezs esetekben:

a) va++vb=18
b) a—b=120

Simon Jozsef, Csikszereda

7. feladat (20 pont). Adott az ABCD négyzet és a térben egy olyan P pont, amelyre a PAD
haromszog egyenld szart és P-ben derékszogd, illetve a PBC haromszog egyenld oldali.

a) Igazold, hogy a (PAD) és (PBC') sikok merdlegesek egyméasral
b) Hatarozd meg a (PAD) és (PBC) sikoknak az (ABCD) sikkal alkotott szogét!

c¢) Bizonyitsd be, hogy az A pontnak a PD szakasz felez6pontja szerinti szimmetrikusa egybeesik a
B pontnak a PC' egyenes szerinti szimmetrikusaval!

Simon Jozsef, Csikszereda, Matlap 10/2025, A:2504

8. feladat (20 pont). Egy tompaszogl haromszog oldalhosszai méterben kifejezve 2-nél nagyobb
egymas utani paratlan természetes szamok, és egyik sem négyzetszam. Hatarozd meg a hdromszog
oldalainak hosszat és a tompaszog mértékét!

David Géza, Székelyudvarhely
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9. osztaly

1. feladat (30 pont). Az a,b, c egymastol paronként kiilonbo6zé valos szamokra teljesiilnek az
a’+ar =0 +br=c+cx

Osszefiiggések, ahol x egy adott valos szam.

a) Mutasd ki, hogy a + b+ ¢ = 0.

b) Igazold, hogy
la+yl+[1+y—0bl >|c+1|,Vy € R.

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

2. feladat (30 pont). Az ABC hegyesszogli haromszoghen ABC = 2ACB és D a BC oldal fele-
zépontja. Ha E a D kezd6pontt DB félegyenes azon pontja, amelyre AB = 2D FE, akkor bizonyitsd
be, hogy:

a) E a B és D pontok kozott talalhato;

b) AE az ABC haromszog magassaga!

Matlap 10/2025, L:3948

Olasz Ferenc, Szatmdrnémeti
3. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy:

\/1+a<1+g, Ya > 0.

b) Tekintstik az (an),>1 szamtani haladvanyt, amelyben r > 0,a; > 0 és 4aya2 > 1. Képezziik az

Sh —Z\/l-‘r

QA - Ak+1 - Qk+2
Osszeget, ahol n € N*.
Mutasd ki, hogy [S,] = n,Vn € N*| ahol [z] az = szam egészrészét jeloli.

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

4. feladat (20 pont). a) Egy varos altalanos és kozépiskolai tagozatain (5. osztalytol 12. osz-
talyig) Osszesen 2026 didk jar. Ha minden évfolyamon legfeljebb 5 kiilonbo6z6 iskolabdl vannak a
tanulok, akkor igazold, hogy van egy iskola a varosban, ahonnan legalabb 26 fit vagy legalabb 26
lany szarmazik ugyanarrél az évfolyamrol!

b) Igazold, hogy 2025 tetszdleges egész szam koziil kivalaszthato 324 darab szam, amelyeknek Gsszege
oszthato 36-tal!

Koncse Baldzs, Csikszereda
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10. osztaly
5. feladat (20 pont). a) Az a és b pozitiv valos szamok teljesitik az

a’® + b* = 2024ab

Osszefiiggést. Igazold, hogy

& /2026 2

b) Igazold, hogy ha z,y, z,w > 1 tetsz6leges valos szamok, akkor

3 3
log., (%) " logs (W) > 2 log,, (xyz - V).

at+b lga-+lgh

Forgdcs Istvdan, Szatmdrnémeti
6. feladat (20 pont). Adott az f: N* — Z \ N*,

fn) = nz VK], wnen

k=—n3
fliggvény, ahol [a] az a valos szam egész részét jeloli.
a) Igazold, hogy minden n € N* esetén

f(n) =n—n

b) Tanulmanyozd az f fiiggvény injektivitasat és sziirjektivitasat!
Szilagy: Judit, Kolozsvdr

7. feladat (20 pont). Az a, b és ¢ komplex szamokra fennallnak a
la| = 1b] = |c| =1 és la+b—cP+|b+c—al*+|ct+a—b*=12
Osszefiiggések. Igazold, hogy az a, b és ¢ affixumi pontok egy egyenld oldali haromszog csticspontjail

Matlap 9/2025, L:3936

8. feladat (20 pont). Egy jatékban 6 jatékos vesz részt. Barmely két jatékos vagy szovetségese
vagy rivalisa egymésnak. Bizonyitsd be, hogy biztosan kivalaszthato a hat jatékos koziil hdrom olyan,
akik paronként vagy mind szovetségesek egymassal, vagy mind rivalisok egymassal!

13
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11. osztaly

1. feladat (30 pont). Adott az <; i) - X = U matrixegyenlet, ahol X, U € My(R).

a) Igazold, hogy az U = (zl)) ?) matrix esetén nincs megoldasa az egyenletnek!

b) Add meg az Gsszes olyan U € My(R) matrixot, amelyre az egyenletnek végtelen sok megoldéasa
van!

Miklos Dora, Lovéte

2. feladat (30 pont). Az (a,),>1 sorozatot az

2a, + 3[a,] + 6

3 , Vn>1,

a; = \/5 és api1 =

rekurzioval értelmezziik, ahol [z] az x valos szam egész részét jeloli.
a) Szamitsd ki a sorozat altalanos tagjanak [a,] egész részét!

b) Igazold, hogy létezik a lim a,, hatarérték és hatérozd meg az értékét!
n—oo

a+as+ ...+
2

a
c¢) Igazold, hogy létezik a lim " hatarérték és szamitsd ki az értékét!

n—00 n

Mastan Eliza, Nagybdnya

3. feladat (20 pont). Adott egy (z,),>1 valos szamsorozat, amelyre teljesiilnek a kovetkezs felté-
telek:
z,>1 és b, <3z,—2, Vn>1

Igazold, hogy a sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
Matlap 8/2025, L:3924

4. feladat (20 pont). Egy n X n-es négyzetracsos tablan véletlenszerten kijeloliink két kiilonbo6zd
mez6t (vagyis 1 x l-es négyzetet). Hatérozd meg annak a valoszintiségét, hogy a kijelolt mezdk
kozéppontjait 6sszekots szakasz felezépontja is egy mezd kozéppontja legyen!

Hasas Tiinde, Nagyvdrad

14
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12. osztaly

1. feladat (30 pont). Ha z és y olyan tetszGleges valos szamok, amelyekre xy # —1, legyen

vy = 174, valamint tekintsitk a G = (—1,1) halmazt.

a) Igazold, hogy ,*” mivelet a G-n és (G, *) kommutativ csoport!

b) Szamitsd ki az (z,,),>1 sorozat hatarértékét, ahol x € G adott csoportelem és x,, = g x x % - - - x x,
> < 3’

n-szer

minden n € N* esetén!
Matlap 10/2025, L:3958

2. feladat (30 pont). Szamitsd ki a kovetkezd hatarozatlan integralokat:

a)

/ ! de, = >0.
(22025 4+ 2026)

dr, a,b>0, ze€ (og)

/asinx—f—bcosm

bsinz + acosz
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
3. feladat (20 pont). Szamitsd ki az F' : (0, +00) — R fliggvény minimumaét, ha
2026

F(z) = max {x2 + —, 20273:} , Yz >0.
T

Csapo Hajnalka, Csikszereda

4. feladat (20 pont). Egy n x n-es tdblazat mezéibe beirjuk az 1,2, . .., n? szdmokat sorfolytonosan
(balrol jobbra, fentrdl lefelé).

1 2 3 n
n+1ln+2n+3| - 2n
n2

Legyen k € {1,2,...,n} (rogzitett). Egy k-blokk alatt a tablazat egy olyan részét értjik, amelyet
gy kapunk, hogy a tablazaton beliil a racsvonalak mentén kijeloliink egy k& egymasutani sorbol és k
egymasutani oszlopbol allo, osszefliggs, négyzet alaka tartomanyt.

a) Héany k-blokk van?

15
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b) Hatarozd meg az dsszes lehetséges k-blokkosszeg legnagyobb kozos osztojat, ha blokkosszeg alatt
a blokkban 1év6 szdmok Osszegét értjiik!

Csapo Hajnalka, Csikszereda

16
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Orszagos dont6 - 1. fordulo

5. osztaly

1. feladat (30 pont). A gytrik ura a mthelyében varazsgytirtit készit, amelyeket majd a boltjaban
elad, darabjat 10 petakért. Gytirtiket csak munkanapokon készit, de boltja a hét minden napjan
nyitva van. Hétfs reggel belépett az iires boltjaba, nekifogott és készitett néhany gytrit. Kedden
haromszor annyit készitett, mint hétfén, és eladott a hétfén készitett gytirikbdl 12 darabot. Szerdan
feleannyi gytrtit készitett, mint hétfén és eladta a kedden készitett gytriik felét, amelyekért 240
petékot kapott. Csiitortokon és pénteken is ugyanannyi gytrtit készitett és adott el, mint kedden.
Hany petakot érnek a hétvégére a boltban maradt gytrik? Biré Gabriella, Nagyvdrad

2. feladat (30 pont). Egy 6x6-os tabla négy sarkat kivagtuk. A maradékot L-alaki, négy egység-
négyzetbdl all6 darabokkal szeretnénk teljesen lefedni gy, hogy a darabok egymast ne fedjék. A
darabok tetsz6legesen elhelyezheték a tablan, de minden darabnak pontosan 4 kis négyzetecskét kell
fednie. Keresd meg az Gsszes lehetséges lefedést! Andrds Szildrd, Csikdelne

3. feladat (20 pont). Adott az n = 3 + 3% + 33 + - - - 4 3%0% természetes szam.

a) Igazold, hogy n egy paratlan szam!
b) Hatarozd meg n utolso szamjegyét!

c¢) Igazold, hogy n oszthato 11-gyel!

Czeglédi Csilla-Ilona, Arad
Kiss Sdndor, Nagykdroly

4. feladat (20 pont). Az a természetes szamot ,méagikus” szamnak nevezziik, ha felirhato két,
egymastol és nullatol is kiillonb6z6 négyzetszam osszegeként.

a) Hatarozd meg a kétjegyt ,mégikus’ szamok szamat!

b) Mennyi lehet egy kétjegyti ,magikus” primszam 4-gyel valo osztasi maradéka?

c¢) Igazold, hogy 26™ ,méagikus”’ szam, barmely n > 1 természetes szam esetén!

Faluvégi Melania, Zilah
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6. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatérozd meg azokat az abac alaka természetes szamokat, amelyeket 77-tel
osztva a hanyados ac, a maradék pedig a c szamjegy négyszerese!

Papp Ilonka, Brasso

2. feladat (30 pont). Az AOB és BOC' egymas melletti szogek, a BOC' és COD is egymas melletti
szogek és a harom szog mértékének osszege 180°. Vegyiik fel az O pontbol kundulo OE ON, OP OI,0J
es OK felegyeneseket az adott Szogek belsé tartomanyalban ugy, hogy AOE EOB BON =
NOP = POC ¢ COI = I0J = JOK = KOD. Tudjuk, hogy AOP = 60° és BOK = 135°.

a) Hatarozd meg az AOB, BOC és COD szogek mértékét!

b) Igazold, hogy a BOP és IOK szogek szoglelezdi merdlegesek egymasral

Simon Jozsef, Csikszereda

3. feladat (20 pont). A Salamon Erné Gimnéaziumban az idei tanévben 540 didk tanul. Az iskoldban
harom szakkor miikodik: a nemezelés, a fafaragas és a jégkorong. Minden didk jar legaldbb egy
szakkorre. A tanulok 45%-a jégkorongozni jar, egyharmada nemezeléssel foglalkozik. A tanulok
egytizede jégkorongozas és nemezelés szakkorre is jar, 30%-a jégkorongozik is és fafaragast is tanul,
mig 15%-a nemezeléssel is és fafaragassal is foglalkozik. Az iskola tanuldinak 5%-a mindharom
szakkoron részt vesz.

a) Héany tanulo vesz részt mind a harom szakkoron?
b) Az iskola tanuldinak hény szazaléka jar legtobb egy szakkorre?

¢) Héany tanulé nem jar sem jégkorongozni sem nemezelni?
Hodgyai Edit, Micske

4. feladat (20 pont). Az a és b természetes szamok legkisebb kozos tobbszorosének és a szamok
kétszeresének az Osszege egyenld a szamok legnagyobb kozos osztojanak az 50-szeresével. Hatarozd
meg ezeket az a és b szamokat, ha 6sszegiik legfennebb 50.

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

18



Feladatsorok VIII. OMMO - XXXV. EMMV Orszagos dontd

7. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatérozd meg az A = {%

\/abc + \/c €N } halmazt, elemei felsorolasé-

val! Faluvégi Melania, Zilah

2. feladat (30 pont). Marci leirta a v/1,v/2, V3, . . ., v/30 szamokat kiilonboz6 oszlopokba gy, hogy
barmelyik két oszlopot valasztja ki, legyen az oszlopoknak egy-egy eleme, amit 6ssze tud adni. Marci
a va és Vb szamokat pontosan akkor tudja dsszeadni, ha a gyokok aldl ki tud emelni természetes
szamokat ugy, hogy a gyokok alatt ugyanaz maradjon mindkét szamban. Példaul a v/2 és a v/8 = 2v/2
szamokat Marci 6ssze tudja adni, de a V2 6s /6 szamokat nem tudja Osszeadni.

a) Hatérozd meg hany Gsszeadhato szamokbol allo szampar képezhetd, amelyben a tagok kiilénbo-
zGek?

b) Legfeljebb hany oszlopot tud Marci képezni a megengedett szabalyok szerint? Valaszodat indo-
kold!

Koncse Baldzs, Csikszereda

3. feladat (20 pont). Adottak az = és y nullatol kiilonb6zs természetes szamok, amelyek teljesitik

a kovetkezG Osszefiiggést:
2026  x 2027

<<
2027 y 2028
a) Igazold, hogy az = és y nem egyméas utani szamok!

b) Mennyi az = + y legkisebb értéke, ha y = x 4+ a és a € N*?

Gaspdr Edit, Zilah
Hasas Tiinde, Nagyvdrad

4. feladat (20 pont). Az A, B és C kozéppontu korok paronként kiviilrsl érintik egymast az M,
N és P pontokban tgy, hogy M € AB, N € BC és P € AC. Legyen K az NM egyenesnek az A
kozépponti korrel valé masodik metszéspontja. Az A és C kdzéppontu kérokben vedd fel rendre a
PF és NE atmérsket!

a) Bizonyitsd be, hogy KA || BC!
b) Igazold, hogy a K, P és E pontok kollinearisak!

c) Mutasd ki, hogy a KE és F'M egyenesek altal alkotott szog kongruens az M PN szoggel!

Simon Jozsef, Csikszereda
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8. osztaly

1. feladat (30 pont). a) Hatarozd meg azokat az (x;y) egész szampérokat, amelyekre:

(2? —dx+6)(2y* =2y +1) =3.

b) Hatarozd meg azokat az x és y valos szamokat, amelyekre

(2 —dz+6)(2y* —2y+1)=1.
Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

2. feladat (30 pont). Adott a VABCD szabélyos négyoldala gula. Az alapban az atlok metszés-
pontja O, a P pont pedig az O pont vetiilete a V BC' sikra.

a) Igazold, hogy a P magassagpont a V BC' haromszogben!

b) Legyen AB = 2a és VA = 3a, illetve BPNVC = {N}. Hatarozd meg a BN D sik és az alapsik
altal kozrezart szog koszinuszat!

Hamar Erzsébet, Marosvasdrhely

3. feladat (20 pont). Marcika leirta a v/1,v/2,v/3,...,v/50 szamokat kiilonbozd oszlopokba tgy,
hogy barmelyik két oszlopot valasztja ki, legyen az oszlopoknak legalabb egy-egy eleme, amit Ossze
lehet adni. Marcika a /a és Vb szamokat pontosan akkor tudja osszeadni, ha a gyokok aldl ki tud

emelni természetes szamokat tigy, hogy a gyokok alatt ugyanaz maradjon mindkét szamban. Példaul
a V2 és a V8 = 2¢/2 szamokat Ossze tudja adni, de a V2 és a /6 szamokat nem.

a) Igazold, hogy a szamok beirhatoak 9 oszlopba a fenti szabalyok szerint!

b) Igazold, hogy a szamok nem irhatoak be 10 oszlopba a fenti szabélyok szerint!

Koncse Baldzs, Csikszereda

4. feladat (20 pont). a) Adott az ABCDA'B'C'D' kocka, amelynek az éle a. Hatarozd meg az A’
pont tavolsagat az AB'D’ siktol!

b) Adott az ABCDA'B'C'D’ téglatest. Igazold, hogy az ABCDA'B'C'D’ téglatest akkor és csakis
akkor kocka, ha A'C' L (AB'D’).

Simon Jozsef, Csikszereda
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9. osztaly
1. feladat (30 pont). Oldd meg a valés szamok halmazan a

\/:E+2\/2177—4+\/x+6—4\/2x7—:(x—3)\/§

egyenletet!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

2. feladat (30 pont). Igazold, hogy ha x > 1 és \/z ¢ Z, akkor

1 1 8
> .
[V7 + 2026] — 2026 {7 + 2026} ~ 7+ 1

Toth Csongor, Szovdta

3. feladat (20 pont). Igazold, hogy barmely x,y,z > 0 valos szamok esetén teljesiil a kovetkezs
egyenlGtlenség
P+ D+ D)+ @+ D+ + P+ D)@+ 1) >4 Bayz—z—y — 2).

Barta Zdagoni Csongor, Marosvdsdrhely
4. feladat (20 pont). Az ABCD konvex négyszog oldalait meghosszabbitjuk ugy, hogy B’ € (AB,
BB = AB, ' € (BC,CC'"=2BC, D' € (CD, DD' =3CD és A" € (DA, AA' =4DA.
a) Igazold, hogy A az A’B'C’'D’ négyszog sulypontjal
b) Bizonyitsd be, hogy Typop > 12T gep.

Csapo Hajnalka, Csikszereda
Andrds Szildrd, Csikdelne
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10. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatarozd meg az x valos szdamokat, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlGség:

2026 % 4 202657 = /2 (sinz + cos z) .

Szildgyi Judit, Kolozsvar
Forgdcs Istvan, Szatmdrnémeti

2. feladat (30 pont). Tekintsiik az f: C — R,
F(z) = 2026 5 4 20275
fiiggvényt, ahol € harmadrendi egységgyok és € # 1.
a) Igazold, hogy barmely z € C esetén
() =2 Re(e) & f(2)+ [(2) = 2+ Re(2).
ahol Re(z) a z komplex szam valos részét jeloli!

b) Igazold, hogy az f fiiggvény sziirjektiv, de nem injektiv!
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

3. feladat (20 pont). Igazold, hogy

Y1 —logy. at+ /1 —log,,. b+ /1 —logy.c > /2 —2log,, ab+:/2 — 2log,, be+ /2 — 21og,, ca,

barmely a, b, c € (1,+00) esetén! Kiss Csongor, Kolozsvdr

4. feladat (20 pont). a) Legyen O a komplex szamsik kezdGpontja (origoja), B és C a sik két
olyan pontja, amelyre az O BC' haromszog pozitiv korbejarasa. Igazold, hogy az O BC' haromszog H
magassagpontjanak affixuma

h=1i-(b—c)-ctg(a),

ahol b és c a B, illetve a C' pont affixuma, és o a BOC' szdg mértéke!

b) Az ABCD konvex négyszog atloi nem merdlegesek egymaésra és az O pontban metszik egymast.
Legyen Sy az OAB és Sy az OC'D haromszog stulypontja, illetve Hy az OBC', H, pedig az OAD
haromszog magassagpontja. Igazold, hogy

5152 1 HlHQ.

Ddvid Géza, Székelyudvarhely
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11. osztaly

1. feladat (30 pont). Az (z,),>1 pozitiv tagi szdmsorozat esetén z; = % és
2 2 1
n+1)° 2,01 =n 'x"+§’ Vn > 1.

a) Hatarozd meg a sorozat altalanos tagjanak képletét!

b) Szamitsd ki a lim n - {/z1 - 23 - ...z, hatarértéket!
n—oo

Toth Viktoria, Marosvdsdrhely

2. feladat (30 pont). Az A € M5(R) matrix {6atlon levs elemeinek Gsszegét TrA-val jeloljik.
a) Igazold, hogy a P : C — C, P(z) = det(A — x1,) fiiggvényre P(z) = 2? — TrA -z +det A, Vz € C.

b) Bizonyitsd be, hogy det(A% + A+ ) > 2 +3-TrA - det A.
dr. Bencze Mihaly, Brasso

3. feladat (20 pont). Az A, B € M, (R) matrixok teljesitik az A + B = A - B Gsszefliggést.
a) Igazold, hogy A- B =B - A.
b) Bizonyitsd be, hogy ha det(A + B) > 0 és det[(AB)? — 5AB + 51,,] > 0, akkor det(A® + B®) > 0.

Pdlhegyi-Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

4. feladat (20 pont). Az (x,),>1 valos szamsorozat esetén z; € (0,1) és
Tpi1 = Ty - cos(zy,), Vn>1.
a) Igazold, hogy az (x,),>1 sorozat konvergens ¢és szamitsd ki a hatarértékeét!

b) Szamitsd ki a lim v/n - z,, hatarértéket!

n—oo
1 <N (teag )2
—Z( & k) ) hatarértéket!
n T

k=1

n—oo

c) Szamitsd ki a lim (

Loga Patrik, Zilah
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12. osztaly
1. feladat (30 pont). Szamitsd ki az

sin 2x
— 1 dz
a4+ sin” x + cos*x

integralt, ahol a olyan valos szam, amelyre |a| > 1. dr. Bencze Mihdly, Brasso

2. feladat (30 pont). Jeldlje [x] az x valos szam egészrészét, {x} pedig a tortrészét. A valos szamok
halmazan a ,,0” mtveletet az

voy=[2] [y + {{z} +{y}}, Vz,yeR
szabéllyal értelmezziik. (A méasodik tagban a kiils§ kapcsos zarojel az Gsszeg tortrészét jeloli).

a) Hatérozd meg a valos szamok azon legb6vebb M C R részhalmazat, amelyre teljesiil, hogy [z] # 0
minden x € M esetén, és az (M, o) par Abel-csoportot alkot!

b) Legyen 2™ = zoxzo---0x, ahol n € N*. Hatarozd meg, hany olyan x € M létezik, amelyre
—

teljesiil az £(20%0) = e egyenldség, ahol e a csoport semleges eleme!

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy

3. feladat (20 pont). Igazold, hogy a 2% = x3% egyenletnek pontosan harom valés megoldasa van!
Lasd be azt is, hogy ezek koziil pontosan egy racionalis!

Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

4. feladat (20 pont). A (G, -) véges csoportnak A olyan részhalmaza, amely esetén 2|A| > |G,
ahol |H|-val jeloljik a H halmaz elemeinek szamat. Vezessiik be az

r(g) = {(a,b) € Ax Ala-b=gj
jelolést, ahol g € G (tehat r(g) azoknak az (a,b) € A x A paroknak a szama, amelyekre a - b = g).

a) Szamitsd ki > r(g) értékét!
geG

b) Bizonyitsd be, hogy r(g) > 2|A| — |G|, minden g € G esetén!

c) Hatéarozd meg azokat az A részhalmazokat, amelyekre r(g) = 2|A| — |G|, minden g € G esetén!

Lukdcs Andor, Kolozsvdr
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Orszagos dont6 - II. fordul6

9. osztaly
1. feladat (30 pont). Adottak x,y € R* ugy, hogy

25 1
2 + = 16y + = < [2VT+1] +8,
|| Aly|

ahol [a] az a szam egész részét jeloli. Mutasd ki, hogy

1
M+22 (ZE2+—2) + 27
ly y

természetes szam!

Mastan FEliza, Nagybdnya
Fodor Erika, Beszterce

2. feladat (30 pont). Az ABC egyenld oldalt haromszégben legyen D az AC' szakasz bels6 pontja,
amelyre AD = k- DC. A BD egyenesen az FE pontot ugy vessziik fel, hogy BE = (k+ 1) - DE és
D a BFE szakasz bels§ pontja. Hatarozzuk meg a k értékét ugy, hogy AE merd6leges legyen az AB
egyenesre! Olosz Ferenc, Szatmdrnémet:

3. feladat (20 pont). Oldd meg a (2zy — 10)? = 422 + y%. egyenletet az egész szamok halmazéan!

Mastan FEliza, Nagybdnya
Toth Csongor, Szovdta

4. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy egy konvex négyszog akkor és csakis akkor ortodiagonalis
(4tloi merdlegesek egymaésra), ha szemben fekvs oldalainak négyzetisszege megegyezik!

b) Igazold, hogy ha egy kor koré irhato négyszog ortodiagonalis, akkor deltoid (az egyik atloja a
szimmetriatengelye)!

Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

5. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy az A = {12,22,3% 42 5% 6%, 7% 8%} halmaznak van két olyan
négyelemi diszjunkt részhalmaza, amelyek elemeinek 6sszege egyenld!

b) Igazold, hogy a B = {12,22,32,...,2024%} halmaznak van két olyan B; és B, diszjunkt részhal-
maza, amelyekre By U By = B és B elemeinek Osszege egyenls a By elemeinek Osszegével!

Kocsis Attila, Déva
Németi Monika, Kolozsvar
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6. feladat (20 pont). Egy négyzetracsos lapra rajzolt tetszéleges racstéglalap felbontésa alatt azt
értjiik, hogy olyan négyzetekre bontjuk, melyek csiicsai racspontok, oldalaik pedig parhuzamosak a
téglalap oldalaival, és amelyek belsejei diszjunktak. A téglalap minden ilyen lehetséges felbontasa
mellé odairjuk a felbontédsban szerepls legkisebb négyzet oldalhosszat.

Rajzolhat-e Norbi olyan m x n-es téglalapot, amely esetén a leirt szamok koziil a legnagyobb szam
a 2025, illetve az m és n szamok legnagyobb kozos osztoja:

a) 2026, b) 2025, c) 1.
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10. osztaly

1. feladat (30 pont). Az A halmaz az olyan nyolcjegyii pozitiv egész szamok halmaza, amelyek
els6 ot szdmjegyének a szorzata 2025 és az utolsé négy szamjegyének a szorzata is 2025. Hatarozd
meg az A halmaz elemeinek szamat!

Péter Robert, Gyergydremete

2. feladat (30 pont). Az f : N* — N* fiiggvényt a kévetkezGképpen értelmezziik: f(a) az a
legkisebb négyzetszam, amelyre teljesiil, hogy a | f(a) (példaul f(3) =9, f(8) = 16).

a) Hatarozd meg az Gsszes olyan n szamot, amelyre f(n) = 2025.

b) Hany megoldésa van az f(n) —n = 2025 egyenletnek?

Barta Zagoni Csongor, Marosvdsdrhely
3. feladat (20 pont). Az ABCD konvex négyszogben DAB = 90°, ABC = 150°, AD = BC = a,
CD
AB =n-a, ahol n € (0,00) valtozd. Szamitsd ki a 5D arany legnagyobb értékét!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

4. feladat (20 pont). Adott 15 darab nemnulla, egyméastol kiilonbozs, 987-nél kisebb természetes
szam. Bizonyitsd be, hogy ezek kozott 1étezik harom olyan szam, amelyek egy haromszog oldalhosszai
lehetnek!

Bencze Mihdly, Brasso

5. feladat (20 pont). Az ABCD konvex négyszogben ABD = 2ACD és a BD egyenes az ABC
haromszog koré irt kort az E pontban metszi.

a) Igazold, hogy a D pont az ABC haromszog koré irt kor belsejében talalhato!

b) Igazold, hogy AB = DB akkor és csakis akkor, ha AD az EAC szogfelezdje!
Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

6. feladat (20 pont). A B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz egy A részhalmazara teljesiil, hogy az
A barmely harom a,b, ¢ eleme esetén az azx® + bz + ¢ = 0 egyenletnek nincs egész gyoke. Legtobb
hany eleme lehet az A halmaznak?

Barta Zdgoni Csongor, Marosvdsdrhely
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11-12. osztaly
1. feladat (30 pont). Hatarozd meg az 6sszes olyan (x,y) egész szamokbol &llo6 szampart, amelyre

z(z+1)(z+2)(z+3)+ 12 =y~

oKk

2. feladat (30 pont). Az ABC héaromszogben AB = AC. Legyen D € (AC) egy mozg6 pont és
E € (BC olyan pont, hogy C' € (BE) és BD = CE. Igazold, hogy a BDFE haromszog koréirt kore
atmegy egy B-t6l kiilonb6zd rogzitett ponton!

Radkoczi Erik, Kolozsvar

3. feladat (20 pont). Igazold, hogy ha a, b, z,y > 0 valés szamok, akkor

1>x+y+x+y> 4‘
b~ xa+yb 2xb+ya  a+b

1

-+

a
dr. Bencze Mihaly, Brasso

4. feladat (20 pont). Az ABC haromszog AB, BC, C' A oldalanak felez6pontjai C’, A’, B’ és legyen
M egy pont a sikban. Ha a az A’ ponton at az AM egyenessel parhuzamosan hizott egyenes, b a B’
ponton at az BM egyenessel parhuzamosan huzott egyenes és ¢ a C’ ponton at az C'M egyenessel
parhuzamosan huzott egyenes, akkor igazold, hogy az a, b, ¢ egyenesek egy pontban futnak Ossze!

Szildgyi Zsolt, Kolozsvar

5. feladat (20 pont). Angelico felirt a tablara néhany 2026-nal nem nagyobb, legfeljebb 2026
db, nem feltétleniil kiilonb6z6 pozitiv egész szamot. Ezutan mindegyik szamot egyenként a 2026.
hatvanyra emelte, majd a kapott szamokat Osszeadta. Az igy kapott eredmény 91014 . 112028 Hany
szamot irhatott fel Angelico?

Barta Zdgoni Csongor, Marosvdsdrhely

6. feladat (20 pont). Ali és Baba egy 1 x 4n mez6bdl allo, sakktablaszertien szinezett tablan jatszik
(n > 2). A jatékosok felvaltva lépnek, Ali kezd. Egy lépésben a soron 1évs jatékos két tetszoleges
mez§ szinét feleseréli, azzal a megkotéssel, hogy egy adott mezdpér cseréjére a jaték teljes ideje alatt
legfeljebb egyszer keriilhet sor. A jaték akkor ér véget, ha az Osszes lehetséges part megcserélték.
Ali célja, hogy a jaték barmely fazisaban megjelenjen a tablan egy minél hosszabb egyszint szakasz,
Baba pedig ezt probalja megakadélyozni. Mekkora az a leghosszabb egyszint szakasz, amit Ali a
jaték kimenetelétsl fliggetleniil, atmenetileg is képes elGallitani?

Bodor Addm, Csikszereda
Ercse Ferenc, Sepsiszentgyorgy
Sajter Klaus, Csikszereda
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MEGOLDASOK

Megyei fordul6

5. osztaly

1. feladat (30 pont). Egy tirhajo vezérkarat a kapitany, a tisztek és az altisztek alkotjak. Vala-
mennyiiik ruhajat csillagok diszitik, a kapitany ruhajan 8, a tisztekén 5, az alitsztekén pedig 3 csillag
van. Az tirhajo vezérls szobajaban tanacskozast tartanak, amelyen a vezérkarbol tizen vesznek részt
és ruhajukon Osszesen 44 csillag talalhato. Kozottiik van-e a kapitany? Héany tiszt és altiszt vett

részt a tanacskozason? Biro Gabriella, Nagyvdrad
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Tegyiik fel, hogy koztiikk van a kapitany, ez azt jelenti hogy a maradék 10 — 1 = 9 ember ruhajan
Osszesen 44 — 8 = 36 csillag van. (6 pont)
Alkalmazzuk a hamis feltevés modszerét. Tegyiik fel, hogy mind a 9 ember altiszt, azaz mindenik
ruhajan 3 csillag van, ez 9 - 3 = 27. Marad még 36 — 27 = 9 csillag. (3 pont)

De a 9 nem oszthato az 5 — 3 = 2 kiilonbséggel. Tehat nem lehet kozottiik a kapitany. (3 pont)
Igy viszont a vezérls szobaban levé 10 ember mindegyike csak tiszt (5 csillaggal) vagy altiszt lehet

(3 csillaggal) és Osszesen 44 csillag van rajtuk. (3 pont)
Alkalmazzuk a hamis feltevés modszerét. Tegyiik fel, hogy mind a 10 ember altiszt, azaz mindenik
ruhajan 3 csillag van, ez 10 -3 = 30 . Marad még 44 — 30 = 14 csillag. (3 pont)
A kiilonbség abbol adodik, hogy vannak koztiik tisztek is, nekik 5 — 3 = 2 csillaggal tébb van a
ruhéjukon. (3 pont)
Tehat 14 : 2 = 7 tiszt és 3 altiszt vett részt a tanacskozéson. (6 pont)

[ |

2. feladat (30 pont). Az abran lathatd blivos négyzetbe a természetes szamokat helyezziik el 1-
t6l 16-ig, mindegyiket pontosan egyszer ugy, hogy minden sorban, minden oszlopban és a két atlo
mentén a szdmok Osszege ugyanannyi legyen. Ird be a hianyz6 szamokat! Hogyan gondolkoztél?

8 1
2 7
3 6
51914
Matlap 9/2025, A:5170
FElsé megoldds. Hivatalbol (3 pont)

Megjegyzés. Helyes kitoltés esetén, indoklas nélkiil 15 pont kaphato.
A tablazatban a természetes szamok szerepelnek 1-t6l 16-ig, mindegyik pontosan egyszer, igy a tab-

16 - 17
lazatban szerepld szamok Osszege 1 +2+ -+ 4+ 16 = — = 136. (6 pont)
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Mivel minden sorban ugyanannyi a szamok osszege, igy egy sorban az dsszeg 136 : 4 = 34. (3 pont)
Tehat a feltételek alapjan minden sorban, oszlopban, illetve a két a4tl6 mentén a szamok Osszege 34

kell legyen. (3 pont)
Ekkor a harmadik oszlop legfelsd eleme 34 — (74 6+ 9) = 34 — 22 = 12. A legalso sor elsé eleme
pedig 34 — (5 +9+4) =34 — 18 = 16. (6 pont)

Ezutén az el6z6 lépésekhez hasonloan kitoltjiik a négyzetet, figyelve arra, hogy az 6sszeg mindenhol
34 legyen. Példaul a harmadik sor masodik eleme 10 kell legyen az 4t16 miatt. Ekkor a harmadik sor

utolsé eleme 15, a sor miatt. (3 pont)
A masodik sor utolsé eleme 14 kell legyen az utolsd oszlop miatt. Emiatt pedig a méasodik sor mé-
sodik eleme 11. (3 pont)
Hletve ekkor az elsd sor elsé eleme 13, az els oszlop és az atlo miatt. Az alabbi abrén lathato a
helyes kitoltés: (3 pont)

1318121

2 111 7|14

31101 6 |15

65914
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)

A harmadik oszlopban a szamok Gsszege 22, a legals6é sorban pedig 18, tehat a két Osszeg kozott a
kiilonbség 4. Mivel minden sorban és oszlopban az 0sszeg megegyezik, ezért a bal als6 sarokba beirt

szam 4-gyel nagyobb kell legyen, mint az els6 sor harmadik eleme. (3 pont)
Tehat a két helyre keriil§ szamparok lehetnek (10, 14), (11, 15) vagy (12, 16). (3 pont)

Hogyha a bal als6 sarokba 14-et frunk, a fels§ sor harmadik helyére pedig 10-et, akkor az Gsszeg 32.
Ekkor a bal fels6 sarokba a 13 kell keriiljon, de akkor az 4tl6 miatt a masodik sor méasodik eleme 9
kellene legyen, de a 9 mar szerepel a tablazatban, igy ez a kitoltés nem befejezhetd. (6 pont)
Hogyha a bal als6 sarokba 15 keriil, a fels6 sor harmadik helyére pedig 11, akkor az ¢sszeg 33. Ekkor
a bal fels¢ sarokba 13 kell keriiljon, igy az &4tl6 miatt a mésodik sor masodik eleme 10 kell legyen.
Ekkor viszont a masodik oszlop 0sszege miatt a harmadik sor mésodik eleme szintén 10 kellene le-

gyen, igy a kitoltés nem befejezhetd. (6 pont)
gy tehat a kitoltés csak a (12, 16) esetben fejezhets be. A kitoltés befejezését lasd az el6z6 megol-
dasban. (9 pont)

[

3. feladat (20 pont). Koppéany és Vajk jatékot jatszottak az 1,2,3, ..., 10 természetes szamokkal. A
fitk minden korben valasztottak maguknak néhany szamot, majd tettek egy-egy kijelentést. Dontsd
el, ki mondott igazat!

a) Els6 korben mindketten valasztottak. Koppéany az Gsszes parosat, Vajk pedig az dsszes paratlant
valasztotta. Mindketten négyzetre emelték a szamokat, majd rendre elosztottak mindegyiket 10-zel.
Vajk azt allitja, hogy tobbféle maradékot kapott, mint Koppany. Igazat mondott?

b) Masodik korben Koppany kivalasztotta a 2, 3, 5, 7 és 9 szdmokat, majd mindeniket a 2026-
ik hatvanyra emelte, az eredményeket pedig Osszeadta. Azt allitotta ezutan, hogy négyzetszamot
kapott. Igazat mondott?
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¢) Harmadik kérben Vajk valasztotta a 2-es szamot. Rendre felemelte a 96,97, ... ,2025,2026 hat-
vanyra, majd a kapott eredményeket Osszeadta. Azt allitotta ezutan, hogy négyzetszamot kapott.
Igazat mondott?

Gaspdr Edit, Zilah
Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) A szamok tizzel valo osztasi maradéka tulajdonképpen a szamok utolsd szamjegye. Jeldlje egy
n szam utolsé szamjegyét az u(n). Az péaros szamok négyzeteinek utolsé szamjegyei: u(2?) = 4,

u(4?) = 6, u(6%) = 6, u(8%) = 4, u(10%) = 0. (2 pont)
A pératlan szdmok négyzeteinek utolso szamjegye: u(1%) = 1, u(3%) = 9, u(5?) = 5, u(7%) = 9,
u(9?) = L. (2 pont)

Mindkét fia csak 3 — 3 kiilonb6z6 maradékot (utolsd szamjegyet) kapott, tehat Vajk hazudott.

b) Vizsgaljuk a 2026. hatvanyok utolsé szamjegyeit. A 2 hatvanyainak utolso szamjegyei rendre 2,
4, 8, 6, majd ezek ismétlédnek négyessével. Minden 4-gyel oszthatd hatvany utolsé szamjegye 6, igy
u(2292%) = 6, ahonnan u(2%%) = 4. A 3 hatvanyainak utols6 szamjegyei rendre 3, 9, 7, 1, majd
ezek ismétlédnek négyessével. Minden 4-gyel oszthat6 hatvany utolsé szamjegye 1, igy u(329%4) = 1,
ahonnan «(2%°26) = 9. Az 5 mindenik hatvanyénak utols6 szamjegye 5, igy u(52°%°) =5. (2 pont)
A 7 hatvanyainak utolsé szamjegyei rendre 7, 9, 3, 1, majd ezek ismétlédnek négyessével. Minden
4-gyel oszthat6 hatvany utolso szamjegye 1, igy u(7%°**) = 1, ahonnan u(7%°%%) = 9. A 9 hatvéanyai-
nak utolsé szamjegyei rendre 9, 1 majd ezek ismétlédnek kettessével. Minden paros hatvany utolso
szamjegye 1, igy u(920%) = 1. (2 pont)

(22026 | 32026 4 52026 | 72026 4 g2026) _ () (92026) |y (32026) 4y (52026) |y (72026 4 (20269
wd+9+5+9+1)
u(28) = 8. (2 pont)

De mivel négyzetszdm nem végzédhet 8-ra, igy Koppany hazudott. (2 pont)

c) A Vajk altal szamolt 6sszeg legyen A = 2% + 297 4 ... 4 22026 Vizsgéljuk az utolsé szamjegyét.
Ha az A Gsszeget beszorozzunk kettével, akkor

2_A:2'(296+297+__‘+22026):297_’_298_’_”._’_220277
illetve vonjuk ki bel6le az eredeti A Gsszeget:

2.4 — A= (297+298_'____+22027)_(2964_297_’_.”_’_22026)
= 22027 _ 9% (4 pont)
A 2 hatvanyainak utols6 szamjegyei rendre 2, 4, 8, 6, majd ezek ismétlédnek négyessével. Min-
den 4-gyel oszthaté hatvany utols6 szamjegye 6, igy u(2%) = 6, illetve u(22°?") = 8. Ekkor az

u(A) = (22027 — 290) = ¢ (22927) — (2%) = 8 — 6 = 2. Mivel négyzetszam utols6 szamjegye nem
lehet 2, Vajk hazudott. (2 pont)
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4. feladat (20 pont). Az A, B, C nem feltétleniil kiilonb6z6, nemnulla természetes szamokat jelol-
nek, amelyekre A < B < C.

a) Ird fel az 6sszes lehetséges (A, B, C') szamharmast, amelyre A2 + B2 4+ C? = 99.
b) Irj fel harom olyan (A, B, C) szamhéarmast, amelyre A? + B% + C? = 992925,

c) Irj fel egy olyan (A, B, C)) szamharmast, amelyre A3 + B* + C3 = 99.

d) Irj fel egy olyan (A, B, C) szamharmast, amelyre A3 + B3 + C3 = 992026,
Stmon Jozsef, Csikszereda
Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) A 99 haromféleképpen irhato fel harom négyzetszam osszegeként:

99 =9+9+81=3"+3>+9%, (2 pont)
99 =1+49+49 =12+ 72+ 72, (2 pont)
99 =25 +25+49 = 5%+ 5>+ 7*. (2 pont)

Igy a szamharmasok a kévetkezdk lehetnek: (A, B, C) € {(3,3,9),(1,7,7),(5,5,7)}.

b) Induljunk ki az el6z6 alpont megoldéasaibol. Az sszeg a kovetkezSképp alakithato A+ B+ C' =
992025 — 99 . 992024 — 99 . (991°12)* " gy minden el6z6 alpontbeli megoldasbol kialakithaté egy-egy
megoldés:

99 . (991012)2 _ (32 + 324 92) . (991012)2 _32. (991012)2 4+ 32. (991012)2 +92. (991012)2
tehat  99%°% = (3.99'12)” 1 (3.991912)* 1 (9. 991012)* (2 pont)

99 . (991012)2 _ (12 + 724 72) . (991012)2 —12. (991012)2 +72. (991012)2 +72. (991012)2
tehdt 9922 = (1-99'12)* 4 (7.99'012)% 4 (7.991012)” (2 pont)

99 . (991012)2 _ (52 + 524 72) . (991012)2 —52. (991012)2 +52. (991012)2 + 72, (991012)2
tehat 9922 = (5.99'012)% 1 (5.991012)* 1 (7.991012)* | (2 pont)

[gy a szamharmasok a kovetkezdk lehetnek: (A, B,C) € {(3-99'012 3.991012 9.99l012) (1.991012 7.
991012 7. 991012) (5 . 991012 5. 991012 7. 991012)}‘

c) A 99 felithat6, mint 99 = 8 + 27 + 64 = 23 4 33 + 43, tehat egy darab szimharmas az (A, B,C) =
(2,3,4). (2 pont)
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d) Induljunk ki az el6z6 alpont megoldasabol. Ekkor az adott Osszeg a kovetkezSképp alakithato
A+ B+ C = 992026 — 99.992025 — 99. (9957)* gy az el6zS alpontbeli megoldashol kialakithato egy
megoldas

99 - (9957)° = (2% 4 3% 4+ 4%) . (99°™)° = 23 (99)® 4 3%. (996™)° 4 43 . (9957)°
tehdt 9922 = (2.99°7) + (3. 9957)" 1 (4.99°75)" | (4 pont)

Tehat egy darab ilyen szamharmas az (A, B, C) = {(2- 9957 3. 9957 9 . 9967,
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6. osztaly

1. feladat (30 pont). A tarsasjatékstand elstt egyezkedik Csongor és David. Ugyanazon téarsasjaték
megvasarlasat tervezik, de kiilon-kiilon egyikiiknek sincs elegendd pénze: Csongor pénzébdl hianyzik
a jaték aréanak %—a, mig Davidé az ar 16, (6)%—val kevesebb. Ezért tgy dontenek, hogy kozosen
vasaroljak meg a jatékot. A vésarlast kovetGen Osszesen 90 lejiikk maradt meg.

a) Hatarozd meg a tarsasjaték arat, valamint azt, hogy mennyi pénze volt Csongornak és Déavidnak
a vasarlas el6tt!

b) A megmaradt Osszeget tgy osztjak fel egymas kozott, hogy a vasarlas el6tti és az osztozkodas
utani pénziik aranya megegyezzen. Mennyi pénzt kap Csongor, illetve David a megmaradt pénzbdl?

Hodgyar Edit, Micske

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) Legyen a tarsasjaték ara z lej. (3 pont)
Qsongornak kezdetben a pénze % - x lej, David pénze pedig % -z lej. (6 pont)
Igy 2.2+ 2 =2+ 90. (3 pont)
Ebbdl 4x + bx = 6x + 540, vagyis x = 180 lej a tarsasjaték ara. (3 pont)
A vasérlas el6tt Csongornak % LT = % - 180 = 120 leje volt, mig Déavidnak % ST = % - 180 = 150 lej
allt rendelkezésére. (3 pont)
b) A vasarlas el6tti pénzosszegek aranya %. Ha Csongor y pénzosszeget fog visszakapni, akkor Da-
vid 90 — y Osszeget.
Tehat felirhatjuk, hogy % = #_y. Az aréanypéarok tulajdonsagabol kovetkezik, hogy (3 pont)
120 - (90 — y) = 150 - y, ahonnan 9y = 360, vagyis y = 40 lej. (3 pont)
Igy Csongor a megmaradt pénzbdl 40 lejt kap vissza, mig David 50 lejt. (3 pont)
[ |

2. feladat (30 pont). Jancsinak harom doboza van, az els6 dobozban pontosan harom sarga golyo,
a masodikban harom zold goly6 és a harmadikban harom kék goly6 van. Az els6 1épésben: az els6
dobozbdl kivesz 3 golyot és szétosztja a masik kettd kozott gy, hogy mindegyikbe legalabb egy golyot
tesz. A kovetkez6 lépésben kivesz 3 golyot a mésodik dobozboél és hasonloan szétosztja. Ugyanezt a
lépést teszi meg a harmadik doboz esetében is, majd visszatér az elsé dobozhoz. Ezeket a lépéseket
addig folytatja, amig eléri, hogy az els6 dobozban legyenek a kék golyok, masodikban a sargék, és
harmadikban a zoldek.

Jancsinak sikeriilt 8 1épésbdl elérni a céljat. Talalj ennél kevesebb 1épésbdl allo6 megoldast!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

Mivel egy lépésben 3 golyot kell kivegyiink egy dobozbdl, tgy kell rendezziik a golyokat, hogy mindig
legyen a kovetkezd dobozban legalabb harom.
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Els6 1épésben vigyiink két sargat a masodik dobozba és egyet a harmadikba. A maéasodik 1épésben a
mésodikbol vigyiink két zoldet a harmadikba és egyet az els6be. A harmadik 1épésben a harmadik
dobozbdl tegylink két kéket az elsébe, és a harmadik kéket a masodikba. Az aldbbi tablazatban
kovethetSk ezek a lépések, a golyokat megszamoztuk a jobb kévethetdség érdekében.

0. lépés 1. lépés 2. lépés 3. lépés
Z2
52 Z3
53 S1 S1
s1 21 k1 z1 k1 k1 21 k1 s1
s2 22 ko 22 ko sy ko ke s2 22
s3 23 ks 23 ks 21 s3 ks ks s3 23

Ezzel elértiik, hogy minden szinbdl kettd a helyére keriiljon, mar csak egy olyan 1épéssort kell talél-
junk, amivel a maradék golyokat eggyel arrébb tessziik, mikézben a tobbit a helyén hagyjuk. Ezt

elérhetjiik az alabbi tablazatban lathato harom lépéssel (27 pont)
4. lépés 5. lépés 6. lépés

k1
ko ko
ks =1 21

z1 k1 st ki s1 s1 ki s1 =1

ko sy 29 S9 29 So 29 ko  so 2o

ks s3 23 83 z3 ks s3 z3 ks s3  z3

Pontozas: 8 1épésnél kevesebb (helyes!) lépéssor, amely eléri a kivant elrendezést — 27 pont.
Ha nincs teljes megoldas, akkor a kovetkezdk szerint ajanlott pontozni:

1) Leirja, vagy a leirt lépések alapjan tugy rendez, hogy a kovetkezs dobozba legyen legalabb
hérom goly6 — 6 pont

2) Leir 3 lépést a bevezetett szabaly alapjan — 9 pont. Ha ezt a lépéssort egyszer vagy kétszer
megismételve a golyok a helyiikre keriilnek, de nincs leirva — 6 pont

3) Leir tobb lépéssort azzal a céllal, hogy a golyokat adott szabélyok szerint rendezze — 6 pont

[ |
3. feladat (20 pont). Az 500 cm hosszusagu AB szakaszon felvessziik az My, My, M3, ..., Moy (A #
M, B # Msys) pontokat ebben a sorrendben tugy, hogy az AM;, My My, Mo Mg, M3My, . .., Moy Mos

szakaszok hossza 25 egymasutani természetes szam legyen. Hatarozd meg az M5 B szakasz hosszénak
legkisebb és legnagyobb lehetséges értékét!

Matlap 9/2025, A:517/

Elsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Jelolje a az Mays B szakasz hosszéat (centiméterben) és o az AM; szakasz hosszat (szintén centiméter-
ben). igy x € N* és a feladat szovege alapjan Mi My = x + 1, MoMs = x + 2, ..., MogMos = x + 24.
(2 pont)

Mivel AMl + M1M2 + MQM:), + ...+ M24M25 + M25B = AB, felirhatjuk az
r+(x+1)+(x+2)+... 4+ (x+24) +a =500 (4 pont)

egyenletet. Az egyenletet egyszertibb alakra hozva kapjuk, hogy 25-x+1+2+3+...+244a = 500,
azaz 25 - x +25-12 + a = 500, ahonnan 25 - x + a = 200. (4 pont)
Mivel a bal oldalon két tag Gsszege &ll és a jobb oldalon egy szam, ezért a pontosan akkor lesz
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a lehetd legnagyobb, ha x a lehetd legkisebb és a pontosan akkor lesz a lehetd legkisebb, ha z a
lehetd legnagyobb. Az x legkisebb értéke 1, behelyettesitve az egyenletbe irhatjuk, hogy 25 -1 +
a = 200, ahonnan a legnagyobb lehetséges értéke a = 175 (és ez valoban lehetséges, hisz igy az
AMy, MiMs, ..., Moy Mas, Mos B szakaszok hosszai rendre 1,2,3,...,25,175). (4 pont)
Mivel a > 0, ezért 25z < 200, tehat z < 8 vagyis az = természetes szam legnagyobb lehetséges értéke
7. x =T esetén a = 200 — 25 - 7 = 25, amely az a lehetd legkisebb értéke (és ez valoban lehetséges,
hisz igy az AMy, My Ms, ..., MayMss, Moy B szakaszok hosszai rendre 7,8,9,...,31,25). (4 pont)

[ |

Mdsodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)

Jelolje a az Moy B szakasz hosszat és x az AM; szakasz hosszat (centiméterben). Igy © € N* és a

feladat szovege alapjan Mi My = x + 1, MoMs = x + 2,..., Moy Mos = x + 24. (2 pont)
Mivel AMl + M1M2 + M2M3 + ...+ M24M25 + M25B = AB, felirhatjuk az

r+(x+1)+(@+2)+...+(r+24) +a =500 (4 pont)

egyenletet. Egyszertibb alakra hozva w +a = 500, ahonnan kapjuk az (x4 12)-254a = 500

egyenletet. (4 pont)

Mivel [(x 4 12) - 25]:25 és 500:25, ezért a is oszthato kell legyen 25-tel. De x + 12 > 13, tehat

(x +12) - 25 > 325. Ebbdl kovetkezik, hogy a < 175. (4 pont)

Mivel a € N*, a:25 és a < 175 az a lehetséges értékei 25, 50,75, ...,175.
Tehat a legkisebb értéke 25, mig a legnagyobb értéke 175. Fzeket rendre az x = 7, illetve az © = 1

értékekre veszi fel. (4 pont)
|

4. feladat (20 pont). Nevezziik ,jo"-nak azokat az (a,b) nullatol kiilonbo6z6 természetes szamok-
bol alkotott szamparokat, amelyekben az a és b legnagyobb kozos osztojanak és legkisebb kozos
tobbszordsének az Osszege 226.

a) Sorold fel a 225 osztoit!
b) Hatarozd meg azokat az (a,b) ,,j0” szampéarokat, amelyekre a és b relativ primek!

c) Hany olyan (a,b) alaku ,,j6” szampar létezik, amelyben a és b nem relativ primek? Sorold fel az
Osszeset!

Czeglédi Csilla, Arad
Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) 225 = 152 = 32 - 52, ezért 225 minden osztéja d = 3* - 5% alaku, ahol u,v € {0, 1,2}. Igy 6sszesen
9 osztoja van a 225-nek és ezek a Daos = {1,3,5,9,15,25,45, 75,225} halmaz elemei. (4 pont)

Megjegyzés. Mas érvelés is elfogadhato, de a felsorolas nem teljes értékd (hacsak nem latta be az
Osszes tobbi 225-nél kisebb szamra, hogy azok nem lehetnek osztok).

36



Megoldasok VIII. OMMO - XXXV. EMMV Megyei fordul6 - 6. osztaly

b) Mivel a és b relativ primek, a legnagyobb kozos osztojuk 1 és a legkisebb kozos osztojuk a két
szam szorzata, tehit a szoveg alapjan felirhatoé az 1 + a - b = 226 egyenlet, ahonnan a - b = 225.

(2 pont)
A 225 0szt61 9 olyan rendezett szampart hataroznak meg, amelyben a szamok szorzata 225. Ezek ko-
ziil 5 parban a két szam nem relativ prim, tehat a keresett szampéarok (1,225), (225, 1), (9, 25), (25, 9).

(2 pont)

) , - . o a=d-k
c) Legyen d az a és b szamok legnagyobb kozos osztoja, ekkor felirhatjuk, hogy p , ahol k
és p relativ primek. (2 pont)

Ez alapjan [a;b] = d - k - p. (ez kévetkezik a (a;b) - [a;b] = a - b Gsszefiiggésbdl vagy a legkisebb
kozos t6bbszorss értelmezésebdl és tulajdonsagaibol). Igy d - k - p 4+ d = 226, vagyis a kozds tényezd
kiemelése utan d- (k-p+1) = 226 tehat d osztoja a 226-nak. Masrészt Dagg = {1,2,113,226} és sem
a d,sem a k- p—+ 1 nem lehet 1, tehat d € {2,113}. (2 pont)
Ha d = 2, akkor k- p+ 1 = 113, tehat k- p = 112. Masrészt Dy = {1,2,4,7,8,14, 16, 28,56, 112},
valamint k és p relativ primek, tehat a (k, p) szampar az {(1,112), (112,1), (7, 16), (16, 7)} halmaz ele-
mei koziil barmelyik lehet. Ebben az esetben az (a, b) szampéar a {(2,224), (224, 2), (14, 32), (32, 14) }

halmaznak tetszsleges eleme lehet. (2 pont)
Ha d = 113, akkor k- p+ 1 = 2, tehat k- p = 1. Ez csak a k = p = 1 esetben teljesiil, tehat
a=b=113, (2 pont)

A keresett ,,j6” szampérok szama tehat 5, és ezek a szamparok a kovetkezdk:
(2,224),(224,2), (14, 32), (32, 14), (113, 113).

(2 pont)
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7. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatérozd meg az ab alaki természetes szdmokat, ha az a +b, a — b és a- b
szamok egyenesen aranyosak a 7, 1, illetve 12 szamokkal.

Szdsz Hajnalka, Csikszereda

Elsd megoldads. Hivatalbol (3 pont)

Az aranyossag
a+b a—-b a-b

7 T
alakban irhato, ahol a és b szamjegyek és a # 0. (3 pont)
Ekkor
a+b=Tk, a—b=k, (3 pont)
ahonnan az els6 két egyenlség Osszeadésabol azt kapjuk, hogy 2a = 8k, azaz a = 4k. (6 pont)
Mivel b = a — k kovetkezik, hogy b = 3k. (3 pont)
Ha k > 3, akkor 4k > 12, tehat @ nem lenne szamjegy. Igy csak a k = 1 és k = 2 eseteket kell
megvizsgalnunk. (3 pont)
Ha k = 1, akkor a = 4, b = 3 és valoban teljesiil az a - b = 12 egyenléség. Tehéat az ab = 43 egy
megoldas. (3 pont)
Ha k = 2, akkor a = 8, b = 6. Ezekre a szamokra viszont a - b = 48 # 12 - k, tehat ebben az esetben
nincs megoldas. (3 pont)
Osszesitve: az egyetlen lehetséges megoldas ab = 43. (3 pont)
[
Mdsodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)

Az aranyossag

—— =k (3 pont)

alakba irhat6. Ez alapjan
a+b=Tk é a—b=k, (3 pont)

tehét a két egyenldség megfelels oldalait 6sszeadva azt kapjuk, hogy

2a = 8k, vagyis a = 4k. (3 pont)
Ha a = 4k, akkor az a + b = 7k egyenlGséghdl kovetkezik, hogy b = 3k. (6 pont)
Az el6bbi Osszefiiggések alapjan
a-b=12k* (3 pont)
Az aranyossag feltételébdl viszont
a-b=12k,
tehat k = k2. Ez csak akkor lehetséges, ha k = 0 vagy k = 1. (3 pont)
k = 0 esetén a = 0 volna és ez nem lehetséges. k& = 1 esetén a = 4 és b = 3 és ezek az értékek
teljesitik az Osszes feltételt. o (3 pont)
Tehat az egyetlen szam, amely teljesiti a megadott feltételeket az ab = 43. (3 pont)
[ |
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2. feladat (30 pont). Az abran lathato négyzetracs 16 négyzete koziil néhanyat sziirkére kell sati-
rozni gy, hogy a négyzetekbe beirt szdmok a szamot tartalmazo6 és az azzal szomszédos négyzetek
koziil a sziirkére satirozott négyzetek szamaval legyenek egyenl6k. Hatérozd meg satirozés utan a
sziirke négyzetek szamat! Hanyféleképpen végezhetjiik el a satirozast? (Két négyzet szomszédos, ha
van kozos oldaluk vagy kozos csticsuk.)

Matlap 10/2025, A:5195

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Induljunk a bal als6 sarokbol. Mivel ott 0 van, azt jelenti, hogy sem a 0-t tartalmazo, sem pedig a
harom szomszédos négyzet nem sziirke. (3 pont)
Kovetkezzen a 3-at tartalmazo négyzet. A jobb alsd 2 x 2-es sarok négy négyzetébdl harom sziirke
kell legyen. Ebbdl az abran lathato négy eset adodik. (6 pont)

0 0 0 0 3

Az els6 két esetben, ha a 7-et tartalmazd négyzetet vessziik figyelembe, akkor be kellene satirozni
tovabbi hat négyzetet, amely szomszédos ezzel a négyzettel. Ez csak tugy lehetséges, ha az elsé és
mésodik sor utolsé 3 — 3 négyzetét besatirozzuk. Ekkor viszont az 1-gyel jelolt négyzetnek lenne két
besatirozott szomszédos négyzete. Tehat ezek az esetek nem vezetnek megoldashoz. (6 pont)
A harmadik és a negyedik esetben, a 7-es miatt a jobb felsG 2 x 3-as téglalap 6 kis négyzete koziil
pontosan 5-6t kell besatirozni és az 1-es miatt a masodik oszlop elsé két négyzete koziil csak legfeljebb
az egyiket lehet besatirozni. Igy csak a kovetkezd satirozasok lehetségesek: (6 pont)

0 0 0 3

Lathato, hogy ezek a megoldasok minden feltételnek megfelelnek. (3 pont)
Tehat négyféle modon végezhetd el a satirozas, és minden esetben 8 sziirke négyzetiink lesz. (3 pont)

Megjegyzés. A feladat barmelyik értéket tartalmazoé mez6bdl kiindulva hasonléan levezethetd.
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3 feladat (20 pont) Az ABCD négyzeten kiviil vedd fel az E és F' pontokat tgy, hogy AFB =
DEC = 90° és EDC FBA.

a) Bizonyitsd be, hogy 1

Terpc = 5 Tapcp +Tars.

b) Hatarozd meg a DEF' sz0g mértékét!
c¢) Igazold, hogy az E'F egyenes dtmegy a négyzet kozéppontjan!

Sitmon Jozsef, Csikszereda
Elsd megoldds. Hivatalbol (2 pont)

F

a) A feltételek alapjan az EDC és FBA derékszogli haromszogek kongruensek (mert az atfogok
kongruensek és D-nél levd hegyesszog egyenld a B-nél levs hegyesszoggel). (2 pont)

Ez alapjan EC' = AF és ECM = FAN, ahol EF N DC = {M} és EF N AB = {N}. Mésrészt
allAB

csucsszogek

EMC DMN PP RGN it pN A,
tehat az EMC és FN A haromszogek kongruensek. (2 pont)
Innen kovetkezik, hogy
Tecma +TBPNA = TarBa (2 pont)

Az NBCM trapéz teriilete

(NB+MC)-BC AB-BC 1

9 - 9 = 5 ABCD-

Tnpem =

A fentiek alapjan

1
Terec = Trom + TN +TBNMe = §TABCD +TarB (2 pont)
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b) Ha EC N FB = {P}, akkor EDC = PCB mert merdleges szaru szogek, tehat
EDCA = PCB (atfogo és szog esete) (2 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy PC'= DE = FB és EC = PB, tehat
EP=FP (2 pont)
és igy a PEFA egyenl( szaru és derékszogi, vagyis PEF = 45°. Ebbél kovetkezik, hogy DEF = 45°.

(2 pont)

c¢) A DEBF négyszog paralelogramma, mert DE = F'B és DE||F B (mivel a DEF és EF P bels6

valtoszogek kongruensek DEF = 45° = EFP alapjan). (2 pont)
A DEBF paralelogramméban az FF 4tlo athalad a DB atlo felez6pontjan, ami az ABC' D négyzet
kézéppontja. (2 pont)

[

Megjegyzés. a) Ha el6bb igazoljuk, hogy az EF egyenes atmegy a négyzet kozéppontjan, akkor
lathato, hogy

TEFBC’ = TEOBC + TOFB
Mivel DEOA = DFO,, igy

Terpc = Tropc + Tope = TppcE-

Ezt két haromszog teriiletére bontva kapjuk, hogy

Terpe = Tppce + Toep-
Az el6z6 alpontbol tudjuk, hogy CEDA = FABA, tehat

1

Terpc = §TABCD + TraB.

b) Ha {Q} = DE N AF, akkor belathato, hogy QEPF egy négyzet, amelybe beirtuk az ABCD
négyzetet és a sarokban levé négy haromszog (DEC,CPB, BFA, AQD) kongruens. Ebbdl tobb
kiilonb6z6 gondolatmenettel is kovetkezik mindharom alpont.

4. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy barmilyen abc alakt szam esetén az abc + bca + cab Osszeg
oszthato 111-gyel!

b) Keresd meg az Gsszes abc alaki szamot, amelyre teljesiil, hogy

vV abe + bea + cab + a0 + b0 + 0 = ab.

Koncse Baldzs, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
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a) Felbontjuk a harom szamot: o
abc = 100a + 10b + ¢

bea = 100b + 10c + a
cab = 100c + 10a + b (2 pont)

A megfelels oldalakat 6sszeadva és a, b, illetve ¢ szerint csoportositva a kovetkezs eredményhez jutunk:

abe + bea + cab = 100a + 10a + a + 1006 + 10b + b + 100¢ + 10¢ + ¢
= 11la + 1110+ 111c
=111 -(a+b+¢) (2 pont)

A 111 - (a + b + ¢) pedig oszthato 111-gyel, igy
(abc + bca + cab) i 111.

b) Ha S = abc + bea + cab + a0 + b0 + c0, akkor

S =100a + 100 + ¢ + 100b + 10c + a + 100c + 10a + b + 10a + 10b + 10c
= 121a 4+ 121b + 121c
=121(a+b+c). (2 pont)

Ebbdl koévetkezik, hogy

Vabe + bea + cab 4 a0 4 0 + c0 = \/121(a + b + ¢) = 11V a + b + ¢ = ab, (2 pont)

vagyis ab =112 - (a+ b+ c). Ez azt jelenti, hogy ab 112 vagyis ab:11. Ez pontosan akkor teljesiil,
ha a = b. Ekkor viszont a megadott egyenléség egyenértékd a

11vV2a+c=11-a
egyenlGséggel, tehat v/2a +c=a (2 pont)

Mivel a, ¢ szamjegyek, ezért

V2a+c < V27T <6,
Igy

a < 6. (2 pont)

Ha a = 1, akkor /2 + ¢ = 1 nincs megoldas.
Ha a = 2, akkor /4 +c=2 = ¢ =0 (nem lehetséges, mert c0 kétjegyt szam).
Ha a = 3, akkor v6 +c=3 = c=3.
Ha a =4, akkor v8+c=4 — c¢=28.

Ha a = 5, akkor /10 + ¢ =5 = ¢ = 15, ami nem szamjegy. (4 pont)
A megoldasok gy abc € {333, 448}. (2 pont)
[ |
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8. osztaly
1. feladat (30 pont). Adottak az

a=(WV2-1)""+|1 V2~ (%—(2\/5)1> 2V2 s

b= <<m)1+ (M)l) : <\/9+4¢§+ \/9—4¢§>

valés szémok.

a) Szamitsd ki az a és b szamok egész részét!

b) Igazold, hogy az

E=V4i—4da+a2+ Vb2 —6b+9— Va2 —2ab+ b2

egész szam!
Toth Csongor, Szovdta
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Az a szamot egyszertibb alakra hozzuk:

S v (L)

V2-1 V2 2V/2
= V241+V2-1-(2-1)
= 2V/2-1.

Mivel V2 € (1,3), ezért 2v/2 € (2,3), igy a € (1,2). Tehdt az a szam egész része [a] = 1. (9 pont)
A b szamot is egyszertibb alakra hozzuk:

b = ((m>l+ <m)1> : (\/9+4\/§+ \/9—4¢§)

9—4v2  [9+4V2
a H\/9+4¢§Jr 9
V0O - av2R 0+ 4v2)
+
V49 V49
- 9 — 4v/2| N 19 + 4v/2]

7 7
9—4v2 9442
N V2 9442

= 2+

= 2
7 7
18 32
* 7 7
Mivel 2 € (4,5), ezért a b szam egész része [b] = 4. (6 pont)
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Megjegyzés. Eszrevehetjiik, hogy 9 4+ 4v/2 = (1 4 2v/2)? és 9 — 4v/2 = (1 — 2v/2)?, igy r6videbben
is kiszamithato a b értéke.

b)
E = Vd—da+a®>+ Vb —6b+9— Va2 —2ab+b?
= V(2-a?+ V(03— (a—b)?
= |2—a|l+|b—3] —]a—10|
(6 pont)
Tovabba
a<2 = [2—a|=2-—aq,
b>3 = |b—3]=0b-23,
a<b = Ja—bl=b-a.
(3 pont)
Ez alapjan
E = 2—-a+b-3—-(b—a)
= 2—a+b—-3-b+a
= —1leZ.
(3 pont)
|

2. feladat (30 pont). Az a és b nullatol kiilonb6z6 természetes szamok, a > b és m, — m, = 18,
ahol m, és my az a és b szamok szamtani, illetve mértani kozepét jeloli. Hatarozd meg az a és b
természetes szamokat a kovetkezd esetekben:

a) va+vb=18
b) a —b=120
Simon Jozsef, Csikszereda
FElsé megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) Felhasznalva, hogy m, = “TH’ és my = Vb, azt kapjuk, hogy
b
a—2|— —Vab = 18. (3 pont)
Atalakitasok utan
a+b—2Vab =36 < (va—Vb)?=36. (3 pont)
Mivel a > b, ezért \/a — v/b = 6. (3 pont)
Tehat
Va+vb=18 és Va— Vb =6,
ahonnan kovetkezik, hogy a = 144 ¢és b = 36. (6 pont)
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b) Az a — b = 120 egyenlSség ekvivalens azzal, hogy (v/a — v/b)(v/a + v/b) = 120. (3 pont)
Mésrészt \/a — Vb = 6, igy /a + Vb = 20. (3 pont)
Tehat
Va+vb=20 ¢ a—Vb=6,
ahonnan kovetkezik, hogy a = 169 és b = 49. (6 pont)
|
Madsodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Mivel a,b € N* és /a+vb = 18 € N, ezért ismert, hogy /a és Vb is természetes szam kell, hogy
legyen. (3 pont)
Mivel a > b, ezért \/a > v/b. Ha \/a, Vb € N* és \/a+ /b = 18, valamint \/a > Vb, kovetkezik, hogy

(Va, Vb) € {(17, 1), (16, 2), (15, 3), (14, 4), (13, 5), (12, 6), (11, 7), (10, 8)},
vagyis

(a,) € {(289, 1), (256, 4), (225, 9), (196, 16), (169, 25), (144, 36), (121, 49), (100, 64)},
(6 pont)
ahonnan

(ma, my) € {(145, 17), (130, 32), (117, 45), (106, 56), (97, 65), (90, 72), (85, 77), (82, 80)}.

Ezek a szampérok koziil csak az a = 144 és b = 36 esetén lesz az m, — my = 18. (6 pont)

b) Hasonl6an, mint az el6z6 megoldas esetén.
[

3. feladat (20 pont). Adott az ABCD négyzet és a térben egy olyan P pont, amelyre a PAD
haromszog egyenld szaru és P-ben derékszogt, illetve a PBC haromszog egyenld oldala.

a) Igazold, hogy a (PAD) és (PBC) sikok mer&legesek egymésral
b) Hatérozd meg a (PAD) ¢s (PBC) sikoknak az (ABC D) sikkal alkotott szogét!

c¢) Bizonyitsd be, hogy az A pontnak a PD szakasz felez6pontja szerinti szimmetrikusa egybeesik a
B pontnak a PC' egyenes szerinti szimmetrikusaval!

Simon Jozsef, Csikszereda, Matlap 10/2025, A:2504

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
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A

a) Legyen d a P ponton &thaladé, AD-vel parhuzamos egyenes. Igy d benne van a (PAD) sikban
¢és mivel AD||BC, a (PBC') sikban is. Tehéat a (PAD) és (PBC) sikok metszésvonala a d egyenes.
Jelolje M, illetve N az AD, valamint a BC szakasz felezGpontjat, és legyen a négyzet oldalhossza
BC' = a. Mivel a PBC haromszog egyenls oldala, igy PN L BC, de BC || d, ezért PN L d. A
PAD héaromszoghben PA = PD, ezért PM 1 AD, de AD || d, igy PM 1 d. Tehat a (PAD) és
(PBC) sikok szoge az M PN szog. (4 pont)

Megjegyzés. Ha a versenyz6 csak megnevezi a két sik szogét, de nem indokolja meg, akkor 2 pont
jar.

Az a oldalhossztt PBC' egyenlé oldalt haromszoghen PN magassag, ezért PN = %g A PAD
egyenld szart derékszogi haromszogben PM = AM = MD = 5. A PM N haromszogben

2
2
PM? 4+ PN* = (5) + (—a\f) = a? = MN?,

tehat MPN = 90°, vagyis PM 1 PN, innen kovetkezik, hogy a (PAD) és (PBC) sikok mer&legesek
egymasra. (4 pont)

b) Mivel PM L AD és MN L AD, ezért a (PAD) és az (ABCD) sikok szoge a PM N sz0g.

(2 pont)
Tovabba PN L BC és MN L BC, ezért a (PBC') és az (ABCD) sikok szoge a PN M szog.

(2 pont)
Tehéat meg kell hatédrozni a PM N derékszogd haromszogben a hegyesszogek mértékét. A PMN
haromszogben a P szog 90°, MN = a és PM = §, ezért PNM = 30° és PMN = 60°. (2 pont)

c) Jelolje R, illetve S a PD, valamint a PC' szakasz felez6pontjat.
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Az RS szakasz kézépvonal a PDC haromszdgben, ezért RS || DC és RS = 22 = 4B De DC || AB,
ezért RS || AB, tehéat az A, B, R és S pontok egy sikban vannak, ezért AR és BS metsz$ egyenesek.
Legyen T az AR és BS egyenesek metszéspontja. Az RS || AB és RS = ATB, ezért RS kozépvonal az
ABT haromszogben, tehat T az A pontnak az R felez6pont szerinti és a B pontnak az S pont szerinti
szimmetrikusa. Mivel S a PC felez6pontja, ezért BS | PC a PBC' egyenl oldali hdromszogben,
igy a B pont PC egyenes szerinti szimmetrikusa megegyezik a B pont S pont szerinti szimmetriku-
saval. (4 pont)

4. feladat (20 pont). Egy tompaszogti haromszog oldalhosszai méterben kifejezve 2-nél nagyobb
egymas utani paratlan természetes szamok, és egyik sem négyzetszam. Hatarozd meg a haromszog
oldalainak hosszat és a tompaszog mértékeét!

David Géza, Székelyudvarhely

Elsd megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Legyenek a haromszog oldalai méterben kifejezve AC' = p—2, AB = p és BC = p+ 2 hosszisaguak,
p paratlan és p > 5. Mivel BC' a leghosszabb, ezért az A szog a tompaszog. (2 pont)
Jelolje D a C pontnak az AB-re es§ mer6leges vetiiletét. Az AD = z méter és a C'D = h méter.
C
p+2
p—2 h
P T
B 1 D

Mivel az ADC és a BDC haromszog derékszogi a D-ben, Pitagorasz tétele alapjan
2+ h?=(p—2)* és
(p+2)>+h*=(p+2)> (4 pont)
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A két sszefliggést kivonva egyméasbol azt kapjuk, hogy (p+x)? — 2% = (p +2)* — (p — 2)?, ahonnan

p? + 2px = 8p.
Ezt elosztva p > 5-tel

p+2x=38. (4 pont)
Mivel p > 5 paratlan természetes szam, ezért p = 5 vagy p = 7. (2 pont)
Ha p =7, akkor p + 2 = 9, ami négyzetszam, ezért nem megoldés. (2 pont)
Ha p =5, akkor p—2 =3, p+2 =7 é& x = 1,5. Ebben az esetben AC = 2AD, tehat az ADC
derékszogt haromszogben C = 30° és A = 60°. (2 pont)

Tehat az ABC haromszogben a tompaszog 120°, az oldalak pedig 3m, 5m és 7m hosszisaguak.
(2 pont)
[
Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)

Legyenek a haromszog oldalai méterben kifejezve AC = 2l +1, AB = 2l — 1 és BC = 2] + 3
hossziséaguak, ahol [ > 2. Mivel ABC' tompaszogi haromszog, ezért
BC? > AB* + AC? (4 pont)
— (20+3)*> (21— 1)* + (21 + 1)
= 0>4-120 -7
— 0>4*—1201+9— 16
< 16 > (20 — 3)*.

Mivel [ > 2 természetes szam, ezért az [ lehetséges értékei: 2 és 3. (6 pont)
Ha [ = 3, akkor BC =9, ami négyzetszam, tehat nem lehetséges. Ha [ = 2, akkor AB =3, AC' =5
és BC =T1. (4 pont)

Ebben az esetben a haromszog teriilete Héron képlete alapjan

T:¢p<p—a><p—b><p—c>=\/§ (5-3)(5-3) (5-7) 1S

Ugyanakkor T'ypc = AB'#, ahol C'D az ABC' haromszog C csticsabol huzott magassaga.

C

D
Ez alapjan
15v3  3-CD 5v3
LI/_ =G = CD = —\/—
Az ADC haromszogben
. 4_CD _ V3
sinAd = — = —
AC 2’
igy DAC = 60°, tehat BAC = 120°. (4 pont)
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9. osztaly
1. feladat (30 pont). Az a,b, c egymastol paronként kiilonbo6zé valos szamokra teljesiilnek az
a’+ar =0 +br=c+cx
Osszefliggések, ahol x egy adott valos szam.
a) Mutasd ki, hogy a + b+ ¢ = 0.
b) Igazold, hogy
la+yl+|1+y—>5bl>|c+1|,Vy € R.

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) A +ar=0+br < -V +(a-br=0 < (a—Db)(a*>+ab+b*+x)=0,dea—0b#0,
gy a® + ab+b* +x = 0. (6 pont)
Hasonloan b% + be + ¢ + z = 0. (3 pont)
A két egyenletet kivonva egymasbol kapjuk, hogy a®> — > +bla—¢) =0 < (a—c)(a+b+c) =0,
ahonnan mivel a # ¢ kovetkezik, hogy a + b+ ¢ = 0. (6 pont)
b) a+b+c=0 = a+b=—c (3 pont)
Hasznalva a haromszog-egyenlGtlenséget irhatjuk, hogy
latyl+1+y—bl=latyl+|-(1+y-0b) (3 pont)
=lat+yl+b—y—1[=laty+b—y—1 (3 pont)
=|—c—1|=|c+1],Vy € R. (3 pont)
|

2. feladat (30 pont). Az ABC hegyesszogii haromszogben ABC = 2ACE és D a BC oldal fele-
z6pontja. Ha E a D kezd6pontu DB félegyenes azon pontja, amelyre AB = 2D FE, akkor bizonyitsd
be, hogy:

a) E a B és D pontok kozott talalhato;

b) AE az ABC haromszog magassaga!

Matlap 10/2025, L:3948

Olasz Ferenc, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
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C

a) Jeloljiik az ACB mérteket a-val. A feltétel alapjan ABC = 2a. Ugyanakkor az ABC haromszog
hegyesszogt, tehat 2a < 90° és igy a < 45°. (3 pont)
Ha G az AB felez6pontja, akkor GB = ATB = DE. Viszont a BGD haromszoghen BDG = a (mert

GD kozépvonal, tehat parhuzamos AC-vel), GBD = 2a, tehat BGD = 180° — 3a. Az a < 45°
egyenlGtlenség alapjan 180° — 3a > «, tehdt BD > BG mert a BG'D haromszogben nagyobb szoggel

szemben nagyobb oldal van. (6 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy DE = GB < DB, tehat E a BD szakasz bels6 pontja. (3 pont)
— — 2 —

b) Ha BF az ABC szogfelezéje (F € AC), akkor FBC' = ; = a = FCB, tehat BFCA egyenl6

szaru. (6 pont)

BFCA egyenl§ szaru

D a BC felez6pontja } = FD 1L BC.

Mivel BF az ABC szogfelezGje, a szogfelezs tétel alapjan irhatjuk, hogy

AB AF (3 pont)
BC ~ FC po
Ekkor Thalesz forditott tételét alkalmazva irhatjuk, hogy
ED ATB AB _ AF b g
FD 1 BC
= AF 1| BC = AFE az ABCA magassaga. (3 pont)
FD | AE
|

3. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy:

\ﬂ+a<1+g,Va>O

b) Tekintsik az (a,),>1 szamtani haladvanyt, amelyben r > 0,a; > 0 és 4ajas > 1. Képezziik az

Sh —Z\/1+

QA - Q1 - Q42

Osszeget, ahol n € N*.
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Mutasd ki, hogy [S,] = n,Vn € N*| ahol [z] az = szam egészrészét jeloli.

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
a® a2 a
VITa <[l+a+ T = (1+§) — 1+ 2,%a > 0, abol felnaszmaltuk, hogy 1+ > 0.
(6 pont)
b)
r 2r
1
k41 Ak42 2005410k 12
20,0410k 12
1/ 1 1 .
=1+ - ,VE € N*. (2 pont)
2 \apapyr  Apy10rg2

Mivel a; > 0,7 > 0, ezért a, > 0 barmely n € N* esetén. Felhasznalva az a) alpont eredményét
irhatjuk, hogy:

T 1 r 1 1 1
I+— <14+ —=1+-= — . (2 pont)
Ak 110k 42 2 apQpi10p42 4 \ araps1  Apy1Qppo

1
Z\/ Gkak+1ak+2 Z { <akak+1 ak+1ak+2)}
1 1
= Z 1+ - Z ( - ) (2 pont)

Ak Qr4+1 Qp+10k+2

1 1 1 1
:n+—< - ) <n+ <n+1, mivel 4ajay > 1. (2 pont)
4 \ aiay Ap41Gn4-2 dayay

QpQp410k+2

Sn:;\/ﬂr

A fenti két dsszefiiggésbdl adodik, hogy n < S, < n + 1, ahonnan [S,] = n,Vn € N*. (2 pont)

>Z\/_—n (2 pont)

4. feladat (20 pont). a) Egy varos altalanos és kozépiskolai tagozatain (5. osztéalytol 12. osz-
talyig) Osszesen 2026 didk jar. Ha minden évfolyamon legfeljebb 5 kiilonb6z6 iskolabdl vannak a
tanulok, akkor igazold, hogy van egy iskola a varosban, ahonnan legalabb 26 fit vagy legalabb 26
lany szarmazik ugyanarrél az évfolyamrol!
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b) Igazold, hogy 2025 tetszSleges egész szam koziil kivalaszthato 324 darab szam, amelyeknek Gsszege
oszthato 36-tal!

Koncse Baldzs, Csikszereda

Elsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Ha minden évfolyamon legfeljebb 5 kiilonb6z6 iskolabdl vannak tanulok, akkor legtébb 8 - 5 = 40
csoport van, amelyek egy iskola egy évfolyamba tartozé didkjait tartalmazzak (és nem iiresek).

(2 pont)
Mivel 2026 : 40 = 50, maradék 26, ezért van olyan iskola, amelynek valamelyik évfolyamén legalabb
51 didk van (mert ha minden iskola minden évfolyaman legfeljebb 50 didk volna, akkor a didkok

széama legtobb 40 - 50 = 2000 lehetne). (4 pont)
Igy ennek az iskolanak a szobanforgd évfolyaman kell lennie legalabb 26 lanynak vagy legalabb 26
fianak. (2 pont)

b) Igazoljuk, hogy barmely harom egész szam koziil kivalaszthato 2, amelynek Osszege paros. Valo-
ban: harom szam koziil kett§ azonos paritasu, ekkor osszegiik oszthato 2-el. (2 pont)
[gazoljuk, hogy barmely 6t egész szam koziil kivalaszthaté harom, amelynek Gsszege oszthatd hé-
rommal. Ha a szdmok kozott van harom olyan, amely hdrommal osztva ugyanazt a maradékot adja,
akkor az Osszegiik oszthatdé harommal. Ha nincs koztiik harom olyan, amely harommal ugyanazt a
maradékot adnd, akkor van koztiik 3k, 3ks + 1, 3k3 + 2 alakt (ky, ko, k3 € Z), amelyeknek az Gsszege
oszthaté harommal, igy mindig van koztiik harom, amelynek Gsszege oszthaté harommal. (4 pont)
Igy tizendt szam kozott van harom szamharmas, amelyekben a szamok Osszege oszthato 3-al. Ha a
harom szamharmasban a szamok 6sszege rendre a, b, ¢, akkor mivel mindhérom oszthat6 3-mal, ezért
a+ b+ c = 3k + 3ko + 3ks, ahol kq, ko, ks € Z. A fenti tulajdonsag alapjan a kq, ks, k3 szamok koziil
kivalaszthato ketts, amelyek Osszege paros, legyen példaul ky, ko, ekkor a + b = 3(ky + ks) oszthato
hattal. Ezzel kimutattuk, hogy barmely 15 szadm koziil kivalaszthato hat, amelyeknek Osszege oszt-
hato hattal. (2 pont)
A 2025 szamot osszuk fel 135 darab, egyenként 15 elemi csoportra. Az el6z6ek szerint mindegyik
15-6s csoportbol kivalaszthaté 6 szam gy, hogy Osszegiik 6-tal oszthato legyen. Jeldlje az igy ki-
valasztott szam hatosok Osszegét rendre S; i € {1,...,135}. Igy S; = 6t; valamely t; € Z esetén.
Most a ty,ts, ..., 1135 szamokat osszuk fel 9 darab, egyenként 15 elemi csoportra. Alkalmazva is-
mét a fenti allitast (a 15 szamra), mindegyik ilyen 15-6s csoportbol kivalaszthato 6 darab t¢; gy,
hogy Osszegiik 6-tal oszthatd legyen. Ennek megfelelGen a kivalasztott S; = 6t; Osszegek Osszege
> S; = 6> t; 36-tal oszthato. Mivel egy-egy S; mindig 6 darab eredeti szam Osszege, a kivalasztott
hat .S; szam 0Osszege 6-6 = 36 szam kivalasztasat jelenti az eredeti szamok koziil. Ezt 9-szer végezziik

el (mert a ty,to, ..., t135 szamokat 9 csoportra bontottuk), ezért dsszesen a 9 csoportbol kivalaszthatod
9- 36 = 324 darab szam, amelyek Osszege oszthato 36-tal. (2 pont)

|
Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)
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a) Mivel Gsszesen 8 évfolyam van és 2025 : 8 = 253, maradék 1, a skatulyaelv miatt létezik olyan

éviolyam, amelyre legalabb 254 didk jar. (2 pont)
Mivel egy évfolyamra legfeljebb 5 iskolabol jarnak tanulok és 254 : 5 = 50, maradék 4, van olyan
iskola, ahol egy évfolyamon legalabb 51 tanul6 jar. (4 pont)
Igy az 51 tanulobol legalabb 26 lany vagy legalabb 26 fit. (2 pont)

b) Osszuk a 2025 szamot 36 csoportba (maradékosztalyba) aszerint, hogy mennyi a 36-tal valo oszta-
si maradékuk (0, 1...35 maradékok szerint). Mivel 2025 : 36 = 56, maradék 9, a skatulyaelv alapjan
létezik olyan csoport, amely legalabb 57 elemet tartalmaz. (2 pont)
Ebbdl a csoportbol valasszunk ki 36 tetszéleges szamot, legyenek ezek x1,zo, ..., x35. Mivel mind-
egyiknek 36-tal ugyanaz a maradéka, ezért x; = 36k; + r, ahol i € {1,2,...,36}, tehat

36 36 36
D wy= (36ki+71) =36 ki+30r,
i=1 i=1 i=1

ami oszthato 36-tal. Vagyis a kivalasztott 36 szam Osszege oszthato 36-tal. (2 pont)

Tavolitsuk el ezt a 36 szamot. Marad 1989 szam. Ismét osszuk ezeket el 36 csoportba a 36-tal vald
osztasi maradékok alapjan. Mivel 1989 : 36 = 55, a maradék 9, van olyan csoport, amely legkevesebb
56 szamot tartalmaz. Ha ebbdl ismét kivalasztunk 36 tetszéleges szamot, akkor azok 0sszege oszthatod
36-tal. (2 pont)
Az el6bbi két 1épést megismételhetjitk még 7 alkalommal. A legutolsé esetben 1733 szambol lesz
egy maradékosztaly, ahol 49 elem van. Ezekbdl valaszthatjuk ki az utolsé 36-os csoportot. Igy ki-
valasztottunk 9 egyenként 36 elemt szdmcsoportot, amelyek mindegyikének Gsszege oszthato 36-tal.
Ennek a 9 csoportnak az 6sszege is oszthato lesz 36-tal, tehat kivalasztottunk 36 - 9 = 324 szamot,
amelyeknek az osszege oszthato 36-tal. (4 pont)
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10. osztaly
1. feladat (30 pont). a) Az a és b pozitiv valos szamok teljesitik az
a’ +b* = 2024ab

Osszefiiggést. Igazold, hogy
a+b lga-+lgh

1
& /2026 2

b) Igazold, hogy ha z,y, z,w > 1 tetsz6leges valos szamok, akkor

3 3

Forgdcs Istvdan, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) A megadott
a® + b* = 2024ab

egyenléség mindkét oldalahoz adjunk 2ab-t, hogy a bal oldalon kialakitsuk az (a+b) teljes négyzetét:

a® + 2ab + b = 2024ab + 2ab <

(a+ b)* = 2026ab. (3 pont)
Elosztva az egyenlet mindkét oldalat 2026-tal, azt kapjuk, hogy:
(a+0b)? (a+b)%\

5096 ab <= lg 5096 ) = lg(ab). (3 pont)

Alkalmazzuk a logaritmus tulajdonségait, a bal oldalon a kifejezést felirhatjuk egyetlen teljes négy-
zetként, a jobb oldalon pedig hasznaljuk a szorzat logaritmusara vonatkozo Osszefiiggést:

a+b\? a+b
| =lga+lghb<—=—2"1 =lga+lgh <= 3 pont
g( 2026) ga+lg 8 Tooog 8 tls (3 pont)
a+b lga+lgh

= : (3 pont)

1
& /2026 2

b) A logaritmus tulajdonsagait hasznalva a kovetkezd atalakitasokat végezziik:

3 3
log,, (#) —log1 <W) > 2-log, (vyz - /Tyz) <=

3log,, (x i g TZ T y; il zx) > 2-log, (zyz - /xyz) (3 pont)

A jobb oldalt is egyszertibb alakra hozva azt kapjuk, hogy:

rT+y+z ry+yz+zx
3log,, .

3
>92.2] —
3 3 ) >2- 5 log, (zyz)
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3log,, <x—|—g+z : a:y+y3z—|— Zx) > 3log, (ryz) <~ (3 pont)
x+g+z.xy+y32+zx2xyz. (3 pont)

Felhasznalva a szamtani és mértani kozépértékek kozotti egyenltlenséget, a kovetkezs Osszefiiggése-
ket irhatjuk fel:

VS e e DY (3 pont)

A két egyenlGtlenséget Osszeszorozva megkapjuk a kért egyenlGtlenséget:

:c—l—y+z‘:cy—|—yz+z:c
3 3

:c—l—y—irz.a:y—l—yz%—z:c
3 3

> Yryz - v (zyz)? <= > xyz. (3 pont)

[ |
Megjegyzés. A b) alpont a kévetkez6 modon is befejezhets: az

:c—l—y—irz.a:y—l—yz—i—z:c
3 3

> TYz
egyenlGtlenség a miveletek elvégzése és atrendezés utan a vele ekvivalens
22y + %2 + 22+ ay® +y2 + 22 > 6ryz
egyenltlenségre vezetddik vissza, amelyet elosztva az zyz > 0 kifejezéssel, az
G () o

igaz egyenl6tlenséghez jutunk.
2. feladat (30 pont). Adott az f: N* — Z \ N*,

n3

f(n) = Z [\S/E], Vn € N*

k=—n3

fiiggvény, ahol [a] az a valos szam egész részét jeloli.
a) Igazold, hogy minden n € N* esetén

f(n) =n—n?

b) Tanulményozd az f fliggvény injektivitasat és sziirjektivitasat!
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
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) fn) = 5 VR + (V) + S VA = S (V=R + (V). (3 pont
Ha k € N* kébszam, akkor 3 a € N*, amelyre k = a®.
Ekkor [¢/—k] + [Vk] = [¥/—a3] + [Va3] = —a+a = 0. (3 pont)

Ha k € N* nem kobszam, akkor 3 a € N* amelyre a® < k < (a + 1)3.
Ekkor a® <k < (a+ 1P =a<Vk<a+1= [Vk] =a. (3 pont)

A <k<(a+1P=—-(a+1P<-k<-ad>=—-(a+1)<vV-k<-a=
= —a—1<vV—-k<—-a=[V-kl=—-a—1
Tehat [/—k] + [Vk] = —a—14+a= —1. (3 pont)

1-t6l n3-ig n kobszam van. A tébbi n® — n szam nem kobszam.
Tehat f(n) =0-n+(—1)-(n®* —n) =n—nVneN* (3 pont)

b) Legyen a,b € N* tgy, hogy f(a) = f(b).
fla)=fb) <= a—a*=b-0 <<= V-’ —b+a=0 <
— (b-—a)®*+ab+a®)—(b—a)=0 < (b—a)P*+ab+a*—1)=0 (3 pont)

Mivel b*> +ab+a?—1>124+1-1+12—1 =2, ¥V a,b € N* esetén, a masodik zarojel nem lehet nulla.
Tehat f(a) = f(b) <= b—a=0 <= a=0b= f injektiv. (3 pont)

f(2) =2 —23= —6 és f szigortan csokkens = f(n) < —6,V n € N*, n > 2 esetén (3 pont)

f(1)=0¢és f(n) < —6,Yne N n>2esetén =
= B n € N*, amelyre f(n) = —1 € Z\ N* = f nem sziirjektiv. (3 pont)

Megjegyzés. Az injektivitas a kovetkezSképpen is igazolhato:

fin+1)—f(n)=n+1—(n+1)7°—(n—-n"),
=1+n*— ("> +3n*>+3n+1),

= —3n? — 3n.
Mivel —3n? — 3n < 0,V n € N* esetén = f szigortian csokkens = f injektiv.
Megjegyzés. A b) alpont a kovetkezé modon is befejezhets: Az
fh)=n—-n*=-nn*-1)=-n—-1)-n-(n+1), ¥YneN

Osszefliggesbdl kovetkezik, hogy minden f(n) péaros szam (s6t, 6-tal oszthato), igy f nem lehet sziir-
jektiv, hiszen a Z \ N* halmazban vannak péaratlan szamok is.
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3. feladat (20 pont). Az a, b és ¢ komplex szamokra fennallnak a
la| = 1b] = |c| =1 és la+b—cP+|b+c—al*+|ct+a—b*=12
osszefiiggések. Igazold, hogy az a, b és ¢ affixumi pontok egy egyenld oldaltt hAromszog cstucspontjail

Matlap 9/2025, L:3936

Elsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Legyen p = %b“ Ekkor a +b—c=2p—2¢c;b+c—a=2p—2a;c+a—b=2p— 20 (2 pont)
Ekkor az eredeti |a+b—c|*+ |b+c—al* + |c+a — b]* = 12 egyenléség, rendre a kovetkezs ekvivalens
alakba irhato:

12p — 2¢|* + [2p — 2a]* + |2p — 2b* = 12 (2 pont)
lp—c*+|p—al*+|p—b*=3 (2 pont)
pP=a)Fp-+p-a)p-a)+@@-b){E—-b) =3 (2 pont)
p-p—p-¢—c-ptc-ct+p-p—p-a—a-pta-at+p-p—p-b—b-p+b-b=3
3.pp—p-@+b+e)—p-(a+b+c)+a-a+b-b+c-c=3 (2 pont)
3-pfP—p-(2-p)—P-(2p) +3=3 (2 pont)
p?=0<=p|=0<=la+b+c|=0<=a+b+c=0. (2 pont)

Tekintsiik a komplex sik A(a), B(b) és C(c) pontjait, ahol a,b, c a fenti komplex szamok, melyekre
fennall az a+b+c = 0 egyenlGség. Igazoljuk, hogy az ABC haromszog, egy egyenls oldalt haromszog.
Mivel a+b+c =0 = b+c = —a < |b+c| = |—a| <= |b+¢| =1 < |OB+0C| =1 <= \O?| =1,
ahol OBDC paralelogramma. (2 pont)
Tehat OB = OD = BD, azaz az OBD haromszog minden oldalanak hossza 1, az OBD egyenld
oldalt haromszog. Tehat a DO B szog mértéke 60°. Hasonléan igazolhatd, hogy az O DC' haromszog
egyenld oldaltt haromszog, ahonnan kévetkezik, hogy a BOC' szog mértéke 120°. Ekkor a BOA szog
is és a AOC szog mértéke is 120°. Ugyanakkor OA = OB = OC =1 = AOBx = BOC, =
COAp = AB = BC = CA = ABCx egy egyenls oldali haromszog. (2 pont)

Megjegyzés. A megoldés a kovetkezSképpen is befejezhets: Ha a +b+ ¢ = 0 = az a, b, ¢ affixumt
haromszog stlypontja egybeesik a koré irhato korének kozéppontjaval, tehat az a, b, ¢ affixumi pontok
egy egyenld oldalii hdromszog csiicsai.

Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)

la+b—c?=(a+b—c) - (@+b—=¢)=aa+ab— ac+ ba+bb—bec— ca— cb+cc=

= |a|? + [b]* + |c|* + ab 4 ab — (bE + bc) — (ac + ac) = (2 pont)
=3+ 2-Re(ab) — 2 - Re(bc) — 2 - Re(ac)

Hasonloképpen: [b+c —al* =342 - Re(bc) —2- Re(ab) — 2 - Re(ag)

lc+a—0b]*> =3+ 2-Re(ac) — 2 - Re(ab) — 2 - Re(bc) B

Tehat: [a+b—c[>+[b+c—al>+|c+a—b*>=9—2-Re(ab) — 2 - Re(bc) — 2 - Re(ac)

9 —2-Re(ab) — 2 - Re(bc) — 2 - Re(ac) = 12 = —2- Re(ab) — 2 - Re(bc) — 2 - Re(at) = 3 =

= Re(ab) + Re(bc) 4+ Re(ac) = —3 (2 pont)

o7



Megoldasok VIII. OMMO - XXXV. EMMV Megyei fordulo - 10. osztaly

Jelolje a, B,v € [0,27) az a, b illetve ¢ argumentumaét.

ab = (cos a + isin a)[cos(—3) + isin(—p)] = cos(aw — ) +isin(a — B) = Re(ab) = cos(a — f3)
Hasonloképpen: Re(ac) = cos(a — ), Re(be) = cos(f8 — ) (2 pont)
Tehat cos(aw — ) + cos(f — ) + cos(a — ) = —32

Az altalanossag elvesztése nélkiil feltételezhetjiik, hogy o > 8 > v, mert a koszinusz paros fiiggvény.

cos(aw— ) +cos(B—7) +cos(a—7) = -3 — QCOS%COSQHT_M—I—QCOSQ%—lz—% (2 pont)
Legyenx:%ésy:w.

2coszcosy+2cos’r —1=—2 <= 2cos’x+2coszcosy+ 3 =0 <

= 4dcos’x+4cosxcosy+1=0 <= 4cos’x +4coszcosy + cos’y +sin’y =0 <

<= (2cosx + cosy)? +sin’y =0 <= 2cosz +cosy =0 éssiny =0 (2 pont)
a,f,ye0,2m),a>p>y=a—-p,—v€[0,2r) = (a— ) — (B —7) € (27, 27) =
=a+vy—20€(—2m2n)=>y€E(—m,n) (2 pont)
siny =0,y € (—m,m) = y=0=2cosz+cos0=0=2cosz+1=0= cosz = —3 (2 pont)
a,vy€[0,2m),a>y=a—vy€[0,2r) =z €[0,7)
csr=—30€l0m=z>r=F= =SS0 y=Fa=7+7F

y=0="2 )= a+7-20=0=2y+ T -28=0= =7+ % (2 pont)

Jelolje A, B és C az a, b illetve ¢ affixumt pontot.

04—5:2%,6—7:%’T,a—”y:%”jA/O\B:gO\C:C/O\A:%”

de OA=0B =0C =1= AOBx = BOCp = COAp = AB = BC = CA = ABC, egy egyenld

oldaltt haromszog,. (2 pont)
[ |

4. feladat (20 pont). Egy jatékban 6 jatékos vesz részt. Barmely két jatékos vagy szovetségese
vagy rivalisa egymasnak. Bizonyitsd be, hogy biztosan kivalaszthato a hat jatékos koziil harom olyan,
akik paronként vagy mind szovetségesek egymassal, vagy mind rivalisok egymassal!

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Nevezziik A-nak az egyik jatékost. A skatulyaelv alapjan az A jatékosnak vagy van legaldbb 3 sz6-
vetségese, vagy van legalabb 3 rivélisa. (4 pont)

Targyaljuk azt az esetet, amikor az A jatékosnak van legalabb 3 szovetségese. Nevezziink koziiliik
harmat B-nek, C-nek, D-nek. Ha koziiliik ketten, példaul B és C szovetségesek, akkor A, B és C

paronként egymas szovetségesei. (6 pont)
Ha B, C és D kozott nincs két egymassal szovetséges, akkor B, C és D paronként egymés rivalisai.
(4 pont)

Hasonloképpen targyaljuk azt az esetet, amikor az A jatékosnak van legalabb 3 rivalisa. Nevezziink
koziliikk harmat B-nek, C-nek és D-nek. Ha koziiliikk ketten, példaul B és C rivalisok, akkor A, B
és C paronként egymas rivalisai. Ha B, C és D kozott nincs két egymaéssal rivélis, akkor B, C és D
paronként egymas szovetségesei. (4 pont)

Megjegyzés. A megoldas a kivetkezGképpen is megadhato.

Képzeljiik el a 6 jatékost egy szabélyos hatszog csiicsaiként. Barmely két jatékos kozotti kapcesolatot
egy, a két jatékost Osszekotd, szakasszal jeloljiik. Ha két jatékos szovetséges, a szakasz szine legyen
z6ld, ha pedig rivalisok, a szakasz szine legyen piros. A hatszog minden cstucsat kossiik Ossze az Osszes
tobbi csuccsal.

Valasszunk ki egy tetszéleges jatékost, jeloljiik 6t A-val. Mivel rajta kiviil még 5 jatékos van, A-bol
Osszesen 5 szakasz indul ki a tobbiekhez.
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Mivel ezt az 5 szakaszt 2 szinnel (z6ld és piros) szinezziik, a skatulyaelv alapjan legalabb 3 szakasznak
ugyanolyan szintinek kell lennie. Tételezziik fel, hogy A-bol legalabb 3 z6ld szakasz indul ki. Ez azt
jelenti, hogy A-nak van legalabb 3 szévetségese, jeloljiik ket B-vel, C-vel és D-vel.

Most vizsgaljuk a B, C és D egymas kozotti kapcesolatat. Két eset lehetséges:

e Ha B, C és D koziil barmelyik ketts szovetséges (példaul B és C kozott zold szakasz van), akkor
A, B és C mindharman szovetségesei egymasnak. Ekkor az 1. kijelentés igaz.

e Ha B, C és D koziil senki sem szovetségese a masiknak (vagyis B, C és D kézott minden szakasz
piros), akkor 6k harman mindannyian rivalisai egymasnak. Ekkor az 2. kijelentés igaz.
Mivel a két szin felcserélhetd hasonloképpen targyaljuk ha A-bél legalabb harom piros szakasz indul
ki.
Mivel minden esetben taldltunk legalabb 3 olyan embert, akik vagy mind szovetségesek, vagy mind
rivalisok, az eredeti allitas igaz.
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11. osztaly

1. feladat (30 pont). Adott az <; i) - X = U matrixegyenlet, ahol X, U € My(R).

1 2 . .
a) Igazold, hogy az U = (3 5) matrix esetén nincs megoldéasa az egyenletnek!

b) Add meg az Gsszes olyan U € My(R) matrixot, amelyre az egyenletnek végtelen sok megoldéasa
van!

Miklos Dora, Lovéte

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Legyen X = (OZC y), amelyre az egyenlet

t
1 2 B 1 2 x y\ (1 2
(2 4)'X_U(:> (2 4>'<z t)_(S 5)
r+2z y+20\ (1 2
= (295 +dr oy 4t) = (3 5) ' (3 pont)
Innen kapjuk az

r+2z=1

y+2t=2

20 +4z =3

20+ 4t =5
egyenletrendszert, melynek nincs megoldasa. Tehat a megadott U esetén valoban nincs megoldésa
az egyenletnek. (6 pont)

b) Az a) alpont alapjan, ha X = (i 3;), akkor
L 2\ xo(® +2z y+2t
2 4 C \2x+4z 2y+4t)’

QTn 22), m,n € R alakti matrixok esetén lesz megoldésa az egyenletnek.

vagyis az U = (

(6 pont)
Vizsgaljuk, hogy ezek koziil melyik esetben lesz végtelen sok megoldas. Rogzitett m,n € R esetén az

1 2 x o (mon 1 2 fx oy _[(m n
2 4 ~\2m 2n 2 4 z t)  \2m 2n
egyenlet megoldésait a kovetkezéképpen hatarozzuk meg:

r=m— 2
r+2z=m y=mn—20
{y—|—2t:n — Z=a« ’

t=p
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ahol «, f € R paraméterek. (9 pont)
. .. ) m—2a n—23 e ,
Minden rogzitett m,n € R esetén az X = o 3 méatrix megoldésa az egyenletnek,
barmely «, 5 € R esetén, vagyis az U = 27:; 27; , m,n € R alaka méatrixok esetén van végtelen
sok megoldasa az egyenletnek. (3 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)
1 2 1 2 1 .
a) Az - X = egyenlGséghdl kapjuk, hogy
2 4 3 5
1 2 1 2
‘2 4’~det(X)_'3 5‘ < 0-det(X)=-1 <= 0=-1,
. . 1 2 L. )
ami nem lehet. Tehat az megadott egyenletnek U = (3 5) esetén nincs megoldasa. (9 pont)
|

2. feladat (30 pont). Az (a,),>1 sorozatot az

2a,, + 3[a,] + 6
5 )

alz\/g €S Qpy1 = Vn > 1,

rekurzioval értelmezziik, ahol [x] az x valos szam egész részét jeloli.
a) Szamitsd ki a sorozat altalanos tagjanak [a,] egész részét!

b) Igazold, hogy létezik a lim a, hatérérték és hatérozd meg az értékét!
n—oo

. . arta+...+a 1 Lo .
c¢) Igazold, hogy létezik a lim ! 2 " hatéarérték és szamitsd ki az értékeét!

n—00 n?

Mastan FEliza, Nagybdnya
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Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Kiszamitjuk a sorozat elsé néhany tagjanak egész részét. Ha n = 1, akkor [a;] = [V/5] = 2. Ha
n = 2, akkor a rekurzié alapjan

C2a14+3-2+46 24, +12 25412
a 5 5 5

a2

Mivel 2 < /5 < 3, ezért 3 < % < ay = &5“2 < % < 4, ahonnan [as] = 3. Sejtésiink a kovetkezd:
[a,) =n+1, Vn>1. (6 pont)

Ezt matematikai indukcioval igazoljuk. Ha n = 1, akkor teljesiil az Osszefiiggés, mert [a1] = 2. A

tovabbiakban feltételezziik, hogy [ax] = k + 1 és igazoljuk, hogy [axs1] = k + 2. Mivel ay > [ay],

felirhatjuk, hogy

QCLk + 3[ak] + 6 > 5[ak] +6
5 - 5

6
Ay = :k+1—|—g>k+2. (3 pont)

Masrészt pedig ay < [ag] + 1, igy

2ay, + 3lax] + 6 _ 2([ax] +1) +3[ax] +6  5lax] +8

8
_ = =k+14+-<k+3
Ak+1 5 5 5 + +5 +

Mivel k + 2 < ag1 < k + 3, kovetkezik, hogy [ar+1] = k + 2. Tehét [a,] = n + 1, barmely n > 1

esetén. (3 pont)
b) Ismert, hogy a, > [a,] és az a) alpontban igazoltak alapjan [a,]| = n+1, ezért a,, > n+1, barmely
n > 1 esetén. (3 pont)
Mivel lim (n + 1) = +o0, (3 pont)
n—oo
ezért az (a,) sorozat divergens és lim a, = +00. (3 pont)
n—oo

c) Mivel [ag] < ax < [ax] + 1 és az a) alpont alapjan [ax] = k + 1, ezért k+ 1 < ai, < k + 2, barmely
k> 1 esetén. Osszegezve a megfelel§ oldalakat 1-t6l n-ig kapjuk, hogy

n

d(k+1)< Xn:ak < zn:(mg),

k=1

1 g 1

2 2
k=1
n? + 3n “ n? + 5n
< < .
7 <D a 2
k=1
Tehéat 2 5 e
n° 4+ on ap+as+...+ay n°—+on
< < . 3 pont
2n? n? 2n? (3 pont)
Mivel lim % = lim % = %, a fogo tétel alapjan létezik a kért hatarérték és az értéke
n—oo n—oo
. ar+as+...+ay 1
| = —.
ST W ; (8 pont)
[
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3. feladat (20 pont). Adott egy (x,)n,>1 valos szamsorozat, amelyre teljestilnek a kovetkezd felté-
telek:
T, >1 és xf’LH <3r,—2, Vn>1.

Igazold, hogy a sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
Matlap 8/2025, L:3924

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Vizsgaljuk a sorozat monotonitasat, melyhez tanulmanyozzuk az x3 | — z3 kiilsnbséget. A megadott
egyenléStlenség felhasznalasaval

xp o — < 3w, —2—ad. (2 pont)

Az egyenlétlenség jobb oldalat szorzotényezdre bontva

31y, — 2 — 13 = —(2, — 1)*(2, + 2). (2 pont)
Mivel z, > 1, ezért —(z, — 1)*(z, +2) < 0, barmely n > 1 esetén, ahonnan z3 , < 23, barmely
n > 1 esetén. (2 pont)
Kobgyokot vonva az egyenlStlenség mindkét oldalabol, kévetkezik, hogy x,.11 < x,, barmely n > 1
esetén, tehat az (z,),>1 sorozat szigorian csokkend. (2 pont)
Tudva, hogy x, > 1, barmely n > 1 esetén, a sorozat alulrol korlatos, (2 pont)
igy a Weierstrass-tétel alapjan az (x,),>; sorozat konvergens. (2 pont)
Legyen [ = hm T, a sorozat véges hatarértéke. A megadott egyenlGtlenségben hatarértékre térve
kovetkezik, hogy P <3l—2. (2 pont)

Ez egyenértéki az (I — 1)%(1 + 2) < 0 egyenl6tlenséggel, ahonnan [ € (—oo, —2] U {1}. (2 pont)
Mivel z,, > 1, minden n > 1 esetén, ezért [ > 1. Innen kovetkezik, hogy | = 1 az egyediili megoldasa
az egyenlGtlenségnek. Tehat lim x, = 1. (2 pont)

n—oo
|

4. feladat (20 pont). Egy n X n-es négyzetracsos tablan véletlenszerten kijeloliink két kiilonbo6zé
mez6t (vagyis 1 x l-es négyzetet). Hatérozd meg annak a valoszintiségét, hogy a kijelolt mezdk
kozéppontjait 6sszekots szakasz felezépontja is egy mezd kozéppontja legyen!

Hasas Tiinde, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
A szakasz felez6pontja akkor lesz egy mezd kozéppontja, ha a két kijelolt mez6 sorindexei azonos
paritasuak, illetve oszlopindexei is azonos paritasuak. (4 pont)

Kiilon targyaljuk, ha n paros vagy paratlan.

1. eset. Ha n = 2k, akkor az Gsszesen (2k)* = 4k* mez6bdl két kiilonboz6 mezét CF, = CaCD

féleképpen vélaszthatunk ki, amely a lehetséges esetek szama. (2 pont)
Tovabba négyféle sorindex-oszlopindex paritaspar van: paros-paros, paros-paratlan, paratlan-paros,
paratlan-paratlan. Ekkor k darab péaros, illetve k darab paratlan indext sor van. Hasonléan k darab
péros, illetve k darab paratlan indexti oszlop van. Mind a négy paritaspari mezébdl k? van. Két

kz(k; _1)—féleképpen tudunk kivalasztani. Igy a kedvezs esetek szama

azonos paritasparu mezst C,fz =

2(k2-1 4 - . PP
4- % Tehat paros n = 2k esetén a valoszintiség

4C%, 4k (k% —1 21 24
P=_F = ko (k >:k - : (4 pont)

C2, 4k2(4k%—1) 4k2—1 4(n2-1)
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2. eset. Ha n = 2k + 1, akkor a lehetséges esetek szama

2k +1)%[(2k+1)2—1]  (2k+1)*(2k +2) - 2k

Closnye = : — : = 2k(k+1)(2k +1)>. (2 pont)
Mivel k péros és k + 1 paratlan sor, illetve oszlop van, vizsgaljuk a lehetséges paritasparok szamat:
e k2 mezdének van paros sor- és oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonbozé mezét C’lfg = % modon

valaszthatunk Kki.
e k(k+1) mezének van paros sor- és paratlan oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonb6z6 mezot C,f( k1) =

(k”’ﬂ)(zﬂ modon valaszthatunk ki.

e Szintén k(k+ 1) mez6nek van paratlan sor- és paros oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonb6z6 mezst

Crtkrn) = w médon vélaszthatunk ki.
o Végiil (kK + 1) mezdnek lesz péaratlan a sor- és oszlopindexe. Ezekbdl két kiilonbozs mezot
2
C(Q,Hl)z = (k2+2k+;)(k 2 modon vélaszthatunk ki. (4 pont)

Osszeadva, megkapjuk a kedvezs esetek szamat:

K (k*—1) 2-(K*+k)(K+k—-1) N (K* + 2k + 1)(k* + 2k)

Ciz + 205y + Closnyz = 5 2 2
4k* + 8k3 + 4k*
_ T ; T ok 1 1)
Igy paratlan n = 2k + 1 esetén a valoszintiség
2k%(k + 1)? k(k+1 21

S 2k(k+1)(2k+1)2 0 (2k4+1)2 4n?

Megjegyzés. Ha az eredményt csak a k, vagy csak az n fliggvényében adja meg, akkor is teljes
értékd a megoldas.
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12. osztaly

1. feladat (30 pont). Ha z és y olyan tetszGleges valos szamok, amelyekre xy # —1, legyen

vy = 174, valamint tekintsitk a G = (—1,1) halmazt.

a) Igazold, hogy ,,+” miivelet a G-n és (G, *) kommutativ csoport!

b) Szamitsd ki az (z,),>1 sorozat hatarértékét, ahol x € G adott csoportelem és x,, = g * x % - - - x x,
Z —

n-szer

minden n € N* esetén!
Matlap 10/2025, L:3958
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) A (G, ) Abel-féle (kommutativ) csoport, ha teljestil a kovetkezs ot feltétel:
1) Zartsag. Igazoljuk, hogy barmely z,y € (—1,1) esetén, x xy € (—1,1).

1—@*@2_1_($+y>3_ﬂ+xw”—@+yf
1+ay (1+xy)?
14 2ay a2ty — a2t - 2zy — vy 1—a®— P42y’
(1+ zy)? - (IT+ay)p?
(-2 -y?)
(1+azy)?

Mivel z,y € (—=1,1), ezért 1 — 22 > 0 és 1 — y* > 0, tovabba (1 + zy)? > 0, tehat 1 — (z x y)? > 0,
azaz (x x y)? < 1 innen kovetkezik, hogy z xy € (—1,1). Tehdt a G halmaz zart a 7 =7 mtveletre
nézve. (3 pont)
2) Asszociativitas. A 7 7 mivelet asszociativ a G halmazon, ha (x xy) x 2 = z % (y * z), barmely
x,y, 2z € G esetén. Ekkor

ﬁ%‘i‘z r+y+z+ayz

X * X 2 = — ,
(xxy) 1+%~z l+ay+2x2+yz
R T4y +z+ayz

1+x-1yjyzz 14 aytaztyz

A két kifejezés megegyezik, mivel a valos szamok Osszeadésa és szorzasa kommutativ mtiveletek, tehat
(x*xy)*z=xx*(yx*z), barmely z,y, 2 € G esetén, vagyis a miivelet asszociativ. (3 pont)
3) Kommutativitas. A 7 *” mivelet kommutativ a G halmazon, ha z*y = y*x, barmely z,y € G.

Mivel
rT+y Yyt

l+zy 14uyx

ezért a miivelet kommutativ. (3 pont)

=yx*xuz,Vr,y € G,

Megjegyzés. Ha valaki el6bb a kommutativitast igazolva, majd az (x*y)x*z kifejezés szimmetriajara
¢és a kommutativitasra hivatkozva kovetkeztet a miivelet asszociativitdsara, akkor is maximalis pont
jar!
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7

miveletre nézve létezik semleges elem, ha létezik e € G, melyre
7 mivelet kommutativ, ezért

4) Semleges elem. A 7 x
exx =xxe=ux, barmely z € G esetén. Mivel a 7 *
T +e

rTxe=1 < =1 <= xte=x+1’c <= e(l-2%)=0.
1+ ze

Mivel x € (—1,1), ezért 1 — z2 # 0, gy sziikségképpen e = 0, a miivelet semleges eleme. (3 pont)
5) Szimmetrikus elem. Bizonyitjuk, hogy a G halmaz minden eleme szimmetrizalhato, vagyis

barmely x € G esetén létezik olyan 27! € G, melyre x x 271 = 271 x 2 = e. Mivel a ” * 7 miivelet
kommutativ és a semleges eleme a 0 ezért
-1
r+z
rxrt=0 <= +—:O — z+1'=0
1+ xx—!
— o '=-xe€(-1,1), ha ze(-1,1).

Tehat minden x € (—1,1) elem szimmetrizalhato és 7! = —z. Mivel a fenti 6t feltétel teljesiil ko-
vetkezik, hogy (G, *) kommutativ csoport. (3 pont)

Megjegyzés. A feladat a) alpontja igy is megoldhato:
Ap:(0,00) = (=1,1), 9(t) = &7 fiiggvény bijektiv (ezt igazolni kell).
Emiatt barmely x,y € G esetén létezik t1,t5 € (0,00) 1gy, hogy x = 1(t1) és y = ¢ (t2). Tovabba
ellendrizhets, hogy

rxy=(t) xp(ta) = Yt - t2),Vz,y € G,
tehat a ¢ fliggvény atviszi a csoportstruktirat a (0, 0o) halmazrol a G-re, vagyis (G, *) is kommutativ
csoport.

b) Tekintjiik a

1+t
p:(-L1) =R, o) = T3
leképezést. Ekkor
1+ (zxy) 1+ ﬁ;yy _ 1+ﬁzz+y It rtytay
_ 1 xzty T l4wy—z—y 1 _
l—(zxy) 1 1+I"{y limyy l—x—y+ay

(1 +2)(1+y) _1—|—x.1+y
21—y 1—2 1—y

Vagyis
oz y) = o) p(y).
1
Legyen a = ¢(x) = 1i_z > 0. Mivel z, = x*---*2, ezért a matamatikai indukcié alapjan
kovetkezik, hogy
p(zn) = ¢"(2) = a”.
Innen x,, kifejezhets:
1+,
1+x =ad" <= l4z,=d"(l-2,) <= z,(1+d")=0a"-1,
tehat _— |+
a™ — x
n = 5 h l = . 6 t
x ] aho a=T (6 pont)
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Vizsgaljuk az x,, sorozat hatarértékét:
Ha z € (—1,0), akkor 0 < a < 1, igy a" — 0, tehat

a” —1 -1
Ty = — — = —1.
a™+1 1
Ha x = 0, akkor a = 1, igy minden n-re
1" —1 0
Ty = =0.
1m 41

Tehat:
-1, haz e (-1,0),

lim 2, =40, haz=0, (6 pont)
n—o0
1, haze(0,1).
Megjegyzés. Az els6 feladat b) alpontja igy is megoldhato:

T+ 2z Coz

l+z-z 1+a2 OQ 4+ Cpa?

r*xx =

( 2 ) 2t e+ +ad  Br4a®  Clo+Cfa?
THT kT = T = — _ _

1+ 22 ol 1422422 14302 Cf 4+ Cfa?
e —§i§§§+x 3z + 23 + x + 323 4a + 42 Cle+Cpa?
THRTHT*T = = = — _

143y 14322+ 322+t 1462 +at O+ Cfa?+ Cfa?

Indukcios feltétel:
Zk>0 ankﬂ 22k

TR Kk xL =
& = 2k .2k
ZkZOCn Z

\—,_/ 2k .2k
o Zkzo Cofix

2k+1,_2k+1
2o Cn +

Zk>ocgkm2k T
TxXTx---xT = | T*T*---%T | *xT = — T
N~ k>0 Cn a2htl
n 1+ =

Zkzo C2kg2k
2k+1, .2k+1 2k, 2k+1
B Zkzo Ci + Zkzo (Ofnitl
T 2k 1.2k 2k+11.2k+2
Yoo C2ka?k + 57, Oty
2k-+1 2k . 2k+1
B > k>0 (Cn +C, ) x
0 2k 2k—1Y\ 1.2k
Cn + Zkzl (Cn + Cn ) Zz
2%k+1 ,,2k41 2%k-+1 ,,2k+1
. D0 Cnt1 @ _ D0 Cnt1 T

ST 2k .2k 2k .2k
Crgr + Ekzo Crir @ Zkzo Cri1 @
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y
oo (1 — )

3
| | N |
—~
==
|1
~—

3
+
—_
| I
—_

— (4z)"—(1—z)"
Hao=0= momaar

—0.
Haze (0,1) = 1+z € (1,2) és 1 —z € (0,1). Ekkor

(4o [1-(5)"]

lim — =1.
A [ ()]
-1, haz e (—1,0),
Tehat lim gxax*x---xx =<0, ha z =0,
n—o0 ——————

n

1, haze(0,1).

2. feladat (30 pont). Szamitsd ki a kovetkezd hatarozatlan integralokat:

a)
/ ! d >0
r, o .
(2202 + 2026)
b)
i b
/as'mx%— cos Y dr, a,b>0, =z¢€ (O, z) .
bsinz + acosx 2
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Bovitjiik a tortet z20%-gyel:

1 2024
/ dr = / dx
x (2202 4 2026) 2202522025 + 2026)

Legyen
dt

t=2"% —  dt =20252""%dx — 2™ dx= 0% (3 pont)

Ekkor

22024 1 dt 1 1
dz = S dt = 3 pont
/ 72055 (72025 4 2026) / #(t +2026) 2025 2025 / t(t + 2026) (3 pont)
| 1 1 | 1
= / dt = / - ————]dt (3 pont)
2025 | t(t+2026) " 2025-2026 ) \t ¢+ 2026
1

-~ (In|t| —In]t+ 202 . 3 pont
o e (1]~ 4 2026]) + € (3 pont)
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Visszahelyettesitve ¢t = 2292 kapjuk, hogy

1 1 2025
dz = ! C. 3 pont
/IE(ZB2025 + 2026) X 2025 - 2026 n (x2025 + 2026) + ( pon )

b) Legyen ¢(x) = bsinz + acosx, ekkor ¢'(x) = bcosx — asinx. Kerestink A, B € R szamokat gy,

hogy
asinx +bcosx = A-p(x) + B-¢'(z), Vo > 0.

Azaz
A (bsinx +acosz)+ B - (bcosx —asinz) = (Ab — Ba) - sinx + (Aa + Bb) - cosz, Vx> 0.

Ez akkor egyezik a sinx + bcos x-szel, ha

Ab— Ba = a,
Aa+ Bb=b.

Megoldva az egyenletrendszert kapjuk, hogy:

2ab b? — a?
A:m, B:—a2—|—b2‘ (6 pont)
Igy _ , ) B ,
as.lnx—l— cos ~(x) + 'QD(IE):A+B.<P($)_
bsinz + acosx o(x) o(x)
Tehéat

4 /
/as‘lnx+bcosxdx:/ A+B-('0(:E) dr=A-z+ B-ln|p(z)| + C.
bsinx + acosz o(x)

Mivel a,b > 0 és z € (0,7/2) esetén sinz, cosx > 0, ezért p(x) > 0, igy elhagyhato az abszolutérték,

azaz
/asinx—l—bcosx
- de =
bsinx + acoszx
2ab b? — a?
= aQibQ x + 3 +22 In(bsinz + acosz) + C. (6 pont)

3. feladat (20 pont). Szamitsd ki az F': (0, +00) — R fiiggvény minimumaét, ha

202
F(z) = max {x2 + ﬂ, 2027x} , Vx>0.
x

Csapo Hajnalka, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Ha f,g: (0,400) = R, f(z) = 2 + 22%,9(30) = 2027z, Vx > 0, akkor

Flz) = max(f(x), g(x)).
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Megoldjuk az f(z) = g(z) egyenletet:

2026
2 4+ 5 = 2027
e

Ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy
2® — 2027z% + 2026 = 0,

ami egyenértékd azzal, hogy
(z — 1)(2* — 20262 — 2026) = 0.

Az egyenlet pozitiv megoldasai:
xy =1, xro = 1013 + v 1013 - 1015. (4 pont)

Mivel az f és g fliggvények folytonosak a (0, 00) értelmezési tartomanyon, elégséges a (0, x1), [z1, x2)
és [r9, 00) intervallumok egy-egy bels6 pontjaban ellendrizni, hogy melyik fliiggvény nagyobb.
Ha z € (0,1), példaul z = £ esetén

1 1\*> 2026 1 1 1 2027
1(3)=(3) + P g a0 o3) - 20om 5 - 2
tehat f(3) > g(3), vagyis f(z) > g(z) minden z € (0, 1) esetén.
Ezért itt F(z) = f(x). (2 pont)
Ha z € [1,2,), példaul x = 2 esetén

2026
f@) =4+ == =1017,  g(2) =2027-2 = 4054,

tehat g(2) > f(2), vagyis g(z) > f(x) minden x € [1, z2) esetén.

Ezért itt F(z) = g(x). (2 pont)
Ha z > x4, akkor példaul z = 2027-re
5 2026 2
f(2027) = 2027° + 209" g(2027) = 2027 - 2027 = 2027,

tehat f(2027) > ¢(2027), vagyis f(x) > g(x) minden x € [z3, 00) esetén.
Ezért itt F(z) = f(x). Tehat:
f(x), =e(0,1),
F(z) = g(z), z€][l,1), (2 pont)
f(z), z € [x2,00).

Az [1,x9) intervallumban F'(z) = g(z) = 2027x, ami szigortian névekvd, ezért

min F(z) = g(1) = 2027. (2 pont)

z€[1,x2]
A (0,1) és [x9,00) intervallumban F(x) = f(z), derivalva az f fiiggvényt kapjuk, hogy:

2026 223 — 2026
2 x? ’

f(x) =22 —

Ha x € (0,1), akkor 223 < 2 < 2026, tehat 223 — 2026 < 0, igy f'(z) < 0, vagyis f csokkend a (0, 1)
intervallumon. Kovetkezésképpen f(x) > f(1) = 2027 minden z € (0,1) esetén, tehat ezen a részen
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F(z) > 2027. (2 pont)
Ha x € |29, 00), akkor 2z% > 2 - 20263 > 2026, igy itt f novekvs. Kovetkezésképpen
, , 2026 )
r[nln )F(:z:) = f(xg) = 25+ > x5 > 2026° > 2027. (2 pont)
x€[r2,00 T2

Mivel z = 1 esetén 5096
f) =1+ == =2027, (1) =2027-1= 2027,
ezért F(1)=2027.
Tehét a keresett minimumérték 2027, és ezt az F fiiggvény = = 1-nél éri el. (2 pont)

Megjegyzés. A gondolatmenet révidebben is leirhaté. Eszrevehetd, hogy @ = I1-ben f(1) = g(1) =
2027. Mivel a feladat csak F' minimumat kéri, ezért elég belatni, hogy minden mas helyen legalabb
az egyik fliggvény legalabb 2027-et vesz fel (igy a maximumfiiggvény konkrét meghatarozasa nem is
sziikséges). Az vilagos, hogy ha = > 1, akkor 2027z > 2027. Még azt kell meggondolni, hogy ha
0 < x < 1, akkor

202
f_x2+$>2027 — z* — 2027z 4 2026 = (1 — 2)(2026 — 2* — z) > 0,

ami nyilvanvaléan teljesiil, ha 0 < x < 1, mert igy mindkét tényezd pozitiv. Tehat F az x = 1
pontban 2027-et vesz fel, és azt kaptuk, hogy minden més helyen nagyobbat, tehat tényleg ez a
minimum.

4. feladat (20 pont). Egy n x n-es tdblazat mezéibe beirjuk az 1,2, ..., n? szdmokat sorfolytonosan
(balrol jobbra, fentrdl lefelé).

1 2 3 n
n+1ln+2n+3| - 2n
n2

Legyen k € {1,2,...,n} (rogzitett). Egy k-blokk alatt a tablazat egy olyan részét értjiik, amelyet
ugy kapunk, hogy a tablazaton beliil a racsvonalak mentén kijelliink egy k£ egymasutani sorbol és k
egymasutani oszlopbol allo, osszefliggd, négyzet alaki tartoményt.

a) Héany k-blokk van?

b) Hatéarozd meg az Osszes lehetséges k-blokkosszeg legnagyobb kozos osztojat, ha blokkosszeg alatt
a blokkban 1év6 szdmok Osszegét értjiik!

Csapo Hajnalka, Csikszereda
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Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Egy k-blokk bal felsg sarkat tigy valaszthatjuk meg, hogy a blokk még beleférjen a tablaba. A bal
fels6 sarok sorindexe lehet 1,2,...,n—k+1, tehat n — k + 1 lehet&ség, és ugyanigy az oszlopindexre
is n — k + 1 lehetSség van. Ezért a blokkok szama:

(n—k+1)>2 (4 pont)

b) Jelolje S; ; annak a k-blokknak az 6sszegét, amelynek bal felss sarka az i-edik sor j-edik oszlopaban
van (1 <i,j<n—k+1).

Tegyiik fel, hogy k < n, kiilonben csak egyetlen blokk lenne. Ha egy blokkot egy mezével jobbra
tolunk, akkor minden sorban a blokk jobb szélén egy szam belép, bal szélén egy szam kilép, a
kiilonbség minden sorban k, és k sor van, tehéat

Si,j—f—l — Si,j = k?2. (2 pOIlt)

Ha egy blokkot egy mezd&vel lefele tolunk, akkor minden oszlopban a blokk als6 szélén egy szam belép,
fels6 szélén egy szam kilép, a kiilonbség minden oszlopban kn, és k oszlop van, tehat

Sit1,; — Sij = nk?. (2 pont)
Kovetkezésképp minden S; ; ugyanazt a maradékot adja modulo k?, vagyis
S;; =851 (mod k?),
ez azt jelenti, hogy az 6sszes blokkosszeg legnagyobb kozos osztdja
Inko(S; ;) = Inko(k?, Si1). (2 pont)
A bal fels6 k-blokk elemei:

L1+1,1+2,...,1+k—1
l+n,14n+1,14+n+2,....14+n+k—1
1+2n,1+2n+1,142n+2,...,14+2n+k—1

l+k—=Dn,1+k—-1n+1,1+k—-1)n+2,....1+(k—1)n+k—1
Ezért

Sii=k-Q+1+... +D)+k-1+24+3+...+k—-1)+k-(n+2n+...+(k—1)n)
e’
k darab

:kQ—l—k-w-(n—l—l):

2 (1 iy G 1>2(” i 1)) . (2 pont)

Legyen t = (k. — 1)(n+1).
Ha ¢ paros, akkor & egész, igy Sy oszthato k*tel, tehat Inko(k?, Sy 1) = k>

Ha ¢ paratlan, akkor S;; = k? (1 + %) nem oszthatoé k2-tel, viszont oszthato L

5-vel, ¢és ekkor a
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legnagyobb kozos oszt6, tehat Inko(k?,S; 1) = %

Mivel ¢t pontosan akkor paratlan, ha k paros és n paros, ezért ha k < n, akkor

k2, ha k paratlan vagy n paratlan,
Inko(S;; [1<ié,j<n—k+1)=q ;2 (4 pont)
= ha k péros és n paros.

Ha k = n, akkor csak egyetlen blokk van, igy az Inko maga az Gsszeg:

2(0n2
1
lnko(Siyj|1§i,j§n—k+1):1+2+...+n2:%. (2 pont)

Megjegyzés. Ha valaki a bizonyitast csak egy sajatos esetben végzi el példaul k£ = 2 blokkok esetén,
akkor erre 6 pont adhato, de ez nem adhato Ossze a javitokulcsnak az erre a feladatra vonatkozé tobbi
pontjaval!
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Orszagos dont6 - 1. fordulo

5. osztaly

1. feladat (30 pont). A gytrik ura a mthelyében varazsgytirtit készit, amelyeket majd a boltjaban
elad, darabjat 10 petakért. Gytirtiket csak munkanapokon készit, de boltja a hét minden napjan
nyitva van. Hétfs reggel belépett az iires boltjaba, nekifogott és készitett néhany gytrit. Kedden
haromszor annyit készitett, mint hétfén, és eladott a hétfén készitett gytirikbdl 12 darabot. Szerdan
feleannyi gytrtit készitett, mint hétfén és eladta a kedden készitett gytriik felét, amelyekért 240
petakot kapott. Csiitortokon és pénteken is ugyanannyi gytrtit készitett és adott el, mint kedden.
Hany petakot érnek a hétvégére a boltban maradt gytrik? Biré Gabriella, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol ( )
Szerdan 240 petakot kapott, tehat 240 : 10 = 24 gytrtt adott el. ( )
Kedden ennek a kétszeresét, tehat 24 - 2 = 48 darab gytrtt készitett. ( )
Hétfon ennek a harmadat készitette, tehat 48 : 3 = 16 gytrtt készitett. ( )
Szerdan feleannyit készitett, mint hétfén, tehat 16 : 2 = 8 gytirtt készitett. (3 pont)
Cstitortokon és pénteken 48-48 darab gytrtit készitett és 12-12 darab gytrit adott el. ( )
Igy Gsszesen 16 4 48 4 8 + 48 + 48 = 168 darab gyfirtit készitett. ( )
12 + 24 + 12 + 12 = 60 darab gyftirtit adott el. ( )
168 — 60 = 108 darab gytirt maradt a boltban, ami 108 - 10 = 1080 petak. ( )

2. feladat (30 pont). Egy 6x6-os tabla négy sarkat kivagtuk. A maradékot L-alaki, négy egység-
négyzetbdl allo darabokkal szeretnénk teljesen lefedni gy, hogy a darabok egymast ne fedjék. A
darabok tetsz6legesen elhelyezheték a tablan, de minden darabnak pontosan 4 kis négyzetecskét kell
fednie. Keresd meg az Gsszes lehetséges lefedést! Andrds Szildard, Csikdelne

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Nézziik a fels6 bal sarok melletti mezst. Ezt az alabbi hat modon lehet lefedni (tagy, hogy folytathato
legyen a lefedés):
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Az els6 és a masodik abrat lépésrdl lépésre csak a kovetkezs abranak megfelelGen lehet folytatni(a
két kitoltés egymas tiikorképe):

A harmadik kezdési lehetGség esetén a kovetkez§ 6 darabot el lehet helyezni egyértelmien, de az
utols6 darab nem helyezhet§ el.

A negyedik kezdési lehetGség esetén ahhoz, hogy elkeriiljiik az el¢bbi lehetetlen esetet, a felsé sort
csak az abranak megfelelGen lehet lefedni.

Ezutan az also sorban is csak az dbranak megfelels lefedés folytathato (kiilonben valamelyik korabban
més vizsgalt esettel ellentmondéasba keverednénk).

A megmaradt két 2 x 4-es darab mindegyike kétféle médon fedhets le, ez Osszesen 4 lefedést eredmé-
nyez.

Az 6t6dik és hatodik kezdési lehet&séghdl az el6bbi négy lefedés elforgatott valtozatait kapjuk meg,
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tehét osszesen 10 lefedés lehetséges.

Pontozas. A harom lényegesen kiilonbozs (tehat szimmetridval vagy forgatassal nem egymasba
vihet6) lefedés lerajzolasa (ez harom 6-6 pontos részre bonthaté aszerint, hogy ezekbdl hany lefedést

adott meg a megoldo). (18 pont)
Valamilyen logika szerinti magyarazat. (3 pont)
A tovabbi lefedések lerajzolasa vagy megemlitése. (6 pont)

|

3. feladat (20 pont). Adott az n =3+ 3% + 3% 4 - - - + 320% természetes szam.
a) Igazold, hogy n egy paratlan szam!
b) Hatarozd meg n utolsod szamjegyét!

c¢) Igazold, hogy n oszthato 11-gyel!

Czeglédi Csilla-Ilona, Arad
Kiss Sandor, Nagykdroly

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
a) Az n szam 2025 darab paratlan szam osszegébdl &ll, ezért n paratlan. (2 pont)

b) A 3 hatvanyainak utols6 szamjegyei lehetnek:
u(3) =3, u(B3*) =9, w3)=7 uB3) =1, (2 pont)

amelyek négyenként ismétlédnek. Az n szam 2025 tagbol all, igy felbonthato 506 darab 4-es csoportra
és egy maradék tagra:

n = (3 4 32 + 33 + 34) + (35 4 36 4 37 4 38) et (32021 + 32022 + 32023 4 32024) 4 32025. (2 pont)
Kiemelve a kozos tényezot:
n=31+3+3+3)+3°1+3+3*+3)+--- +32(1+3+3*+3%) +3%° (2 pont)

n=(1+3+3%+35)(3+3° +3%+... 43202 | 32025

Mivel 1+ 3 + 9 + 27 = 40, ezért n = 40(3 + 3% + 3% + - - - + 32021) 4 32025, (2 pont)
Igy az utolsé szamjegy:

u(n) = u(40(3 +3° + 3%+ -+ 4 37%1)) 4 u(3**) = 043 = 3. (2 pont)
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c¢) Eszrevessziik, hogy ha 6sszeadjuk az elsé 5 tagot, 3 + 9 + 27 + 81 + 243 = 363, ami 11-nek
tobbszorose. (2 pont)
Ezért az 6sszeget 6tosével csoportositjuk:

n = (3+32+33+34+35)+(36+37+38+39+310>+ . _+(32021+32022+32023+32024+32025). (2 pont)
Minden egyes csoportbol kiemeljiik a kdzos tényezot:
n=31+3+3*+3+3)+31+3+3+3 +3)+ - +3(1+3+3*+3%+3%).

Mivel 1 +3+3%+33+3'=1+3+9+427+81 =121, ezért n = 121(3 + 35 + - - 4+ 32021),
Mivel 121 = 112, ezért n oszthato 11-gyel. (2 pont)

4. feladat (20 pont). Az a természetes szamot ,mégikus”’ szamnak nevezziik, ha felirhato két,
egymastol és nullatol is kiilonbo6z6 négyzetszam Osszegeként.

a) Hatéarozd meg a kétjegyd ,magikus” szamok szamat!
b) Mennyi lehet egy kétjegyt ,méagikus”’ primszam 4-gyel valé osztési maradéka?

c¢) Igazold, hogy 26" ,mégikus” szam, barmely n > 1 természetes szam esetén!
Faluvégi Melania, Zilah
Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) A nullatol kiilonb6zs 100-nél kisebb négyzetszamok: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81. (2 pont)
Eszrevessziik, hogy 1 + 4 = 5 az ,magikus” szam, de nem kétjegyt, ezért nem vessziik figyelembe.

(2 pont)
14+9=10 449=13 9+ 16 =25
1+16=17 4+16 =20 9+4+25=34
1+25=26 4+25=29 9436 =45
1436 =37 4+ 36 =40 9449 =58
1+49 =150 4449 =53 94+64="73
1464 =065 4464 =68 9+ 81 =90
1481 =282 4+ 81 =8
16 +25 =41 25+ 36 = 61 36 +49 =85
16 + 36 = 52 25+49="74
16 +49 = 65 25+ 64 = 89
16 + 64 = 80
16 + 81 =97
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A fenti felsorolasbol 29 megoldast kaptunk, de észrevettiik, hogy a 65 és 85 kétszer szerepel, ezért
csak 27 ,magikus” szam marad. (6 pont)

b) Az elgbb felsorolt szamok kozt a ,méagikus” primszamok a 13, 17,29, 37,41, 53,61, 73,89, 97. Ezek-
nek a 4-gyel valo osztasi maradéka 1. (2 pont)

c)
26! =26 =14 25 =12 + 52

26% = 676 = 576 + 100 = 24 + 10? (2 pont)
26° = 26 - 267 = 25 - 262 +1-26% = 5% - 26 4+ 12 - 26% = (5-26) + (1 - 26)?

26* = 676 - 26° = 247 - 26 + 10* - 26% = (24 - 26)* + (10 - 26)* (2 pont)

Hasonléan jarunk el minden pératlan, illetve paros hatvanykitevd esetén. Ha n péaros és legalabb 4,
akkor létezik k természetes szam, amelyre n = 2k + 2.

26%12 = 676 - 26%% = 247 - 26% + 107 - 26°* = (24 - 26)? + (10 - 26")*
Ha n paratlan és legalabb 3, akkor létezik k természetes szam, amelyre n = 2k + 1.

262 = 26 - 262 = 25262 + 1262 = 52 262" + 12 26°% = (5 26")* + (1 - 26%)?

Mivel mindkét esetben a 26™ szam felithato két négyzetszam Osszegeként kovetkezik, hogy 26™ ,;mé-
gikus” szam. (2 pont)
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6. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatérozd meg azokat az abac alaka természetes szamokat, amelyeket 77-tel
osztva a hanyados ac, a maradék pedig a c szamjegy négyszerese!

Papp Ilonka, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Az adatok alapjan felirhato, hogy abac : 77 = ac, m = 4c, ahol a, b, ¢ szamjegyek, a # 0 és 4c < 77.
A maradékos osztas tétele alapjan:

abac =77 -ac + 4c, (3 pont)

ahonnan:

1000a + 1000 + 10a + ¢ = 77 - (10a + ¢) + 4c (3 pont)
1010a + 1000 + ¢ = 770a + 77c 4 4c
240a + 1000 = 80c .

Az egyenl6ség mindkét oldalat elosztva 20-szal kapjuk, hogy

12a + 5b = 4c . (3 pont)

Mivel 4 | (12a) és 4 | (4c), ezért 4 | (5b), de (4;5) = 1, igy 4 | b. Ezért a b szamjegyre igaz, hogy
b € {0;4;8}. (3 pont)
I. eset: Ha b = 0, akkor 12a = 4c¢, azaz ¢ = 3a. (3 pont)

a=1= c= 3= abac = 1013,
a=2=c= 6= abac = 2026,
a=3= c=9 = abac = 3039,
a=4=c=12>9. (3 pont)

II. eset: Ha b = 4, akkor 12a + 20 = 4c¢, azaz ¢ = 3a + 5.

a=1= c=8 = abac = 1418,
a=2=c=11>9. (3 pont)

III. eset: Ha b = 8, akkor 12a +40 = 4c, azaz ¢ = 3a+ 10 > 9. De ¢ < 9, vagyis ebben az esetben
nincs a feltételnek megfelels szam. (3 pont)

Az el6bbi négy szam mindegyike telesiti a feltételeket (mert az atalakitasok visszafele is elvégezhetsk),
ezért a keresett négyjegyd természetes szamok: 1013, 1418, 2026, 3039. (3 pont)
[

2. feladat (30 pont). Az AOB és BOC' egymas melletti szogek, a BOC' és COD is egymas melletti
szOgek és a harom szog mértékének osszege 180°. Vegylik fel az O ponthol kundulo OE ON, OP OI,0J

es OK felegyeneseket az adott szogek bels6 tartomanyalban ugy, hogy AOE EOB BON =
NOP = POC és COI = [0J = JOK = KOD. Tudjuk, hogy AOP = 60° 6s BOK = 135°.
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a) Hatarozd meg az AOB, BOC és COD szogek mértékét!

b) Igazold, hogy a BOP és IOK szogek szoglelezdi merdlegesek egymasral

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
C
1
P
J
N
b c
c
b
K
c
B b
E a
c
a
A @) D
(3 pont)

a) LegyenA/O\E:E/OE:a,B/O]\V:N/OTD:P/O\C’:bésC/’O\I:]/O\J:J/OT(:f?O\D:c.

Ekkor felirhatjuk, hogy
2a 4 3b + 4¢ = 180° . (1)

(3 pont)

Viszont -
AOP = 2a+ 2b = 60°,

BOK = 3b+ 3¢ = 135°.
(3 pont)

Igy 2a + 2b = 60° és b+ ¢ = 45°, ahonnan

2a + 3b + ¢ = 105°. (2)
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(3 pont)
Az és alapjan 3¢ = 180° — 105° = 75°, azaz ¢ = 25°. (3 pont)
Mivel b+ ¢ = 45°, kovetkezik, hogy b = 20°.
Ugyanakkor 2a + 2b = 60°, azaz a + b = 30°, tehat a = 10°. (3 pont)
Tehét AOB = 2a = 20°, BOC = 3b = 60° és COD = 4¢ = 100°. (3 pont)

b) A BOP szogfelezGje az ON félegyenes, az TORK szogfelezGje pedig az OJ félegyenes, tehat meg

kell hatarozni az NOJ szog mértékét. (3 pont)
Ekkor NO.J = NOC + COJ = 2b +2c = 2-20° + 2 - 25° = 90°, azaz ON L O.J. (3 pont)
n

3. feladat (20 pont). A Salamon Erné Gimnaziumban az idei tanévben 540 diak tanul. Az iskolaban
harom szakkor miikodik: a nemezelés, a fafaragas és a jégkorong. Minden didk jar legaldbb egy
szakkorre. A tanulok 45%-a jégkorongozni jar, egyharmada nemezeléssel foglalkozik. A tanulok
egytizede jégkorongozas és nemezelés szakkorre is jar, 30%-a jégkorongozik is és fafaragast is tanul,
mig 15%-a nemezeléssel is és fafaragassal is foglalkozik. Az iskola tanuldinak 5%-a mindharom
szakkoron részt vesz.

a) Hany tanulo vesz részt mind a harom szakkéron?
b) Az iskola tanuldinak hény szazaléka jar legtobb egy szakkorre?

¢) Hany tanulé nem jar sem jégkorongozni sem nemezelni?

Hodgyai Edit, Micske

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) A tanulok 5%-a jar midharom szakkorre, ezért

00 = 27 tanulo jégkorongozik, nemezel és fat

is farag. (2 pont)

b) A tanulok egytizede jégkorongozni és nemezelni is jar, ez 54 gyereket jelent. Mivel 27 tanuld
mindharom szakkort latogatja, ezért a csak jégkorongozok és nemezel6k szama 54 — 27 = 27 tanulo.
(2 pont)

Ugyanigy szamoljuk ki a csak jégkorongozni és fafaragasra jaré tanulok szamat: a tanulok 30%-a
540 - 30

100

jégkorongozast és a fafaragast tanul, ami = 162 tanulot jelent. Csak erre a két szakkorre
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162 — 27 = 135 tanul6 jar. (2 pont)
) . C e : . 540 - 15 e . L
A tanulok 15%-a jar nemezelni és fat faragni, ami 00— 81 tanulot jelent. Mivel 27 tanulé mind
a harom szakkort latogatja, ezért csak a nemezelés és a fafaragés szakkorre 81 — 27 = 54 tanul6 jar.
A tanulok koziil pontosan két szakkort 27 4+ 135 + 54 = 216 tanuld latogat. (2 pont)
Tehat a tanulok kozil legtobb egy szakkorre 540 — 27 — 216 = 297 tanulo jar. (2 pont)
540...... 100%
207...... %
) 297 - 100 . .. . L .
Tehat x = 0 55, vagyis a 297 tanul6 az iskola tanuloinak 55%-at jelenti. (2 pont)

¢) Azoknak a tanuloknak a szamat keressiik, akik nem jarnak jégkorongozasi vagy nemezelési szak-
korre. Ok azok, akik csak a fafarago szakkort latogatjék. (2 pont)

040 - 45

100
54 tanuld csak a jégkorong szakkort latogatja.

= 243 tanulészamot jelent. Igy 243 — (135-+27+27) =

A tanulok 45%-a jégkorongozni jar, ez

1
= 180 tanulo. Koziilik 180 — (27 + 27 + 54) = 72 csak

a nemezeld szakkorre jar. (2 pont)

A tanulok egyharmada nemezelni jar,

Mivel Gsszesen 297 tanulo latogat egy szakkort és koziilitkk 54 tanulé csak jégkorongozni és 72 tanulod
csak nemezelni jar, kovetkezik, hogy 297—(54+472) = 171 tanul6 jar csak fafarago szakkorre. (2 pont)

Ellenérzés: harom szakkorre jar 27 tanuld, pontosan két szakkorre jar 27 + 135 + 54 = 216 tanulo,
csak egy szakkorre jar 54 + 72 + 171 = 297 tanuld. Igy 27 + 216 + 297 = 540 tanul6 jar a Salamon
Erng Gimnéziumba az idei tanévben.

4. feladat (20 pont). Az a és b természetes szamok legkisebb kozos tobbszorosének és a szamok
kétszeresének az Osszege egyenld a szamok legnagyobb kozos osztéjanak az 50-szeresével. Hatarozd
meg ezeket az a és b szamokat, ha 6sszegiik legfennebb 50.

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
A feladat feltételeibdl kapjuk, hogy [a;b] + 2a + 2b = 50 - (a; b). (2 pont)

Legyen d = (a;b), ekkor felirhatjuk, hogy a = d -z és b = d -y, ahol z,y relativ primek. A legkisebb
koz0s t0bbszoros értelmezésébdl és tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy [a;b] = d-x - y. Igy az egyenlet
atirhato

d-z-y+2-d-v+2-d-y=>50-d. (4 pont)
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Mivel d # 0, egyszertsithetiink vele és kapjuk, hogy xy + 2z + 2y = 50. Bal oldalra felirhatjuk, hogy
zy + 2z +2y = (x + 2)(y + 2) — 4. Tehat (v +2)(y +2) = 54. (4 pont)

Az 54-et felirva két osztdjanak szorzataként 54 =1-54=2-27=3-18=6"9.
Tudjuk, hogy =,y > 1, igy x +2 > 3 és y + 2 > 3, ahonnan az (z + 2) és (y + 2) lehetséges értékei

(x+2,y+2)e{(3,18),(18,3),(6,9),(9,6)},

vagyis
(x,y) € {(1,16),(16,1),(4,7),(7,4)}. (2 pont)

A szampéarok tagjai relativ primek, igy ezek az (z,y) szampar Gsszes lehetséges értéke.
Most mindegyik szampéar esetén meg kell hatdrozzuk a d szam lehetséges értékeit tgy, hogy
d-(x+y) <50.
Az els6 két szampér esetén az osszeg r+y = 1416 = 17, igy a 17d < 50 egyenlStlenséghdl d € {1,2}.
Vagyis

(a,b) € {(1,16), (16,1, (2,32), (32,2)}. (2 pont)

Az utolsé két szampér esetén az Osszeg v +y = 4+ 7 = 11, igy a 11d < 50 egyenléStlenségbdl
d e {1,2,3,4}. Vagyis

(a,b) € {(4,7), (7, 4), (8, 14), (14,8), (12,21), (21, 12), (16, 28), (28, 16)}. (2 pont)
Tehét az Osszes lehetséges (a,b) szampér:
(1,16), (16,1), (2,32), (32,2), (4,7), (7, 4), (8, 14), (14,8), (12, 21), (21, 12), (16, 28), (28, 16)
(2 pont)
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7. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatérozd meg az A = {%

\/abc + \/c €N } halmazt, elemei felsorolasé-

val! Faluvégi Melania, Zilah
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
\/abc ++/c €N

egyenértékid azzal, hogy o

abc ++/c = k*, ahol k € N, (3 pont)
Mivel ¢ szamjegy és \/c € N, kovetkezik, hogy ¢ = m?, amibél ¢ € {0,1,4,9}. (3 pont)
Igy /e € {0,1,2,3}, viszont /c # 1 és y/c # 3 mert ezekben az esetekben k? utolsd szdmjegye 2
lenne és teljes négyzet utols6d szdmjegye nem lehet 2. (3 pont)

Marad tehat leellenérizni a ¢ € {0,4} eseteket.
1. eset: c=0

ab0 = k2,
kévetkezik, hogy ab0 oszthaté 10-zel. De mivel ab0 négyzetszam, ab0 oszthaté 100-zal, (3 pont)
tehat ab0 € {100, 400,900} (3 pont)
2. eset: c =14

Innen kévetkezik 1/c = 2, ebbél pedig k? utolsé szamjegye 6, tehat ( )
ab6 = k? és k utolso szamjegye 4 vagy 6 lehet. ( )
fey abb € {196,256, 576,676}, és igy abe € {194,254, 574, 674} (3 pont)
Az 1. és 2. esetekbdl tehat A = {100, 194, 254, 400, 574,674,900} . ( )

2. feladat (30 pont). Marci leirta a v/1,v/2, /3, . .., /30 szamokat kiilonboz6 oszlopokba gy, hogy
barmelyik két oszlopot valasztja ki, legyen az oszlopoknak egy-egy eleme, amit 6ssze tud adni. Marci
a v/a és Vb szamokat pontosan akkor tudja sszeadni, ha a gyokok alol ki tud emelni természetes
szamokat ugy, hogy a gyokok alatt ugyanaz maradjon mindkét szamban. Példaul a v/2 és a v/8 = 2v/2
szamokat Marci 6ssze tudja adni, de a V2 6s /6 szamokat nem tudja Osszeadni.

a) Hatarozd meg hany 6sszeadhato szamokbol allo szampér képezhets, amelyben a tagok kiilonbo-
z6ek?

b) Legfeljebb hany oszlopot tud Marci képezni a megengedett szabélyok szerint? Valaszodat indo-
kold!

Koncse Baldzs, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
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a) Megnézziik, legfeljebb hany szampar van, amely Gsszeadhaté szamokbol all a v/1,v/2,...,4/30
szamok kozott.

Osszeadhatoak a v/1,v/4,/9,V16,v/25 szamok (teljes négyzetek), ezekbdl Gsszesen 10 szampér

képezhetd. (3 pont)
Osszeadhatoak a v/2,v/8, /18 szamok, ezekbdl Osszesen 3 szampar képezhetd.
Osszeadhatoak a v/3, V12, v/27 szamok, ezekbdl Gsszesen 3 szampar képezhets. (3 pont)

Osszeadhatoak a (v/5,1/20), (v/6,v/24), (v/7,V/28) szampérok tagjai, ami tovabbi 1 +1+1 = 3 szdm-

par. Bz osszesen:10 4+ 3 + 3 + 3 = 19 szampar. (3 pont)
b) Egy lehetséges tablazat:
1. oszlop | 2. oszlop | 3. oszlop | 4. oszlop | 5. oszlop | 6. oszlop

V1

V4

Vo

V16

V25

V8

V18

V12

V27

V28

A fennmarado szamokat barhova beirhatjuk. Igy egy helyes kitoltést kapunk 6 oszlop esetén.
(12 pont)

Megjegyzés. Ha 5 oszlop teljesiti a feltételt, akkor 3 pont jar, ha pedig 5 oszlop teljesiti és a 6.
oszlop részlegesen, akkor 6 pont jar.

Ha létezne egy 7 oszlopos kitolthets tablazat, akkor barmely két oszlophoz tartozna legalabb egy olyan
szampar, amelyet Osszeadhato szamok alkotnak. Az oszlopokat szémozzuk meg balrél jobbra 1-t6l
7-ig. Az els6 oszlophoz 6 masik oszlopot parosithatunk, a méasodikhoz tovabbi 5-6t, a harmadikhoz
tovabbi 4-et és igy tovabb. (3 pont)
Osszesen tehat

6+5+4+3+2+1=21

kiilénbo6z6 6sszegre lenne sziikség. Mivel azonban az adott szamokbol csak 19 kiilonbozd dsszeadhato
tagi szampar hozhato létre, igy egy 7 oszlopos tablazat nem tolthetd ki az adott feltétel betartasaval.
Tehéat legfeljebb 6 oszlopos téablazat alakithato ki. (3 pont)

3. feladat (20 pont). Adottak az x és y nullatol kiilonbozs természetes szamok, amelyek teljesitik

a kovetkezd Osszefliggést:
2026 =«

— <
2027 oy

- 2027
2028
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a) Igazold, hogy az z és y nem egyméas utani szamok!

b) Mennyi az = + y legkisebb értéke, ha y = x 4+ a és a € N*?

Gaspar Edit, Zilah
Hasas Tinde, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Tegytik fel, hogy x és y egymast kovets természetes szamok, ekkor y = = + 1. (2 pont)

Az egyenl6tlenség igy irhato:
2026 x 2027

< < .
2027  x+1 2028
Kiilon vizsgalva a két egyenlStlenséget:

2026 P ) T _ 2027 (2 £)
— és —. on
2027 "1+ 1 r+1 2028 P
Atalakitva:
x>2026 és x < 2027.
Ez lehetetlen, mivel x természetes szam. (4 pont)
Tehat a feltevés hamis, vagyis x és y nem egymas utani természetes szamok. (2 pont)

b) Legyen y = = + a, ahol a € N, a > 2 (mivel az a = 1 esetet targyaltuk az a) alpontban). Ekkor

az egyenlGtlenség igy alakul:
2026 x 2027

2027 "z ta - 2028

Az el6z6 modszerrel eljarva kapjuk:

2026a < x < 2027a. (4 pont)
Ha a = 2, akkor
4052 < = < 4054,
amibgl x = 4053. Ekkor y = 4055. (2 pont)
Igy x +y = 4053 + 4055 = 8108. Ha a értékét noveljiik, akkor = + y csak nagyobb lesz, tehét a
legkisebb Osszeg: 8108. (2 pont)
[
A b) alpont mdsodik megolddsa. Mivel L valodi tort, ezért x < y. Az adott egyenlStlenség felirhato
Y
a kovetkezd alakban:
! <X<1 ! (2 t)
- < - - on
2027 "y 2028 p
A megfelels atalakitasokat elvégezve kapjuk, hogy
2027 < —4— < 2028. (2 pont)
y—
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Vizsgaljuk a y — x lehetséges értékeit. Ha y — x = 1, akkor 2027 < y < 2028, ami lehetetlen. Ha
y—x = 2, akkor 4054 < y < 4056, amibdl y = 4055, igy x = 4053. Ekkor x+y = 4053 +4055 = 8108.

(2 pont)

Ha y — x > 3, akkor y és x értéke is tovabb novekszik, ezért az x + y Osszeg is nagyobb lesz. Tehat
az © + y legkisebb értéke: 8108. (2 pont)
[ |

4. feladat (20 pont). Az A, B és C kozéppontu korok paronként kiviilrsl érintik egymaéast az M,
N és P pontokban tgy, hogy M € AB, N € BC és P € AC. Legyen K az NM egyenesnek az A
kozépponti korrel valé masodik metszéspontja. Az A és C' kdzépponta korokben vedd fel rendre a
PF és NE atmérsket!

a) Bizonyitsd be, hogy KA || BC!
b) Igazold, hogy a K, P és E pontok kollinearisak!

c) Mutasd ki, hogy a K'E és F'M egyenesek altal alkotott szog kongruens az M PN szoggel!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) A BMN és AMK egyenls szart haromszogek, mert BM = BN és AM = AK sugarak.

(2 pont)

Mivel BMN = AMK = BNK = AK N, amelyek bels6 valtoszogek, (2 pont)
ezért KA || BC. (2 pont)
b) Mivel KA || CE, ezért KAC = ACE (belsd valtoszogek) (2 pont)
és az AKP illetve CEP egyenl§ szaru haromszogek, ezért APK = CPE. (2 pont)
Mivel A, P és C kollineéris pontok, ezért K, P és E pontok is kollinearisak. (2 pont)
¢) Mivel a PNE félkorbe irt haromszog, ezért NP | KFE. (2 pont)
Es FMP is egy félkorbe irt haromszog, ezért PM 1 FM. (2 pont)
Tehat (KE, FM) = M PN, mert meréleges szara szogek. (2 pont)
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8. osztaly

1. feladat (30 pont). a) Hatarozd meg azokat az (x;y) egész szampérokat, amelyekre:

(2? —dx+6)(2y* =2y +1) =3.

b) Hatarozd meg azokat az x és y valos szamokat, amelyekre

(2 —dz+6)(2y* —2y+1)=1.
Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Elsé megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) A megadott egyenletet beszorozva kettével az (2 — 4z + 6)(4y? — 4y + 2) = 6 egyenletet kapjuk.

Ekkor a tényezdkben kialakithatunk teljes négyzeteket:

2 —dr+6=2"—dr+4+2=(x—-22+2>2
4y —dy+2=4dy —dy+1+1=2y—1)*+1>1. (3 pont)

Mivel z,y egészek, a szorzat mindkét tényezGje pozitiv, igy mindkét tényezs természetes is. Tehat a
kovetkezd eseteket kell megvizsgélni:

Leset:(x —2)?+2=22y—1)*+1=3

(z-2°+2=2=—=(z—-2*=0=—=2=2
u—-1P2+1=3= 2y—- 112 =2=1y¢7Z. (3 pont)

I oeset: (z—2)2+2=3,2y—1)*+1=2

(r—-2°+2=3= (z -2 =1= 1€ {1;3}
Qu—1P+1=2= -1’ =1=y € {0;1}. (3 pont)

I eset: (z—2)2+2=6,2y—1)2+1=1

(1 —-22+2=6= (v —2)* =4 =z € {0;4}
Ru—-1P4+1=1=Qy—-1°=0=y¢7Z. (3 pont)

Tehat (z;y) € {(1;0), (1;1),(3;0), (3;1)}. (3 pont)

b) A megadott egyenletet beszorozva kettével a kovetkezs egyenletet kapjuk:

(2 — 4z +6)(4y* — 4y +2) =2

(z—22+2) ((2y—1)*+1) =2 (3 pont)
(z—22Qy—1°+(z—2>+22y—1*+2=2
(x—2)(2y — 1))* + (z — 2)> + 2(2y — 1)* = 0, (3 pont)
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de minden x,y € R esetén

(=2)2y—1))> >0, (z—2)>>0, 22y — 1)* >0,

tehat
((iL‘ - 2)<2y - 1))2 = 07 (SC - 2)2 = 07 2(2y - 1>2 = Oa (3 pont)
azaz v —2=0¢és2y—1=0.
1
Vagyism—2:0:>x:2,2y—1:0:>y:5. (3 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Ha z,y € Z, akkor 2> — 42 + 6,2y? — 2y + 1 € Z. Eszrevehetd, hogy 22 — 42 + 6 = (v — 2)% + 2,
figy 2% —4x + 6 > 2, tehat a 3-nak csak a 3 - 1 felbontésat kell megvizsgalnunk. (6 pont)
Ez a kovetkezs esetet jelenti:

P —dr+6=3 = 2 —4r+3=0 = 1 =1,25=3 (3 pont)
2 =2 +1=1= 2" —2y=0 = ¢y  —y=0 = 4y, =0;¢p = L. (3 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy a megoldasok: (z;y) € {(1;0),(1;1),(3;0),(3;1)}. (3 pont)

b) Az a) alponthoz hasonléan z? — 4z + 6 > 2.
Beszorozva kettével az 2y — 2y + 1 kifejezést kapjuk, hogy 4y? — 4y +2 = 2y — 1)? +1 > 1.

Innen koévetkezik, hogy (2 — 4z + 6)(4y* — 4y +2) > 2 -1 minden x,y € R esetén. (6 pont)

Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha 2% — 4z + 6 = 2 és 4y> — 4y + 2 = 1, vagyis (x — 2)? = 0 és

(2y—1)2=0. Ezcsak x =2 ésy = % esetén lehetséges, tehat a (2; 1) szampar az egyetlen megoldas.

12
(6 pont)
[

2. feladat (30 pont). Adott a VABCD szabalyos négyoldala gula. Az alapban az atlok metszés-
pontja O, a P pont pedig az O pont vetiilete a V BC' sikra.

a) Igazold, hogy a P magassagpont a V BC' haromszogben!
b) Legyen AB = 2a és VA = 3a, illetve BPNVC = {N}. Hatarozd meg a BN D sik és az alapsik
altal kozrezart szog koszinuszat!

Hamar Erzsébet, Marosvasdarhely

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a)
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Mivel OP L (VBC) és BC  (VBC), igy OP L BC.
Mivel VO L (ABC) ¢ BC C (ABC), igy VO L BC.
Ekkor BC' L OP,BC' L VO, valamint OP,VO C (VOP) é&s OPNVO = {0}, igy

BC L (VOP).

A BC L (VOP),VP C (VOP)= BC L VP, igy VP magassag a V BC haromszogben. (3 pont)
Masrészt OB L OC,0B L OV, illetve OC, 0V C (VOC) és OC N OV = {0}, igy OB L (VOCQC).
Mivel VC' C (VOC) ezért OB L V. (3 pont)
Viszont OP 1 (VBC) és VC C (VBC), ezért OP 1L VC. Ekkor VC L OB,VC L OP, valamint
OB,0P C (BOP) és OBNOP = {0}, igy

VC L (BOP). (3 pont)

Mivel VC' L (BOP),BP C (BOP) = VC L BP, vagyis BP magassag a V BC haromszogben.

Tehéat a V BC haromszogben magassag a V P, és magassag a BP, valamint VPN BP = {P} igy P
magassagpont a V BC' haromszogben. (3 pont)
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b)

A BN D haromszogben szimmetria miatt BN = DN vagyis a haromszog egyenls szara. Az O a BD
szakasz felezGpontja, tehat NO 1 BD. Mivel O az alapsikban a négyzet atléinak metszéspontja,
ezért CO L BD.

Mivel (BND) N (DBC) = BD, valamint NO L BD,NO C (BND) ¢és CO L BD,CO C (DBC)
fgy
((BND), (DBC)> — (NO,CO) = NOC . (3 pont)

Az (a) alpont alapjan BN L VO, de a szimmetria miatt DN L V| valamint BN, DN C (BND)
és BN N DN = {N}, igy

— ——  ON
VC L (BND) é ON C (BND) = VC L ON = ONC =90° = cos(NOC) = rolek
(3 pont)
A VOC derékszogli haromszogben VOC = 90°, ahonnan
VC? =VO0*+0C?
90> = VO?* 4 24>
VO? = Ta*
VO =aV7. (3 pont)
A VOC derékszogii haromszogben ON magassig, ahonnan
. . 14
ON:VO OC:a 7 aﬂ:a\/_. (3 pont)
Ve 3a 3
o N av/14
Tehat cos(NOC) = ON 5 _ ﬁ . (3 pont)

oC 4 3

3
m
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3. feladat (20 pont). Marcika leirta a v/1,v/2,v/3,...,v/50 szamokat kiilonboz6 oszlopokba tgy,
hogy barmelyik két oszlopot valasztja ki, legyen az oszlopoknak legalabb egy-egy eleme, amit Ossze
lehet adni. Marcika a v/a és v/b szamokat pontosan akkor tudja Gsszeadni, ha a gyokok alol ki tud

emelni természetes szamokat tigy, hogy a gyokok alatt ugyanaz maradjon mindkét szamban. Példaul
a V2 és a V8 = 2¢/2 szamokat Ossze tudja adni, de a V2 és a /6 szamokat nem.

a) Igazold, hogy a szamok beirhatoak 9 oszlopba a fenti szabalyok szerint!

b) Igazold, hogy a szamok nem irhatoak be 10 oszlopba a fenti szabélyok szerint!

Koncse Baldzs, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Osszeadhatoak a \/5, V8 = 2\/5, V18 = 3\/5, V32 = 4v/2 és a /50 = 5v/2 szamok.
Osszeadhatoak a \/g, V12 = 2\/3, V27 = 3v/3 és a V48 = 44/3 szamok.

Osszeadhatoak a \/5, V20 = 2v/5 és a /45 = 31/5 szamok.

Osszeadhatoak a (v6,v24 = 2v6), (V7,v/28 = 2v7),(/10,v/40 = 2v/10), (v11,/44 = 2/11)

szampéarok tagjai. (2 pont)
Hletve Osszeadhatoak a természetes szamok. A szamok kozott van hét darab természetes szam a
V1= 1, Vi = 2, V9 = 3, V16 = 4, V25 = 5,1/36 = 6, V49 = 7. Ha ezeket mind kiilon oszlopokba
irjuk be, akkor ezen hét oszlop koziil barmelyik kett&bdl Gssze lehet adni két szamot. Legyenek ezek
példaul az 1-7 szamu oszlopok. (2 pont)

Ekkor a tobbi szamot ugy kell beirnunk a tablazatba, hogy a 8. és a 9. szamu oszlopokhoz barmelyik
oszlopot valasztva legyenek Gsszeadhato szamok tgy, hogy az egyik az egyik oszlopban van, a masik
szém pedig a méasik oszlopban.

Megjegyzés. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy egy oszlop le van fedve, ha a t6bbi oszlop ko-
zil barmelyikkel vélasztva van Osszeadhato par. Tovabba Gsszeadhatd par alatt olyan part értiink,
amelynek a tagjai 0sszeadhatok.

A 8. ésa 9. oszlopba is kell egy Gsszeadhato par, legyen mondjuk a v/2-t tartalmazok. Ekkor a még
szabad harom v/2-t tartalmazo szamot beirjuk példaul az 1., 2. és 3. oszlopba. Igy az 1., 2. és 3.
oszlop le van fedve. (2 pont)

Ezutan szintén a 8. és 9. oszlopba irjunk egy-egy v/3-t tartalmazo szamot és a még szabad két
V/3-t tartalmazo szamot beirjuk példaul a 4. és 5. oszlopba. Igy a 4. és 5. oszlop le van fedve.
(2 pont)

Ismét a 8. és 9. oszlopba irjunk egy-egy v/b-t tartalmazo szamot és a még szabad /5-t tartalmazo
szamot beirjuk példaul a 6. oszlopba. Igy a 6. oszlop is le van fedve. (2 pont)

Mivel mar csak kozos gyokot tartalmazo szamparok maradtak igy ezeket péarosaval kell irnunk ugy,
hogy az egyiket a 8. és a 9. oszlop valamelyikébe, a masikat a 7. oszlopba. Példaul a v/6-ot tartal-
maz6 szampart beirjuk a 7. és a 8. oszlopokba, a /7T-et tartalmazo szampart pedig beirjuk a 7. és
a 9. oszlopokba. Igy az Gsszes oszlop le van fedve. (2 pont)
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A kovetkezd feliras megfeleld:
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A fennmaradé szamokat barhova beirhatjuk.

Megjegyzés. A tablazat helyes kitoltésére csak 8 pont kaphato a 12 pontbol, amennyiben a lefrasbol
nem deriil ki, hogy a kitoltés valoban teljesiti a feltételeket.

b) Ha létezne egy 10 oszlopos kitolthets tablazat, akkor barmely két oszlophoz tartozna legalabb
egy olyan szampar, amelyet Osszeadhato szamok alkotnak. Az oszlopokat szamozzuk meg balrol
jobbra 1-t6l 10-ig. Az els6 oszlophoz 9 mésik oszlopot péarosithatunk, a méasodikhoz tovabbi 8-at, a
harmadikhoz tovabbi 7-et és igy tovabb. (2 pont)
Osszesen tehat

9+8+74+64+5+4+3+2+1=45

kiillonb6z6 szampéarra lenne sziikség. (2 pont)

Mésrészt megszamoljuk az osszeadhaté parokat. A v/1,v/4,v/9,v/16,v/25, v/36, /49 szamok Gssze-

adhatok, ezekbdl 6sszesen - = 21 szampar képezhetd.

. 5-4

Osszeadhatoak a v/2, v/8, V18, v/32, v/50 szamok, ezekbdl Gsszesen - = 10 szampéar képezhetd.
. 4-3

Osszeadhatoak a v/3,v/12,v/27,v/48 szamok, ezekbdl dsszesen — = 6 szampar képezhetd.

. 3-2
Osszeadhatoak a v/5, v/20, v/45 szamok, amelyekbdl — = 3 szampar képezhetd.
Valamint 6sszeadhatoak a (v/6,v/24), (V/7,v/28), (v/10,v/40), (v/11,/44) szamparok, ami tovabbi 4

Szampar.

Ez Osszesen:
21+410+6+3+4=44

szampar, ami kevesebb, mint a szamunkra sziikséges 45 szampaér, ezért nem lehetséges a kitoltés.
(2 pont)

4. feladat (20 pont). a) Adott az ABCDA’'B'C'D’ kocka, amelynek az éle a. Hatarozd meg az A’
pont tavolsagat az AB'D’ siktol!
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b) Adott az ABCDA'B'C'D’ téglatest. Igazold, hogy az ABCDA'B'C’'D’ téglatest akkor és csakis

akkor kocka, ha A'C' L (AB'D’).

Elsd megoldds. Hivatalbol

a)

A/

A

Legyen O’ az A'B'C'D’ kbzéppontja és P az A’ vetiilete az AOQ'-re. Igy

Sitmon Jozsef, Csikszereda

B/

A'P 1 AO'.

Tudjuk, hogy AA" L (A'B'C") és B'D' C (A'B'C"), ezért AA" L B'D'.
Masrészt B'D" L AA’ és B'D' L A'O’, valamint A’O' N AA" = {A’'}, A/O", AA" C (A AO'), tehat

B'D' L (A'AO).

Emellett A'P C (AAO'), ezért

B'D' 1 A'P.

(2 pont)
O/
g
(3)
(2 pont)

(4)

(2 pont)

Mivel AO'NB'D' ={0'} és AO',B'D' C (AB'D’), az (3) és (4) alapjan A'P L (AB'D’).

Ahonnan d (A’, (AB'D")) = A'P.
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Ezen kivill A0’ || AC, ahonnan A’PO/\ ~ CPA, igy:

AP PO A0
CP PA CA

AP w2
Cp_a 2_2
A'P 1 av3
o Ap—=2Y°
AC—AP 2 3

b) ="

(2 pont)

Feltételezziik, hogy ABCDA'B'C'D’ kocka. B'D" L A'C" és B'D" L AA, ezért B'D’' 1 (AC'A’).

Mivel A’C' C (AC'A"), ezért B'D’ L A'C, azaz
A'C 1L B'D

AN A0

Az AAO) ~ CAA), mert yTohn AA/esOAA:AAC, ezért A’AO" = ACA'.

Mivel A0’ || AC, létezik az A'C' N AO" = { P} pont.
Mivel PA'A + AAP =CAA + ACA = 90°, kovetkezik, hogy

A'C L A0

Mivel B'D' N AO" = {O'}, igy az és (6) alapjan kovetkezik, hogy A'C' L (AB'D’).

2

77¢
Feltételezziik, hogy ABCDA'B'C'D’ téglatest és A'C' L (AB'D’).

Mivel B'D’' C (AB'D"), ezért
A'C 1 B'D.
Tovabba AA’ L (A'B'D') és B'D' C (A'B'D'), exért

AA" 1L B'D".

(5)

(2 pont)

(8)

Mivel A’C N AA" = {A’}, igy a és alapjan B'D’ L (AC'A’). Ekkor mivel A’'C' C (AC'A'),
ezért B'D’" 1. A'C'. Az A'B'C' D’ téglalapban az atlok merdlegesek, tehat A’ B'C’ D' négyzet. Emiatt:

A'B'=A'D

Mivel CD 1 (ADD') és AD" C (ADD'), ezért

CD 1L AD'.
Mivel A'C' L (AB'D') és AD' C (AB'D'), ezért

AD" 1 A'C.

(9)

(2 pont)

(10)

(11)

Mivel CD N A'C = {C}, igy a és a alapjan AD" L (A'DC), de A’'D C (A'DC), ezért

AD' 1 A'D. 1gy az ADD' A’ téglalap is négyzet, tehat
AA=AD.
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(2 pont)
A9 ésa alapjan az ABCDA'B'C'D’ kocka. (2 pont)
|

a) alpont mdsodik megolddsa.
Jelolje d az A’ pont téavolsagat az (AB’'D’) siktol. Ekkor az A’AB’'D’ gila térfogatat felirhatjuk mint

1 1
V= gd . TAB’D’ = g(A/D,) : TA’B’A~ (4 pOIlt)

Az AB'D' haromszog egyenlé oldali, és oldalhossza AB+v/2. Ekkor
(ABV2)’\/3 AB®

d 1 5 (2 pont)
Tehéat d = AB‘/?E, vagyis d = a*/?g. (2 pont)
|

b) alpont mdsodik megolddsa.

”j 2

Feltételezziik, hogy ABCDA'B'C'D’ kocka. Az A’AB'D’' szabalyos haromoldali gula, mert az
AB'D'\ egyenls oldalt és A’/A = A'B' = A'D'. Igy az A’-bél hizott magassig P talppontja az
AB'D!\ sulypontjaba esik. (2 pont)

Ugyanigy a CAB'D’ is szabalyos haromoldala gila (a C-bdl huzott magassag szintén a P pontba
esik).
Ekkor A’P 1 (AB'D'), ¢s CP L (AB'D"), ezért A', P,C pontok kollinearisak, igy A'C' L (AB'D’).
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7}@ 2

Feltételezziik, hogy ABCDA'B'C'D’ téglatest és A'C' L (AB'D'). Legyen E a BC él felezépontja, F'
pedig az ABB' A’ lap kozéppontja (igy F' az AB’ at1o felez6pontja). Ekkor EF a BA'Cx kézépvonala,
tehat EF || A/C. Mivel A'C' L AB', ezért EF L AB'.

Mivel F az AB’ szakasz felez6pontja, ezért FA = FB'. Igy az EAB/\ egyenl6 szart, ezért EA = EB'.
Kovetkezik, hogy EBAA = EBB), (atfogo-befogo eset), tehat

AB = BB (13)

(2 pont)
Mivel A’C 1 (AB D) és EF || A’C ezért EF L (AB D, tehat EF 1 FD'.
Ezért EFD + DFA = 90°, igy EFB =FD'A ¢s EBF = FA’D’ tehat EBFA ~ FA'D/,.

EB BF
= o7 = EB-A'D'= FA'- BF. (2 pont)

A hasonlésagbol

BC AD A'D

Tovabba E felez6pont, ezért BB = , 6s az (1) miatt az ABB'A’ lap négyzet, igy

2 2
AA'V?2
BF =FA = 2\/_. Behelyettesitve:

/ / / /
AD' iy AAVZ AANVD (14)

2 2 2
A és a alapjan az ABCDA'B'C'D’ kocka. (2 pont)
[ |

b) alpont harmadik megolddsa.

Szerkessziik meg az AByCy Do A’ B1Ch D1 téglatestet ugy, hogy az eredeti téglatest parhuzamos elto-

lasa legyen az AC' oldalatlé mentén (lasd abra). (2 pont)
D’ c’
By A
t ~ . B’
¢ = inh B
o ‘ ~~~~~~~~ D, R C
B, A B
Cs D,
Ekkor az A'C' egyenes parhuzamos az C A egyenessel, tehat A'C' meréleges az (AB'D’) sikra pontosan
akkor ha C1A L AD' és C1A L AB'. (2 pont)
Ezek a merdlegességek pontosan akkor teljesiilnek ha rendre (C1D')? — (AD')? — (AC)? = 0 és
(C1B)* — (AB')? — (ACY)* = 0. (2 pont)

Jeloljik az AB, AD, AA’ oldalak hosszat rendre x, y, z-vel. Ekkor a téglatest atlojanak hosszara
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felirhatjuk, hogy (C1A)* = x? + y* + 22. A megfelels oldallapok atloinak hosszara kapjuk, hogy
(AB')? = 22+ 22, (AD")? = y*+22%. Tovébba az C, B, B’ és C; DD’ derékszogti haromszogek alapjan
(C1D")? = 22 + (2y)? és (C1B')? = y* + (2x)%. Ekkor

(DY — (AD' — (ACY =2 4 (2 — (2 + ) — (2 + 9 + ) = 207 — 2,

(C1B')? — (AB')? — (AC))* = y* + (22)* — (2® + 2°) — (2* +9* + 2?) = 2(2* — 2%). (2 pont)

Tehat C1A 1. AD' és C1A L AB’ pontosan akkor ha, rendre y = = és x = z; vagyis az ABCDA'B'C'D’
téglatest egy kocka. (2 pont)
[

b) alpont negyedik megolddsa.

Jelolje E, F rendre az A'B'C'D’, illetve az A’B'BA oldallapok atloinak metszéspontjat. Ekkor
(AB'D')N(A'C'CA) = AE, és A'C' egyenes metszi AE egyenest.

Hasonloan (AB'D") N (A'D'CB) = D'F és A'C metszi a D'F' egyenest. (2 pont)
Ekkor A'C' mer6leges az (AB'D’) sikra pontosan akkor ha A'C' L AE és A'C L DF. (2 pont)
! @ /
y i L ¢
S B’
L
: :'EID F o ~“~:’;..
A B

Az AAECA trapéz atloi: A'C, AE pontosan akkor merdlegesek egymaésra ha a trapéz szemkozti ol-
dalainak négyzetosszege megegyezik, vagyis A'E? + AC? = A/A? + EC?. (2 pont)
Szamitasok egyszertsitése végett, jelolje x, y, z rendre az AB, AD, AA’ oldalak hosszait. Ekkor

p : o (AT 2?4y 2 2 .2 2 1 12 o T Y 2
felirhatjuk, hogy A'E* = 1 - 4 , AC* = x4+ y-, BEC* =C'E* + C'C :T—i—z.
Tehat az A’EC A trapéz ortodiagonalis pontosan akkor ha

2., .2 2, .2
vy +x2+y2222+u+22,
4 4
vagyis 22 + 1% = 222. Hasonléan szamolva, az A'D'C'F trapéz ortodiagonalis ha
x? + 22 x? + 22
v+ T L )
4 4

vagyis 22 + 2% = 212 (2 pont)

Tehat A’C merdleges az (AB'D’) sikra pontosan akkor ha z? + 22 = 2y* és 2? + y? = 222
A kapott egyenletrendszert ekvivalensen atalakithatjuk. A masodikboél kivonva az elsét irhatjuk,
hogy y? — 2% = 2(2% — y?), vagyis z = y. Az els6 egyenlet gy atirva z2 + y* = 212, vagyis x = y.
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Kovetkezésképpen A'C' merdleges az (AB'D’) pontosan akkor, ha z = y és = = y, vagyis a téglatest

egy kocka. (2 pont)
|
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9. osztaly
1. feladat (30 pont). Oldd meg a valés szamok halmazan a

\/g;+2\/2g;—4+ T4+6—4v2r —4=(z—3)V2

egyenletet!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

Elsé megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Az egyenletben megjelend kifejezések létezési feltétele alapjan:

20 —4 >0, z+6—-4v2x—4>0 ¢é xz—-32>0,

ahonnan z € [3, 00). (3 pont)
2
4
Ha az y = v/2z — 4 helyettesitést alkalmazzuk, akkor x = v+ és barmely x > 3 esetén y > /2.
(3 pont)
Az egyenlet y-ban
244 244 244
\/y;— +2y+\/y; +6—4y:(y; —3>\/§, (3 pont)
ami atirhato
(y+2)°", [w=4"_y* -2
= 3 t
\/ 5 + 5 7 (3 pont)
alakba, vagyis
y+24 |y —4=y* -2 (3 pont)
Ha y € [\/5, 4], akkor z € [3, 10] és az egyenlet
y+2—y+d=y> -2 (3 pont)

alakba frhat6, ahonnan y? = 8 és igy x = 6 € [3, 10] az adott egyenlet egyik megoldasa. (3 pont)
Ha y € (4, 00), akkor
y+2+y—4=y"—2,

vagyis y? — 2y = 0, ahonnan y = 0 ¢ (4, 0o) vagy y = 2 ¢ (4, 00). (3 pont)
Tehat az egyenlet egyetlen megoldasa z = 6. (3 pont)
[

Madsodik megoldds. Az egyenletben megjelend kifejezések 1étezési feltétele alapjan:
20 —4 >0, z4+6—-4v2x—4>0 é xz—3>0,

ahonnan z € [3, 00). (3 pont)
Legyen

A=\x++V8x—16 ¢és B:\/x+6—\/32x—64.
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Felhasznaljuk az osszetett gyok azonossagéat: minden a,b > 0 és a? — b > 0 esetén

m:\/ﬁémi\/a—\/zm_

Az A=+/x++/8x — 16 esetén a = x és b = 8x — 16, igy
c=vVa2—b=vV12—8r+16 = /(v — 4)2 = |z — 4],

ezért a fenti képlet alapjan
—4 —|lx—4
A:\/x+|§ |+\/$ ‘; | (3 pont)

Hasonl6an, B = \/x +6 —/32x — 64 esetén a = x + 6 és b = 32x — 64, igy

c=vVa2—b=/(z+6)2 — (322 — 64) = \/(z — 10)2 = |z — 10|,

ezért a fenti képlet alapjan

6+ |z— 10 6—|z—10
B:\/a:+ +2|:c \_\/a:+ ny | (3 pont)

Az egyenlet atirhato, mint A+ B = (z — 3)V/2 <—

—4 — |z —4 6 —10 6—|r—10
/x+]m | \/x |z — 4 \/x+ + |z ] \/x+ 2\3: |:(x_3)\/§‘ (6 pont)

I. eset. Ha = € [3,4), akkor |z — 4| =4 — z, |z — 10| = 10 — x, ezért

A:\/x+;l_x+\/x_(;1_x) =2+ V7 -2,

10 — — (10—
B:\/l‘+6—|-20 $_\/:17—|—6 2(0 $):2\/—_ —s

Igy A+ B = 3v/2, tehat 3v/2 = (z — 3)v/2, ahonnan = = 6, de 6 ¢ [3,4), tehat ebben az esetben
nincs megoldas. (3 pont)

II. eset. Ha z € [4,10), akkor |z — 4| =2 — 4, |x — 10| = 10 — z, ezért

A—\/%Hjt\/#—\/x—wﬁ és B=2v2—z—-2.

Ismét A + B = 3v/2, tehat 3v/2 = ( — 3)v/2, ahonnan = = 6, és 6 € [4, 10), tehat megoldas.
(3 pont)

III. eset. Ha x € [10,00), akkor |z — 4| =z — 4, |z — 10| = = — 10, ezért

—1 — 1
CTT3 4 és B:\/x+620+x_\/x+6 2x+ O: s SIPW
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Tehat
A+B=2/r —-2-V2 <= 2V/z —2—-V2=(2-3)V2 < 2z —2=(z —2)V2.
Mivel /2 — 2 > 0, ezért v/z — 2 = v/2, ahonnan x = 4, de 4 ¢ [10,00), tehat ebben az esetben nincs

megoldas. (3 pont)
Osszegezve, az egyenlet egyediili megoldasa = = 6. (3 pont)
n

2. feladat (30 pont). Igazold, hogy ha x > 1 és \/z ¢ Z, akkor

1 1 8
> .
[V/7 + 2026] — 2026 | {7 2026} ~ =+ 1

Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Mivel
[V + 2026] — 2026 = [\/z] + 2026 — 2026 = [\/7]
{Vz +2026} = {\/z} #0, (6 pont)
ezért
1 N 1 11  Wel+{Vr) N (6 pont)
[VZ +2026]— 2026 ' {Z+2026} [vVa  {(vVa} WAl (Vi) WAl {vEr ¢
Tovabba a szamtani és mértani kézépek kozotti egyenlétlenség alapjan
2 2
Vel {Va} < (—W] z{ﬁ}) _ (@) - (6 pont)
A fenti Osszefiiggések alapjan
4
L > @ = —. (3 pont)
RV R AV S SRV
Még igazolni kell, hogy
4 8
— >
Ve T o+ 1
ami egyenértékd azzal, hogy
(\/E - 1)2 > 07
mely allitas igaz. (6 pont)
|

3. feladat (20 pont). Igazold, hogy barmely x,y,z > 0 valos szamok esetén teljesiil a kovetkezs
egyenlGtlenség

E+DE+D)+ P+ D)E+ D)+ (P + 1)@ +1) >4 Bayz —z—y — 2).

Barta Zdagoni Csongor, Marosvdsdrhely
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Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Legyen A= (2> + 1)(y* + 1)+ (> + ) (22 + 1) + (22 + 1)(2® + 1). A kovetkezs atalakitast végezziik:

(@ + D" +1) = 2 +a2"+y"+1
= (2% =22y + 1) + (2° + y° + 22y)
(zy — 1)* + (z + y)*.

(4 pont)
Felhasznalva, hogy barmely a,b € R esetén a® + b* > 2ab kapjuk, hogy
(zy = 1)* + (z +y)* = 2(ay — 1)(z +y) = 2(a"y + y'z —x — y). (2 pont)
Hasonl6an
(v + D+ 1) > 2(y%2 + 2%y —y — 2),
(2 +1)(2*+1) > 2% +2%2 — 2 — ). (4 pont)
Osszeadva a fenti egyenlétlenségeket
A> 22y + vir +yPe + 2Py 4+ P+ 2ty — 2 — 2y — 22). (2 pont)
Még igazolni kell, hogy
20y + i +yfe Ay + P a2ty — 20— 2y —22) >4 (Bayzr —x —y — 2), (2 pont)
ami egyenértékd azzal, hogy
o2y +yir +yte + 2y + 22+ 2%z > 6oy (2 pont)
Ezt elosztva xyz > 0-val kovetkezik, hogy
SR SR S
ami igaz, mert § + g > 2, barmely a,b > 0 esetén. (2 pont)
[ |

Masodik megoldds. Ahhoz, hogy az eredeti egyenlStlenséget igazoljuk, elGszor belatjuk a kdvetkezs
Osszefiiggést:

E+DE+ D)+ P+ D)E+D) + P+ D)@+ 1) + 4z +y + 2)
> 2wy(r +y) +yz(y + 2) + z2(2 + 7))
> 9

[zy(z +y) +yz(y + 2) + z2(z + 2)].
(4 pont)

= Y+ + 222420 + P+ )+ 3+ Aty +2)

Igazolhato, hogy z%y? + x* + y? + 1 + 2(x + y) > 2xy(x + y), amely egyenértéki a kovetkezs egyen-
l16tlenségekkel

Pyt + a2ty + 142 +y) — 2ey(e+y

) >0,
(zy — 1)+ (x+y)* +2(x +y)(1 —zy) >0,
2>0.

(1—zy+z+y) (4 pont)
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A szimmetria miatt hasonléan igazolhato, hogy
Yy 2 12y +2) > 2yz(y + 2)
és
2+ 2+t 1422+ 1) > 222(2 + 2). (2 pont)
Ezek 6sszeadasaval kapjuk a megoldés elején kijelentett egyenlGtlenséget:
Y4yt P2+ + ) 3+ Ay + 2) > 2[ay(r +y) +yz(y + 2) + 22z 4+ 2)]. (A)
Ennek az egyenlGtlenségnek a jobb oldalara elég igazolni, hogy

2xy(x +y) +yz(y + 2) + zz(z + 2)] > 12292, (B)

vagyis
zy(x +y) +yz(y + 2) + 22(2 + z) > 6zyz. (4 pont)

Ez pedig egyenértéki azzal, hogy

T oz r oz
—+—+g+—+—+g26,
z r xr Yy y =z

ami igaz, mert § + g > 2, barmely a, b > 0 esetén.
Az (A) és (B) egyenl6tlenségekbdl kovetkezik a kért egyenlStlenség. (4 pont)
Megjegyzés. Egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha

l4+z+y=2y, l14+z+z=22 14+y+z=yz, z=y==2.

Ebbsl kovetkezik, hogy 2? — 22 — 1 =0, azaz x = 1 + /2 vagy © = 1 — /2. Mivel a feltétel szerint
r,Yy,z>0,ezért x =y =2 = 1++2.

4. feladat (20 pont). Az ABCD konvex négyszog oldalait meghosszabbitjuk ugy, hogy B’ € (AB,
BB' = AB, (" € (BC, CC' = 2BC, D' € (CD, DD' = 3CD és A’ € (DA, AA' = 4DA.

a) Igazold, hogy A az A’'B'C'D’ négyszog sulypontjal

b) Bizonyitsd be, hOgy Tapcop > 12T 2ep.

Csapo Hajnalka, Csikszereda
Andrds Szildrd, Csikdelne

FElsd megoldds. Hivatalbol (2 pont)

105



Megoldasok VIII. OMMO - XXXV. EMMV Orszagos dontd - 9. osztaly

a) Legyen O egy tetszéleges pont a sikban. Kiszamitjuk a feladatban szerepld pontoknak a helyzet-

vektorat. A feltételek alapjan

BB = AL — OB — 0B = 0B — OA —. OB =200 — OA
— — —

CC' = 2BC — OC' — OC = 20C — 208 —~ OC' =30C — 208
DD = 30D — 0D — 0D = 30D — 30C — OD' = 40D — 30C
AA — 4DA — OA' — OA = 40A — 40D —. OA' = 504 — 10D.

Ezek alapjan

OA' + OB +0C" + 0D = 404,

tehat A az A'B'C'D’ sulypontja.

DI

A/

B/
b) Tpprar = MA23PC sin(D) = 15 - ALLC . sin(D) = 15T pc.
Hasonl6é modon kapjuk, hogy

Tanp = 8TaBp,
Tspcr = 3Tapc, Tcocrp = 8ITsep.

Tehat

Tapcop =Tanp +1Tepc +Tecp + Tpoprar + Tapep
= 8(Tsep + Tapp) + 3(Tapc + Tapc) + Tapep + 12T 4pc
= 12Tapcp + 12Tapc
> 12T 4gcep.
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D/

Masodik megoldds. a) Ha E, F,G, H rendre az A’B’', B'C",C'D’, D' A’ szakaszok felez6pontjai és I a
C pontnak a D pont szerinti szimmetrikusa, akkor IG kozépvonal a D'C'C’ haromszogben, tehét
az IG szakasz parhuzamos és egyenls a BC szakasszal. Ennek alapjan /GC'B paralelogramma,
amelynek a BG atloja athalad az I1C atlo D felez6pontjan. (4 pont)
Ugyanakkor az E B szakasz kozépvonal a B’AA" haromszoghben, tehat

EB = %A’A = %(4AD) = 2AD. (2 pont)

Mivel D felezi a BG szakaszt és AD || EB, ezért az AD szakasz az EBG haromszog kozépvonala,
tehat A az EG felez6pontja. (2 pont)
A HG az A/C'D’, az EF az A'C’' B’ haromszogek kozépvonalai, ezért HGF E paralelogramma. Eb-
bol kovetkezik, hogy az A pont a HF szakasz felez6pontja is, amibdl kovetkezik, hogy az A pont
A'B'C' D’ négyszog sulypontja. (2 pont)
b) Ha bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

Tapc = a, Tapc =, Taps = ¢, Tppc = d,

az aldbbi Osszefiiggésekhez jutunk:

Tapcp =Tacp +Tapc =a+b és
Tapcp = Tapp +Tpep = ¢+ d,

Mivel DD' = 3DC, ezért

Tapp = 3Tapc = 3a. (2 pont)
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D/

A/

)b -

B/

Hasonléan a tovabbi részteriiletek:

Tapar =4Tapp =4 -3a = 12a,

Tapa = 4Tapp = 4c,

Tapp = Tapa = 4c,

Tecp = Tpoa = b,

Trocr = 2Tpcp = 20,

Teper = 21opp = 2d,

Torpp = 3Tepe = 3 -2d = 6d. (4 pont)

Osszegezve

Tapcp =Tapp +Tapa +Tapa +Tapp + Tsep + T co + Teper + Terppr + Tape + Tase
=3a+12a+4c+4c+b+20+2d+6d+a—+b
= 16a + 4b + 8c + 8d
=4(a+0b)+8(c+d)+ 12a
= 4T specp + 8Tacp + 12a
= 12T4gcp + 12a
= 12T ypcp + 12T 4pe
> 12T 4gcD. (2 pont)
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10. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatarozd meg az x valos szdamokat, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlGség:

2026 % 4 2026577 = /2 (sinz + cos x) .

Szilagyi Judit, Kolozsvdr
Forgdcs Istvdan, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

A bal oldalon a kiévetkezd atalakitéasokat végezziik:

1

2026" % + 202677 =2026" 5 + ———— >2, Vz€eR,
2026% "1
mert a = 2026”1 >0 és a+ 1 > 2, minden a > 0 esetén. (6 pont)
Tehat a 20267 + 20267~ kifejezés minimaélis értéke 2, amit az a = 1 vagyis o = 7-re vesz fel.
(3 pont)
A jobb oldalon a kovetkezd atalakitasokat végezziik:
V2 - (sinz + cosx) = 2 - sin (x—i—%) : (6 pont)
Mivel a szinusz maximalis értéke 1, igy
V2. (sinz4cosz) <2, VYxeR. (3 pont)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az egyenldség csak akkor allhat fenn, ha mindkét oldal pontosan 2. A

baloldal csak x = J-re veszi fel a 2 értéket. (3 pont)

Ha x = 7, akkor

2-sin<x+%>:2-sing:2. (3 pont)
Tehét az egyenlet egyetlen megoldasa x = 7. (3 pont)
[

2. feladat (30 pont). Tekintsiik az f: C — R,
F(z) = 2020, 4 2027
fiiggvényt, ahol € harmadrendi egységgyok és € # 1.
a) Igazold, hogy barmely z € C esetén
(=) =2-Re(ez) 6 [()+ f(2) = —2- Re(2),
ahol Re(z) a z komplex szam valos részét jeloli!

b) Igazold, hogy az f fiiggvény szirjektiv, de nem injektiv!

Szildgyi Judit, Kolozsvar
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Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
a) Mivel €2 = 1, {gy £20% = 307 = 1, ahonnan

0% = g5 2% =¢2 (3 pont)
Tovdbba ¢ # 1 harmadrendi egységgyok, ezért €2 = 1, ahonnan &2 = %, illetve modulust véve

|€3| = |¢]® = 1, ahonnan |e| = 1. Ezekbdl kovetkezik, hogy

I _
- =E.
€

Az £3 =1 alapjan (¢ — 1)(¢? + € + 1) = 0, ahonnan az ¢ # 1 alapjan

e2+e+1=0. (3 pont)
Ezekbdl kovetkezik, hogy
f(z)=ez+e’z=cz+ %5 =¢cz+EZ=¢ec2z+EZ = 2Re(ez). (3 pont)
Az z helyett Z-t helyettesitve
fZ)=cz+ez. (3 pont)

Osszeadva a fenti két Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy

f(2)+ f(Z) =ez+Ez+ecz+zEz
=2(e+8)+z(e+7)
=(z24+2)(e +7)
=2Rez(c + &7)
=2Rez-(—1)
= —2Rez. (3 pont)

b) Vizsgaljuk a fiiggvény injektivitasat.

A fliggvény nem injektiv, ha létezik z; # z3 € C ugy, hogy f(z1) = f(22) azaz Re(ez;) = Re(ez22)
Legyen €21 = a + bi és €29 = a + ci, ahol a,b,c € R és b # c.

Ekkor Re(ez;) = Re(ezg) és 21 = Ea + Ebi és zo = Ea + Eci. Mivel b # ¢ esetén a 2z # 2y, de
f(z1) = f(22), tehat a fiiggvény nem injektiv. (6 pont)
Vizsgaljuk a fiiggvény sziirjektivitasat.

Vizsgaljuk meg, hogy minden y € R esetén létezik-e z € C ugy, hogy f(z) = y. Ekkor

2Re(ez):y(:>5-z:%+ai, aeR (3 pont)

— z=%-€+a-€-i.
Az egyenértéki atalakitdsok miatt minden valos y esetén a fenti z € C teljesiti az y = f(z) Osszefiig-
gést, tehat a fliggvény sziirjektiv. (3 pont)
[
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3. feladat (20 pont). Igazold, hogy

Y1 —logy. at+ /1 —log,,. b+ /1 —logy.c > /2 — 2log,, ab+:/2 — 2log,,, be+ /2 — 21og,, ca,

barmely a, b, c € (1,+00) esetén! Kiss Csongor, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
A logaritmus tulajdonségait felhasznalva a kovetkezd egyenértékii atalakitasokat végezziik:

, / b ,
3/1 - logabc a = vlogabc abc — 1Ogabc a = y 1Ogabc E = 3\/ logabc be.
a

Hasonlo atalakitasokat végziink a bal oldali kifejezés tobbi tagjara is:

3/1 - logabc b= \?)/logabc ac, {’/1 - logabc ¢= e/logabc ab. (2 pont)

A jobb oldalon pedig a kovetkezs atalakitasokat végezziik.

\/3 2-2 1Ogabc av = \3/2 ’ (1 - logabc CLb \/2 1Ogabc

Hasonléan jarunk el a jobb oldali 6sszeg tobbi tagjaval is:

\3/2 -2 1Ogabc be = :\3/2 ) (1Ogabc a)? \3/ 2-2 1Ogabc ca = 3\/ 2 (1Ogabc b) (2 pOIlt)

Az atalakitasok elvégzése utan az egyenlGtlenség a kovetkezs alakba irhato:

V1084 b + /10845, b¢ + /1084y ca > /1084, 0% + /10844, 02 + /108, ¢2. (2 pont)
Beszorozva az egyenl6tlenség mindkét oldalét {’/W > (0-val, azt kapjuk, hogy
Yga+1gb+ gb+lge+ Vge+lga > 2lga+ ¥/21gb + E/Tgc (4 pont)
Hasznalva az = = lga, y =1gb, z =lgc (z,y,z > 0) jeldléseket irhatjuk, hogy:
{‘/x+y+€/y+z+\72+x2\g/§(f’/§+\7§+f’/§). (2 pont)

Elosztva az egyenltlenséget v/2-vel, azt kapjuk, hogy
e e R R RN
Tty | Sy+z </Z+x V' \/_ MRE VERE
— e -— —+-=—.
\/ 2 +\/ 2 - 2 _( + 2 * 2 * 2 * 2

Tehat elegendd bizonyitani, hogy

3 3
{VU;U > ﬁ;ﬁ, Vu,v>0. (2 pont)

Az egyenlStlenség bizonyithato, felhasznalva, hogy az f : (0,400) = R, f(x) = ¢z fiiggvény konkav
a (0, +00) intervallumon, ezért a Jensen-egyenlGtlenség alapjan:

f<u—+v)2M — 3u+v>\9/a+\3/5'

2 2 2 - 2

(2 pont)
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Megjegyzés. Az egyenlGtlenség bizonyithatd elvégezve a kovetkezd egyenértékii atalakitasokat:

Jfutv Ju+ v
2 - 2 ’
utv u~+ v+ 3Juv(Vu + o)
5 =

8
3(u + v) > 3av(a + ).

Elosztva az egyenlStlenséget 3(/u + /v) > 0-val, azt kapjuk, hogy:

Y

V2 — Y + Vo2 > Yuv = (u— $v)?

mely allitas igaz barmely u,v > 0 esetén.

> 0,

4. feladat (20 pont). a) Legyen O a komplex szamsik kezddpontja (origoja), B és C a sik két
olyan pontja, amelyre az O BC' haromszog pozitiv korbejarasa. Igazold, hogy az O BC' hdromszog H

magassagpontjanak affixuma
h=1i-(b—c)-ctg(a),

ahol b és c a B, illetve a C' pont affixuma, és o a BOC' szdg mértéke!

b) Az ABCD konvex négyszog atloi nem merdlegesek egymasra és az O pontban metszik egymast.
Legyen Sy az OAB és Sy az OC'D haromszog stulypontja, illetve Hy az OBC, H, pedig az OAD

haromszog magassagpontja. Igazold, hogy

5152 1 HlHQ.

Megoldds. Hivatalbol

a) 1. Ha o =90°, akkor H egybeesik az O ponttal, és ezért
h=0=1i-(b—c)-ctg90°.

II. Ha a < 90°, akkor tekintsiik a kdvetkezs abréat:

C
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Legyen BD szakasz a haromszog magasséaga, ahol D € OC'. Legyen BOC =aésOCB = OHD = 7.
Felirjuk a szinusztételt az O BC haromszogben:

BC OB

— = —. (2 pont)
sina sin7y
Az ODH haromszogben
OD = OH -sin~.
A BDO haromszogben
OD = OB cosa. (2 pont)
Innen kapjuk, hogy
D B - B
OH = O = O - one_ - ¢ -cosa = BC' - ctga.
siny sin sin «
Tehat
OH = BC - ctga. (2 pont)

hﬂel OH 1 BC a BC vektort —90°-kal kell elforgatni a B pont koriil, ahhoz, hogy annak képe a
BC'" és az OA]j[) azonos iranyitasiak legyenek, ezért
h=—i-(c=b)-ctga=1i-(b—rc)-ctga. (2 pont)
ITI. Abban az esetben, ha a > 90°, akkor
h=i-(c=0b) |ctga]=1i-(c—0b) - (—ctga)=1i-(b—c)ctga.

Tehéat h mindharom esetben a h =i - (b — ¢) ctg a képlettel adhaté meg. (2 pont)

C

b)

Legyen az atlok metszéspontja az O, a koordinatarendszer kezdGpontja. Jeloljiik a négyszog cstcsa-
inak affixumait a megfelel§ kisbettikkel, azaz a, b, ¢, d-vel, a stilypontokét s;, so-vel, a magassagpon-
tokét pedig hq, ho-vel.

A silypontok affixumai:
a+b d+c

5 2= g (2 pont)

S1 =
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A magassagpontok affixumai az a) alpontban bizonyitott Gsszefiiggés alapjan:

hy =i(ctga)(b —c), he =i(ctga)(d — a)

ahol o az BOC' sz6g mértéke. (2 pont)
Ekkor
ho—hy i-ctga-(d—a)—i-ctga-(b—c) 3-ctga-i d—a—b+c _
- dic _ aib = . =3-ctga-i.
S9 — S1 e a2 1 d+c—a—>b
(2 pont)
Tehat % = 3 - ctga -1, ami tiszta imaginarius szam, és ez azt jelenti, hogy:
H1H2 1 5152. (2 pOIlt)

Megjegyzés. A fenti 6sszefiiggésbol azt kapjuk, hogy

ho — h
|| : 1|| =3 |ctgal, azaz, hogy HHy=3-|ctgal-S15,.
S9 — 51
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11. osztaly

1. feladat (30 pont). Az (z,),>1 pozitiv tagi szdmsorozat esetén z; = % és

1
(n+1)2-xn+1:n2-xn+§, Vn > 1.

a) Hatéarozd meg a sorozat altalanos tagjanak képletét!

b) Szamitsd ki a limn - /wy -x - ... T, hatarértéket!
n—oo
Toth Viktoria, Marosvasdrhely
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) Az altalanos tag meghatarozasahoz szamitsuk ki a sorozat els§ néhéany tagjat:

2 2
nT3TEe
13
Ty T 3
4 4
Lo = — =
T o7 3.3
5 5
= — = ) 3 t
MTR T3 (3 pont)
Ezek alapjan a sejtéstink a kovetkezd:
1
Ty = %, Vn > 1. (3 pont)
Ezt matematikai indukciéval igazoljuk. Ha n = 1, akkor
2 141
T = - = —-
P33
tehét igaz. Tegytk fel, hogy k > 1 esetén teljesiil az
k+1
Tp = ——
ST
Osszefliggeés és igazoljuk az indukcios allitast (k + 1)-re. A rekurzi6 alapjan
2 2 1
(k+ 1)*xpy = K7z + 3 (3 pont)
ahonnan
1 E+1 1
T 1) < TEN 3)
_ U (kH1 1N k42
S (k+1)2\ 3 3)  3(k+1)%
Tehat az allitas allitas igaz (k + 1)-re, ezért
1
Ty = ng%’ Vn > 1. (3 pont)
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b) A keresett hatarértéket az alabbiak szerint alakitjuk:

. . YTy Ty, _ TiTg - ... Tn
lim n- /ri29 ... 2, = lim = lim p/—————. (3 pont)
n—oo n—00 = n—00 _n”

n

A D’Alambert-kritérium alapjan

1

lim pf 20 gy T2 Tl - (3 pont)
1 1 '

" nn " (nt1)n+1 L1Tw - e Tp

1 n
= lim 2,1 - (n+1)- (n + ) (3 pont)
n—oo n
) n-+2 1\"
) n -+ 2 ) 1\" 1 e
=lim — - lim [ 1+ — = —.e=—.
Tehat .
lim n- Yri29 ... 0y, = —. (3 pont)
n—00 3

Az a) alpont mdsodik megolddsa. a) Legyen y, = n’r,, barmely n > 1 esetén. A rekurzios képlet
alapjan
1
yn+1:yn+§7 nzla
vagyis az (y,)n>1 sorozat egy szamtani haladvany, ahol y; = % ésr = % Igy az altalanos tag képlete

n+1

2 1
= —1).r=2= —-1) == , Vn>1.
n=y1t(n—1)-r=g+(n-1)-3 3 n>
Ezt felhasznélva, az (z,),>1 sorozat altalanos tagjanak képlete
UYn n+1

Tn= 5= g Vn > 1. (12 pont)

[ |

[ |

2. feladat (30 pont). Az A € My(R) matrix f6atlon levs elemeinek Osszegét TrA-val jeloljiik.
a) Igazold, hogy a P : C — C, P(z) = det(A — zI,) fiiggvényre P(x) = 22 — TrA -z +det A,V € C.

b) Bizonyitsd be, hogy det(A? + A+ ) > 3 + 3. TrA - det A.
dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
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a) Legyen A = (i 2) tetszéleges matrix. Ekkor

Pla)=det(A—at) = | * 7% P o (a—a)d—x) —be (3 pont)
=2~ (a+d)-x+ad—be (3 pont)
= 2% — TrA -z + det A. (3 pont)

b) Legyen P(z) = det(A — xly) = 2% — ax + b, ahol a = TrA és b = det A. (3 pont)
Mivel A2+ A+ 1, = (A —clh)(A—¢e%,), ahol e® =1, ¢ # 1, (3 pont)

ezért

det(A® + A+ 1) = det((A—cl)(A—e°Ly)) = det(A —ely) - det(A —&L,) = P(g) - P(¢?). (3 pont)

Vagyis
det(A*+ A+ L) = (e —ac+b) (e —a+b)=a*+ab+b* +a—b+1 (3 pont)
:(a—b)2+(a—b)+1+3ab:(a—b+%)2+z+3ab (3 pont)
> Z+3ab = % +3-(TrA) - (det A). (3 pont)
[

3. feladat (20 pont). Az A, B € M,(R) matrixok teljesitik az A + B = A - B Gsszefliggést.
a) Igazold, hogy A- B =B - A.
b) Bizonyitsd be, hogy ha det(A + B) > 0 és det[(AB)? — 5AB + 51,,] > 0, akkor det(A® + B®) > 0.

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
a) Ha A+ B = AB, akkor AB — A — B+ 1, = I, vagyis (A — 1,)(B — I,) = I,,. (2 pont)
Ez alapjan (A — I,,) és (B — I,,) egymas inverzei, (2 pont)
tehat (B — 1,,)(A — I,,) = I,,. Innen kévetkezik, hogy BA = A+ B = AB. (2 pont)
b) Az a) alpont alapjan (A + B)? = A% + B>+ 2AB. (2 pont)
Vezessiik be a C' = AB jelolést. Ekkor A? + B? = (A + B)> —2AB = (C?* —2C. (2 pont)
Tovabba
A*+ B* = (A? + B?)? - 2(AB)* = (C? — 20)* — 2C* = C* — 4C® + 2C2. (2 pont)
Ugyanakkor
A5+ B® = (A+ B)(A* — A’B + A’B? — AB® + B (2 pont)
= O(C* —4C3 +2C% — C3 +2C* + C?)
= C*(C* - 5C +51,). (2 pont)
Mivel det(A + B) = det C > 0 és det((AB)?* — 5AB + 51,,) > 0, kvetkezik, hogy
det(A® + B®) = (det C)* - det(C* — 5C + 51,,) > 0. (2 pont)
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Megjegyzés. Mivel det(A+ B) = det(AB) = det(A) det(B) > 0 igy a B matrix invertalhato. Ekkor
felirhatjuk, hogy

det(A — zB) = (det B)"det((AB™" — 21,,)) = (det B)"Pyp-1 () =: q(z),

ahol g(x) egy valos egyiitthatos n-ed foka polinom. Legyen e # 1 egy 6todrendii egységgyok, vagyis
P 4+1=(z+1)(z—¢e)(z—e?)(r—e&)(x —e*). Ekkor

det(A® + B®) = det(A + B) det(A — eB) det(A — £2B) det(A — £2B) det(A — £ B)
= det(A + B)g(c)q(*)q(e*)a(e").

Az e, % komplex szamok konjugaltjai rendre g%, €3. Tudva, hogy ¢(z) valés egyiitthatés, mondhatjuk,
hogy q(¢), q(£?) komplex szamok konjugaltjai rendre g(e?), ¢(&3). Ekkor

det(A° + B®) = det(A + B)|q(e)q(e?)|* > 0.
4. feladat (20 pont). Az (x,),>1 valos szamsorozat esetén x; € (0,1) és
Tpa1 = Ty - cos(xy,), Vn>1.
a) Igazold, hogy az (x,),>1 sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!

b) Szamitsd ki a lim /n -z, hatarértéket!

n—oo
1 — tgx 2
—Z( & k) ) hatéarértéket!
n T

k=1

n—oo

¢) Széamitsd ki a lim (
Loga Patrik, Zilah
Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Mivel 1 € (0,1), igy cosxz; € (0,1) és w9 = xycoszy € (0,1). Indukcioval kapjuk, hogy

z, € (0,1), vagyis a sorozat korlatos. (2 pont)
Mivel z,, € (0,1) esetén 0 < cosz, < 1, kovetkezik, hogy x,+1 = x,cosz, < x,. Tehat a sorozat
szigorian csokkend és alulrol korlatos, igy konvergens. (2 pont)
Legyen a hatarértéke ¢. A rekurziéban n-nel a végtelenbe tartva kapjuk az ¢ = £ cos ¢ Gsszefiiggést,
ahonnan /(1 — cos?) = 0. Az egyetlen lehetséges (¢ € [0,1)) hatarérték ¢ = 0. (2 pont)

b) A lim n - 22 hatarértéket a Cesaro—Stolz-tétel segitségével szamoljuk ki, ahol a szamlalé soro-
n—oo
1

zata a, = n, a nevez6é¢ b, = —. Mivel (b,),>1 szigoran monoton és a végtelenbe tart, a tétel
alkalmazhato, tehét

lim dt = _ g, (0D~

g

(2 pont)

n—o0 bn+1 —b, n—oo  —
$n+1
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Megoldésok
A nevez6t a kovetkezdképpen alakitjuk at:
1 1 1—cos?z, sin’z, 1
S — = . ) 2 pont
x2cos?x, a2  a2cos?u, x2  cos?y, (2 pont)
Mivel x,, — 0, lim S”‘;ﬁ =1, igy a nevezd hatarértéke:
n—00 n
. 2
sinx 1 1
lim 2 - =1 = =1
n—00 ( T, ) cos? x, 12
Tehat ]
n
lim nz? = lim — =~ =1,
n—oo n—oo 1‘_2
ahonnan
lim vnx, = 1. (2 pont)
n—oo
c) Alakitsuk 4t az 6sszeg altalanos tagjat a rekurzio6 és a tg? o = 00512 — —1 azonosség felhasznaldsaval:
2
tgx 1 1 1 1 1 1
8Tk - = )= -5=—5——. (2 pont)
T, x; \ cos? zy, rvpeostzy  xp Ty, o
Tehat a keresett Osszeg teleszkopikus:
1 1 1 1
— (2 pont)

- — -

- tgx 2 -
k
Z( >:Z(as2—_?):x2 r
1 k+1 Kk n+1 1

=1 \ Tk
Mivel a b) pont alapjan naz2 ., — 1 (mert nz? — 1 és x,, — 0), kapjuk, hogy a keresett hatarérték
1 [t 2 1 1 1
lim — <gx’“) = lim (T——z):——0:1. (2 pont)
n—o0 M Tk, n—oo \ Ny | NIy 1

k=1

Megjegyzés. A hatarérték a Cesaro—Stolz-tétel alapjan kiszamolhatd az Osszeg kiszamolasa nélkiil
[ |

is. Az is teljes értékd megoldasnak szamit.
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12. osztaly
1. feladat (30 pont). Szamitsd ki az

sin 2z
/ — dz
a + sin® x + cost x
integralt, ahol a olyan valos szam, amelyre |a| > 1. dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Ha I-vel jeloljiik az integralt, akkor irhatjuk, hogy

sin 2x sin 2x
I:/ — 4dx:/ —5 SPRY — 2d:c
a4+ sin”x + cos*x a + (sin” z + cos? x)? — 2sin” z cos? ©

in 2 2sin2
:/ sin 2z dx:/ sin 2z du (6 pont)

a—l—l—%sin22x 2a + 1+ cos?22z

ahonnan a cos2xr = u, —2sin 2x dr = du helyettesitéssel kapjuk, hogy

IZ/Z—ZQL— (3 pont)

2a + 1+ u?’
Két esetet kell megvizsgalnunk.

1. Ha a > 1, akkor 2a + 1 > 0 és

I / —du ! tg—o" 1O
= = — arc
2a + 1+ u? VZ2a+1 g\/2a—|—1

2
= BT C, VreR (9 pont)

1
= — arct
V2a 1 % Bati

2. Haa < —1, akkor 2a +1 < —1 és

u—+/—2a—1

—du 1
I = = In +C
/2a+1—|—u2 2v—2a—-1 |u++vV—2a—1
1 20 — v/ —2a — 1
= In cos 2x a +C, VreR (9 pont)
2v/—2a — 1 cos2x ++/—2a—1

2. feladat (30 pont). Jeldlje [x]| az x valos szam egészrészét, {x} pedig a tortrészét. A valos szamok
halmazan a ,,0” miveletet az

voy=[a] [yl + {{z} +{y}}, Vaz,yeR
szaballyal értelmezziik. (A masodik tagban a kiils6 kapcsos zarojel az Osszeg tortrészét jeloli).

a) Hatérozd meg a valos szamok azon legb6vebb M C R részhalmazat, amelyre teljesiil, hogy [z] # 0
minden x € M esetén, és az (M, o) par Abel-csoportot alkot!

b) Legyen 2™ = zoxzo---ox, ahol n € N*. Hatarozd meg, hany olyan z € M létezik, amelyre
—

n
teljesiil az £(*0%0) = e egyenldség, ahol e a csoport semleges eleme!
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Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy
Megoldds. Hivatalbol (3 pont)

a) A ,0” mivelet értelmezése alapjan észrevehetd, hogy az eredmény egész része és tortrésze szét-
valaszthat6. Mivel {{z} + {y}} € [0,1), ezért az egész rész [z o y] = [z][y], valamint a tortrész

{roy} = {{z} +{y}}.
Kommutativitas: Mivel a valos szamok szorzésa és 0sszeadasa kommutativ felirhatjuk, hogy

voy = [z]ly] + {{z} + {y}} = Wllz] + {{v} + {z}} =you.

Tehat a miivelet kommutativ.

Asszociativitds: Legyenek x,y, z € R és jeloljik o = {z}, 5 = {y}, v = {z}. Ekkor
(oo =[roy)ld+ {{rov} +{=}} = (D) + {{a+ 8} +1}.
vo(yoz)=lalyo s+ {z} + {yo 2}} = bllllz) + {a + {8+} }.

Az egész részek mindkét esetben [z][y][z]. A tortrészek egyenlGsége abbol kovetkezik, hogy tetszdleges
u, v valos szamok esetén {{u} +v} = {u+v} = {u+ {v}}. Tehat

{{a+8}+7} =fa+ g+t ={a+{8+}}.

Tehéat (roy) oz =xo(yoz), azaz a miivelet asszociativ. (3 pont)

Semleges elem: Az e = 1 a semleges eleme a ,,0” miiveletnek. Valéban,
roe=xo0l= [x}[l]—i—{{x}jt{l}} =[z] +{z} ==,

minden z € R esetén. (3 pont)

Invertdlhato elemek: Meghatarozzuk az invertadlhato elemeket a ,,0” miiveletre nézve. Ehhez legyen
x,7" € R ugy, hogy z o2’ = 1. Ekkor

][]+ {{z} +{"}} = L.

Az egész rész [x] - [2'] = 1 6s a tortrész {{z} + {2’}} = 0. Mivel [z],[2/] egész szdmok, a szorzatuk
1 pontosan akkor, ha [z] = [¢/] € {—1,1}. Igy, hogy létezzen inverz eleme x-nek sziikséges, hogy
[z] € {1, 1}.

A tortrész pontosan akkor nulla, ha {z} + {2’} € Z. Figyelembe véve, hogy 0 < {z} + {2/} < 2,
ezért {x} + {2’} € {0,1}. Ha {2} = 0, vagyis x egy egész szam, akkor x = £1, és ekkor 2’ = z. Ha
{z} > 0, akkor {2’} = 1 — {z}. Tehat = € R szamnak van inverze a ,,0” miveletre nézve, ponto-
san akkor ha [z] € {—1,1}, és az inverz 2’ = x, ha x egész szam, kiilonben 2/ = [x]+1—{x}. (6 pont)

A legbévebb Abel-csoport megaddsa: Az eddigiek alapjan az invertalhato elemek halmaza [—1,0) U
[1,2), igy az M Abel-csoport ennek részhalmaza kell legyen. De ez a halmaz egy Abel-csoport a ,,0”
miiveletre nézve. Valoban, a mivelet zart, hiszen az [z], [y] = 1 feltételbdl [z o y] = [z][y] = 1. A
zéartsag elég is, mert a tobbi csoport axiomat mar leellendriztiik. Tehat M = [—1,0)U[1,2). (3 pont)
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b) Az (292 = ¢ egyenlet megoldasahoz eldszor levezetjiik az (™ alakjat. Kiszamitva az elsé néhany
hatvanyt.

n=1 20 =gz =[z] + {z}.

n=2 2@ =zox=[z]+ {{z} + {z}} = [2]* + {2{=}}.

n=3 20 =z@ox = ([2> + {2{z}}) oz = [2]* [2] + {{2{z}} + {2} } = [2]* + {3{=}}.

Ahol felhasznaltuk, hogy {{u} + v} = {u + v}. (3 pont)

A sejtés az, hogy ™ = [z]" + {n{z}}, minden n € N* és v € R esetén. Az n = 1,2,3 esetek
teljesiilnek, igy elég az indukcits 1épést igazolnunk. Tegyiik fel, hogy *®) = [2]¥ + {k{x}} igaz
minden z € R esetén, valamilyen k£ > 1 természetes szamra. Ekkor

2 =W ow = ([ + {k{z}}) o = [2]" [a] + {{k{a}} + {a}}.
A tortrész esetén felhasznalva, hogy {{u} + v} = {u + v}, tovabb irhatjuk, hogy
2D = [ (k{a} + {a}} = [T+ {(k + 1){a}}.
Tehét teljesiil (k+ 1) esetén is. Igy a matematikai indukeio elve alapjan ™ = [2]" 4+ {n{z}} minden

n € N* és z € R esetén. (3 pont)

2026) — ¢ egyenlet ekvivalens az

Tudjuk, hogy e = 1, igy az z{
[2]2°26 4 {2026{z}} =1

egyenlettel. Ez pontosan akkor teljesiil, ha [z]2%0 = 1 és {2026{x}} = 0. Mivel 2026 egy paros szam

fgy [x]?%0 = 1 azzal egyenértekd, hogy [z] € {—1,1}; ez két lehetség. (3 pont)

A tortrész pontosan akkor nulla, ha 2026{x} egy egész szam. Mivel 0 < {z} < 1 igy 0 < 2026{z} <
2026, vagyis 2026{z} € {0,1,...,2025}. Tehat {2026{z}} = 0 azzal egyenértékd, hogy

9

12 2025
{z} {O’ 2026° 2026" """ 2026}
ez 2026 lehetGség.

Mivel egy szam egész részét és tortrészét egymastol fliggetleniil megvalaszthatjuk, igy az egyenletnek
Osszesen 2 - 2026 = 4052 megoldéasa van. (3 pont)
|

3. feladat (20 pont). Igazold, hogy a 2% = x3% egyenletnek pontosan harom valés megoldasa van!
Lasd be azt is, hogy ezek koziil pontosan egy racionalis!

Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Ha x > 0, akkor az egyenlGséget logaritmélva kapjuk, hogy x - In2 = 32 - In z, vagyis
Inz In2
x 32

122



Megoldasok VIII. OMMO - XXXV. EMMV Orszagos donts - 12. osztaly

Vizsgaljuk az

Inx In2
1 (0,00) = R, r)=—— —=
Fi(000) SR, flr) = 21
fliggvény valtozasat. (2 pont)
A fiiggvény folytonos és derivalhato az értelmezési tartoméanyan.
1—Inzx
/ —
f (I) - .CEQ )
tehat f’(x) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha = = e. (4 pont)
A derivaltfiiggvény elGjele pozitiv a (0,e) intervallumon, ott a fliggvény szigortian névekvs, és az
elgjele negativ az (e, c0) intervallumon, ott a fiiggvény szigortan csokkend. (2 pont)

Az f(1) < 0,az f(e) > 0 és lim f(x) <0, ezért az f(x) = 0 egyenletnek pontosan egy valos gyoke
T—r00

van a (0, e) intervallumban és pontosan egy mésik valos gyoke van az (e, 00) intervallumban.

(2 pont)
Ha z < 0, akkor a g(z) = 2% szigortan névekvd, folytonos és g(0) = 1, a h(x) = 232 fiiggvény pedig
szigoriian csokkend, folytonos és h(0) = 0, ezért az adott 2° = 232 egyenletnek pontosan egy gyoke
van a (—o00,0) intervallumban. Tehat az adott egyenletnek pontosan 3 valés megoldasa van.

(2 pont)
Valodi tért megoldasa az egyenletnek nem lehet, mert akkor 2% irracionalis lenne, és 2°? pedig
racionalis lenne, igy nem lehetnének egyenlGek. Az egyenletnek negativ egész megoldésa sem lehet

mivel ez esetben 2% < 1 és 232 > 1, igy nem lehetnének egyenlGek. (2 pont)
Vizsgaljuk milyen pozitiv egész lehet megoldasa az egyenletnek. Az 1 nem lehet megoldas és a 2 sem.

A me = 13—22 egyenleten a kovetkezs ekvivalens atalakitasokat végezhetjiik:
ln_x:8-ln2(:)1n_x:@<:)1n_x:1n256 (2 pont)

x 8- 32 x 256 x 256

Innen kovetkezik, hogy az (e, 00) intervallumon létez egyértelmii megoldas a 256, és a fentiek alapjan
ez az egyetlen racionalis megoldas, tehat a masik két megoldés irracionalis. (2 pont)
[ |

4. feladat (20 pont). A (G,-) véges csoportnak A olyan részhalmaza, amely esetén 2|A| > |G,
ahol |H|-val jeloljik a H halmaz elemeinek szamat. Vezessiik be az

r(g) = {(a,b) € Ax Ala-b=gj
jelolést, ahol g € G (tehat r(g) azoknak az (a,b) € A x A paroknak a szama, amelyekre a - b = g).

a) Szamitsd ki > r(g) értékét!
geG

b) Bizonyitsd be, hogy r(g) > 2|A| — |G|, minden g € G esetén!

c) Hatéarozd meg azokat az A részhalmazokat, amelyekre r(g) = 2|A| — |G|, minden g € G esetén!

Lukdcs Andor, Kolozsvdr

FElsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)
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a) Az S, = {(a,b) € Ax A | ab = ¢} halmazok paronként diszjunktak, és minden (a,b) parhoz

pontosan egy g € G elem tartozik, ezért > r(g) = |A x A| = |A|]*. (4 pont)
geG

b) Az ab = g osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha a = gb™'. A gA™! = {gb™! | b € A} halmaznak
ugyanannyi eleme van, mint az A-nak, mivel a b+ gb~! leképezés bijekcio A-r6l gA~1-re. (4 pont)

Ezért

r(g) =1gAT NA| = |A] +[gA7'| = |[AUgA™!| = |A| + |A] - [AUgA™!| 2 2|A| - |G| (4 pont)
c) Ha minden g esetén r(g) = 2|A| — |G|, akkor az el6z6 alpontok alapjan kévetkezik, hogy

AP =) r(g) =Y (214 - |G]) = |G|(214] - |G]),

geG geG
ahonnan atrendezéssel az (|A| — |G|)? = 0, vagyis az A = G egyenlGséghez jutunk. (4 pont)
Forditva, ha A = G, akkor r(g) = |G| = 2|A| — |G| teljesiil minden g esetén, tehat a feltétel akkor és
csak akkor teljesiil, ha A = G. (2 pont)

Alternativ megoldds az a) és b) alpontra. Legyen |A| = k; |G| = n, tehat 2k > n. Vezessiik be az A
és G halmazok elemeinek a kovetkezd jelolését:

A=A{ay,a9,...,a1} és G={ay,a9,...,ak 0xs1,...,0,}.

a) Ha tekintjiik az A halmaz mivelettablajat, vagyis az

a1 a2 PR ak‘
a; | apa;y aiasy --- A1Qk
Qa9 | A1 QA2Q2 --- (A0
ag | Ay araz -+ Gag

tablazatot, akkor tetszSleges g € G esetén r(g) a tablazatban ¢ el6fordulasanak szama, tehat a

> r(g) tulajdonképpen a tablazatban eléforduld szamok szama, azaz
geG

Zr(g) =k? = |A]% (4 pont)

geG

b) Tekintsiik a G miivelettablajat:
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ai a2 Qg Af41 anp,
a1 a1a1 a1G2 ajag a10k41 a1Gp
a2 a2 a20a2 Q20 A20k+1 20y
Qg apay apasg aray A A+1 07307
Ak+1 | Ak+101  Qg4102 Ap4+10k | Ak+10k+1 Ap410n
(07 anQ1 an Qo An Qg Ap Q41 Ay Gy

Egy tetszéleges g € G elem minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer szerepel, mert G
csoport. Igy az els6 k sorban legfeljebb n — k darab g szerepel a k + 1,...,n oszlopokban.

(4 pont)
Ez viszont azt jelenti, hogy legalabb k — (n — k) darab g szerepel az els6 k oszlopban és elsé k sorban,
vagyis az A x A -nak megfelel§ részben a G mivelettablajaban. Ez pontosan azt jelenti, hogy

r(g) > 2k —n. (4 pont)

Alternativ megoldds a c) alpontra. A b) alpontban egyenléség pontosan akkor all fenn, ha |[gA~! U
Al =G|, de gA~' U A C G, vagyis ha

gATTUA=G, VYgedq.

Legyen g1, go € G tetszbleges. Irhatjuk, hogy g1 € goA"'UA. Ha g, ¢ A, akkor a fenti dsszefiiggésbol

kovetkezik, hogy létezik a € A gy, hogy g1 = gaa™!, vagyis a = g; g2 € A.

Osszefoglalva az elébbi részleteket, kovetkezik, hogy minden g1, 9> € G esetén, ha g ¢ A, akkor

g7 'gs € A

Ennek az észrevételnek a felhasznalaséval igazoljuk, hogy sziikséges és elégséges az A = G feltétel.

Valoban, ha létezik g € G gy, hogy g ¢ A, akkor valasszuk a g; = g és g» = g* elemeket. Ekkor

gr'g; = g € A, ami ellentmondés. Ezzel igazoltuk, hogy sziikséges az A = G feltétel, ami viszont

elégséges is, hiszen ha A = G, akkor r(g) = |G| = 2|A| — |G| teljesiil minden g € G esetén. (6 pont)
|
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Orszagos dont6 - II. fordul6

9. osztaly
1. feladat (30 pont). Adottak x,y € R* ugy, hogy

25 1
2 + = 16y + = < [2VT+1] +8,
|| Ayl

ahol [a] az a szam egész részét jeloli. Mutasd ki, hogy

1
M+22 (ZE2+—2) + 27
ly y

természetes szam!

Mastan FEliza, Nagybdnya
Fodor Erika, Beszterce

Elsd megoldds. Hivatalbol

Az |z| és ‘—| szamokra felirva a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget
x
25 25
|z| + = > 24/ |z] - — = 10.
|z ]

1
Hasonloan a 16|y| és i szamok esetén
Y

Mivel
[2\/?+1} 18 = [\/%] F148=5+9=14,

az eredeti egyenl6tlenség egyenértékid azzal, hogy

25 1
|z] + — + 16|y| + — < 14
|| 4ly|

Ugyanakkor lattuk, hogy

25 1
|z| + — + 16|y| + — > 10+ 4 = 14,
|z Aly|

ezért

25 1
lz| + — + 16|y| + — = 14,
|| 4ly|

és az egyenlGség akkor all fenn, ha

25 1
] = = & 16Jy| = -,
|z] Aly|
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. 1
vagyis |x| =5 és |y| = 3 (6 pont)
Tehat
1
||x—|| + 22 <x2 - —2) + 27 = /40 + 22(25 + 64) + 27 = /40 + 1958 + 27 = /2025 = 45.
) )
Tehat a kifejezés természetes szam, értéke 45. (6 pont)
|
Mdsodik megoldas.
2V7+1]+8=[V28]+1+8=5+9=14. (3 pont)
Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket
2| =a®,  Jyl =0
Igy az egyenlstlenség atirhato, mint
25 1
P+ 4160+ — —14<0
— a” + 2 + + 102 =
25 1
2 2
<~ a —10-}-?-}-165 —4+@§0
5\ 1)
- — 44— — ] <0. 9 t
<:>(a a)+< Qb)_ (9 pont)
Innen kovetkezik, hogy
5
a——=20 a*=5 ( )
a <~ 1 6 pont
1
h—— =0 =g
2b
Tehét |z] =5 és [y = 3. (3 pont)
Elvégezve a szamitast kapjuk, hogy
1
||1||+22 (x2 + —2) 427 = /5 -84 22(25 + 64) + 27 = /2025 = 45 € N. (6 pont)
Y Y
|
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2. feladat (30 pont). Az ABC egyenld oldaltt haromszégben legyen D az AC' szakasz bels6 pontja,
amelyre AD = k- DC. A BD egyenesen az FE pontot ugy vessziik fel, hogy BE = (k+ 1) - DE és
D a BE szakasz bels§ pontja. Hatarozzuk meg a k értékét ugy, hogy AE meréleges legyen az AB

egyenesre! Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti
Elsé megoldds. Hivatalbol (3 pont)

Az ABC egyenl§ oldala haromszogben legyen AB = BC = CA = a. Mivel BE = (k+1)- DE, ezért

BE
— =k+1
DE *

Mivel D a BE szakasz bels6 pontja, ezért

BD BE-DE (k+1)—1

DE OE . k. (6 pont)

AD
Az AD =k - DC egyenlGséghbdl adodik, hogy D0~ k, tehat

AD  BD
DC  DE’
A Thalész forditott tételébsl kovetkezik, hogy AB || CE. (6 pont)
A hasonlésag alaptétele alapjan a DAB haromszog hasonlé a DC'E haromszoggel, igy
AB AD
CE DC
tehat
AB  a

Legyen F' a C pontbol az AB oldalra huzott magassag talppontja. Tudjuk, hogy az egyenls oldalu
haromszog magassiga egyben oldalfelezs is, ezért

AF =FB = g. (3 pont)
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Mivel FC' 1 AB és az AE 1 AB, ezért AE || FC. Masrészt AB || CE, kovetkezik, hogy az AFCE
négyszog téglalap, igy

AF =CE.
Tehat 0 a
2w
ahonnan k = 2. (3 pont)
Ak =2esetben CE = § = AF és CE = AF, ezért AECF paralelogramma, amelyben CFA= 90°,
igy AE | AB. (3 pont)

Megjegyzés. Az el6z6 megoldast onnan folyatjuk, hogy AB || CE és k- CE = AB.

Ha k = 1, akkor az ABCE négyszog egy paralelogramma, ekkor BAE = 180° — ABC = 120°.
Feltételezhetjiik, hogy k # 1, ekkor vehetjiik az M pontot ami az AF és BC egyenesek metszete.

Ha k < 1, akkor B € (MC) és A € (ME), valamint BCE = 120° (belss Valtoszog ABC- gel) Ekkor
az MCFE haromszog tompaszogi C-ben, igy hegyesszogt az E pontban. Mivel BAE és AEC belss
valtoszogek, igy BAE tompaszog.

k > 1 esete k < 1 esete

Ha k > 1, akkor C € (BM) és E € (AM). Belatjuk, hogy BAM haromszog derékszogli A-ban

pontosan akkor, ha C' felez6pontja a BM szakasznak. Ha C' felez6pont, akkor AC = BC' = C'M,

vagyis C' az ABM koré irt kor kdzéppontja és BM atmérd, tehat BAFE = 90°. Forditva, a BAM

haromszogben a szogek rendre 60°,90°,30°, és AC = BC. Tovabba AC = CM, mert az CAM =

CMA = 30°.

Az MCFE és M BA haromszogek hasonlosédga miatt
MC CE

1
MB AB k'
h

Tehat C felez6pontja a BM szakasznak pontosan akkor, ha k = 2. (15 pont)
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3. feladat (20 pont). Oldd meg a (2zy — 10)? = 422 + y%. egyenletet az egész szamok halmazén!

Mastan FEliza, Nagybinya
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Az egyenlet egyenértéki azzal, hogy

4a*y® — 40zy + 100 = 422 4 %
Mindkét oldalhoz hozzaadva 4xy-t, rendre kapjuk, hogy

4a?y* — 362y + 100 = (22 + )2,
2y — 9)? +19 = (2z +y)?,
(2zy — 9)* — (22 +y)* = —19. (4 pont)

Legyen a = 2zy — 9 és b = 2x + y. Ekkor
(a —b)(a+b) =—19.
Mivel 19 primszam, lehetséges felbontasok:
(a—b,a+0b) € {(-1,19), (1,-19), (—19,1), (19,-1)}.
Innen koévetkezik, hogy
(a,b) € {(9,10), (-9, —10), (-9, 10), (9, —10)}. (4 pont)

Tehat az aldbbi rendszereket kapjuk:

20y —9 =9 . 22y — 9 = -9 . 20y — 9 = -9 . 22y —9 =9
Vi Vi Vi
2% +y = 10 & 2w 4+y=—-10 & Y2z 4y =10 & oz 4y =10

1. eset: Az 2y = 9 és 22 + y = 10 egyenletekbdl a 222 — 10z + 9 = 0 egyenlethez jutunk. Ennek
diszkrimindnsa A = 100 — 72 = 28 nem négyzetszam, tehat nincs egész megoldas. (2 pont)

2. eset: Az xy =0 és 2x + y = —10 egyenletekbdl
(z,y) € {(0,-10),(=5,0)}. (2 pont)
3. eset: Az zy =0 és 2z + y = 10 egyenletekbdl
(z.9) € {(0,10), (5,0)}. (2 pont)

4. eset: Az xy =9 és 2x+y = —10 egyenletekbdl a 222 + 102 +9 = 0 egyenlethez jutunk, amelynek
nincs egész megoldasa, mert A = 28. (2 pont)
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Az egyenlet megoldasai
(x,y) € {(0,-10), (0,10), (=5,0), (5,0)}. (2 pont)
[

4. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy egy konvex négyszog akkor és csakis akkor ortodiagonalis
(4tloi merdlegesek egymaésra), ha szemben fekvs oldalainak négyzetisszege megegyezik!

b) Igazold, hogy ha egy kor koré irhato négyszog ortodiagonalis, akkor deltoid (az egyik atloja a
szimmetriatengelye)!

Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Elsé megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Legyen az ABC'D konvex négyszog oldalainak hossza AB = a, BC =b, CD = cés AD = d.
Legyen O az atlok metszéspontja és jeloljiik az alabbi szakaszokat: OA = x, OB =y, OC = z és
OD =t.

Pitagorasz tételét alkalmazva az AOB, BOC, COD és AOD derékszogt hdromszdgekben felirhatjuk
az alabbi Osszefliggéseket:

R=r2ty?, P12+, E=2+8L & E=a2+8
Innen belathatjuk, hogy a? + ¢ = b? + d?. (4 pont)

A reductio ad absurdum modszerét alkalmazva feltételezziik, hogy a? + ¢ = b? + d?, de AC és
BD nem merdlegesek egymasra.
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A mellékelt dbran lathatéo moédon megszerkesztjiikk az AE 1 DB és CF 1 BD szakaszokat. Jeloljiik
AE =z, FB =y, FC = z és DE = t, valamint FF = «. Pitagorasz tételét alkalmazva az AEB,
BFC, CFD és DEA haromszogekben:

=2+ (a+y)? P=2+yh C={t+a)l+2% =2+t
Mivel a? + ¢ = b + d?, ezért felirhatjuk, hogy
2?4+ +2ay+ 12+ 20t + o+ 22 =22+ 42 + 12
ahonnan a(2a + 2y + 2t) = 0, tehat « = 0, vagyis az E és F pontok egybeesnek, ezért AC' L BD.
(4 pont)

b) A négyszog AB, BC,CD és DA oldalai a kort rendre az E, F, G és H pontban érintik.

A « E
-~ Ié] B
B
«
F
H
v
5 L
Y
G
1)
D

Jeloljik AE = AH =a, EB=BF =3, FC=CG =~¢é GD = DH = 6. Ha az ABCD négyszog
ortodiagonalis, akkor az a) alpont alapjan szemben fekvd oldalainak négyzetosszege egyenls, tehat

(@+ B8P+ (v+0)°=(a+6)>+(B+7), (2 pont)
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ahonnan af + vd = ad + [, ezt pedig atrendezve kapjuk, hogy
a(f=0)=y(—-0)=0 = (a=7)(B—0) =0, (2 pont)

tehat o =~ vagy = 4. (2 pont)
Ha a = v, akkor az ABC' és ADC haromszogek egyenld szartak, tehat BD szimmetriatengelye az
ABCD négyszognek, tehat ABCD deltoid. Hasonléan ha g = §, akkor AC' szimmetriatengelye az
ABCD négyszognek, tehat ABCD deltoid. (4 pont)

5. feladat (20 pont). a) Igazold, hogy az A = {1%,2% 3% 42 52 6%, 7% 8%} halmaznak van két olyan
négyelemi diszjunkt részhalmaza, amelyek elemeinek Osszege egyenls!

b) Igazold, hogy a B = {12,22,32,...,2024%} halmaznak van két olyan B; és B, diszjunkt részhal-
maza, amelyekre By U By = B és B elemeinek Osszege egyenls a By elemeinek Osszegével!

Kocsis Attila, Déva
Németi Monika, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Az A halmaz elemeinek Gsszege
124+ 2% 432 442 + 52 + 62 + 72 + 8% = 204,
tehat a két részhalmazban levé szamok Gsszege 102, paros szam. Ezért vagy négy ugyanolyan parita-
st szam kell legyen egy részhalmazban (ez nem elégiti ki a feltételt), vagy két paros és két paratlan
szam kell legyen egy részhalmazban. Mivel 12 + 42 + 62 + 7% = 22 + 32 4+ 5% + 82, ezért a két halmaz
{12,42,6%, 7%} és {22, 32,52, 8%}. (6 pont)
b) Felhasznaljuk az a) alpontban kapott eredményt, igy
P +42+6*+ 7" =22 +32+ 5%+ 8.

Mindkét oldalhoz hozzdadva 4 - (8k)* + 36 - (8k)-t, azt kapjuk, hogy

(8k+1)* + (8k +4)* + (8k +6)* + (8k +7)* = (8k +2)* + (8k +3)* + (8k +5)* + (8k +8)*. (6 pont)

Mivel 2024 oszthatd 8-cal, ezért az els6 2024 nemnulla négyzetszamot 8-as csoportokba osztjuk,
majd a nyolcas csoportokbdl az el6bbi azonossaghban a bal oldalon megjelené 4 szamot a Bj-be, a
jobb oldalon megjelend 4 szamot a By-be soroljuk:

By = {(8k +1)%, (8k +4)?, (8k + 6), (8k + 7)* | k = 0,252},
By = {(8k +2)?, (8k + 3)%, (8k + 5)%, (8k +8)* | k = 0, 252}. (6 pont)
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6. feladat (20 pont). Egy négyzetracsos lapra rajzolt tetszéleges racstéglalap felbontésa alatt azt
értjiik, hogy olyan négyzetekre bontjuk, melyek csiicsai racspontok, oldalaik pedig parhuzamosak a
téglalap oldalaival, és amelyek belsejei diszjunktak. A téglalap minden ilyen lehetséges felbontasa
mellé odairjuk a felbontédsban szerepls legkisebb négyzet oldalhosszat.

Rajzolhat-e Norbi olyan m x n-es téglalapot, amely esetén a leirt szamok koziil a legnagyobb szam
a 2025, illetve az m és n szamok legnagyobb kozos osztoja:

a) 2026, b) 2025, c) 1.

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Nem rajzolhat. Feltételezziik, hogy az m és n szamok legnagyobb kozos osztoja 2026. Mivel
2026 | m és 2026 | n, ezért létezik ilyen felbontas. Ebben a legkisebb oldalhosszisag, amit haszna-
lunk az 2026, igy ennek is szerepelnie kell a lapon, tehat nem lehet 2025 a Norbi altal leirt legnagyobb
szam. (4 pont)

b) Igen. Példaul legyen m = 2025, n = 4050. Két darab 2025 x 2025-6s négyzetre felbonthato a
téglalap, ebben az esetben 2025 a legkisebb oldalhosszisag, amelyet felhasznalunk, tehat 2025 va-
loban szerepel a lapon. Ennél nagyobb négyzetet azonban nem hasznalhatunk, hiszen m = 2025,

igy az kilogna a téglalapon kiviilre. Tehat ekkor valoban 2025 a lapon szerepls legnagyobb szam és
Inko (2025, 4050) = 2025. (4 pont)

c) Igen, rajzolhat. Példaul legyen k = 2025, m = k+ (k+1) =2k+1ésn = k(k+1). Az
eredeti m x n-es téglalapot felbontjuk két téglalapra: egy fenti k x k(k + 1)-es téglalapra és egy lenti
(k+1) x k(k + 1)-es téglalapra. Tekintsiik azt a felbontést, ahol a fenti k& x k(k + 1)-es téglalaphoz
kizarolag k x k méretdi négyzeteket hasznalunk (van ilyen, hiszen k | k és k | k(k + 1)). Analog
modon pedig az also (k4 1) x k(k + 1)-es téglalaphoz csak (k+ 1) x (k + 1)-est hasznalunk. Ekkor
a legkisebb oldalhossztsag, amit hasznalunk, az k, tehat ez valoban szerepel a lapon. (4 pont)
Lassuk be a reductio ad absurdum modszerével, hogy

Inko(2k + 1, k(k+1)) = 1.

Legyen p egy olyan prim, melyre p | 2k +1 és p | k(k+ 1), ezért p | [2k(k+ 1) — k(2k + 1)], ahonnan
p |k, igy p| 2k, de p | 2k + 1, ellentmondas, tehat

Inko(2k + 1, k(k+1)) = 1. (4 pont)

Ha lenne k-nal nagyobb szam a lapon, akkor lenne olyan felbontas, ahol minden négyzet oldalhosszu-
saga legalabb k + 1. Ugyanakkor a nagy téglalapnak Osszesen 2k + 1 sora van, igy ez csak ugy
lehetséges, ha csak (2k 4+ 1) x (2k + 1)-es négyzeteket hasznalunk, ezért

2k + 1| k(k+1),

de az elébb belattuk, hogy
Inko(2k + 1, k(k+1)) =1,

ez ellentmondés. Tehat valoban k a legnagyobb szam a lapon ez esetben, és Inko(m, n) = 1, ha pedig
k = 2025-t helyettesitiink, adodik a feladat allitasa. (2 pont)
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Megjegyzés. A c) alpontban a versenyzd meg kell adjon egy m x n-es téglalapot, amelyrdl ellen-
6riznie kell, hogy

1. Inko(m,n) =1, (2 pont)
2. van olyan felbontasa, amelyben a legkisebb négyzet oldalhossza 2025, (4 pont)
3. barmely felbontasa esetén a leirt szamok koziil a legnagyobb 2025. (4 pont)

[ |
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10. osztaly

1. feladat (30 pont). Az A halmaz az olyan nyolcjegyii pozitiv egész szamok halmaza, amelyek
els6 ot szdmjegyének a szorzata 2025 és az utolsé négy szamjegyének a szorzata is 2025. Hatarozd
meg az A halmaz elemeinek szamat!

Péter Robert, Gyergydremete

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
A 2025 szorzattd bonthato az 1,3,5 és 9 szamjegyekkel (2025 = 3% . 5%). Megvizsgéljuk, hogy
hanyféleképpen tudjuk kialakitani a 2025-6s szorzatot 0t, illetve négy szamjegy felhasznalaséaval.

(3 pont)
A kovetkezd szamjegyek segitségével alakithatjuk ki a 2025 szorzatot:
e 1. csoportositas: 1, 5,5, 9, 9,
e 2. csoportositas: 3, 3, 5, 5, 9,
e 3. csoportositas: 5, 5, 9, 9. (6 pont)

A szémban szerepls 6t6dik szamjegy szerepel az elsé 6t és utols6 négy szamjegy kozott, ezért csak
az 5-0s vagy a 9-es lehet az 6todik szamjegy. (3 pont)
Az alabbi eseteket targyalhatjuk:

1. eset: Az 1. csoportositast tarsitjuk a 3. csoportositassal. Akar az 5-0s, akar a 9-es az 6todik
szamjegy, az els6 négy szamjegyet 4 - 3 = 12-féleképpen lehet elrendezni. Az utolsé harom
szamjegyet 3-féleképpen lehet elrendezni. Osszesen 2 -3 - 12 = 72 ilyen nyolcjegyd szdm van.

(6 pont)

2. eset: A 2. csoportositast tarsitjuk a 3. csoportositassal. Ha az 5-6s az 6todik szamjegy, akkor
az elsé négy szamjegyet 4 - 3 = 12-féleképpen lehet elrendezni. Ha a 9-es az 6todik szamjegy,
akkor az els6 négy szamjegyet % = 6-féleképpen lehet elrendezni. Az utols6 harom szamjegyet
3-féleképpen lehet elrendezni. Osszesen (12 + 6) - 3 = 54 ilyen nyolcjegyii szam van. (6 pont)

A két esetet Osszesitve 72+ 54 = 126 nyolcjegyd szamot kapunk, tehat az A halmaz elemeinek szama
126. (3 pont)
[ |

2. feladat (30 pont). Az f : N* — N* fiiggvényt a kovetkezSképpen értelmezziik: f(a) az a
legkisebb négyzetszam, amelyre teljesiil, hogy a | f(a) (példaul f(3) =9, f(8) = 16).

a) Hatérozd meg az Gsszes olyan n szamot, amelyre f(n) = 2025.

b) Héany megoldasa van az f(n) —n = 2025 egyenletnek?

Barta Zdagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
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a) A 2025 primfelbontésa: 3*-52. Az f fiiggvény az a primfelbontdsaban minden péaratlan kitevéhoz
hozzaad egyet, a paros kitevéket pedig véltozatlanul hagyja. Az igy kapott szam valéban négyzet-

szam, oszthato a-val és a legkisebb ilyen tulajdonsagu. (3 pont)
Tehét a és f(a) primtényezsi megegyeznek. Ha f(n) = 2025, akkor az n primtényezéi 3 és 5.
(3 pont)

Az n primfelbontédsaban a 3 a harmadik vagy a negyedik, mig az 5 az els6 vagy a masodik kitevén
szerepelhet, ez pontosan 4 lehetGség. Tehat a keresett szamok:

3%.5' =135, 3'.5' =405 3°-5°=675, 3" 5%=2025. (6 pont)

b) Igazoljuk, hogy f(n) — n akkor és csakis akkor négyzetszam, ha n négyzetszam.
Ha n négyzetszam, akkor f(n) = n, tehat f(n) —n = 0, ami valéban egy teljes négyzet.

(3 pont)
Ha n nem négyzetszam, akkor n-nek van olyan primosztéja, amely paratlan kitevén szerepel a fel-
bontasédban, legyen ez p?**1. Ekkor mivel n | f(n), ezért p?**1 | f(n), tovabba f(n) négyzetszam,
tehat p paros kitevon szerepel a felbontasaban, igy p?*2 | f(n). (6 pont)

2k+1 2k+2

Ezeket Osszegezve azt kapjuk, hogy az f(n) — n oszthaté p***'-nel, de nem oszthato p****-nel, ezért

a primfelbontasaban a p paratlan kitevén szerepel, vagyis nem lehet négyzetszam.

Tehéat az f(n) —n = 0 vagy f(n) — n nem négyzetszam, ezért nincs olyan pozitiv egész n szam,
amelyre f(n) —n = 2025. (6 pont)

A b) alpont mdsodik megolddsa. Ha a p primszam osztja a-t, akkor p osztja az f(a)-t is, minden

a € N* esetén. (3 pont)

Igy ha p | n, akkor p | f(n) —n = 2025, tehat p paratlan. (3 pont)
Azt kaptuk, hogy a n és f(n) minden primtényezsi paratlanok, tehat n és f(n) paratlanok,

(6 pont)

ami ellentmond az f(n) —n = 2025 feltételnek, ezért nincs megoldasa az egyenletnek. (3 pont)

|

[

3. feladat (20 pont). Az ABCD konvex négyszogben DAB = 90°, ABC = 150°, AD = BC = a,
AB =n-a, ahol n € (0,00) valtozo. Szamitsd ki a BD arany legnagyobb értékét!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
D na E
a lf alG C
a
B
na
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A feladat megoldasat nem befolyasolja, ha a rajzot az n egy sajatos értékére készitjiik el (jelen esetben
n=2).

Megrajzoljuk az ABED téglalapot. Ekkor AD = BE = a és tudjuk, hogy BC = a, igy BE = BC.
Tehat a BC'E haromszog egyenld szartu, amelyben

EBC = ABC — ABE = 150° — 90° = 60°,

tehat BC'E egyenl6 oldala haromszog (BE = EC = BC = a).
A segédszerkesztés alapjan DE = AB =n-a, EC = BC = a,

DEC = DEB + BEC = 90° + 60° = 150° = ABC,

ezért DECn = ABCAa. Innen kapjuk, hogy CD = CA, igy a CDA haromszog egyenld szard,
amelyben a C'F magassag (F' € AD) egyben oldalfelezd is, tehat

AF—Fp_AD _a
2 2

Ha FC a BE egyenest G pontban metszi, akkor GC' a BC'E egyenlé oldali haromszog magassaga
(FC L AD, AD || BE, ahonnan FC L BE), s mivel BC = a, BG = §, ezért

60 = Jar— (2) =25,

2 2
fgy /3
3 a(2n++V3
FC:FG+GC:AB+GC:an+“\2/_= ( 5 ).
Az FCD derékszogi haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan
2
2 (a(2n+ 3 2
CD* = FD*+FC* = (3) + (%) = T (1+ P+ a3+ 3) = (0 + v+ 1).
(8 pont)
Az ABD derékszogt haromszoghben a Pitagorasz-tétel alapjan
BD? = AB?* + AD? = (an)’ + a® = a* - (n®+1), (2 pont)
igy (2 4 3
CD?* - (n®+nv3+1 3
_ ( ):1+ n\/_ (4 pont)
BD? a-(n?2+1) n?+1
2 P , » . . A P . 1 1
./Az (n —1)° > 0 egyenlétlenségbdl kovetkezik n? + 1 > 2n (egyenléség n = 1 esetén), igy o <o
és
3 3 3 3 3 2 3
nv3 g”fzi és 1+ nv3 §1+£: V3,
n?+1 2n 2 n?+1 2 2
Ezek alapjan ggz < 2+2‘/§, ahonnan £8 < 22‘/5, az egyenléség n = 1 esetén 4ll fenn. (4 pont)

Megjegyzés. A CD szakasz hossza tobbféleképpen is kiszamolhato. Minden esetben a helyes kisza-
molés 4 pontot ér.
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243
2

Megjegyzés. A kifejezés az Osszetett gyokképlettel egyszertibb alakra hozhato, ugyanis

2+\f m‘? (\/ﬁ \/f) 1 f;1_1+2\/§7

ezért 1rhatJuk hogy £2 < |/ V3 1*‘[ , barmely n € (0, 00) esetén.
Tehat a arany legnagyobb értéke 4/ 24”[ —\[ , amelyet az n = 1 esetén kapunk.

Megjegyzés. Az f(n) = "‘f , n> 0 kifejezés maximumat ugy is megkaphatjuk, hogy azt vizsgaljuk,

hogy az f(n) = y egyenletnek mely y értékek esetén van megoldésa.

nv3

fin)=y <= 2

Ha y = 0, akkor n = 0. Ha y # 0, akkor

A=3—-42>0 < yc [—\/7_ \é_]ﬂ(o,—l—oo): (0,?].

=y < yn*—nV3+y=0.

Tehat az f(n) maximuma ﬁ: amit az n = 1 esetén vesz fel. Tehat a 235 max1mahs értéke:

\/ V3 \/2+\f \/4+2f \/1+\f L+V3
2

4. feladat (20 pont). Adott 15 darab nemnulla, egymastol kiilonbo6zs, 987-nél kisebb természetes
szam. Bizonyitsd be, hogy ezek kozott létezik harom olyan szam, amelyek egy haromszog oldalhosszai
lehetnek!

Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Tegyiik fel, hogy a 15 természetes szam kozott nem létezik harom olyan, amely egy haromszog oldala
lehetne. Legyenek a megadott szdmok a; < as < --- < a;5 névekvs sorrendben. (2 pont)

A haromszog-egyenlétlenség alapjan harom szam (a < b < ¢) akkor lehet egy haromszog oldalainak
hossza, ha a + b > c.

Ha nem létezik olyan haromszog, amely oldalhosszai a kivalasztott szamok kozott vannak, akkor
minden ¢ > 3 esetén fenn kell allnia az a; > a;_1 + a;_o Osszefiiggésnek. (6 pont)
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Mivel a szamok pozitiv természetes szamok, a legkisebb lehetséges értékeik a kovetkezdk:

a; > 1,

az > 2,

a3 > a1 +as > 1+2=3,

ay > as+az >2+3 =5,

as > a3+ a4 > 3+ 5 =38,

ag > ay +as > 5+ 8 =13,

ar > a5+ ag > 8+ 13 =21,

ag > ag + ay > 13+ 21 = 34,

ag > a7 +ag > 21 + 34 = 55,

ag > ag + ag > 34 + 55 = 89,

a1 > ag + ajg > HH + 89 = 144,
aip > alg + ap > 89 + 144 = 233,
a1z > ay1 + ajo > 144 + 233 = 377,
a14 > a12 + a3 > 233 + 377 = 610,
ays > a3+ apg > 377 + 610 = 987. (8 pont)

Tehat a5 > 987, ami ellentmond annak, hogy minden szam kisebb 987-nél.

Tehat a kezdeti feltételezésiink hamis volt, vagyis a 15 szam kozott valoban léteznie kell harom

olyannak, amelyek egy haromszog oldalhosszai. (2 pont)
|

5. feladat (20 pont). Az ABCD konvex négyszogben ABD = 2ACD és a BD egyenes az ABC
haromszog koré irt kort az £ pontban metszi.

a) Igazold, hogy a D pont az ABC haromszog koré irt kor belsejében talalhato!

b) Igazold, hogy AB = DB akkor és csakis akkor, ha AD az EAC szogfelezGje!
Pdlhegyi-Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)

a) Ha a D rajta van az ABC' haromszog koré irt koron, akkor

ABD — m@;‘D)

—ACD #2-ACD.

Tehat D nem lehet a koron. (2 pont)
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AN

Ha D az ABC haromszog koré irt kor kiilsg tartoményaban talalhato, akkor AC'D szog széarai kozé
esG korivnek belsé pontja lesz az E pont, innen azt kapjuk, hogy

—~

z@>m<§E>_,@_@_z.@,

tehat ACD > 2- A/C’5, ami ellentmondas.
Tehat a D pont csakis az ABC' haromszog koré irt kor bels6 tartomanyaban talalhato. (2 pont)

b) Igazoljuk, hogy ha AD az EAC szogfelezGje, akkor AB = DB.

Ha AD az EAC szogfelezGje, akkor legyen CAD = DAE = o és DOA = 7.

Mivel ECA = iB\A, kovetkezik, hogy ECD = v, tehat DC' a ECA szogfelezéie. Igy D az AEC
haromszogbe irt kor kozéppontja. A DEC = B esetén DAB = DAC + CAB = o + B. (2 pont)
Az AE B haromszog szogeinek Osszege 2 + 23 + 2y = 180°, ezért a bels6 szogek Osszege alapjan

ADB = 180° — DAB — ABD
=180° — (o + ) — 2v
=20+4+28+2y—a—-F—2y
=a+p.

Ezek szerint ADB = @, tehat az AD B haromszog egyenld szara, vagyis AB = DB. (4 pont)
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Igazoljuk, hogy, ha AB = DB, akkor AD az EAC szogfelezdje.
Legyen C' az ABC haromszog koré irt korének a DC' egyenessel valo metszéspontja. Mivel DC' A = v
és DBA = 2+, kovetkezik, hogy C' az AE koriv felez6pontja, tehat BC' az ABD szogfelezdje.

2 pont

Mivel az ABD haromszog egyenld szaru, kovetkezik, hogy AD 1 BC’, tehat ABDC’ négy(szé')I;; del?
toid. Innen C'A = C'D = C'E, azaz CC" az ACE szogfelezGje. (2 pont)
Az ABDC" deltoid tulajdonsiga miatt AC'B = W, amibdl kovetkezik, hogy AB = BC, vagyis
EB az AEC szogfelezdje. (2 pont)
Igy a D pont az AEC haromszog szogfelezéinek metszéspontja, amibal kovetkezik, hogy AD az EAC
szoglelezdje. (2 pont)
[

6. feladat (20 pont). A B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz egy A részhalmazara teljesiil, hogy az
A barmely harom a, b, ¢ eleme esetén az az® + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincs egész gyoke. Legtobb
hany eleme lehet az A halmaznak?

Barta Zdgoni Csongor, Marosvasdrhely

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Belatjuk, hogy az A halmaznak legtobb 5 eleme lehet, és erre megfelels példa az A = {1,3,5,7,9}.

(2 pont)
Elsbb igazoljuk, hogy az A részhalmaz megfelel a feltételeknek. Belatjuk, hogy ha a, b, ¢ mind pé-
ratlanok, akkor az ax? + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincs egész gyoke. Két esetiink van: (2 pont)

1. Ha n paratlan egész, akkor an?, bn, c¢ harom péaratlan szdm, igy az Osszegiik paratlan, tehat
nem lehet 0. (2 pont)

2. Ha n paros egész, akkor az an?, bn péaros, mig a c paratlan, igy az Osszegiik paratlan, tehat
nem lehet 0. (2 pont)
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Tehéat mindkét esetben nincs egyetlen olyan n egész szam sem, amire an? + bn + ¢ = 0. Tehat az A
halmaz tartalmazhatja a B Osszes paratlan elemét, igy az A = {1,3,5,7,9} valoban egy megfelels
halmaz. (2 pont)
Indirekt moédon tegyiik fel, hogy A-nak lehet legalabb 6 eleme is. Vegyiik észre, hogy ha a,b,c € A
elemekre teljesiil, hogy a+c = b, akkor a —1 egész gyok lesz, hiszen a(—1)*+b(—=1)+c = a—b+c = 0.
Ebbél adodik, hogy az A-ban nem lehet olyan szimharmas, amely teljesiti ezt a feltételt. (4 pont)
Két esetetet kiilonboztetliink meg.

1. Ha 1l € A, akkor (2,3),(4,5),(6,7),(8,9) szamparoknak legfennebb az egyik eleme lehetne ben-
ne az A halmazban, ez legtébb 5 elem, ami ellentmond annak, hogy minimum 6 eleme van az
A halmaznak. (2 pont)

2. Ha 1 ¢ A, akkor a (2,4,6) és (3,5,8) szarharmasok elemei koziil legtobb két-két elem lehet
eleme az A halmaznak, igy ahhoz, hogy legalabb 6 eleme legyen A-nak, a 7 és a 9 biztosan
eleme kell legyen az A halmaznak, a szamharmasokboél pedig két-két elem. Mivel 247 = 9
ezért 2 ¢ A, ahonnan 4,6 € A. A 3+4="7¢és5+4 =09 egyenlSségek miatt 3,5 ¢ A és igy az
A halmaznak ismét legtobb 5 eleme van, ami ellentmondas. (2 pont)
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11-12. osztaly

1. feladat (30 pont). Hatarozd meg az 6sszes olyan (x,y) egész szamokbol &llo6 szampart, amelyre

w(z+1)(x+2)(z +3) + 12 = ¢
koK ok

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Végezziik el a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat az egyenleten:

z(z+1)(z+2)(x+3)+ 12 = ¢,
(2% 4+ 32) (2% + 3z + 2) + 12 = ¢°,
(22 + 32+ 1) =1+ 12 = ¢?,
(22 + 3z + 1) + 11 = 4, (9 pont)
y? — (v* +3r +1)% = 11,
(y—2* =3z —1))(y+2*+3x+1) =11

Vezessiik be a z = 22 + 3z + 1 jelolést, ekkor a fenti egyenlet atalakul az

(y—2)y+2) =11

alakra. (6 pont)
Mivel 11 primszam, az utobbi osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha

(y —Z,y+ Z) < {(17 11)’ (_17 _11)7 (117 1)7 (_117 _1>} (3 pOIlt)
Felhasznalva, hogy z = (y“);w ésy = , a szimmetria miatt kévetkezik, hogy pontosan
azok a (z,y) szamparok a megoldasok, amelyekre z € {5, —5} és y € {6, —6}. (3 pont)
Mivel 2z = 22 + 3z + 1, a z = 5 esetben az 22 + 3z — 4 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amelynek
gyokeir = —4 ésw = 1. A 2 = —5 esetben az 2? + 3z +6 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amelynek
nincs valos gyoke. Ezért a keresett megoldéasok (—4,6), (—4, —6), (1,6), (1, —6). (6 pont)

|

(y+2)+(y—=2)

2. feladat (30 pont). Az ABC haromszogben AB = AC. Legyen D € (AC) egy mozg6 pont és
E € (BC olyan pont, hogy C € (BE) és BD = CE. Igazold, hogy a BDFE haromszog koréirt kore
atmegy egy B-t6l kiilonb6zd rogzitett ponton!

Radkoczi Erik, Kolozsvar

Megoldds. Hivatalbol (3 pont)
Tekintsiik a mellékelt abrat. (3 pont)
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A
D
B C E
Fm
I,

Igazolni kell, hogy a BDFEI, négyszog hurnégyszog. Mivel AB = AC és az Al, egyenes szogfelezs,
ezért

BIl,=CI, és F/BTa = @ = B/CE (9 pont)
Innen o -
1,BD = 1,CE =180° — FBI,.
Ugyanakkor BD = CE, tehat a DBI, o = ECI,p, (9 pont)
amibdl kovetkezik, hogy BDI, = C'El,. Ezért a BDFEI, négyszog hurnégyszog, azaz I, rajta van a
BDFE héaromszog koréirt korén. (6 pont)

n
3. feladat (20 pont). Igazold, hogy ha a, b, z,y > 0 valés szamok, akkor

1>x+y+x+y> 4‘
b~ ra+yb 2xb+ya ~ a+b

1

-

a
dr. Bencze Mihdly, Brasso

Elsd megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Atalakitjuk a kozépsé tagot:
vty oty (4 y)(za+yb+ xb+ ya) (z+y)*(a+D)

= = 4 t
xa+yb xb+ya (xa + yb)(xb + ya) (xa + yb)(xb + ya) (4 pont)

Elsbb vegyiik a baloldali egyenl6tlenséget. A kovetkezs ekvivalens atalakitédsokat végezziik:

2 2 2
a+b> (x +y)*(a+D) ®i> r? +2xy +y N
ab  — (xa+ yb)(zb+ ya) ab — x%ab + xya® + xyb? + y2ab

z?ab + xya® + xyb® + y?ab > abar® + 2abxy + aby® < xy(a® — 2ab + b*) > 0 < zy(a — b)* > 0,
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(6 pont)
ami nyilvanvaldan igaz.
A jobboldali egyenlétlenségen a kovetkezs ekvivalens atalakitasokat végezziik:

(z +y)*(a+0) .4
(za +yb)(zb+ya) ~ a+b

& [(x+y)(a+Db)]* > 4(xa+ yb)(zb + ya) <

(za + xb + ya + yb)? > 4(za + yb)(wb + ya) < [(va + yb) + (zb+ yb)]* > 4(za + yb)(vb + ya) &
[(za + yb) — (xb+ yb)]* >0,

ami szintén igaz. (8 pont)

|
Mdsodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Legyen - =X, o =1- X\ A€ 0, 1], ekkor

Aa+(1—=MNb=b—Ab—a) é XN+ (1—XNa=a+ Ab—a).

Vezessiik be az s = A(b — a) jelolést.
Igy a bizonyitando egyenlStlenségek az alabbi alakba irhatok:

1+1> 1 n 1 S 4
a b " b—s a+s a+b

Az els6 egyenlStlenség egyenértékii azzal, hogy

a+b S a+b B a-+b
ab ~ (b—s)(a+s) ab+s(b—a)— s
(6 pont)
ami egyenértéki azzal, hogy s(b — a) > s%, ami igaz, mert b —a > s. (4 pont)
A szamtani és harmonikus kozép kozti egyenlStlenség alapjéan
1 n 1
b—s a+s < 2 _ 2
2 “(b=s)+(a+s) a+b
Tehat
1 . 1 S 4
b—s a+s a+b
(8 pont)
[ |

Harmadik megoldds az elsd egyenldtlenségre. Az f: (0,400) = R, f(x) = % fiiggvény konvex, ezért
a Jensen-egyenlGtlenség alapjan

(4 pont)

vagyis

sty o 1,y 1
ra+yb ~x4+y a x+y b
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Hasonl6an N . .
rTy < vz g2 (2 pont)
zb+ya " x4+y b x+y a
Osszeadva a két egyenlStlenséget, kapjuk, hogy
T+ T+ x 1 1 T 1 1 1 1
oy J < NNR A - Y S 4- (4 pont)
ra+yb zb+ya " x4y a z+y b xz4+y b x+y a a b
[ |

4. feladat (20 pont). Az ABC haromszog AB, BC, C'A oldalanak felezépontjai C’, A’, B’ és legyen
M egy pont a sikban. Ha a az A’ ponton at az AM egyenessel parhuzamosan huzott egyenes, b a B’
ponton at az BM egyenessel parhuzamosan huzott egyenes és ¢ a C’ ponton 4t az CM egyenessel
parhuzamosan hiizott egyenes, akkor igazold, hogy az a, b, ¢ egyenesek egy pontban futnak Ossze!

Szilagyi Zsolt, Kolozsvar

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
A
c’ B
G _M
M
B . ¢
A/

Tekintsiik az abrat! (2 pont)
Legyen G az ABC héaromszog sulypontja. Ha M = G, akkor az a,b,c egyenesek a haromszog
oldalfelezéi, igy a G sulypontban futnak Gssze. (2 pont)
Tegyiik fel, hogy M # G. Legyen M’ az MG egyenes azon pontja, amelyre G az M és M’ pontok
kozott van és MG = 2M'G. (4 pont)
Ekkor AGMa ~ A'GM), mert AGM = A/GM' (csucsszogek), g[—]\f, = éﬁ, = 2. (4 pont)
Igy MAG = m’, ahonnan AM | A’M’, tehat A’M’ = a. Hasonloan belathato, hogy M'B’ = b
és M'C" = c. Tehat M’ az a, b, ¢ egyenesek Osszefutéasi pontja. (6 pont)

|
Masodik megoldds. Hivatalbol (2 pont)
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c’ B’

Tekintsiik az abrat! (2 pont)
Legyen az a és b egyenes metszéspontja D. Igazolni fogjuk, hogy D € ¢, azaz C'D || CM. (4 pont)
A feladat feltételei alapjan A'D || AM, B'D || BM és A'B' | AB, mert A'B’ kézépvonal az ABC
haromszogben. Innen kovetkezik, hogy A'B'Da ~ ABMa, amibél

AD BD AB 1

AM BM  AB 2

(4 pont)
Mivel A'D || AM és A'C" || AC, mert A'C" kézépvonal, kovetkezik, hogy DA'C" = CAM, mert
parhuzamos szara szogek. Az A'DC", és AMCp haromszogekben

AD  AC 1

W’:C'A/\M és

AM ~ AC 2
ezért A'DC)\ ~ AMCAh. (6 pont)
Innen a megfelels oldalak parhuzamossaga miatt adodik, hogy
C'D || CM,
vagyis D € c. Tehat az a, b, c egyenesek egy pontban metszik egymaést. (2 pont)

5. feladat (20 pont). Angelico felirt a tablara néhany 2026-nal nem nagyobb, legfeljebb 2026
db, nem feltétleniil kiilonb6z6 pozitiv egész szamot. Ezutan mindegyik szamot egyenként a 2026.
hatvanyra emelte, majd a kapott szamokat osszeadta. Az igy kapott eredmény 91014 . 112928 Hany
szamot frhatott fel Angelico?

Barta Zagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
A feladat feltételébdl:
202 4 2026 4| 2026 _ glold 112028

ahol mi az s-t szeretnénk meghatérozni. Mivel a felirt szamok mindegyike kisebb, mint 2027, és 2027
primszam, ezért mind relativ primek a 2027-tel. (4 pont)
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Alkalmazva a kis Fermat-tételt, a?°?® minden i-re 1-et ad maradékul 2027-tel osztva. (4 pont)
Mivel s legfeljebb 2026, ezért az 6sszeg 2027-es maradéka pontosan annyi, ahany szamot 6sszeadunk,
tehat s. (4 pont)

Vegyiik észre, hogy
91014 . 112028 — 32028 . 112028 — 332028 — 332026 - 1089

és mivel a kis Fermat-tételbsl 332026 2027-es maradéka 1, igy az osszegé 1089. Tehat s = 1089 darab

szamot irt fel Angelico a tablara. (4 pont)
Ha 1089 darab 33-as van a tablan, akkor ténylegesen ezt az Gsszeget kapjuk. (2 pont)
[

6. feladat (20 pont). Ali és Baba egy 1 x 4n mezsbdl allo, sakktablaszeriien szinezett tablan jatszik
(n > 2). A jatékosok felvaltva lépnek, Ali kezd. Egy lépésben a soron 1évs jatékos két tetszoleges
mez0 szinét felcseréli, azzal a megkotéssel, hogy egy adott mezGpar cseréjére a jaték teljes ideje alatt
legfeljebb egyszer keriilhet sor. A jaték akkor ér véget, ha az Osszes lehetséges part megceserélték.
Ali célja, hogy a jaték barmely fazisaban megjelenjen a tablan egy minél hosszabb egyszini szakasz,
Baba pedig ezt probalja megakadalyozni. Mekkora az a leghosszabb egyszind szakasz, amit Ali a
jaték kimenetelétdl fliggetleniil, atmenetileg is képes elGallitani?

Bodor Addm, Csikszereda
Ercse Ferenc, Sepsiszentgyorgy
Sajter Klaus, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (2 pont)
Allitsuk parba a mezdket, tgy, hogy az i. és az i + 1. mez6 van parban, ahol 1 < i < 4n paratlan
szam. Az 2i + 1. és 2i 4+ 2. mez6t tartalmazo péart nevezziik az i. parnak, 0 < < 2n — 1. Ha Ali a
k. és az m. parbol cserél ki két mezst, Baba cserélje ki ezen parok fennmaradé egy-egy mezdjét.
(4 pont)
Ha Ali egy péaron beliil cserél, Baba egy méasik paron beliil cserél (ezt mindig megteheti, mert 47" = 2n,
avagy paros szamu par van). (2 pont)
[lyen moédon Baba lépése utan (és az elss lépés elstt) barmelyik parban pontosan egy fekete és
pontosan egy fehér mezé lesz. (2 pont)
Ekkor barmely 4 egymést kovets mez6 koziil legfeljebb 3 lehet azonos szinti Baba barmely 1épése
utan (mivel 4 egymasutani mezd tartalmaz legalabb egy part), igy Ali 4 azonos szini mezdt elérhet
a kovetkez6 korében, de tobbet biztos, hogy nem.
(4 pont)
Koénnyen igazolhat6 példaval, hogy Ali 4-et mindig el tud érni Baba stratégiajatol fiiggetleniil (pl.
egy 8 hosszu sorozaton beliil), igy a leghosszabb egyszinii szakasz, amit Ali el6 tud allitani 4 hosszt.
(6 pont)
[ |
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