Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Megyei fordulo

VII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia, 2025
XXXIV. Erdélyi Magyar Matematikaverseny

Megyei fordulo

5. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy az a = 2025 - (2025 + 2024 - 2025) : (2025 - 2026 — 2025)
négyzetszam!

b) Legyen n a legnagyobb, nullatol kiilonb6z6 szamjegyekbdl allo természetes szam, amelyben a
szamjegyek Osszege 2025. Hatarozd meg az n szam 37-tel valo osztési maradékat és hanyadosat!

Durugy Erika, Torda
Matyds Ildiké Bedta, Szatmdrnémeti

2. feladat (10 pont). Az iskolaban Marika felirja a tablara névekvd sorrendben az Gsszes természetes
szamot, az 1-es szamtol kezdve, egészen a 2025-6s szammal bezarolag. A sziinetben megérkezik Pisti,
és vicebdl letorli a tablarol a 89-t6l 113-ig terjedd szémokat, beleértve a 89-et és a 113-at is. Miutan
Marika raszol, hogy hagyja abba, a tobbi szam érintetleniil a tdblan marad. Ekkor Marika kivancsian
kérdezi a kovetkezdket.

a) A tablan maradt szamoknak Gsszesen hany szamjegye van?

b) A téablan maradt szamok soraban melyik szamjegy taldlhato a 2025-dik helyen? Indokold meg a
helyes vélaszt!

Durugy Erika, Torda
Orban Ilona-Karmen, Berettyoszéplak

3. feladat (10 pont). Jozsi és Karcsi tarsasjatékot jatszanak és a tovabblépéshez maguk valasztottak
feltételeket, egy piros és egy sarga dobdkockaval tortens dobés alapjan. Jozsi akkor léphet, ha a két
kockaval dobott értékek Osszegének és szorzatanak Osszege paros szam. Karcsi pedig akkor 1éphet,
ha ez a szam paratlan. Két dobas eredményét azonosnak tekintjiik, ha az azonos szint kockakon
ugyanaz a szam jelenik meg a két dobas soran. Hanyféle kiilonb6z6 eredménye lehet a dobasoknak,
ha a két kockaval mindig egyszerre dobunk? Ebbdl hany esetben 1éphet Karcsi és hany esetben 1éphet
Jozsi? Indokold meg a valaszt!

Matlap 10/2024, A:5010

4. feladat (10 pont). a) Hatérozd meg a 3'° + 5'% szdm utols6 szamjegyét!

b) Milyen n pozitiv természetes szamokra lesz a 81" utolso két szamjegye ...017

32025 + 52025

c) Hatarozd meg a utolso két szamjegyét!

Szdsz Szildrd, Marosvdsdrhely



Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Megyei fordulo

6. osztaly

1. feladat (10 pont). Kato, Laci, Melinda és Norbi jo baratok, mindegyiknek van kutyaja, kedvenc
csokija és csaladjuk kiilonb6z6 markaja kocsit hasznal. A kutyak neve valamilyen sorrendben: Bodri,
Fiiles, Morzsa, Tiicsok. A hasznalt automéarkak: Ford, Honda, Opel, Skoda és a kedvenc csokifajték:
fekete csoki, tejesoki, mogyords csoki és marcipanos csoki (valamilyen sorrendben). A kovetkezdket
tudjuk roluk:

1) Bodri gazdaja a mogyords csokoladét szereti.
2) Norbi egy Hondéban utazik sizni és fekete csokit eszik.

3
4

Kat6é minden nap sétalni viszi Fiilest.

Tiicsok gazdéaja az Opelt kedveli.

)
)
)
)

5

Melinda mindig tejcsokoladét vasarol.

(
(
(
(
(
(

6) Fiiles a Skoda hatso iilésén utazik.

Hogy hivjak Morzsa gazdajat? Ki szereti a marcipanos csokit? Ki utazik Ford autéban?
(Ird le a gondolatmenetedet 1épésrdl lépésre!) Matlap 10/2024, A:5015

2. feladat (10 pont). Adottak az m = 2°, @2 = 3°, @3 =4° ..., AT:(TAH =(n+1)°
szogek gy, hogy az el6bbi felsorolasban kozvetleniil egymas utan kdvetkezs szogek egymas melletti
szogek legyenek és a felsorolt szogek mértékének Osszege 135°.

a) Tudva, hogy n a fenti kijelentésben szerepls szogek szama, hatarozd meg az n értékét!

b) Ha az OM félegyenes az mg szogfelez&je, szamitsd ki az m/[ mértékét!
*H K

3. feladat (10 pont). Tekintjiik a
p, p+ 3k, P+ 3k+1, P+ 3k+2, P+ 3k+3

szamokat, ahol a k és p valamilyen természetes szamok.
a) Igazold, hogy az el6bb felsorolt 6t szam koziil valamelyik oszthato 5-tel!
b) Lehet-e p péaratlan, ha a felsorolt 6t szim mindegyike primszam?

c) Hatarozd meg a k és p természetes szamokat, amelyekre a felsorolt 6t szim mindegyike primszam!
Tempfli Gabriella, Szatmdrnémeti

4. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg az ab természetes szamot, amelyre

aab

Faluvégi Melania, Zilah

Sitmon Jozsef, Csikszereda
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7. osztaly

1. feladat (10 pont). A hét torpe kartyajatékot jatszik egy kiilonleges 2025 kartyabol allo paklival.
A Kartydkon egy 1 és 2025 kozotti természetes szam szerepel a gyok alatt. Mindegyik kartyan
pontosan egy szam van és egyetlen szam sem szerepel két kartyan. A megkevert paklibol a torpék
egymas utan hiznak egy-egy kartyat, amig a pakli el nem fogy.

Bizonyitsd, hogy amikor az 0sszes kartyat kihtiztak lesz legalabb egy torpe, akinek a kartyain egyetlen
természetes szam négyzete sem szerepel!

Gergely Anna, Székelyudvarhely

2. feladat (10 pont). Az ABCD paralelogrammaban AD = BD, P a DC oldal egy olyan pontja,
hogy BP L DC, tovabba BP N AC = {N}.

a) Bizonyitsd, hogy NC' = ND és AN =2- ND.

b) Bizonyitsd, hogy CAD = 30° akkor és csakis akkor, ha ABC'D rombusz!

* kK
, T +1
3. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg azon x > 0 racionélis szamokat, amelyekre T négy-
zetszéam!
b) Oldd meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan:
x+1+x+2+x+3+ +x+2024_20242 1+1~|_1+ N 1
5 6 7 2028 2023 \2 6 12 2023 - 2024

Matlap 10/A: 5017, 2024

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben O a BC oldal felez6pontja, E és F pedig az AB és
AC oldalaknak olyan belsé pontjai, amelyekre AE = 3- EB és CF =3 - AF. Az E és F pontokon
keresztiil az AO egyenessel hiizott parhuzamosok a BC' oldalt az M, illetve N pontokban metszik.
Bizonyitsd be, hogy:

a) EMNF trapéz és EM + FN = AO;

T 1
p) TBMNE

Tasc 2

Simon Jozsef, Csikszereda
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8. osztaly

1 1 1
5. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha x,y € R* és — —1— + 2001 = 0, akkor az

= (% +253) (¢ 253) —9
"= (8 * s
szam egy természetes szam kobe!

b) Bizonyitsd be, hogy ha az a,b, ¢ szamjegyek esetén (%)2 — ? = 2024, akkor az n = ab — ¢ szam
oszthato 11-gyel!
Matlap 10/A: 5021, 2024

6. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha k természetes szam, akkor fennall a kovetkezs egyenls-

ség:
1 B /wH ( 11 )
k+1vk+2 \Vk+1 VE+1 VE+2)

b) Igazold, hogy teljesiil a kdvetkezs egyenlétlenség:
1 1 1 1 8

+ + fo > —
81v/82 8283  83\/84 2024+/2025 ~ 45

* kK

7. feladat (10 pont). Koppany az ABCDA’'B'C’ D’ kocka minden csicséra felirta az 1 és 0 szamok
valamelyikét. Miutan az egyes oldallapokhoz tartozd csiicsokra irt szamokat Osszeadta, minden
esetben a 4, 3 vagy 2 értékek valamelyikét kapta, mindegyiket legalabb egyszer és az ABC'D oldallap
esetén 4-et kapott Osszegiil.

a) Hanyféleképpen irhatta fel Koppany az 1 és a 0 szamokat a kocka csucsaira? Két felirast kii-
16nbozének tekintiink, ha a két felirdsban valamelyik cstcson kiillonb6z6 szam szerepel. Valaszodat
indokold! Sorold fel az eseteket és készits abrat mindegyikhez!

b) Elemi lépésnek nevezziik azt, hogy egy tetszdleges él két végpontjaban talalhato értékeket a 2025
szam ugyanazon primosztojaval noveljiik. ElGfordulhat-e, hogy bizonyos szami elemi 1épés utan a 8
cstcson azonos értékek jelenjenek meg? Filigghet-e ez attol, hogy kezdetben milyen szamokat irtunk

a csucsokra?
Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Nagy Enikd Ilona, Nagyvdrad

2
8. feladat (10 pont). Adott az ABCDA'B'C'D’ téglatest, melyben AA’ = a és AB = BC' = a\/_'

Jeloljiik O-val az AC' és BD atlok metszéspontjat, valamint G-vel az AO szakasz O-hoz kozelebb esé
harmadol6 pontjat. Legyen F a G pont szimmetrikusa az AB oldal felezGpontjara nézve.

a) Ha G’ pont az A'B’'D’ haromszog sulypontja, akkor igazold, hogy az A, E, B',G’ pontok egy
sikban vannak!
b) Hatarozd meg a B'E és az A'O egyenesek altal alkotott szog mértékét!

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

10
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9. osztaly

1. feladat (10 pont). Ha z,y, z,t szigortian pozitiv valés szamok, akkor igazold az aldbbi egyen-
16tlenségeket:

a) /Ty +JUZ+ Vet + Vit <z +y+z+t,
1 1/1 1 1
b 1<)
r+y+z 9\ y =z

1 1 1 1 1/1 1 1 1
c + + + <-|l=+=+-+-).
) r+y+Vet yt+z+Vitr 2Ht+ Iy tha+ Yz 3(3? y oz t)

Szilagyr Judit, Kolozsvar

|

Matlap 10/2024, L:3802
Jakab Tibor, Sepsiszentgyorgy

1 1
2. feladat (10 pont). Hax € R ész > 1, akkor igazold, hogy [\/[x] : {x + 5] +1+ 5

ahol [a] az a € R egész részét jeloli.

3. feladat (10 pont). Az 1,2,3,...,2025 szamok koziil kivalasztunk 1014 szamot tgy, hogy a
legnagyobb kivalasztott szam paratlan legyen. Igazold, hogy barmilyen valasztas esetén a kivalasztott
szamok kozott van ketts, amelyeknek az Osszege a legnagyobb kivalasztott szammal egyenld!

Spier Tiinde, Arad

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog sikjaban P egy tetszéleges pont. A D, E és F azok
BB 150, CF - LEA, BF — 247 ,

a pontok, amelyekre BD = :BC, CK = EA, BF = —2AF. A P pontnak a D, E és F' pontok

szerinti szimmetrikusét jelolje rendre P, P, és P3. Ha G az ABC haromszog sulypontja és G a

P, P, P; haromszog sulypontja, akkor igazold, hogy G a PG szakasz felezGpontjal

Téth Csongor, Szovdta

11
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10. osztaly

5. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet a,b,c € C* egyiitthatoira
fennal a |b| > 2|c| egyenlStlenség, akkor az egyenletnek létezik legalabb egy olyan gyoke, amelynek a
modulusa kisebb vagy egyenlé mint 1!

b) Hatarozd meg a z € C lehetséges értékeit ugy, hogy teljesiiljon a
max{|z — 1|, |z —¢|,|z — €%} < 1
egyenlStlenség, ha 1, ¢, % harmadrendii egységgyokok!

Matlap 2024/8,L3776

6. feladat (10 pont). Adottak az 1 < a < b valos szamok.
a) Igazold, hogy (a + b)x — ab > x? minden z € [a, b] esetén.
b) Adottak az 1, s, ..., 2, € [a,b] valos szamok, ahol n > 2. Igazold a kévetkezs egyenlGtlenséget:

log, ((a+b)xy —ab)+log,, ((a+b)rs—ab)+...+log, ((a+b)x,—ab)+log, ((a+b)xi—ab)> 2n.

koK

7. feladat (10 pont). Tanulményozd az f: R — R fiiggvény injektivitasat, amely teljesiti a
2f(2)* +5f(z) +2 = f(22* — 10z + 5)

Osszefliggést minden = € R esetén! Rk

8. feladat (10 pont). Bizonyitsd be, hogy 10 kiilénb6z6 racspont koziil mindig kivalaszthato ketts
ugy, hogy az altaluk meghatarozott szakasz harmadolopontjai is racspontok legyenek! (Racspontnak
nevezziik azokat a pontokat, amelyeknek mindkét koordinataja egész szam.)

* Kk

12
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11. osztaly

1. feladat (10 pont). Adott az (a,),, szamsorozat, amelyre

ap=1 é ag+ay+as+---+a, =a,a,41,
barmely n € N esetén.
a) Hatarozd meg az ay, as, ..., a1 értékét!

b) Hatarozd meg a sorozat altalanos tagjat! Bizonyitsd is be a kapott eredményt!
Jakab Tibor, Sepsiszentgyirgy, Matlap 8/L:3780

2. feladat (10 pont). a) Adj példat olyan A € My(R) matrixra, amelyre A? + I, = Os.
b) Igazold, hogy végtelen sok olyan A € My(R) matrix létezik, amelyre A% + I, = Os.

c¢) Igazold, hogy végtelen sok olyan B,C € Msy(R) invertdlhaté méatrixokbol &ll6 paros létezik,
amelyre

B*#£1, C*#1, ¢ B*+C*=0,.
Csapo Hajnalka, Csikszereda

3. feladat (10 pont). Adott az (v,),, pozitiv tagi sorozat, amelyre

z1=3 é 322, x,=6+1, VneN-.
a) Igazold, hogy az (z,),,, sorozat konvergens, majd hatdrozd meg a hatarértékét!
b) Szamitsd ki a

: 3
7}1—{20 (n Sx, — Sn)

hatarértéket!

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
4. feladat (10 pont). Egy n x 5-6s téglalapot 1 x 5-6s téglalapokkal fodiink le. Jeldlje a,, a lefodések
szamat.
a) Szerkeszd meg az Osszes lehetséges lefodést, ha n € {1,2,3,4,5,6,7,8}.

b) Vezess le egy rekurziét az (a,,),,~, sorozatral

c) Hatarozd meg az {ai, as,as, ..., ass} halmazban az 5-tel oszthato szamok szamat!

Csapo Hajnalka, Csikszereda

13
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12. osztaly
1. feladat (10 pont). Adottak az f,¢g: R - R,

f(z) =2 és g(x) = x>

fiiggvények. Bizonyitsd be, hogy a h: [0,4] — R,
h(z) = min{f(z), g(z)}

fiiggvénynek van primitivje, majd hatdrozd meg a h azon primitivjét, amely atmegy a (3,4 — %)
koordinataju ponton!

FHK
2. feladat (10 pont). Adott a
—1+4+14v3
Z[d] = {a + be | a,b € Z} halmaz, ahol ¢ = %f
a) Igazold, hogy Z[e] kommutativ monoid a komplex szdmok szorzéasi miiveletével!
b) Hatarozd meg a Z[e] monoid invertalhato elemeit!
c) Legyen M = {a® — ab+ b*| a,b € Z}. Igazold, hogy ha z,y € M, akkor = -y € M!
Kok

3. feladat (10 pont). Tekintsiik a Gauss-féle egész szamok Z[i] = {a + ib|a,b € Z} halmazat.

a) Igazold, hogy barhogyan is valasztunk ki 6t elemet a halmazbol, van koztiik két olyan z; és zo
21+ 2 e 7[i]

elem, amelyre

b) Igazold, hogy barhogyan is valasztunk ki 13 elemet a halmazboél, van koztitk harom olyan z;, 2o

21+ 29 + 2
és z3 elem, amelyre At € Z[i].

3
K,k
4. feladat (10 pont). Adott az f: R — R,
f(ZL‘) — 6sir12:n
fiiggvény. Legyen F': R — R az f egy olyan primitivje, melyre F'(0) = 0.
a) Igazold, hogy F' bijektiv fiiggvény!
b) Szamitsd ki a
. 1 1 1 1
lim |F(-|+F(=)+F|=)+..+F|— || hatarértéket!
n—00 1 2 3 n
FHF

14
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Orszagos dont6 - 1. fordulo

5. osztaly
1. feladat (10 pont). Adott a kovetkezs szampiramis:

a) Szamitsd ki a 10. sorban szerepls szamok Osszegét!

b) Melyik teljes négyzet kétszerese 1-gyel nagyobb, mint a 100. sorban szerepls szamok Osszege?

Orbdan Ilona-Kdrmen, Berettyoszéplak
Durugy Erika, Torda

2. feladat (10 po_nt)._HatéE)zd ‘meg azt a legkisebb abed alaku természetes szamot, amelyre abed
teljes négyzet és (cb + ad) : (cd — ab) = 9. Simon Jozsef, Csikszereda

3. feladat (10 pont). Az alabbi &sszeadasban a kiillonb6zd betiik kiilonb6z6 szamjegyeket és az
azonos betiik azonos szamjegyeket helyettesitenek. Hatarozd meg az Gsszeg azon legnagyobb értékét,
amely oszthaté a szamjegyei Gsszegével!
LAM+
APA
FEJ
1LEA

Andrdas Szildrd, Csikdelne

4. feladat (10 pont). Harom testvér, Péter, Zsolt és Erzsébet, 6sszesen 2025 lejt kapott a nagyma-
majuktol, hogy hangszereket vaséroljanak. Péter egy gitart, Zsolt egy hegediit, Erzsébet pedig egy
trombitat szeretne. Tudjuk, hogy Erzsébet négyszer annyi pénzt kapott, mint Zsolt. A gitar ara a
trombita aranak felével, illetve a hegedii aranak 2/3-aval egyenls. Péter rajon, hogy a 2025 lej teljes
felhasznéalasaval mindharman meg tudnék venni a kivéalasztott hangszert, ha & a kapott pénze 1/6-4t
odaadné a testvéreinek. Hany lejbe keriilnek az egyes hangszerek, illetve hany lejt kapott Péter, Zsolt
és Erzsébet kiilon-kiilén a nagymamatol?

Szdsz Szildrd, Marosvdsdrhely
Durugy Erika, Torda

15
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6. osztaly

1. feladat (10 pont). Az alabbi 8 x 8-as tablan elhelyeztiink egy 5 egységnégyzetbdl allo keresztet.
Legfeljebb hany ilyen kereszt helyezhets el atfedés nélkiil a 8 x 8-as tablan?

Andrds Szildrd, Csikdelne

2. feladat (10 pont). Hatarozd meg az 6sszes olyan abed alaku természetes szamot, amelyre egy-
idében teljesiilnek a kovetkezs feltételek:

Y @
4 5’
b) ad + ¢ = 2T.

Sitmon Jozsef, Csikszereda

3. feladat (10 pont). Adott az a =3n+2,b=2n+1 és ¢ = n+ 1 szam, ahol n egy természetes
szam.

a) Igazold, hogy az a és b relativ primek!

b) Bizonyitsd be, hogy az [a, b] + [a, c] szam négyzetszam, barmely n természetes szam esetén, ahol
la,b] az a és b szamok legkisebb kozos tobbszorosét jeloli!

Faluvégi Melania, Zilah

4. feladat (10 pont). Adottak az m, @2, /GO\A;;,, ey An/_EA egy pont koriili, egymassal

kongruens 24°-os szogek. Legyenek ugyanazon az abrén az AOB;, BiOBsy, BoOBs, ..., B,,_10A egy
pont koriili, egymassal kongruens 18°-os szogek tgy, hogy az A; és By az OA egyenes ugyanazon
oldalan helyezkedjenek el.

a) Osszesen hanyszor esnek egybe a szdgek szérai az OA félegyenesen kiviil?

b) Az O pont koriil legtobb hany olyan szog van, amelyek bels6 tartomanyai paronként nem metszik
egymast?

c) Hany derékszog van az abran?

Simon Jozsef, Csikszereda

16
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7. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Hasonlitsd 6ssze az m és n szamokat, ha
\/’—\/T+\/_—\/§+ +\/2025—\/2024
V2.1 V32 V2025 - 2024
n— 5202 _ 4. 52024 _ 4 52023 _ 482 _4.5_4

b) Adottak az x,y, z szigorian pozitiv racionalis szamok ugy, hogy
Sy+4z—3x  Sz+4r—3y  Sr+4dy—3z

Tz Ty Tz

(by +4z) - (5bz + 4z) - (bx + 4y)

20252y , akkor +/a racionalis szam!

Igazold, hogy ha a =

Oldh-Ilkei Arpdd, Sepsiszentrgyirgy
Fodor Erika, Beszterce

2. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben AB = ¢, AC' = b, BC = a. A haromszogbe irt kor
BC-t K pontban, AB-t M pontban, mig AC-t N pontban érinti.

a) Hatéarozd meg az AM, BK, C'N szakaszok hosszét az a, b és c fiiggvényében!

b) Igazold, hogy ha az ABC' haromszog keriilete 12 egység, akkor teljesiil a
VCN + CK + VBM + BK +VAM + AN <6

egyenlGtlenség!
Barta-Zdgoni Csongor, Marosvdsdrhely

3. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy két, 7-tel nem oszthatd, természetes szdm négyzetének
Osszege nem oszthatod 7-tel!

b) Tekintsiik az 12,22, 32, ...,2025% szamokat. Legfennebb hany darab természetes szamot vélaszt-
hatunk ki az adott szdmokbol tgy, hogy ne legyen kozottiik harom olyan szam, amelyeknek Gsszege
oszthato 7-tel?

Stmon Jozsef, Csikszereda

4. feladat (10 pont). Egy O kézéppontt kéron adott az E pont. Az E kozéppontu kisebb sugari
kor az el6bbi kort az A és B pontokban metszi. Legyen a kisebb kéron P egy olyan pont, amely
a nagyobbik kor belsejében van. Az E pontbdl az AP, illetve BP szakaszokra hizott merdleges
egyenesek az O kozépponti kort masodszor rendre a C, illetve D pontokban metszik. Legyen EL az
O kozépponta kor atmérdje.

[gazold, hogy:

a) az A, P és D, valamint a B, P és C pontok kollinearisak;
b) az ADLC' egyenl szaru trapéz;
c) EP 1L CD.

Simon Jozsef, Csikszereda
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Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dontd

8. osztaly
1. feladat (10 pont). a) Oldd meg a valés szamok halmazan a
{z+3}+2[x+3]++/22+322+3) =4

egyenletet, ahol {a} és [a] rendre az a valos szam tort-, illetve egészrészét jeloli!

b) Legyen a,b,c > 0 Ggy, hogy abc = 2025. Igazold, hogy

a+b  btec c+a<\/5+\/5—l-\/5
a?+0b2 b2+ 2+a? T 45 '

Madtyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Turdean Katalin, Zilah

2. feladat (10 pont). Adott egy 45 x 45-0s négyzetracs, amelyben a természetes szamok 1-t6l
2025-ig sorrendben kovetik egymaést, a mellékelt abra szerint.

1 2 | 3 [ ] 43 44 | 45
46 | 47 | 48 |- |- |---] 88 [ 89 | 90
1081 | 1082 | 1983 | -+~ | -+~ | --- | 2023 | 2024 | 2025

A négyzetracs 9 négyzetét lefedjiik egy 3 x 3-as négyzetlappal. Szamitsd ki a valoszintiségét, hogy a
lefedett kilenc szam Osszege oszthato legyen 81-gyel!

Nagy Enikd Ilona, Nagyvdrad
Matyas Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Baja Zsolt, Kolozsvar

3. feladat (10 pont). A VABCD szabalyos négyoldala guldaban V' a gula cstucsa, F a VB, F pedig
a V' D él felez6pontja, és VA = AB = a.

a) Hatarozd meg az AEF és V BD sikok altal alkotott szog szinuszat!

b) Szamitsd ki az AE és C'F egyenesek altal alkotott szog szinuszat!

Simon Jozsef, Csikszereda

4. feladat (10 pont). Az ABCD négyzet AB, BC és C'D oldalainak belsejében felvessziik az M, N,
illetve P pontokat ugy, hogy AM = BN = CP. A Q, R, S és T pontokra igaz, hogy MCNAN = {Q},
DM N AP = {R}, MNNAD = {S} és NRN DQ = {T?}.

a) Igazold, hogy R a DAN héaromszog magassagpontja!
b) Bizonyitsd be, hogy ST || AR !

Turdean Katalin, Zilah
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Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dontd

9. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az (z,y) természetes szamparokat, amelyek teljesitik
az
52% +y? — 2xy + 62 — 2y = 8

Osszefiiggést! Spier Tiinde, Arad
Szilagyr Judit, Kolozsvar
Téth Csongor, Szovdta

2. feladat (10 pont). Az a, b, ¢ szigortian pozitiv valés szamokra a + b + ¢ = 2025. Igazold, hogy

a-+b n b+c a+c S
V2025¢ +ab  +/2025a + be  /2025b + ac

Oldh Ilkei Arpdd, Sepsiszentqyérgy

3. feladat (10 pont). Ha A = [v/1] + [v/3] + [V/5] + ... + [V/2025], igazold, hogy A% — 1 oszthato

506-tal, ahol [a] az a szam egészrészét jeloli! Szilagyi Judit, Kolozsvdr

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog AA;, BBy és CCy magassagai a haromszog koré irt O
kozépponti kort rendre az A,, By és Cy pontokban metszik.

a) Igazold hogy az ABA,C négyszog G, sulypontja az OA; szakasz felezGpontjal

b) Ha H az ABC héaromszog ortocentruma, G; és Gy az A;B1C4, illetve az Ay ByCy haromszog
silypontja, igazold, hogy G a HGy szakasz felezGpontjal

Toth Csongor, Szovdta
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Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dontd

10. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az n € N* és z € C szamokat, amelyek esetén
(2)" =(i-2+2)",

ahol i2 = —1. Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti

2. feladat (10 pont). Oldd meg a valos szamok halmazan a

Vi+2y+1+yr—y= 2
20+ y+y—r= 5

egyenletrendszert! Papp Ilonka, Brasso

3. feladat (10 pont). Ha x,y,z € (0,1) vagy z,y,z € (1,+00) igazold, hogy

3
log, x 1 3 1 3 1 /
( gy ) + ( ng y) + ( Ogl' Z) Z 5 ( logm Y + logy z+ 1ng .I) .

log, z +1log,z  log,y+log,z log,y+log, 2

Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

4. feladat (10 pont). Adott egy egységnyi sugara korbe irt ABC' egyenls szart haromszog, ahol
AB = AC. A BC egyenesen legyen P egy pont ugy, hogy a C pont a BP szakasz belsejében van. A
P ponton at az AC' és AB oldalakhoz hizott parhuzamosok az AB és AC' egyeneseket rendre az E
és F pontokban metszik. Ha az A pont atmérdsen ellentett pontja az M pont, igazold, hogy a PM
egyenes merGleges az EF' egyenesre! Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
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11. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Az A € M, (N) (ahol n > 2) matrixban minden i,j € {1,2,...,n} esetén
a;; =1, ha i | j, kilénben a;; = 0. Szamitsd ki a det A értékét!

b) Az A € M, (N) (ahol n > 2) matrixban minden i, j € {1,2,...,n} esetén a;; = 1, ha i és j relativ
prim, kiilonben a;; = 0. Szamitsd ki a det A értékeét!

Gabor Farkas Ferencz, Nagyenyed

2. feladat (10 pont). Legyen b > 2 egy természetes szam. Tekintsiink egy, a b szamrendszerben
felirt, (z,,)n>0 sorozatot, ahol g € N és z,,41 az z,, szamjegyeinek az Osszege. Bizonyitsd be, hogy
az (T,)n>0 sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét! Totos Gyorgy, Zilah

3. feladat (10 pont). Adott az (a,)n>0 és (bn)n>o0 valos szamsorozat, valamint az o € (0, 1) valos
szam 1ugy, hogy
OganJrl Sa'an—i_bn;

minden n > 0 esetén, és lim b, = 0. Igazold, hogy az (a,),>o sorozat konvergens és hatéarértéke
n—oo -

nulla! Totos Gyorgy, Zilah
4. feladat (10 pont). Az A = (a;j)ij=123 € M3(Z) métrix teljesiti a 24% — TA? + 4A + 413 = O3
Osszefiiggést. Igazold, hogy a

A22 A23
32 Aas3

ailz as
az1p ass

11 Q12
Q21 A22

Osszeg oszthatd harommal! ok
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12. osztaly
1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az

fla,y) = V(@ —ev) + (y — ev)?

kifejezés minimumét, ha x,y € R. David Géza, Székelyudvarhely

2. feladat (10 pont). A (G,-) véges csoport esetén létezik olyan f: G — G morfizmus, melyre
f(z?) = z, barmely z € G.

a) Igazold, hogy a (G, -) kommutativ csoport!
b) Igazold, hogy ha a G csoport ciklikus, akkor nem lehet paros sok eleme!

c) Hatérozd meg az 6sszes ilyen f fiiggvényt, ha a G-nek paratlan sok eleme van!
Baja Zsolt, Kolozsvar

3. feladat (10 pont). Szamitsd ki az
/(1 +u?) In(1 4+ V2 + u?) du

hatarozatlan integralt! Szildgyi Zsolt, Kolozsvar

4. feladat (10 pont). Legyen (G,-) egy 2025 elemd csoport, H egy olyan valodi részcsoportja,
amelynek legalabb 675 eleme van, és X egy olyan nem iires részhalmaza a G-nek, amelyre X -H = X.
(Ha A,B C G, akkor A-B={a-b|a€ Abe B}.)

a) Hany eleme lehet a H-nak?
b) Hény eleme lehet az X-nek?

¢) Az X elemszamanak minden lehetséges értéke esetén adj példat olyan G-re, H-ra és X-re, ame-
lyekre a fenti feltételek teljestilnek!

Andrds Szildrd, Csikdelne

Lukdcs Andor, Kolozsvdr
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Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dont6 - I1. nap

Orszagos dont6 - II. fordul6

9. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat a p, ¢, r primszdmokat, amelyekre

p-q+6=r-(r—1).
Toth Csongor, Szovdta

Spier Tinde, Arad

2. feladat (10 pont). Az A-ban derékszogli ABC haromszog AD magassaga (D € BC) a B és C
szogek szogfelezGit az M, illetve N pontban metszi. Igazold, hogy

ND 2+ MD\* _
AN AM ) T
Toth Csongor, Szovdta

3. feladat (10 pont). Az ABC hegyesszogii haromszogben AD magassag, D € BC. Az AD, AB,
BC' és C'A szakaszok centiméterben kifejezett hosszai egymas utani természetes szamok, ebben a
sorrendben.

a) Szamitsd ki a ABC haromszog oldalainak hosszat!
b) Igazold, hogy a haromszogbe irt kor sugaranak centiméterben kifejezett hossza természetes szam!

David Géza, Székelyudvarhely
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

4. feladat (10 pont). Egy 1000 oldali konvex sokszog belsejében felvesziink n pontot. Jeloljiik
H-val a sokszog cstcsaibol és a felvett pontokbol allo halmazt. A sokszdget osszuk fel paronként
diszjunkt belseji res haromszogekre gy, hogy a haromszogek csticsai a H-bol legyenek. Egy hé-
romszoget tures haromszognek neveziink ha sem a belsejében, sem az oldalainak belsejében nem
tartalmaz H-beli pontot. Az aldbbi abréakon két ilyen felbontast szemléltetiink egy 6tszog és a bel-
sejében felvett harom pont esetén.

a) Létezik-e olyan n érték, amelyre a felbontas 2025 iires haromszoghdl all?

b) Milyen k értékekre létezik olyan n > 0, amelyre a felbontés k darab iires haromszogbdl all?

A5 A5

Szilgyi Judit, Kolozsvdr
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Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dont6 - I1. nap

5. feladat (10 pont). Tekintsik a H = {6,7,8,...,21} szamhalmazt. Igazold, hogy H-bol bar-
hogy vélasztunk ki 7 szamot, a kivalasztottak kozott 1étezik 3 olyan, amellyel hegyesszogii hdromszog
szerkeszthetd! Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

6. feladat (10 pont). Egy természetes szamot teljes hatvanynak neveziink, ha felirhaté a® alakban,
ahol a,b € N és b > 2. Hatarozd meg azt a legnagyobb természetes szdmot, amelyet nem lehet felirni
paronként kiilonboz6 teljes hatvanyok 6sszegeként! Andrds Szildard, Csikdelne
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Feladatsorok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dont6 - I1. nap

10. osztaly

1. feladat (10 pont). Oldd meg az z3 + 8y* + 2723 — 18zyz = 29 egyenletet a nullatol kiilonbozs
természetes szamok halmazan! (**%)

2. feladat (10 pont). Az ABC egyenls oldala haromszogben D a C-bél kiindulé magassag talp-
pontja, az E pont a C'D szakasz egy pontja tgy, hogy AEB derékszog. Legyen F' a C' pontnak az F

pont szerinti szimmetrikusa. Az ACD szogfelezGje az AB oldalt a T pontban, a BF egyenest az M
pontban metszi. Igazold, hogy MT DF' hirnégyszog! Radkoczi Erik, Kolozsvdr

3. feladat (10 pont). Adott egy 2025 x 2025-6s négyzetracs, melyben minden sorban és minden
oszlopban egyetlen mez6 van feketére szinezve, minden mas mez6 fehér szint. Egy 1épésben kiva-
lasztunk egy sort vagy egy oszlopot és az ebben talalhatd mezdk szinét megvéltoztatjuk. Elérhets-e,
hogy valahény lépés utan két sor vagy két oszlop szinezése azonos legyen?

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy

4. feladat (10 pont). Jeldljiik I-vel az ABC haromszogbe irt kor kézéppontjat.

Al _ Tapr + Tacr
AD Tagc '

a) Igazold, hogy ha az Al egyenes a BC oldalt a D pontban metszi, akkor

b) Igazold, hogy
Al BI Ccl
+ + <2,
p(p—a) p(p—0) p(p—rc)

ahol a, b, ¢ a haromszog oldalai és p a haromszog félkeriilete!

Palhegyi-Farkas Laszlo, Nagyvdrad

5. feladat (10 pont). a) Bizonyitsd be, hogy minden k& > 2 természetes szam esetén létezik olyan
2k szamjegyt teljes négyzet, amely az els6 k és az utolsod k szamjegyébdl alkotott két szam 6sszegének
a négyzete!

b) Igazold, hogy az elébbi feltételt teljesitd szamok kozt végtelen sok k esetén talalunk olyat is,
amely oszthaté a szamjegyei 6sszegével! Példaul k = 2 esetén egy ilyen szam a 2025.
Andrds Szildrd, Csikdelne

6. feladat (10 pont). a) Az f: R — R egy tetsz6leges masodfoku fiiggvény. Ha az f(x), f(x +
1), f(z 4 2) behelyettesitési értékek egészek valamilyen egész x értékre, akkor igazold, hogy f(z +n)
szintén egész, barmilyen n egész szam esetén!

b) Jeloljiik M-mel az origd kozéppontti, 7 egység sugara korlap belsejében levs racspontok halmazat
(az A(z,y) pontot racspontnak nevezziik, ha x,y € Z). Az M halmaz elemei koziil legtobb hany
lehet egy méasodfoku fliggvény grafikus képén?

Andrds Szildrd, Csikdelne
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11-12. osztaly
1. feladat (10 pont). Oldd meg az
(zy + 6)* = 2 + ¢

egyenletet az egész szamok halmazan! Bencze Mihdly, Brasso

2. feladat (10 pont). Adott egy n oldalu konvex sokszog (n > 4), amelyet valamilyen modon
felbontunk haromszoégekre bels§ pontban egymast nem metsz6 atlok segitségével. Az adott felbontas
esetén nevezziik nullas csticsnak a sokszog azon cstcsait, amelyekbdl nem indul ki 4t16, illetve nevez-
ziik bels§ haromszognek azokat, amelyek minden oldala atlo. Ha N a nullas csticsok szama, illetve
B a bels6 haromszogek széma, akkor igazold, hogy

N =DB+2.
Szildgyt Zsolt, Kolozsvar

3. feladat (10 pont). Egy 30 cm? teriiletti ABC haromszég mindharom szdgének tangense egész
szam. Mekkora a haromszog koré irhato kor sugara? Kaiser Ddniel, Kolozsvdr

4. feladat (10 pont). Egy 2n x 2n-es, 4n? egységnégyzetbdl allo négyzet alaki tabla egyik egység-
négyzetét kivettiik.

a) Bizonyitsd be, hogy ha n € {1,2,4}, akkor a megmaradt rész hézag és atfedés nélkiil lefedhetd
az alabbi dbran lathato, 3 egységnégyzetbdl allo alakzat segitségével, ha ebbdl elégséges szamu all a
rendelkezésiinkre, és ezeket barmilyen pozicioban elhelyezhetjiik a tablan!

b) Hatarozd meg az Gsszes olyan n € N* szamot, amely esetén a megmaradt rész hézag és atfedés
nélkiil lefedhets az elébbi alakzatok segitségével!

Andrdas Szildrd, Csikdelne

5. feladat (10 pont). Legyen ABC egy egyenld szart haromszog, amelyben a BAC = 100°. Az
ABC' szog szogfelezbje az AC oldalt E pontban, az EBC' szog szogfelezGje az AC oldalt pedig D
pontban metszi. Megszerkesztjiik az ABFE haromszog AF magassigat és az ABD haromszog AG
magassagat. Legyen H az AF és BC egyenesek metszéspontja.

a) Igazold, hogy FG || HE.
b) Bizonyitsd be, hogy a HD || AB.

Mészar Julianna, Nagyszalonta
Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
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6. feladat (10 pont). Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan nem nulldban végz6ds N teljes
négyzet létezik, amely oszthato a szamjegyei négyzetosszegével, és amelyre N-et elosztva a szamjegyei
négyzetosszegével a hanyados is négyzetszam!

Andrdas Szildrd, Csikdelne
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Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Megyei fordul6 - 5. osztaly

MEGOLDASOK

Megyei fordul6

5. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy az a = 2025 - (2025 + 2024 - 2025) : (2025 - 2026 — 2025)
négyzetszam!

b) Legyen n a legnagyobb, nullatol kiillonb6z6 szamjegyekbdl allo természetes szam, amelyben a
szamjegyek Osszege 2025. Hatarozd meg az n szam 37-tel valo osztési maradékat és hanyadosat!

Durugy Erika, Torda
Matyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a)

a = 2025 - [2025 - (1 4 2024)] : [2025 - (2026 — 1)] (2 pont)

= 2025 - 20257 : 20257 (1 pont)

= 2025 = 45%. (1 pont)

b) A legnagyobb természetes szam, melynek szamjegyei nullatol kiilonboznek és Gsszegiik 2025, az
n = 11...111 természetes szam. (1 pont)

2025-sz6r
Az n szam felirhat6, mint

n=111-10*% + 111 - 10" + 111 - 10*'° 4+ .. + 111 - 10° + 111. (1 pont)
675\rtag

Eszrevessziik, hogy 111 = 37 - 3, igy a keresett szam a kovetkezd alakokba irhato:

n=111-10""" + 111-10*" 4+ ... + 111- 10> + 111
675‘,1:ag
=37-3-(10*2 +10*" + .. +10° + 1) (1 pont)

(. J

~
675 tag

=37-3-1001001...1001
—————

2023 szamjegy

= 37-3003003...3003 . (1 pont)
—_—

2023 szamjegy

Tehat a maradékos osztas tétele alapjan beldthatod, hogy az n szamnak 37-tel val6 osztasakor a hé-
nyados 3003003...3003 lesz, a maradék pedig 0. (1 pont)
—_—

2023 szamjegy
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2. feladat (10 pont). Aziskolaban Marika felirja a tablara novekvd sorrendben az dsszes természetes
szamot, az 1-es szamtol kezdve, egészen a 2025-6s szammal bezarolag. A sziinetben megérkezik Pisti,
és vicebdl letorli a tablarol a 89-t6l 113-ig terjedd szémokat, beleértve a 89-et és a 113-at is. Miutan
Marika raszol, hogy hagyja abba, a tobbi szam érintetleniil a tdblan marad. Ekkor Marika kivancsian
kérdezi a kovetkezdket.

a) A tablan maradt szamoknak Gsszesen hany szamjegye van?

b) A téablan maradt szamok soraban melyik szamjegy taldlhato a 2025-dik helyen? Indokold meg a
helyes vélaszt!

Durugy Erika, Torda
Orban Ilona-Karmen, Berettyoszéplak

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Megfigyelhetjiik a kovetkezdket:

e 1-t6l 9-ig 9 darab egyjegyt szam van, ez Osszesen 9 szamjegy. (1 pont)

e 10-t6l 99-ig 90 darab kétjegyd szam van, ez Osszesen 180 szdmjegy, de ebbdl hidnyzik 11 darab
kétjegyi szam, amit Pisti letorolt, vagyis 22 szamjegy, tehat 180 — 22 = 158 szamjegy marad.
(1 pont)

e 100-t6l 999-ig 900 darab haromjegyd szdm van, amibdl hianyzik 14 darab, amit Pisti letorolt,
tehat marad Gsszesen 2700 — 42 = 2658 szamjegy. (1 pont)

e 1000-tol 2025-ig 2025—999 = 1026 darab négyjegyi szam van, amelyeknek 6sszen 1026-4 = 4104
darab szamjegye van.

Tehat a tablan maradt szamoknak Gsszesen 9 + 158 4 2658 + 4104 = 6929 szamjegye van. (1 pont)

b) Mivel 9 + 158 < 2025 és 9 4 158 + 2658 = 2825 > 2025, ezért a haromjegyi szamok valamelyi-
kének a szamjegye lesz a keresett 2025. szamjegy. Tehat a hédromjegyd szamok szamjegyei koziil a
2025 — 167 = 1858. szamjegyet keressiik. (2 pont)

Az 1858-at harommal osztva a hanyados 619, a maradék pedig 1. Ez azt jelenti, hogy a tablan
maradt szamok koziil 619 darab haromjegyd szadm utan kévetkezs els§ szamjegyet keressiik. (1
pont)

Mivel 114-gyel kezd6dGen a 732-ig bezardlag osszesen 619 darab haromjegyi szam van, igy az utanuk
kovetkezs els6 szamjegy a 733 els6 szdmjegye, vagyis a 7-es. Tehat a tablan marad szdmok soraban

a 2025. szamjegy a 7-es. (2 pont)
1,2,...,9 10, 11, ..., 87, 88, 114, 115, ..., 732, 33, ..., 2025.
9 db. sz‘rémjegy 158 db.;émjegy 1857 db.‘gzémjegy
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3. feladat (10 pont). Jozsi és Karcsi tarsasjatékot jatszanak és a tovabblépéshez maguk valasztottak
feltételeket, egy piros és egy sarga dobokockaval tortend dobas alapjan. Jozsi akkor 1éphet, ha a két
kockaval dobott értékek Osszegének és szorzatanak Osszege paros szam. Karcsi pedig akkor 1éphet,
ha ez a szdm paratlan. Két dobas eredményét azonosnak tekintjiik, ha az azonos szint kockakon
ugyanaz a szam jelenik meg a két dobés soran. Hanyféle kiillonb6z6 eredménye lehet a dobasoknak,
ha a két kockaval mindig egyszerre dobunk? Ebbdl hany esetben 1éphet Karcsi és hany esetben 1éphet
Jozsi? Indokold meg a valaszt!

Matlap 10/2024, A:5010

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A két kiilonboz6 szint kockéval Gsszesen 6 - 6 = 36 eredménye lehet a dobasoknak. (6 pont)

Ismeretes, hogy két szdm Gsszege akkor péaros, ha mindkét szdm ugyanolyan paritési.

Két szam szorzata csak akkor paratlan, ha mindkét szam paratlan.

Jeloljiik a két dobokockan levs értékek Osszegét o-vel, szorzatukat pedig sz-szel. Az 6 + sz Osszeget
jeloljiik e-vel.

e Ha mindkét dobokockén levs érték paratlan, akkor

0 — paros és sz — paratlan, igy e — paratlan.

(2 pont)
e Ha a 2 dobdkockan levé értékek koziil egyik paros, a mésik paratlan, akkor
0 — paratlan és sz — paros, igy e — paratlan.
(2 pont)
e Ha mindkét dobokockan levs érték paros, akkor
0 — paros és sz — paros, igy e — paros.
(2 pont)

Tehat az eredmény csak akkor paros, ha mindkét dobokockaval paros szamot dobunk. Azoknak a
dobéasoknak a szama, ahol mindkét érték paros, egyenls 9-cel. Ezek:

2—2:4—4,6—-6;2—4;,4—2;2—-6;6—2;4—6;6 — 4.

(4 pont)
Az eredmény 27 esetben paratlan, tehat Karcsi 27 esetben 1éphet, illetve 9 esetben péros, ekkor Jozsi
léphet. (2 pont)

Megjegyzés. Ha a versenyz6 tanuld tablazat segitségével leirja az Gsszes lehetséges dobast és ered-
ményt, akkor is megszerzi a maximalis pontszamot.
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[ |
4. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg a 3'° + 5'° szam utols6 szamjegyét!

b) Milyen n pozitiv természetes szamokra lesz a 81" utolso két szamjegye ...017

c¢) Hatarozd meg a 3%0% + 52025 utols6 két szamjegyeét!

Szdsz Szildrd, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Ha megnézziik az 5 hatvanyainak utols6 szamjegyét, azt latjuk, hogy

u(d) =5 wu(*) =5 ub’)=5 ..., u%) =5 (1 pont)
Ahhoz, hogy az ismétl6ds mintéat felismerjiik, megnézziik a 3 hatvanyainak az utolsd szamjegyét:
w3 =3, u(3*) =9, u@)=ul7) =7, uB)=uBl)=1, u(3°)=u(243)=3,....

Ezek alapjan azt latjuk, hogy a hatvanyok utolsé szémjegyei rendre 3,9,7,1 és ezek ismétlGdnek
ebben a sorrendben. (2 pont)
Tehat, hogy megtudjuk, mi a 3!° utolsé6 szidmjegye, elég csak a 10-et 4-gyel osztani és az osztés
maradékat figyelembe venni:

10 : 4 = 2, ahol a maradék 2.

Mivel a maradék 2, ezért az u(3'%) = u(3%) = 9.
Végezetiil kapjuk, hogy 30 + 50 =94 ... 5 = ... 4, tehat u(3'° +519) = 4. (2 pont)

b) A 81 hatvanyainak az utols6 szamjegyét a kiovetkezéképpen szdmolhatjuk ki. A 81! = 81 utolso
két szamjegye 81. A 812 = 81 - 81 = 6561 utols6 két szamjegye 61. A 813 = 812 - 81 utols6 két
szamjegyének kiszamolasahoz vessziik a 812 utols6 két szamjegyét (a 61-et), amelyet megszorzunk
81-gyel (61 -81 = 4941), majd vessziik a kapott eredmény utolso két szamjegyét, a 41-et. Hasonloan
a fentihez a 811 = 813 - 81 utolsé két szamjegye megegyezik a 41 és 81 szorzatanak (41 - 81 = 3321)
utols6 két szamjegyével, vagyis 21-gyel. A 81° = 81% - 81 utols6 két szamjegye megegyezik a 21 és 81
szorzatdnak (21 -81 = 1701) utolsé két szamjegyével, a 01-gyel. Osszefoglalva

81' =81 =...8I,

812 =81'.81=...81-81 =...61,

81> =81%.81=...61-81 =...41,

811 =81%.81="_..41-81=...21,

81° =81*-81=...21-81 =...01. (1 pont)

Ezutan az utolsod két szamjegy ismétlédik:

815 =81°.81=...01-81 =...81,

817 =81°.81=...81-81=...61,

818 =81"-81=...61-81 =...41,

819 =81%.-81=...41-81=...21

810 =81Y.81=...21-81=...01.
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Tehat a 81 azon pozitiv hatvanyainak lesz az utolsé két szamjegye 01, amelyek 5-nek t6bbszorosei:
81" = ...01, csak ha n oszthato 5-tel. (4 pont)

c) Mivel 81° = (3%)5 = 3% 65 2025 = 2020 + 5 = 101 - 20 + 5, ezért

32020 — 320101 — (320)101 — (T707)!0" = 0T, (1 pont)

[gy 320% = 32020. 35 = 01243 = ..43. (2 pont)
Végezetiil kapjuk, hogy 3%0% + 5202 = 43 4 .25 = ...68. (2 pont)
|
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6. osztaly

1. feladat (10 pont). Kato, Laci, Melinda és Norbi jo baratok, mindegyiknek van kutyaja, kedvenc
csokija és csaladjuk kiilonb6z6 markaja kocsit hasznal. A kutyak neve valamilyen sorrendben: Bodri,
Fiiles, Morzsa, Tiicsok. A hasznalt automéarkak: Ford, Honda, Opel, Skoda és a kedvenc csokifajték:
fekete csoki, tejesoki, mogyords csoki és marcipanos csoki (valamilyen sorrendben). A kovetkezdket
tudjuk roluk:

1) Bodri gazdaja a mogyoros csokoladét szereti.

2) Norbi egy Hondaban utazik sizni és fekete csokit eszik.

4) Tiicsok gazdaja az Opelt kedveli.

5

(1)

(2)

(3) Kato minden nap sétéalni viszi Fiilest.
(4)

(5) Melinda mindig tejcsokoladét vasarol.
(6)

6) Fiiles a Skoda hatso iilésén utazik.

Hogy hivjak Morzsa gazdajat? Ki szereti a marcipanos csokit? Ki utazik Ford autéban?
(Ird le a gondolatmenetedet 1épésrdl lépésre!) Matlap 10/2024, A:5015

Megoldds. Hivatalbol ( )
A (2) kijelentésbdl megtudjuk, hogy Norbinak Hondéja van és fekete csokit eszik. ( )
A (3) kijelentés alapjan Kato kutyaja Fiiles. (1 pont)
A (6) allitas szerint a Skoda a Katoé. ( )
Az (5) kijelentésbdl megtudjuk, hogy Melinda tejcsokit eszik. ( )

Ezeket az adatokat egyértelmiien beirhatjuk az alabbi tablazatba:
’ H Kato \ Laci \ Melinda \ Norbi ‘

Auté | Skoda Honda
Kutya || Fiiles
Csoki tejesoki | fekete csoki
Az (1) allitas alapjan Bodri csak a Laci kutyaja lehet (mert a Katoé Fiiles és Melinda meg Norbi
nem a mogyoros csokoladét szereti), illetve Laci a mogyords csokoladét szereti. (2 pont)
| | Kato | Laci | Melinda | Norbi |
Auto || Skoda Honda
Kutya || Fiiles | Bodri
Csoki mogyoros csoki | tejesoki | fekete csoki
Innen kizarasos alapon, Kato szereti a marcipanos csokit. (1 pont)
A (4) allitas szerint csak Melinda lehet a Tiicsok gazdaja és Melinda Opelt vezet. (1 pont)
| | Kato | Laci | Melinda | Norbi |
Auté || Skoda Opel Honda
Kutya || Fiiles Bodri Tiicsok
Csoki || marcipanos csoki | mogyorods csoki | tejesoki | fekete csoki
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Ezek utan mar egyértelmi, hogy Laci autoja Ford és Morzsa gazdéaja Norbi. (1 pont)

Megjegyzés. Amennyiben a didk csak az alabbi tablazatot tolti ki, magyardzat nélkil, akkor a
feladatra 5 pont jar.

’ H Kato ‘ Laci ‘ Melinda ‘ Norbi ‘
Aut6é || Skoda Ford Opel Honda
Kutya || Fiiles Bodri Tiicsok | Morzsa
Csoki || marcipanos csoki | mogyorods csoki | tejcsoki | fekete csoki

2. feladat (10 pont). Adottak az AOA, = 2°, 4,04, = 3°, A,04; = 4°, ..., Ar_1OA, = (n+1)°
szogek gy, hogy az el6bbi felsoroldsban kozvetleniil egymas utan kovetkezs szogek egymas melletti
szogek legyenek és a felsorolt szogek mértékének Gsszege 135°.

a) Tudva, hogy n a fenti kijelentésben szerepld szogek szadma, hatéarozd meg az n értékét!

b) Ha az OM félegyenes az mg szogfelezGje, szamitsd ki az m mértékét!

g
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A megadott adatok alapjan m + @2 + @3 + .+ A,:BAH = 135°. (1 pont)
A szdgek Osszege
2 1)°- 3)° -
2°+3°+4°+~~~+(n+1)°=( +n;r ) nz(n+2) = (2 pont)
Igy kapjuk, hogy
(n+3)°-n _ 1350
2
(n+3)°-n =270°. (1 pont)
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Tudva hogy
n €N és 270 = 18 - 15 kovetkezik, hogy n = 15.
(1 pont)
b) Mivel
/K()\Agzmﬁ@ﬁ@ﬁ@ﬁ@g (1 pont)
A0Ag = 6° +7° + 8%+ 9° + 10°
mg = 40°. (1 pont)
Tudjuk, hogy OM szogtelelzGje az mg szognek, igy
4,04
O = 3107, — 2194 _ o0 (1 pont)
Azaz
A;0M = 4,04, + A,0M
A;OM = 5° + 20° = 25°. (1 pont)
[

3. feladat (10 pont). Tekintjiik a

b, p+3F p 3 pgEtz g ghe
szamokat, ahol a k és p valamilyen természetes szamok.
a) Igazold, hogy az el6bb felsorolt 6t szam koziil valamelyik oszthato 5-tel!
b) Lehet-e p paratlan, ha a felsorolt 6t szaim mindegyike primszam?

c) Hatérozd meg a k és p természetes szamokat, amelyekre a felsorolt 6t szam mindegyike primszam!
Tempfli Gabriella, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A 3 szadm négy egymast kovetd hatvanyanak az utolso szamjegyei valamilyen sorrendben 1,3,9,7.
Igy ha p utolso szamjegye 9,7, 1,3 akkor a p + 3%, p+ 351, p+ 352 p 4+ 353 valamelyikének utolso
szamjegye 0, mig ha p utols6 szamjegye 4,2, 6,8 akkor a p + 3%, p + 31, p+ 382 p 4+ 353 valame-
lyikének utols6 szamjegye 5, tehat ezekben az esetekben az allitas teljesiil. Ugyanakkor ha p utolso
szamjegye 0 vagy 5, akkor p oszthatd 5-tel, tehat barmi is a p utolsé szamjegye a p, p + 3%, p + 3F+1,
p + 32 p + 353 valamelyikének utolsé szémjegye 0 vagy 5 és igy oszthatd 5-tel. (8 pont)
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b) Barmely k € N esetén a 3% 3F1 382 3F3 gzamok paratlan szamok, ezért p paros szam kell

legyen, mert ellenkez& esetben az 6sszegiik paros lenne és nem lehetne prim. (4 pont)
¢) Mivel p paros és p primszam, igy p = 2. (2 pont)
Ha k > 2, akkor a 2+ 3%, 2+ 3F1 24 382 24 3543 gz4mok 5-nél nagyobb szamok és valamelyiknek
az utolsd szamjegye 5, tehat az nem lehet prim, mert oszthato 5-tel. (2 pont)
Ha k = 0, akkor a szamok 2, 3,5, 11, 29 és mind primszédmok. Ha k = 1, akkor a szamok 2,5, 11,29, 83
és ezek is mind primszamok. (2 pont)
Tehat csak ap =2 és k =0, illetve p = 2 és k = 1 esetben lehet mind az 6t felsorolt szam primszam.

[ |

4. feladat (10 pont). a) Hatérozd meg az ab természetes szamot, amelyre

Faluvégi Melania, Zilah

Simon Jozsef, Csikszereda
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az aranypérok alaptulajdonsiga alapjan aab = 15 - (@a — 7), tehat az aab szam oszthaté 15-tel.

(2 pont)
Ez pontosan akkor teljesiil, ha oszthat6 3-mal is és 5-tel is, tehat b € {0,5} és 2a + 5 oszthat6 3-mal.

(2 pont)
b = 0 esetén a 330,660 és 990 szdmokat kell megvizsgalni, de egyikre sem teljesiil a megadott egyen-
16ség. (2 pont)
b = b5 esetén a 225,555 és 885 szamokat kell megvizsgalni. Ezek koziil csak a 225-re teljesiil a
225 = 15 - (22 — 7) Osszefiiggés, tehat az ab csak a 25 lehet. (2 pont)

b) A feltevéshél kovetkezik, hogy abed = (ed + 2) - 75 és abed = (ab + 5) - 81, tehat az abed szam
oszthato 81-gyel és 75-tel. (2 pont)
Ez pontosan akkor teljesiil, ha oszthato 81 - 25 = 2025-tel, tehat ki kell probalni az

abed € {2025,4050, 6075, 8100}

eseteket. (4 pont)
Ha abcd = 2025, akkor ab = 20, cd = 25 és teljesiilnek a megadott egyenléségek (2025 = 27 - 75 =
25 - 81). (2 pont)
Ha abed € {4050,6075,8100}, akkor nem teljesiilnek a megadott egyenldségek, mert 4050 # 52 - 75,
6075 #£ 77 - 75 és 8100 # 2 - 75. (2 pont)

|
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Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

vagy 10 -aa + b = 15 - aa — 105. (2 pont)
Rendezve az sszefiiggést kapjuk, hogy b =5 - aa — 105, azaz b:5. (2 pont)
Mivel b szamjegy és a aa # 21, a b csak 5 lehet. (2 pont)
Innen 1 = 11a — 21 kovetkezik, hogy a = 2. Tehét a keresett szam a 25. (2 pont)

b) A feltevésbol kivetkezik, hogy abed = (cd + 2) - 75 ¢és abed = (ab + 5) - 81. ( )
Tehat (cd +2) - 75 = (ab+5) - 81, ahonnan (cd 4 2) - 25 = (ab+ 5) - 27. ( )
Mivel (cd + 2):27, tehat (cd + 2) € {27, 54,81}, ahonan kapjuk, hogy cd € {25,52,79}. (2 pont)
Mivel az abcd oszthato 75 -tel kovetkezik, hogy d = 5 felel meg. ( )
Tehét cd = 25 és ab = 20, vagyis abed = 2025. ( )
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7. osztaly

1. feladat (10 pont). A hét torpe kartyajatékot jatszik egy kiilonleges 2025 kartyabol allo paklival.
A Kartydkon egy 1 és 2025 kozotti természetes szam szerepel a gyok alatt. Mindegyik kartyan
pontosan egy szam van és egyetlen szam sem szerepel két kartyan. A megkevert paklibol a torpék
egymas utan hiznak egy-egy kartyat, amig a pakli el nem fogy.

Bizonyitsd, hogy amikor az 0sszes kartyat kihtiztak lesz legalabb egy torpe, akinek a kartyain egyetlen
természetes szam négyzete sem szerepel!

Gergely Anna, Székelyudvarhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A kartyakon tehét szerepelnek a v/1,v/2, V3, V/4, ..., /2025 szamok, valamilyen sorrendben. Ahhoz,
hogy egy kartyan természetes szam szerepeljen, a kartyan lévé érték /&2 alaka kell legyen, ahol
ke N. (2 pont)

Eszrevehetjiik, hogy 2025 = 452. (1 pont)
Igy a kartyakon szerepld természetes szamok az

1=v1, 2=+v4, 3=+09, ..., 45=+/2025. (2 pont)
Viszont ezek kozott csak az 1 = 12, 4 =22 9= 3% ... 36 = 62 szamok négyzetszamok. (2 pont)

Mivel 7 torpe jatszik, és 6sszesen 6 darab négyzetszam szerepel a kiartyakon, igy a skatulya-elv alapjan
biztosan lesz legalabb egy olyan torpe, akinek kartydin nem szerepel egy természetes szam négyzete
sem. (2 pont)

[ |

2. feladat (10 pont). Az ABCD paralelogrammaban AD = BD, P a DC oldal egy olyan pontja,
hogy BP L DC, tovabba BP N AC = {N}.

a) Bizonyitsd, hogy NC' = ND és AN =2- ND.

b) Bizonyitsd, hogy CAD = 30° akkor és csakis akkor, ha ABC'D rombusz!

* kK

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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B C

90° P

A D

a) Az ABCD paralelogramma, ezért AD = BC, tovabbéa a megadott feltétel alapjan BD = AD.
Tehat BD = BC és a BCD haromszog egyenld szarat. A BCD egyenld szari haromszéghen BP

magassag egyben oldalfelezd is. (1 pont)
Az N pont rajta van a DC' szakasz BP odalfelezé mer6legesén, ezért az N DC haromszog egyenld
szaria és NC = ND. (1 pont)

Az ABCD paralelogramméban az AC és BD atlo kozos felez6pontja legyen O. Ekkor az N pont a
BCD haromszog OC' és BP oldalfelez6inek metszéspontja, tehdt N a BC'D haromszog silypontja.

(1 pont)
Az N silypont harmadolja az OC' oldalfelezét, igy NC' = % - OC, tovabbé
2 4
AN:AC’—NC:2-OC—§-OC’:g-OC’:Q-NC.
Felhasznalva, hogy NC = N D, kapjuk, hogy AN =2- ND. (1 pont)

B C

920° &P

30° 90°
A D

b) El6szor tegyiik fel, hogy CAD = 30°. Az AND haromszogben AN = 2 - ND és CAD = 30°.
Igazolni fogjuk, hogy ND 1 DA. Ha NDA # 90°, akkor legyen M az N pontbdl az AD egyenes-
re bocsajtott merdleges talppontja, vagyis M € AD és NM 1 AD. Ekkor az NMA derékszogi
haromszogben NAM = 30°, igy ezzel a szoggel szembeni befogd hossza fele olyan hosszii, mint az
atfogo, vagyis AN =2- NM. Tehat NM = ND, ezért az N M D haromszog egyenlss szart, tovabba
NMD = 90°. Ez ellentmondéshoz vezet, tehat D egybe kell essen az M ponttal, vagyis ND | AD.

(1 pont)
Az AD || BC és ND 1 AD alapjan ND 1 BC, igy ND a BCD haromszog magassaga. Az N pont
a BP és ND magassagok metszéspontja, tehat N a BC'D haromszog magassagpontja, (1 pont)
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ahonnan koévetkezik, hogy NC' L BD, igy CO L BD. Az ABCD paralelogramma atléi merdslegesek

egymasra, ezért ABC' D rombusz. (1 pont)
Végiil tételezziik fel, hogy ABC' D rombusz. Ekkor AD = BD, illetve a feltétel alapjan AD = BD.
Innen kovetkezik, hogy az ABD haromszog egyenls oldala, sajatosan BAD = 60°. (1 pont)

Az ABCD rombuszban az atlok felezik egymast és merélegesek egymasra, igy AO az ABD egyenld
oldalt haromszogben oldalfelezd merd6leges, ezért szogfelezd is, ahonnan kévetkezik, hogy CAD =

DAO = 30°. (1 pont)

[ |
. .. ) r+1

3. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg azon x > 0 racionélis szamokat, amelyekre 1 négy-

zetszam!

b) Oldd meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan:

x+1+x+2+x+3+ +a:+2024_20242 1+1+1+ N 1
5 6 7 2028 2023 \2 6 12 2023 - 2024 )

Matlap 10/A: 5017, 2024
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel z > 0, ezért 1 < 10x + 1 < 10z + 10, ahonnan kovetkezik, hogy

z+1 10z + 1 10z + 10

1 < = 10.
r+1 r+1 r+1

10241 : . . co 10z+1 _ 2 2 :
Ha =55~ az n természetes szam négyzete, vagyis == = n”, akkor 1 < n*® < 10, ahonnan kapjuk,

hogy n? csak 1, 4 vagy 9 lehet. (4 pont)
Kiprobaljuk ezeket az eseteket.

e Ha n? = 1, akkor

10z + 1

=1 «— 10z+1=o0+1 << 92=0 <— z=0.
r+1

e Ha n? =4, akkor

10z + 1
z+1

e Ha n? =9, akkor

1
=4 <— 10z+1=4r+4 < b =3 <— 9525.

10z + 1

=9 <«— 10x+1=92+9 «<— z =28.
z+1

Osszegezve z € {0,1,8}. (4 pont)
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b) Minden k pozitiv természetes szam esetén

1 (k+1)—k  k+1 k 11

k-(k+1)  k-(k+1) k-(k+1) k-(k+1) k k+1
Ezt felhasznalva az egyenlet jobb oldalan allo zardjel atirhatod a kévetkezSképpen:

1+1+1+ n 1 1 i 1 1 T 1
2 6 12 2023-2024 1-2 2. 3-4 2023 - 2024

(11 11 11 1 1

_<I_§) (5_5)+(§_1)+'”+(2023_2024)
11 11 11
§+§>+<—§+§)+(—Z+Z)+...

n 1 n 1 1
2023 2023 2024

11
1 2024
2023
= 2
2024 (2 pont)
Ekkor az egyenlet a kovetkezs egyenértéki formakba irhato at:
x+1+x+2+$+3+ +x+2024_20242 1+1+1+ N 1
5 6 7 2028 2023 \2 6 12 2023 - 2024 )’
:1:+1+93+2+x+3+ +x+2024_20242 2023
5 6 7 2028 2023 2024’
r+1 x+2 x+43 T + 2024
e+ ————— —92024. 1 t
5 6 7 T oo (1 pont)
Atrendezve a kovetkezdket kapjuk:
r+1 x+2 x+3 T + 2024
e ——— 2024 =
5 + 6 + 7 * + 2028 0 0
xz+1 T+ 2 r+3 T + 2024
—1 —1 -1 —— 1] =0
() () () (1) =o
x—4+x—4 z—4 x—4_
5 6 7 2028
1 1 1 1
(4 —— ) =0 1 t
(x —4) <5+6+7+ +2028) (1 pont)

Viszont ebben az egyenletben az %—F % + % + ﬁ # 0, ezért © —4 =0, azaz x = 4 € Q.(2 pont)

: 2 z+1 | 242 | =43 z+2024 __ g : 2 : 415 4
Megjegyzés. Az ==+ %=+ 52+ - -+ 5555 = 2024 egyenlet gy is megoldhato, hogy kitaldljuk és

behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy = = 4 megoldas, illetve felhasznaljuk, hogy az elséfoku (az = b
alaki) egyenletnek egyetlen megoldasa van, ha a # 0.

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben O a BC oldal felez6pontja, E és F pedig az AB és
AC oldalaknak olyan belsé pontjai, amelyekre AE = 3- EB és CF = 3- AF. Az E és F pontokon
keresztiil az AO egyenessel htuzott parhuzamosok a BC oldalt az M, illetve N pontokban metszik.
Bizonyitsd be, hogy:
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a) EMNF trapéz és EM + FN = AO;

T 1

b) puNe 1

Tapc 2
Simon Jozsef, Csikszereda
Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A feltevés alapjan EFM || AO és FN || AO, tehat EM || FN. (2 pont)

Igazoljuk, hogy E'F }f BC. Legyen K és S az AB, illetve AC' oldalak felez6pontjai. Illetve H az SC
felez6pontja. A KS az ABC haromszog kozépvonala, igy KS || BC'. Innen kévetkezik, hogy KSCB
trapéz, illetve EH a kozépvonala, tehat EH || BC. Mivel egy ponton &t egy egyenessel csak egy
parhuzamos huzhato, ezért ha EF || BC, akkor F' = H, ami ellentmond annak, hogy C'F = %AC’ és
CH = 1AC. Tehat EF }f BC, igy EMNF trapéz. ) (2 pont)
Legyenek L és T'a BO és OC' szakaszok felezGpontjai. gy KL és ST az AOB és AOC haromszogek
kozépvonalai, tehat

KL:%AO és ST:%AO.

Az EM a BK L haromszog kozépvonala, vagyis

KL 1
EM = — = -A0. (1 pont)
2 4
Az FN a AOTS trapéz kozépvonala, vagyis
AO + ST
FN = + (1 pont)
. ] AO+42 .
Mivel ST = %, fgy FN = ——=2 = %AO, ahonnan pedig EM + FN = AO. (2 pont)

b) Mivel O a BC felezépontja, ezért Tapo, = %T uBc,- Tovabba K L kézépvonal az ABO haromszog-
ben, igy Tprr, = %TABOAa illetve M kozépvonal az BK L haromszogben, igy Trem, = iTBKLA.
Osszegezve, azt kaptuk, hogy

1 1 1
Teem, = 1IBKLs = 1—6TABOA = g5 TaBcas: (1 pont)
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Legyen AQ az ABC héaromszog A csicsabol huzott magassag (Q € BC és AQ L BC). Ha P a BC

oldalon egy olyan pont, hogy BP = k - BC', akkor

BP-AQ k-BC-AQ _ BC - AQ
2 2 -2

A CF = 3. AF feltételbsl kapjuk, hogy AF = iAC és CF = %AC. A fenti teriiletek kozti
Osszefiiggést alkalmazva az ABC haromszogre és az F' € AC osztopontra kapjuk, hogy

1 3

Tapr, = 1 Tapc,, iletve Tppc, = 1 Tapcy -

jjABpA = =k- TABCA~ (1 pont)

Majd tjra alkalmazva az ABF haromszogre és az E € AB osztopontra (AE = 3AB a megadott

— 1
feltételek miatt) kapjuk, hogy
3 3
TAgr, = ZTABFA = 15 laBCa (1 pont)
Az F'N az ASTO trapéz kozépvonala és F' az AS oldal felezGpontja, igy N az OT oldal felez&pontja.

Innen kapjuk, hogy
1 3 3 3
A fenti teriiletek kozotti Osszefiiggést alkalmazva a BFC haromszogben az N € BC' osztopontra

kapjuk, hogy
3 9

Trnc, = glrBos = 55TaBon
Végiil
Ternm = Tapcy — Tapr, — ITBEM, — TPNC,
3 1 9
=Tapc, — TeTasca — g5lasca — g5Tascy
6 1 9
(1.2 - = _ Z\T
( 32 32 32) ABCa
1
= 5Tascs- (1 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A feltevés alapjan EM || AO és FN || AO, tehat EM || FN. (2 pont)

Igazoljuk, hogy EF }f BC. Legyenek K és S az AB és AC oldalak felez6pontjai. Akkor K S || BC, de
KS és EF atlok az EKFS négyszogben, tehat metszik egymast, vagyis EF }f BC. Tehat EMNF
trapéz. (2 pont)
Legyenek L és T a BO és OC szakaszok felezépontjai. Igy KL és ST az AOB és AOC haromszogek
kozépvonalai.

KL 1
Az EM a BK La kozépvonala, vagyis EM = — = —AO . (2 pont)
° Aoysr
Az FN az AOTS trapéz kozépvonala, vagyis FFN = + : (2 pont)
A AO + 42
Mivel ST = TO, igy FN = % = ZAO’ ahonnan pedig EM + FN = AO. (2 pont)
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b) Legyenek BB’ 1 AO, CC" 1 AO és FF' 1 AO, ahol B',C', F' € AO, valamint EE’ 1. F'N, ahol
E' € FN és EE' 0 AO = {I}.

Ekkor OBB!, = OCC'y, mivel mindketts derékszogi, BO = OC (atfogok), illetve BOB = COC"
(cstcsszogek). Innen pedig BB = CC'. (2 pont)

A

Megjegyzés. A BB’ és C'C' kongruencidja bizonyithaté egyenld teriiletek felirdsaval is. Az AOBa
teriilete egyenl§ az AOC, tertiletével, mert AO oldalfelezs. Viszont BB’ 1 AO, CC" 1 AO, igy

felirhato, hogy

AO - BB’ AO-CC’
TaroBs = — = Taocy = — = BB =CC".

Legyen SS’ 1 AO, ahol S" € AO. Az SS" az ACC'\ kbzépvonala, ahonnan

_cC' BB

SS 5 5

De F'F' kézépvonal az ASS\-ben, igy

/ / BB/
pp 88 _cC |

(1)

2 4 4
(2 pont)
. BB’
Legyen KK’ | AO, ahol K' € AO. A KK’ az ABBa kozépvonala, ahonnan KK’ = ,de EI a
BB'K'K trapéz kozépvonala, ahonnan
BB'+ KK' BB +52%
proBOEEN PR Spp @)

2 a 2 4
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Igy az és osszefiiggések alapjan EFE' = FI + FF' = BB'. (2 pont)
Tehat
(NF+ ME)-EE'  AO- BB Tasc
Teyunr = 5 = 5 =Tuaop = 5
azaz
Tgmunr _ 1
Tapc 2
(2 pont)
[
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8. osztaly

1 1 1
1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha z,y € R* és — —1— + 2001 = 0, akkor az

_ 253)( 253)—9
"= (8+ st

szam egy természetes szam kobe!

b) Bizonyitsd be, hogy ha az a,b, ¢ szamjegyek esetén (%)2 — ¢ = 2024, akkor az n = ab — ¢ szam
oszthato 11-gyel!
Matlap 10/A: 5021, 2024

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A megadott Osszefiiggés a kovetkezd egyenértéki alakokba irhato:

111 2y + 20247 + 2024y
L SN — 0 — 2024 + 2024y — 0. (2 pont
Tyt 204 2024y Rl (2 pont)

Az n széam felirasaban kozos nevezdre hozunk, majd felbontjuk a zardjeleket és felhasznéljuk az el6bb
kapott Osszefiiggést:

z y T4+ 2024\ [y -+ 2024
= (2 253)-(— 253)—9: TTEU) (LR g
=5+ 8" ( 8 3
2 2
oy 20240 42024y £ 20242 2024
64 64

= 64000. (2 pont)
A fentiekbdl kévetkezik, hogy n = 64000 = 402, tehat n a 40-nek a kobe. (1 pont)
b) Az (%) — ¢ = 2024 felirasbol kovetkezik, hogy (ab — c) (ab + C) = 2024. (1 pont)

Keressiik a 2024 = 23 - 11 - 23 szam azon (ab — ¢, ab+ ¢) osztoparjait, amelyekre ab — ¢ < ab+cés a
szorzatuk kiadja a 2024-et:

(ab—c, ab+ c) € {(1,2024); (2,1012); (4, 506); (8,253); (11, 184); (22, 92); (23, 88); (44, 46)} .

(1 pont)

Az (% + c) — (% — c) = 2c¢ < 18 feltételt a felsoroltak koziil csak a (44, 46) osztopar teljesiti. Innen
kovetkezik, hogy n = ab — ¢ = 44, tehat az n szam oszthaté 11-gyel. (2 pont)
[

2. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha k természetes szam, akkor fennall a kivetkezs egyenls-
ség:
1 LRI 1 1
Grovite \Vex1 ) <\/k+1 - \/k:+2)‘
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b) Igazold, hogy teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:

1 1 1 1 8
+ + Fo > —.
81v/82 8283  83\/84 20244/2025 ~ 45

oKk

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Kozos nevezdre hozzuk és elvégezziik a miveleteket:

[k +2 1 1 (VE+2 VE+1 _\/k+2—\/k+1
( EIT+&>'(Vk+1_»%+Q)__(Vk+1+v%+1) VE+1-vVE+2 (1 pont)
C (WEF2+VEFT) - (VE+2-VE+1)
- Vidl VErl-VE+r2 (1 pont)
k+2—k—1 1
= = (2 pont)

kE+DvVE+2 (E+1D)VE+2

amit igazolni kellett.

b) Felhasznaljuk az a) alpontban bizonyitott egyenl&séget és azt, hogy barmely k természetes szam

k+2 k+2
i 1> 1, ezért ”k:—j——l + 1> 2, minden k£ € N esetén. (2 pont)

Ez alapjan felirhatjuk, hogy

esetén

1 1 1 1

+ + ot =
81v/82  82/83 8384 2024+/2025

— g‘i‘ {L_L]_F @4_1 [L_L}_i_
Vst V81 /82 V 82 82 3
84 1 1 2025 1 1
+ W =+1 | — - — 41 _ 1 pont
83 {83 8J 2024 [¢mmL wm%} (1 pont)

1 1 1 1 1 1 1 1
>2-L—————}+2.L—————}+2-L—————l+-~+2[ - ]
81 /32 82 V33 83 V34 V2024 /2025
1

1 2 2
=2 —2. =Z_Z
V81 V2025 9 45
8
-
fohat —— 4+ 4L ! > it igazolni kellett (2 pont)
ena e —— ——, alnit 1gazolnl Kellett. on
81v/82 8283  83/314 20244/2025 ~ 45 s p
]

3. feladat (10 pont). Koppéany az ABC DA’ B'C' D’ kocka minden csucséra felirta az 1 és 0 szamok
valamelyikét. Miutdn az egyes oldallapokhoz tartozé csiicsokra irt szamokat Osszeadta, minden
esetben a 4, 3 vagy 2 értékek valamelyikét kapta, mindegyiket legalabb egyszer és az ABC'D oldallap
esetén 4-et kapott Osszegiil.
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a) Hanyféleképpen irhatta fel Koppany az 1 és a 0 szamokat a kocka csucsaira? Két felirast kii-
16nbozének tekintiink, ha a két felirasban valamelyik cstcson kiilénb6z6 szam szerepel. Vélaszodat
indokold! Sorold fel az eseteket és készits abrat mindegyikhez!

b) Elemi lépésnek nevezziik azt, hogy egy tetszdleges él két végpontjaban talalhato értékeket a 2025
szam ugyanazon primosztojaval noveljiik. El6fordulhat-e, hogy bizonyos szami elemi 1épés utan a 8
csuicson azonos értékek jelenjenek meg? Fiigghet-e ez attol, hogy kezdetben milyen szamokat irtunk
a csucsokra?

Pdlhegyi-Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
Nagy Enikd Ilona, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel a kocka ABC'D oldallapjan 16v6 cstucsokhoz tartozo szamok Gsszege 4, ezért az A, B,C, D
cstcsokra biztosan 1-esek vannak irva. (2 pont)
Az A’ B',C", D' csticsokra Koppany pontosan két darab 1-est kell irjon, mivel ha tébbet irna, akkor
a kockédnak nem lenne olyan oldallapja, amelyhez tartozd 6sszeg 2 lenne, mig ha kevesebbet irna,
akkor a kockanak lenne olyan oldallapja, amelyhez tartozé osszeg 1-gyel, vagy 0-val lenne egyenld,
ami nem felelne meg a feltételeknek. (2 pont)
Az A'B'C'D’ oldallap csucsaira koppany felirhatja a két 1-est egymaés mellé vagy atlosan, tehat az
alabbi abran lathato 6 eset lehetséges:

D0 , C": 0 D0 , C': 1 D1 , C': 1
Al —{B"1 A':0 —{B"1 A0 —{B":0
o )5 [ S B oS | Dilboodmof Ci1 o )5 [ S W oS |
A:l B:1 A:l B:1 A:l B:1
1. 4bra 2. abra 3. abra
D1 , C": 0 D0 , C': 1 D1 , C": 0
Al i B’:0 Al i B’:0 A0 i B':1
o] [ S B oS | Dilboodmocf Ci1 o] [ S W Yo7y |
A:l B:1 A:l B:1 A:l B:1
4. &bra. 5. abra. 6. abra.
(4 pont)

b) Mivel 2025 = 3% - 52 ezért egy elemi 1épés utén egy él végpontjaiban 1év6 szamok értéke 3-mal
vagy 5-tel fog néni. Tekintjiik el@szor az els6 esetet, amely a 1. dbran lathato. Ha a C'D’ él mindkét
végpontjaban 1év6 szamhoz hozzaadunk kétszer 5-6t, az AB, DC, A'B’ élek végpontjaiban 1évé
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szamokhoz pedig haromszor 3-mat, ekkor a kocka minden cstcsan a 10 fog szerepelni. Mivel a 2.,
3., 4. abran 1év6 esetek az 1. abran 16vs eset elforgatéasa (egy fliggsleges tengely koriil), ezért ezek az
esetekben hasonléan elérhetd, hogy mindegyik csticson 10 szerepeljen. (4 pont)
Most el6bb nézziik az 5. 4bran taldhato esetet. A kocka barmely élének egyik végpontja az A, C, B', D’
csticsok, mig a masik végpontja az A, C’, B, D cstcsok kozott van. Igy egy elemi lépés soran az
A,C, B, D" csicsokon 1év6 szamok osszege ugyanannyival né, mint az A’,C’, B, D cstcsokon 1évé
szamok Osszege. Ha elérhets, hogy minden csticson ugyanaz az érték szerepeljen, akkor valamennyi
elemi 1épés soran az A, C, B', D’ csticsokon 1évE szamok Osszege egyenld kellene legyen az A, C', B, D
csucsokon 1évs szamok Osszegével. De a kezdeti feliras utan az A, C, B’, D’ cstucsokon 1év6 szamok
osszege 2, mig az A',C’', B, D csucsokon 1év6 szamok oOsszege 4, illetve minden elemi lépés soran
ugyanannyival noveljiik mindkét Osszeget, igy nem érhetd el, hogy a megnovelt sszegek valaha is
egyenléek legyenek. Tehat az 5. abranak megfelels esetben nem lehet elérni elemi 1épések segitségével,
hogy a kocka minden csticsén ugyanaz az érték szerepeljen.

A 6. 4bra esetén szintén nem érthets el, mivel a kezdeti feliras utan az A, C, B', D' cstcsokon 1évé
szamok Osszege 4, mig az A’, C', B, D cstcsokon 16v6 szamok Osszege 2. (6 pont)

2
4. feladat (10 pont). Adott az ABCDA'B'C'D’ téglatest, melyben AA" = a és AB = BC = a\/_'

Jeloljik O-val az AC' és BD atlok metszéspontjat, valamint G-vel az AO szakasz O-hoz kozelebb esd
harmadol6 pontjat. Legyen E a G pont szimmetrikusa az AB oldal felez6pontjara nézve.

a) Ha G’ pont az A'B’'D’ haromszog sulypontja, akkor igazold, hogy az A, E, B',G’ pontok egy
sikban vannak!

b) Hatéarozd meg a B'E és az A'O egyenesek altal alkotott szog mértékét!

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
D’ '’
! \G«\/‘~\\QL ————————————
——————— 17r:1::_::::::
AT ! | B’

/ IoTAToso----f---rzIes
// /’// G: \’f‘\a\o—O— '''''''
Vi k=TT T T~
L2l - Nl ==

AT MY B

FE
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a) Legyen O" az A'C' és B'D’ atlok metszéspontja, M az AB szakasz felez6pontja, G’ az A’O’ sza-
kasz O’-hez kozelebb es6 harmadolopontja. Mivel AM = MB és GM = ME, kovetkezik, hogy
az AEBG négyszog paralelogramma. Tovabba tudjuk, hogy GBB'G’ téglalap, ezekbdl kovetkezik,
hogy AFE || GB és AE = GB, illetve GB || G'B’ és GB = G'B’, tehat az AEB'G' négyszog egy
paralelogramma, s igy az A, E, B', G' pontok egy sikban vannak. (6 pont)

b) Mivel AEB'G’ paralelogramma, innen kévetkezik, hogy B'E parhuzamos AG'-tel, igy a B'E és

A’'O egyenesek szogének mértéke megegyezik a G'A és A'O egyenesek szogének mértékével. (2
pont)
A’ G O P
I
[}
:
]
]
]
[}
[}
[}
[}
:
]
]
]
[}
[}
[}
[}
[}
[}
A O C

Legyen P az O'C’ szakasz C'-hez kozelebb esé harmadolopontja. A szerkesztés alapjan

AO=G'P = £,
2
és tudjuk, hogy AO || G'P, ebbdl kovetkezik, hogy AOPG’ paralelogramma. Tehat G'A || PO,
ebbdl kovetkezik, hogy B'E és A’O egyenesek szogének mértéke (amely megegyezik az G'A és A’O
egyenesek szogének mértékével) tulajdonképpen megegyezik a POA = o sz0g mértékével. (2 pont)
Mivel ABCDA'B'C'D’ téglatest, ezért az ABCD és ACC'A’ négyszogek téglalapok. A feltevés
szerint AB = BC' = %ﬁ, kovetkezik, hogy ABC D négyzet, ahonnan kapjuk, hogy

AC = AB-V2=a=AA,

tehat az ACC'A’ téglalap egy négyzet. (2 pont)
Felirjuk kétféleképpen a POA’ haromszog teriiletét. Egyrészt
AP-00 %-a-a b5a’

_ 2 1
2 2 12 (1 pont)

Troa, =

Masrészt, Pitagorasz tétele segitségével kiszamolhatjuk, hogy

2 2 1
A/Oz\la2+az:a7\/g és PO = a2+%:a\;_o,
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ami alapjan

/ : avs | aV10 | 2
Troa, = 40 P20 o 32 Sk 5a12\/§ -sin av. (1 pont)
Ezekbdl adodik, hogy
_ 5a 12 1 V2
s1nazﬁ-m:E:7,
tehat az o = 45°. (2 pont)

Megjegyzés. Az utolsé 5 pont megszerezhets tetszéleges gondolatmenettel, amely alapjan megha-
tarozhato az A'O és az AG' altal bezéart szog mértéke.

Megjegyzés. A POA sz0g mértéke a kovetkezSképpen is meghatarozhato:

A P
Q AT
A o) R C

Jeloljiik az AC" és PO egyenesek metszéspontjat T-vel. A T ponton at az ACC’' A’ négyzet oldalaival
parhuzamos egyeneseket htizunk, amelyek az AA’ egyenest a ) pontban, mig a AC' egyenest az R
pontban metszik. Ha a T"RO haromszoget a T' pont koriil az éramutato jarasaval megegyezs iranyba
90°-kal elforgatjuk, akkor pontosan a TQA’ haromszoget kapjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy a TOA’
haromszog egyenld szart derékszogi, tehat a keresett szog

POA =TOA = 45°, (4 pont)
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9. osztaly

1. feladat (10 pont). Ha z,y, z,t szigortian pozitiv valés szamok, akkor igazold az aldbbi egyen-
16tlenségeket:

a) /Ty +JUZ+ Vet + Vit <z +y+ 2+t
1 1/1 1 1
b <11,
r+y+z- 9\zr y =z
— oo

) 1 . 1 n 1 n 1 <1(1 1 1 1)
c = .
r+y+vVazt y+z+Vtr z+t+ry t+rx+yz T 3\x oy z t

Szilagyr Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A mértani és szamtani kozéparanyosok kozti egyenl6tlenség alapjan
x+ +z z+t t+x
Vay < Zy’ \/yzgyT, Vot < 5 és Vix < 5

Osszeadva a fenti egyenlétlenségeket kapjuk, hogy
Iy + Yz + Vet +Vitr <x+y+ 2+t (3 pont)

b) Az %, g%, % pozitiv szamokra alkalmazzuk a szamtani és harmonikus kozepek kozti egyenlGtlenséget:

1,141

syt 3 7

3 T rxty+z
ezt végigosztva 3-mal kovetkezik, hogy H;Jrz < % <% + i + %) (3 pont)
¢) A b) alpont alapjan
1 1 1 1
S = + +
:c—l—y—l—\/g y+z++te z+t+ry t+a+\/yz
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
< (-4-F—=4-F-F—+-F -+ —F -+ -+ —

S<1 2 2 2+ +1 1+1 1
T 9\zr vy t y oz ot
1 3+3+3+3
C9\x Ty ozt
1/1 1 1 1
=-|l-+t-+-+-]. (3 pont)
3\ y =z 1 n
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|

Matlap 10/2024, L:3802
Jakab Tibor, Sepsiszentgyorgy

1 1
2. feladat (10 pont). Ha x € R és x > 1, akkor igazold, hogy [\/[x] : {:1: + 5] +1+ 3

ahol [a] az a € R egész részét jeloli.

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen [z + 5] = k. Mivel z € R és 2 > 1, ezért k € N*. Ekkor

1
k§$+§<k‘+1

1 1
k—=< k+ —.
2_3[:< —|—2

Hax € [k— 1 k), akkor [o] = & — 1, igy (1 pont)
[\/“’“{“%}“*% = { k(k—1>+1+ﬂ
- [y

(2 pont)

Igazoljuk, hogy k < VK2 —k+1+ % < k+ 1. Mivel k € N*, az egyenlGtlenség egyenértéki az
alabbiakkal:

1 ———— 1

1 1
kQ—k+Z§k2—k+1<k2+k+Z.

Az egyenlGtlenség bal oldala nyilvanvaloan igaz, a jobb oldal pedig egyenértéki azzal, hogy k > %,

1 1
ami szintén igaz. Tehat [\/[x] : {m + 5} +1+ 5= k.
(2 pont)
Ha x € [k‘,k + %), akkor [r| = k, igy
1 1 1
[z] - T+ +1+§ = vk2+1+§ : (2 pont)

[gazoljuk, hogy k < VK2 + 1+ % < k+ 1. Mivel k € N*, az egyenlGtlenség egyenértéki azzal, hogy:
1 —— 1

1 1
kQ—k+Z§k2+1<k2+k+—,

4
. 1 1
ami igaz, tehat [\/[x] : {x + 5] +1+ 3

= k. (2 pont)
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3. feladat (10 pont). Az 1,2,3,...,2025 szamok koziil kivalasztunk 1014 szamot tgy, hogy a
legnagyobb kivalasztott szam paratlan legyen. Igazold, hogy barmilyen valasztas esetén a kivalasztott
szamok kozott van ketts, amelyeknek az Osszege a legnagyobb kivalasztott szammal egyenld!

Spier Tinde, Arad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen a legnagyobb kivélasztott szam 2p + 1, ahol p € N. A 2p + 1-nél kisebb szdamokat olyan
parokba rendezziik, amelyekben az 6sszeg 2p + 1, azaz: (1,2p), (2,2p—1), ...,(p,p+1). (4 pont)
Ez p darab péart jelent, és a 2p+ 1-nél kisebb szamok mindegyike pontosan egy ilyen parban szerepel.

(2 pont)

Mivel 2p 4+ 1 < 2025, ezért p < 1012, kdvetkezik, hogy p + 2 < 1014. (2 pont)
Tehat legalabb p + 2 szamot valasztottunk az 1,2,...,2p, 2p + 1 szamok koziil. (2 pont)
Mivel ezek koziil az egyik a 2p + 1, ez azt jelenti, hogy legalabb p 4+ 1 szdmot valasztottunk az
1,2,...,2p szamok koziil. (2 pont)
Mivel az 1,2,...,2p szamokat p parba rendeztiik el és legalabb p 4 1 szdmot valasztottunk koziiliik,
a skatulyaelv alapjan van olyan par, amelynek mindkét tagjat kivalasztottuk. (6 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog sikjaban P egy tetszéleges pont. A D, FE és F azok
5D — 150, CF - 15, BF — 247 ,

a pontok, amelyekre BD = :BC, CE = ;EA, BF = —2AF. A P pontnak a D, E é F pontok

szerinti szimmetrikuséat jelolje rendre Py, P, és P3. Ha G az ABC haromszog sulypontja és G a

P, P, P; haromszog sulypontja, akkor igazold, hogy G a PG szakasz felezGpontjal

Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

o4
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Mivel G a P, P, P; haromszog sulypontja, ezért

— PP, + PP, + PP,
PG — R

3
 9(PD + PE + PF)
_ - .

Tovabba g—g = %, igy

1,9 il
2 2
2 1
PB4+ -PC
3 3
Hasonléan PE — %ﬁ + %P—1>4, valamint PE — %P—fl + %ﬁ
Tehat

:2(P_f4+ﬁ+ﬁ):2p—é
3 9

ez pedig azt jelenti, hogy G a PG, szakasz felez6pontja.

Megjegyzés. Egy szemléletes abra elkészitésére az elsé harombol egy pont jar.
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10. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet a,b,c € C* egyiitthatoira
fennal a |b| > 2|c| egyenlStlenség, akkor az egyenletnek létezik legalabb egy olyan gyoke, amelynek a
modulusa kisebb vagy egyenlé mint 1!

b) Hatarozd meg a z € C lehetséges értékeit ugy, hogy teljesiiljon a
max{|z — 1|,z —¢|,|z — €%} < 1

egyenlGtlenség, ha 1, e, €2 harmadrendii egységgyokok!

Matlap 2024/8,L3776
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen z1, z; € C az egyenlet két gyoke. A Viete Gsszefiiggések alapjan

c
21+ 29 = - és 2129 = o (1 pont)

Mivel ¢ # 0 ezért zq, 29 # 0. Tovabba % > 2. A felirt egyenletek alapjan

b] [ —alzr+22)] |2+ 2 11

2< — = =|— —‘ (1 pont)
c] |az: 2o 2122 Z1 22
Alkalmazva a haromszogegyenlGtlenséget kapjuk, hogy
1 1 1 1
—+ =< ||+ | (1 pont)
Z1 Z9 21 z9
A fenti két egyenlétlenség alapjan
1 1
2< | —|+|— (1 pont)
21 z9
Ha |z1] > 1 és |29 > 1, akkor
1
—+|=|<1+1=2
21 22
ami ellentmondas. Tehat |z1] < 1 vagy |z2| < 1. (1 pont)

b) Legyen A, B,C, D pontok a sikban, melyek affixumai rendre 1, ¢,€2, z; ahol 2 € C tetszéleges. A
max{|z — 1, |z — €|, |z — €|} < 1 egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil ha [z — 1| < 1és |z —¢| <1
és |z — e < 1. (1 pont)

Irhatjuk a kovetkezd ekvivalenciakat
|z —1] <1 <= DeintC(4,1)UC(A,1),
|z —¢| <1 <= DeintC(B,1)UC(B,1),
|z—€* <1 <= DeintC(C,1)UC(C,1). (2 pont)

A harom korlap metszete csak az origd lehet, figyelembe véve, hogy a kozéppontjaik az egység sugari
origo kozéppontu koron vannak. Tehat D = O vagyis z = 0. (1 pont)
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B(e)
C(e?)
[
2. feladat (10 pont). Adottak az 1 < a < b valos szamok.
a) Igazold, hogy (a + b)x — ab > x? minden z € [a, b] esetén.
b) Adottak az xq,xs, ..., 2, € [a,b] valos szamok, ahol n > 2. Igazold a kévetkezs egyenlStlenséget:

log,, ((a+b)xy —ab)+log,, ((a+b)xs—ab)+...+log, ((a+b)x,—ab)+log, ((a+b)xi—ab)> 2n.

KA F
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) x € [a,b] pontosan akkor ha (z — a)(z — b) < 0. (1 pont)
A szorzést elvégezve atirhaté 2% — (a + b)x + ab < 0 alakba, ami egyenértékd az 22 < (a + b)x — ab
egyenlGtlenséggel. (1 pont)
b) Az irasmod egyszertsitése érdekében legyen w,,1 = x; és az egyenlStlenség bal oldalat jeldl-
jiikk S-sel. Mivel x5, € [a,b] minden k = 1,n esetén, ezért az el6z6 alpont alapjan teljesiil, hogy
(a+b)xp —ab > 3. (2 pont)
Tovabba a log,, : (0,00) — R egy novekvé fiiggvény mert x5 > a > 1. (1 pont)
Tehat log,, ((a + b)wgy — ab) > log,, ., «f, minden k = T, n esetén. (1 pont)
Osszegezve ezt az n darab egyenldtlenséget kapjuk, hogy

S >log, =3+ log, x5+ ...+ log, x> +log, a7,

S > 2(log,, v2 +log,, v3 + ... +log,  x,+log, 1)

(1 pont)

A jobb oldalon az 6sszeg minden tagja pozitiv mert x;, > 1. Igy alkalmazhat6 a szAmtani és mértani
kozepek kozti egyenlStlenség és irhatjuk, hogy

S > 2n VIngl rolog,, w3+ ... log,  x,log, i,
lgxy lg a3 lgz, lgz)

S >2n ¢ = 2n. (2 pont)
lgzy lg xy lgz, 1 lgz,
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3. feladat (10 pont). Tanulméanyozd az f: R — R fiiggvény injektivitasat, amely teljesiti a

2f(x)? +5f(x) +2 = f(22° — 10z + 5)

Osszefliggést minden = € R esetén! KAK
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Megvizsgaljuk milyen x értékekre lesz 222 — 102 4 5 egyenlS a-el.
22° — 10z + 5 =x,
2¢° — 11z + 5 =0,
(2x — 1)(z — 5) =0.
Vagyis « € {1,5} esetén 22 — 10z + 5 = x. (8 pont)
Ha z € {3,5}, akkor 2f(2)*+5f(z) +2 = f(x), vagyis 2(f(x) +1)? = 0. Tehéat f(z) = —1.(6 pont)
Kovetkezésképpen f (1) = f(5) = —1, ahonnan f nem injektiv. (4 pont)

4. feladat (10 pont). Bizonyitsd be, hogy 10 kiilénb6z6 racspont koziil mindig kivalaszthato kettd
tgy, hogy az altaluk meghatéarozott szakasz harmadolopontjai is racspontok legyenek! (Racspontnak
nevezziik azokat a pontokat, amelyeknek mindkét koordinataja egész szam.)

* kK

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha z1 = o1 + 1yq és 2o = 29 + 1y két racspontnak az affixuma, akkor a harmadolépontok affixuma
h, = %(Qzl + z9), illetve hy; = %(zl + 2z5). Emiatt pontosan akkor lesznek a harmadolépontok is
racspontok, ha x; és x,, illetve y; és yo azonos maradékot ad a 3-mal val6é osztasnal. (8 pont)

Hozzuk létre az D, , = {(z,y) € Z x Z|(x — u) és (y — v) oszthaté 3-mal} halmazokat minden
u,v € {0, 1,2} esetén. Ez a 9 halmaz valojaban azt jelenti, hogy két pont pontosan akkor van ugyan-
abban a halmazban, ha a megfelel koordinataiknak a 3-mal val6 osztasi maradéka azonos.

(8 pont)

Mivel tiz szam van és 9 halmaz, ezért a skatulyaelv alapjan valamelyik halmazban van két pont a
tizbdl és igy az el6bbi tulajdonsag alapjan az ezek altal meghatarozott szakasz harmadolépontjai is

racspontok. (2 pont)
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11. osztaly

1. feladat (10 pont). Adott az (a,),, szamsorozat, amelyre

ap=1 é ag+ay+as+---+a, =a,an41,
barmely n € N esetén.
a) Hatérozd meg az ay,as, ..., ao értékét!

b) Hatarozd meg a sorozat altalanos tagjat! Bizonyitsd is be a kapott eredményt!
Jakab Tibor, Sepsiszentgyirgy, Matlap 8/L:3780
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A rekurzi6 alapjan: ag = apa;, ahonnan 1 = 1- ay, tehat a; = 1 (1 pont)

aptar=aa=14+1=ay=ay,=2

ag+a1+as=asa3 = 1+1+2=2a3 = a3 =2

ap+a1+astas=asza4 =1+14+24+2=2a4 = a4=3

ag+ a1 +as+as+as=aq05 =>1+14+24+24+3=3a5 = a5 =3

ap+a+ar+ast+as+as=asa=>1+14+2+24+3+3=3a5=>0a5=4

ap+a1+as+as+as+as+ag=aga7=1+14+24+2+3+3+4=4a;,=a;=4

ag+ay+as+as+as+as+agt+ar=aas=14+14+2+24+34+3+4+4=4a3=ag=>

ag+a1+as+az+as+as+ag+ar+ag=agag =>14+1+2+2+3+3+44+4+5=5a9=a9=>5

aot+ai+az+taztas+as+agt+ar+ag+ag = agaig = 1+1+2+2+3+3+4+4+5+5:5a10éa10:6
(3 pont)

b) Az el6z6 alpont alapjan azt sejtjik, hogy as, = agri1 = k + 1. Ezt a matematikai indukcioval
bizonyitjuk. Feltételezziik, hogy a tulajdonsag igaz k-ig, azaz ag = a; = 1, ay = a3 = 2, ...
Ao = o4y = k + 1 és bizonyitjuk k + 1 esetén, azaz, hogy asxio = a3z = k + 2. Az el6z6 alpont
alapjan a tulajdonsag igaz 0, 1, 2, 3, 4 esetén. (2 pont)
A rekurzi6 alapjan

aop + a1 +ag + ag 4 -+ + Aok + A2p+1 = Q241 * A2k+2,

azaz
I+14+2424+--+(k+1)+(k+1)=(k+1)- ago.
Tehat b 1)(k 42
+1)(k +
2( 2( ):(k+1)-a2k+2:>a2k+2:k+2.
Hasonloan
ag + a1+ ag +ag + -+ + Qo + Aokt + Aok12 = Aopt2 * A2k43,

azaz

14142424+ (k+ D)+ (k+ 1)+ (k+2) = (k+2)- amnys,
ahonnan

(k+1)(k+2)
2

2. +(k+2)=(k+2) a3 = apys=k+1+1=k+2.
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Tehét bebizonyitottuk, hogy ask.o = agr 13 = k+2. A matematikai indukcié elve alapjan kovetkezik,
hogy ag, = aog41 = k + 1 minden k € N esetén. (3 pont)

Megjegyzés. Az altalanos tag képlete irhato a,, = [g] + 1 alakban is.
Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A rekurzi6 alapjan: ag = apa;, ahonnan 1 = 1- aq, tehat a; = 1 (1 pont)

Atalakitjuk az adott Osszefiiggést:
ap+ay+---+ay

Qo+ a;+ag+-+ap = aplpy1 = Gpy1 =

an
ap+a+---+a, aq+a+-+a,- ap+ay+ -+ ap-1 Qnp-
an+1=0 1 _ %o 1 l,i1-% 1 1 Ly
G, Qn, QAp—1 Qn,
Ebbdl kovetkezik, hogy:
Gpi1 = 0an_1+ 1, Vn e N
(2 pont)

Tehat:
a2:a0+1:2, a3:a1+1:2, a4:a2+1:3, a5:a3+1:3,

ag=as+1=4, ar=a5+1=4, ags=as+1=5, ag=a;,+1=>5, ag=as+1=06.

(1 pont)
b) Az el6z6 alpontban kiszamitott tagok alapjan sejtjiik, hogy
an = [g} +1, VneN.
A P(n):a, = [g} + 1 allitast a matematikai indukcié modszerével igazoljuk.
Ellendrizziik a P(0) és P(1) kijelentéseket:
0 1 :
P(0):ap = {5} +1=1 é P(l):a= [5] +1=1 igazak. (2 pont)
) " k ) k+1 o :
Feltételezziik, hogy P(k) : ar = 5 +1és Plk+1): a1 = —5 + 1 igaz és igazoljuk, hogy
k+ 2
P(k+2): ape = {%] + 1 is igaz.
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De mivel ayo = a + 1, kapjuk, hogy:

k k+2

Tehat a matematikai indukci6 elve alapjan:

Ay, = [E} +1, VneNlN. (3 pont)

2. feladat (10 pont). a) Adj példat olyan A € My(R) matrixra, amelyre A? + I, = Os.
b) Igazold, hogy végtelen sok olyan A € My(R) matrix létezik, amelyre A% + I, = Os.

c¢) Igazold, hogy végtelen sok olyan B,C € Ms(R) invertdlhaté méatrixokbol &ll6 paros létezik,
amelyre

B*#£1, C*#1, é B*+C*=0,.
Csapo Hagnalka, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Olyan matrixot kell taldlnunk, amely teljesiti az A? = —1I, egyenlséget.
0 —1
=10
> _ 4 oa4_ (0 -1\ (0O =1\ _ /=1 0\ _
A—AA—(10 1 o)~ \o —1)= I

igy A2+ I, = O,. Tehat a feltétel teljesiil. (2 pont)

Egy lehetséges példa:

Ellendrzés:

b) Legyen az A métrix altalanos alakja

Ekkor, felhasznélva az A% 4 I, = O, feltételt,
42— a®>+be bla+d)\ (-1 0
“\cla+d) d*+bc)  \0 -1)°

Az alabbi egyenletrendszert kell megoldani:

a’® +bc=—1,
bla+d) =0,
cla+d)=0,
d? +bc = —1.

Ha b(a + d) = 0 (vagy c(a + d) = 0), a megoldas soran két esetet kiilonboztettiink meg:
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i) b=0, de ekkor a? = —1 és d*> = —1, tehat A ¢ My(R).
ii) a+d=0= a= —d, tehat
A_(a b).
c —a

Hasonloan kapjuk a c(a + d) = 0 esetben is. Vagyis az egyenletrendszer megoldéasa az a = —d
feltétel mellett mindazokat a szamokat tartalmazza, melyekre fennall az a? + be = —1 feltétel, azaz
be = —a? — 1. (2 pont)

Egy ilyen matrix lehetséges alakja:
a a*+1
g a?+1\ (a a+1\_(d®—a*>-1 a*+a—-d’—a _ g
S \-1 —a -1 —-a ) \ —a+a —a*—1+a> ) ?

Tehat A% + I, = O, barmely a € R esetén, igy végtelen sok ilyen matrix van, mert minden a € R
értékre mas-mas méatrixot kapunk. (2 pont)

Ekkor

Megjegyzés. Egy masik lehetség, ha hasznaljuk a Cayley Hamilton Osszefiiggést:
A —TrA-A+detA- I, = O,.

Az A? + I, = O, igaz minden olyan A € My(R) matrixra, amelyre TrA = 0 és det A = 1.
Tehat, ha

és det A =1, akkor ez az A teljesiti a feltételt.

A det A = —a? + be = 1 egyenldség ugyanahhoz a be = —a? — 1 6sszefiiggéshez vezet.

2
c) Legyen A = (_al a_—; 1) ,a € R.

Ekkor A% + I, = O,. Ha C € M3(R) egy olyan matrix, amelyre C? # I, és AC = CA, akkor az
elébbi egyenléséget a C? méatrixszal beszorozva, kapjuk:

A202 + 02 - 02.

Ekkor A2C? = AACC = ACAC = (AC)?, tehat, ha B = AC invertalhato és B # I, akkor ez
teljesiti a feltételt. (1 pont)

Ha létezik ilyen C, akkor det(AC) = det Adet C' # 0, mert A és C invertalhato.

Szerkessziink ilyen C' matrixot.

Legyen C = (z g) Ekkor

a a+1\ [z y ar +a*z+z ay+a*t+t
AC = =
-1  —a z i —r —az —y —at

62



Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Megyei fordulo - 11. osztaly

cA— (%Y a a*+1\ (ax—y d*z+x—ay
“\z t)J\-1 —a ) \az—t da*z2+z2—at

Ugy kell megvalasszuk az x,vy, z,t értékét, hogy AC = C'A legyen, tehat

(1 pont)

ax+a2z+z:aa:—y,

ay + a*t +t = a*v + 1 — ay,
—r —az =az —t,

—y —at = a’z + z — at.

Azaz

Yy = —Z(CLZ + 1)7
(t —z)(a® + 1) = —2ay,
t—x=2az,

y=—2(a®*+1).
Legyen z = —1, ekkor y = a® + 1 és t — x = —2a, utébbiakat valasszuk gy, hogy t = 0 és x = 2a.

2
Ekkor C' = (Eci “ (_)l_ 1), det C = a® +1 # 0, tehat invertalhato.
20 a?+1\ (2a a®+1 3a2 -1 2a®+2a o
2 _ _ .
C* = (_1 0 ) (_1 0 = 9 —a? 1 # I,Va € R. Nem kell ellenérizziik,

hogy AC' = C' A, mert ugy valasztottuk a C-t, hogy ez teljesiiljon.

a a’+1 2a a®>+1 a2—1 d*+a
B=AC= (—1 —a ) (—1 0 T\ —a —a?-1

2 _ 3 2 _ 3 _2,2 _9q3 _
Bgz(a 1 a+a)<a 1 a+a):( 3a* +1 2a 2@)7&]2’VGGR*'

—a —a’-1 —a —a’-1 2a a2+ 1

Tehat a B és C teljesiti a feltételeket barmely a € R* esetén. (1 pont)

Megjegyzés. Ha nincs meg a szerkesztés, csak meg van adva B és C' alakja és be van bizonyitva,
hogy teljesiti a feltételeket, akkor jar a 3 pont.

Masodik megoldds a ¢) alpontra. A b) alpontban bemutatott szamolashoz hasonl6an kapjuk, hogy a

B2 + 712]2 = OQ

B:<a a2+n2)
—1 —a
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méatrix megoldasa minden a € R és n € N és n > 2 esetén. Az egyszertiség kedvéért valaszthatunk
a = 0-t.
Masrészt, ha C' = nl,, akkor C? = n%I,. Innek kévetkezik, hogy minden n > 2 esetén a

0 n? ) n 0
B = (_1 0) és C = ( 0 n)
matrixok invertalhatoak, négyzetiik nem egyenls Io-vel, illetve teljesitik a B2 +C? = O, 6sszefiiggést.

3. feladat (10 pont). Adott az (v,),, pozitiv tagi sorozat, amelyre
z1=3 & 322, 7,=6+a, VneN-.

a) Igazold, hogy az (z,),,, sorozat konvergens, majd hatdrozd meg a hatarértékét!

b) Szamitsd ki a

lim (n -z} — 3n)

n—o0
hatarértéket!

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel a sorozat pozitiv tagu ezért alulrol korlatos. (2 pont)

Atalakitjuk az adott Gsszefiiggést:

6+ZE3
2 n *
T = , Vn e N

Felhasznélva a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlenséget:

3 3/2.9 . 23 3/Q .
9 ?H—B—i—xn2 /33 xn:\@ In:\?,/§’ Vn € N*.
T, T

:C’n+]. = 31:
n

n

Tehat
22, > V9, VneN,

mivel z,, > 0 barmely n € N* esetén, kapjuk, hogy

T, > V3, VneN (1 pont)
Vizsgaljuk a monotonitést:
6+ z2 6 —223  2(3—a23)
2 2 n 2 n n *
— 2 = — 22 = = , VneN.
Tnt1 T Fn 3z, n 3z, 3y, "
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Mivel
T > V3, VneN,

kovetkezik, hogy

xi+1 - le, S 0 < (Z‘n+1 - xn)(xn+1 + xn) S 0, VTL < N*,

az (x,)n>1 pozitiv taga sorozat tehat x,.1 +x, > 0 = x,41 — 2, <0, Vn € N¥ tehat a sorozat
csokkend. (4 pont)

A sorozat csokkend és alulrol korlatos, tehat konvergens és létezik

lim x, € R.
n—oo
(2 pont)
Legyen lim x, = [, hatarértékre térve a rekurziv osszefiiggésben kapjuk, hogy
n—oo
3 =6+1P=>1P=3=1=V3
Tehat
lim x, = V3.
n—oo
(2 pont)
b)
. 3 [co—oc] .. 3 [00-0] .. n cs
Jan, (- = sm) 7= fim (o (o = 3)) = fim, —— =
3 —3
— 3 . —3)(x2 -3
n—0oo _ nreo Ty = Tpt1
Tpy1 — 3 I?L -3
(2 pont)
(01 = /3) (w241 + 201 V3 + V32 (0 — ¥/3) (22 + 23+ V32)
oo (Tn — Tpy1) (xi—f—l + Tpt1Tp + .Z%)

) (x,%H + T V3 + 5@) (x;i +2,V3 + W) ) (i1 — V3) (20 — V3)
= l1m - l1m —

2
n—00 (xn—I—l —+ Tp4+1Tn + (]j%) n—00 Ty — Tp41

395390 (s — V8) (50— ¥3) (@ + 7r)

lim =

3- \3/§ n—00 T2 — x%ﬂ
n—vo0 2 (2, —3)

3z,
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(2 pont)
=3- V9 lim 3 (21 = V3) (20 = V/3) (2 +xn+1)$n'
n—00 2 (a:n - {’/ﬁ) <\7§ + 2,3 + x%)
3 n - 33 n 1 Tn n : '23 .Y
— 5. 90 tim ST f)(f D) T _ g a5 30 \/33\/5:0_
(2 pont)
[

4. feladat (10 pont). Egy n x 5-6s téglalapot 1 x 5-6s téglalapokkal fodiink le. Jeldlje a,, a lefodések
szamat.

a) Szerkeszd meg az Osszes lehetséges lefodést, ha n € {1,2,3,4,5,6,7,8}.
b) Vezess le egy rekurziot az (a,),, sorozatral

c) Hatérozd meg az {ay, as, as, ..., ases} halmazban az 5-tel oszthato szamok szamat!
Csapo Hajnalka, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

(2 pont)
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(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

b) Ha n > 5, akkor egy 5 x (n + 1)-es téglalapot megkaphatunk egy 5 x n-esbdl egy fiiggsleges
5 x l-es taglalap hozzaillesztésével vagy egy 5 X (n — 4)-esbdl 5 darab 1 x 5-0s vizszintes téglalap

hozzaillesztésével az abran lathaté moédon
il n+1

(4 pont)
Az els6bdl a,, darab van és a masodikbol a,,_4, tehat a rekurzié a, 1 = a, + ay_4. (2 pont)
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¢) Az a,i1 = ap + a,_4 rekurziobol kovetkezik, hogy ha n > 5, akkor a sorozat szigortian névekva,
igy az {as, ag, - . ., ages } halmazban nincsenek ismétlgds elemek.

Az a) és b) alpontok alapjan az 5-tel valé osztési maradékok:

1,1,1,1,2,3,4,0,1,3,1,0,0,1,4,0,0,0,1,0,0,0,0, 1,1,1,1,1,2,3,...

Az 5-tel val6 maradékok periodusa 24 (a négy darab nullds utdn 6t darab egyes kovetkezik), az

(24f41, - - - » Q24124 SOrOZatban 10 szam oszthato H-tel.
(2 pont)
2025 = 84 - 24 + 9, igy 841 szam oszthato b-tel az els§ 2025 tag kozott. (2 pont)
[
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12. osztaly
1. feladat (10 pont). Adottak az f,¢g: R - R,

f(z) =2 és g(x) = x>

fiiggvények. Bizonyitsd be, hogy a h: [0,4] — R,
h(z) = min{ f(z), g(x)}

fiiggvénynek van primitivje, majd hatarozd meg a h azon primitivjét, amely atmegy a (3,4 — %)
koordinataju ponton!

*hok
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Vizsgaljuk a ¢: [0,4] — R, ¢(z) = g(z) — f(x) = xe** — x = z(e* " — 1) fiiggvény elGjelét.
A ¢ fiiggvény a [0,2) intervallumon pozitiv, a ¢(2) =0, és a (2, 4] intervallumon negativ. Tehéat
oz Jha z € [0, 2]
hw) = { e’ hax € (2,4]
(1 pont)
A h fuggvény folytonos a [0,2) és a (2,4] intervallumokon, mert elemi fiiggvények Osszetétele és
szorzata. (1 pont)
Mivel
7151/1% h(z) = glcl\‘n% h(z) =h(2) =2=
h folytonos a 2 -ben is. Tehat h folytonos, ezért van primitivje. (1 pont)
Legyen H az h egy primitivje.
Ha z € [0, 2], akkor H(z) = % + ky, ahol k; € R.
Ha x € (2,4], akkor H(z) = —e?>7*(x + 1) + ky, ahol ky € R, mivel
/xe2_‘”dx = /w(—eQ_f”)ldx = —ze?™" 4 /62_$d1‘ = - (v + 1) + ky.
(2 pont)

Ahhoz, hogy H az h primitivje legyen, H folytonos és derivalhato kell legyen. Kovetkezik, hogy

li H(2) = lim H(z) = H(2) = 2+ k= =3+ k= by =1 +5 =

2
5tk ha z € [0, 2]
H(z) =1 2 ! 2 keR.
() { —e* " (x+1)+k+5 haxze (2,4 <
A szerkesztés alapjan a H derivalhato a [0, 4] intervallumon és H' = h. (2 pont)

Mivel H3) =4 —-21= -2 +k+5=4—-2=k=-1
Tehat
%—1 Jha z € [0,2]

H(x):{ ez +1)+4 haze (24 (2 pont)
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2. feladat (10 pont). Adott a

—1414v3
Zle] = {a + be | a,b € Z} halmaz, ahol € = %\/_
a) Igazold, hogy Z[e] kommutativ monoid a komplex szdmok szorzési miiveletével!
b) Hatarozd meg a Z[e] monoid invertalhato elemeit!

c) Legyen M = {a* — ab+ b*| a,b € Z}. Igazold, hogy ha =,y € M, akkor = -y € M!

o
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Elgszor igazoljuk, hogy a Zle| zart a komplex szamok szorzési miveletére nézve.
Legyen z; = a; + €by és zo = ag + €by két elem a Z[e] halmazbol. Ekkor
21+ 29 = (a1 + €by) - (ag + €by) =
a1ao + €2b1b2 + €a1b2 + €CL2b1 = aias + (—6 - 1)b1b2 + €a1b2 + €a2b1 =
ajyg — b1b2 + e(a1b2 + Clle — blbg) =a-+ €b € Z[E],
mert a = ajag — ble c€Zés b= a1b2 + a2b1 - b1b2 € 7.
Itt felhasznaltuk, hogy €2 + ¢+ 1= 0. (2 pont)

Mivel a komplex szamok szorzasa kommutativ és asszociativ miivelet, ezért a Z[e]-beli elemek szorzéasa
is kommutativ és asszociativ miivelet.

=14 0-€ € Z[e] a Z]e]-beli elemek szorzasdnak a semleges eleme.

A fentiek alapjan kijelenthetjiik, hogy (Zlel, -) kommutativ monoid. (1 pont)

b) Az x = a+e€-b € Zle] elem akkor invertalhato, ha létezik @' = o' +¢- b € Zle] ugy, hogy x -2’ =1,
ami akkor és csak akkor igaz, ha aa’ — bV + €(abl +ba’ —b-V') =1

Legyen oo = aa’ — bb', f = al/ + ba’ — bV, o, 5 € Zle].
at+ef=1ef=1—-a.

Ha £ # 0, akkor € = 1’7“ € Q, ami ellentmondas, tehat 8 = 0. Innen kovetkezik, hogy o = 1.

Tehat
aa’ —bb' =1
ba' + abl — bb' = 0.
(1 pont)
Az egyenletrendszer determinansa

a —b

d=\|, .

‘:a2—ab+b2.
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Had=0=a—ab+ 0 =0= (a—20)?+ 30> =0=>a=06b=0=0-a/ —0-V =1, ami
lehetetlen.

Ha d # 0, akkor

Ekkor

(1 pont)
Haa=0=0=1vagy b= —1 = x =€ vagy x = —e.
Hab=0=a=1vagya=—-1=x=1vagy z = —1.
Ha a # 0 és b # 0, akkor
a 2a b 20
a?—ab+b a4+ (a—0b)?+b? @ —ab+ b2 a?+ (a —b)2 + b2
Ha |a| > 2, akkor
2a
2 2, 12
a4+ (a—b)"+b >2’a‘:>a2+(a—b)2+bQ¢Z (1 pont)

Tehat |a] <2 =a € {0,—-1,+1,2, -2}
Hasonléan b € {0, —1,+1,2, —2}.
Behelyettesitve azt kapjuk, hogy

a=1 a=0 a=0 a=—1 a=1 ) a=-—1
? ) ) 9 €S
b=0 b=1 b=-1 b=20 b=1 b=-1
értékek felelnek meg. Tehat a Z[e] invertalhato elemei a kovetkezsk: 1, —1,¢, —e, 1 +¢€, —1 — €.

I'=1,(-D)'=-lel=—1—-¢(—) ' =1+e(1+e) == (-1 —¢) =g

mely elemek a Z[e] halmazban vannak. (1 pont)

c)

r€M=z=a’—ab +b = (a; +eby)(ay +eb), ahol a;,b; € Z
(VRS M = Yy = ag — agbs + bg = (ag + 662)(&2 +Eb2), ahol ag,bg e 7.

Innen azt kapjuk, hogy
xy = (a1 + €by)(ay + €by)(as + €by)(ag + €by) =
(1 pont)
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(a1 + €by)(ag + €bz)(ar + €by)(ag + €be) =
= (m+en)(m+en) =m* —mn +n* € M, ahol m = ajay — biby € Z,n = a1by + asb; — biby € 7Z.

(1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Tekintsiik a Gauss-féle egész szamok Z[i] = {a + ibla,b € Z} halmazat.

a) Igazold, hogy barhogyan is valasztunk ki 6t elemet a halmazbol, van koztiik két olyan z; és 2o

elem, amelyre & ;— 2 ¢ VAR

b) Igazold, hogy barhogyan is valasztunk ki 13 elemet a halmazbol, van koztitk harom olyan z;, 2o
21+ 22+ 23 :

és z3 elem, amelyre

Xk ok k

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Vizsgéaljuk az 6t elem valos és képzetes részének a paritasat. Az 6t elem kozt biztosan van harom

olyan, amelyek valos részének ugyanaz a paritasa. (4 pont)
Ezen harom elem koziil két elem képzetes részének a paritdsa megegyezik. Erre a két szamra igaz,
hogy 2322 € Z[d]. (4 pont)

b) A Z[i] halmaz minden eleméhez rendeljiik hozza a
(0;0), (0; 1), (0;2), (1;0), (1;1), (152),(2; 0), (2: 1), (2; 2)

szamparok egyikét aszerint, hogy a valds és a képzetes résznek mennyi a 3-mal val6 osztési maradéka.
Példaul a z = 13 — 2i-nek az (1;1) szampar felel meg. Rendezziik ezeket a szamparokat a kovetkezd
tablazatba:

(0,0) | (0;1) | (052)
(1;0) | (1;1) | (1;2) (2 pont)
(2;,0) | (2;1) | (252)

Tegyiik fel, hogy a 13 elemet elhelyeztiik a nekik megfelels cellakba. Mivel hédrom sor van, a skatulya
elv alapjan az egyik sorba legalabb 5 elem keriil. Két esetet kiilonboztetiink meg:

I. eset. Ha az adott sorban, amelyben az 6t elem talalhato, van olyan cella, amelyikbe harom elem
keriil, akkor ezeknek az elemeknek az atlaga teljesiti a megadott feltételt.

II. eset. Ha az adott sorban, amelyben az 6t elem taldlhatd, mindegyik cellaban legfeljebb két elem
van, akkor az adott sor mindegyik cellajadban van elem, és ezek atlaga fogja teljesiteni a megadott
feltételt. (6 pont)
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Megjegyzés. [gazolhato, hogy a b) alpont allitasa teljesiil mar 9 tetszélegesen vélasztott elem esetén
is.

4. feladat (10 pont). Adott az f: R — R,

2

f($) — 6sin T
fiiggvény. Legyen F': R — R az f egy olyan primitivje, melyre F'(0) = 0.

a) Igazold, hogy F' bijektiv fiiggvény!

lim |F 1 + F 1 + F 1 + .+ F l hatarértéket!
n—00 1 2 3 n

b) Szamitsd ki a

koK
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a)
F'(z) = f(z) = ™7 > 0,Vo € R = F szigortan névekvs = F injektiv.
(2 pont)
Alkalmazzuk Lagrange tételét az F fliggvényre az [z, 0], illetve a [0, z] intervallumon:
, F(z)— F(0
Barmely x # 0 esetén létezik ¢, a 0 és az x kozott ugy, hogy F' (c,) = %

Mivel F'(c,) = flc,) és F(0) =0 = F(z) =z - f(c,). (4 pont)
Ugyanakkor mivel 0 < sin®c, <1=1< esin® e < e, ezért

lim F(z) = lim ze™ % = —cc.

T—r—00 T—r—00

lim F(z) = lim ze™ % = 4o0.

T—00 T—00
Mivel F' folytonos, ezért a fentiek alapjan kovetkezik, hogy F' sziirjektiv. (2 pont)
Mivel F' injektiv és sziirjektiv, az F' fliggvény bijektiv. (2 pont)

b) Mivel
barmely x > 0 esetén létezik ¢, € (0,2) ugy, hogy F(x) =z - f(cz) =

1 1
barmely k € N* esetén létezik ¢, € (0, E) ugy, hogy F (E) =—- f(er),

1
k
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tehat . .
FlZ _ sin? ¢y,
(1)1
(2 pont)
és 0 < sin®¢, < sin? %, tehat € < esm’er < 'R A kapott egyenl6tlenséget beszorozva %-Val
felirhatjuk, hogy
1 < 1 sin? ¢y, < 1 sinQ%
- < —e —e :
k k k

(2 pont)
Ha k£ helyére rendre behelyettesitjiik 1-t6l n-ig a természetes szamokat, és 6sszeadjuk az egyenlétlen-
ségeket, azt kapjuk, hogy:

n

k=1 k=1
(2 pont)
"1 1 1 1 1
—< F(= Fl= Fl-= Fl -
(1)) e (5) s (3)
k=1
Mivel
"1
lim — =400 =
n—o00 k
k=1
1 1 1 1
lm |F{(=-)+F(=|+F|(=]+..+F|— +o00
(2 pont)
[ |

74



Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dontd - 5. osztaly

Orszagos dont6 - 1. fordulo

5. osztaly
1. feladat (10 pont). Adott a kovetkezs szampiramis:

a) Szamitsd ki a 10. sorban szerepls szamok Osszegét!

b) Melyik teljes négyzet kétszerese 1-gyel nagyobb, mint a 100. sorban szerepld szamok Osszege?

Orbdan Ilona-Kdrmen, Berettyoszéplak
Durugy Erika, Torda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a)
1
3 1 3
5 3 1 3 5
75 3 1 3 5 7
9 75 3 1 3 5 79
1 9 75 3 1 3 5 7 9 11
1311 9 75 3 135 7 9 11 13
5 13 11 9 7 5 3 1 3 5 7 9 11 13 15
17 15 13 11 9 7 5 3 1 3 5 7 9 11 13 15 17
9 17 15 13 11 9 7 5 3 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

A 10. sor elsd eleme 19, (1 pont)
tehat a 10. sorban talalhato szamok Gsszege

194+17+15+134+11494+7+5+3+1+3+5+74+94+11+13+15+174+19= (1 pont)
=19417+15+134+114+9+7+5+3+1
1+3+54+7+9+11+134+15+17+19
-1
=204+20+20+20+20+20+20+20+20+20 -1
=20-10—1=199. (1 pont)
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b) Eszrevessziik, hogy az n-edik sorbél az els6 szam 2 - n — 1 alakt. Ezért a 100. sor elsé eleme
2-100 — 1 = 199. (1 pont)

Az 1-t6l 200-ig 200 darab természetes szam van, amelyek fele paratlan. Ezért 1-t61 199-ig 100 darab
paratlan szam van. (1 pont)
Kiszamitjuk 1-t6l 199-ig a paratlan szamok Osszegét:

O=1+3+5+...4+195+4 197 + 199,

O0=19941974+195+...+5+3+ 1.

Eszrevessziik, hogy a fenti két sor egymas alatti tagjait Gsszeadva, mindig 200-at kapunk, Osszesen
100 darabot, tehat
2-():200+200+200+...+200+200+20Q,
looa;rab.
20O = 100 - 200. (2 pont)

Tehat a 100. sorban szerepld szamok Osszege:

199 +197+ ... +3+14+3+..+197+199=2-0 — 1,
1994+ 1974 ... +3+ 1+ 3+ ...+ 197+ 199 = 100 - 200 — 1. (1 pont)

A 100. sorban szerepld szamok Osszegénél 1-gyel nagyobb természetes szam:

(100 - 200 — 1) 4+ 1 = 2 - 100°.

Tehat a keresett teljes négyzet: 10000 = 1002 (1 pont)
[
2. feladat (10 po_nt)._Hatér_ozd ‘meg azt a legkisebb abcd alaku természetes szamot, amelyre abed
teljes négyzet és (cb+ ad) : (cd — ab) = 9. Simon Jozsef, Csikszereda
Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A kovetkezd egyenértéki atalakitdasokat végezziik:

(cb+ad): (cd—ab) =9 <= (cb+ad)=9-(cd— ab) (1 pont)

<= 10c+b+10a+d=9-(10c+d— 10a —b)
<= 10c+ b+ 10a + d = 90c + 9d — 90a — 9b (1 pont)

<= 100a + 10b = 80c + 8d
<= 10-(10a+b) =8 - (10c+d)
< 5-ab=4"cd. (2 pont)
Az abed szamot kifejezziik a cd fiiggvényében:
abed =100 -ab+cd =20-5-ab+cd=20-4-cd+cd = 81 - cd. (2 pont)

Mivel abed teljes négyzet és 81 is az, ezért cd is teljes négyzet kell legyen.
Igy a cd lehetséges értékei:

16, 25, 36, 49, 64 vagy 8lI. (1 pont)

Ha El = 16, akkor abed = 81 - 16 = 1296. Mivel 5 - 12 # 4 - 96, ezért 1296 nem felel meg. (1 pont)
Ha cd = 25, akkor abed = 81 - 25 = 2025 és 5 - 20 = 4 - 25, ezért abed = 2025. (1 pont)
[
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Megjegyzés. Mivel 5 - ab = 4 - cd, ezért az is kovetkezik, hogy a cd olyan teljes négyzet, amely
oszthato 5-tel, tehat csak a 25 lehet. Igy nem sziikséges az esetek targyaldsa a megoldashoz.

Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A kovetkezd egyenértéki atalakitdasokat végezziik:

(cb+ad) : (cd —ab) =9 <= (cb+ad) =9 - (cd — ab) (1 pont)

<= (cd+ab) =9 - (cd — ab). (1 pont)

cd + ab
2-ab 2 cd
—
—
cd — ab
o - o o o (2 pont)
Igy 2 - ab = 8e (ahol e = cd — ab az egységet jeldli) és 2 - cd = 10e, tehat ab = 4e és cd = 5e. (1
pont)
Az abed szamot kifejezziik az e egység fiiggvényben:
abed =100 - ab+ cd = 400 - e + 5 - e = 405 - e. (1 pont)
Mivel abcd teljes négyzet, ezért
405-e=81-5-e=k* (1 pont)
A feltétel akkor teljesiil legelGszor, ha e = 5. (1 pont)

Tehét ab = 4-5 = 20 és cd = 5 -5 = 25, amelyek teljesitik a (cd + ad) : (cd — ab) = (20 + 25) :
(25 — 20) = 9 feltételt. Tehat a legkisebb négyjegyti természetes szam, ami teljesiti a feltételeket

abed = 2025 = 452 (1 pont)
u

3. feladat (10 pont). Az alabbi sszeadasban a kiilonbo6zd betiik kiilonb6zs szamjegyeket és az
azonos betilik azonos szamjegyeket helyettesitenek. Hatarozd meg az 6sszeg azon legnagyobb értékét,
amely oszthato a szamjegyei osszegével!
LAM+
APA
FEJ
ILEA

Andrds Szildrd, Csikdelne
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az Osszeadas csak akkor lehetséges, ha

M+ J =10,
A+P+1=10 = A+ P =09,
A+F+1=10 = A+ F=0. (2 pont)
Az 1LFE A szam, akkor a legnagyobb, ha L = 9. (2 pont)

A 10 és 9 lehetséges felbontésai a fenti feltételnek megfelelGen:
10=84+2=7+3=6+4, iletve 9=841=7+2=6+3=5+4. (1 pont)

I. eset. Az L =9 és 1LEA a lehet§ legnagyobb szam, ezért azt vizsgéljuk, elGszor, hogy lehet-e E = 8.
Mivel kiilonb6z6 betiiknek kiilonbozé szamjegyek felelnek meg, a kivetkezs lehetGségek marad-
nak.

a) Ha M +4.J = 7+3, akkor A+ F = 5+4, igy az A+ P-nek nem marad megfelels felbontas.
b) Ha M +J = 6+4, akkor A+ F = 7+2, igy az A+ P-nek nem marad megfelels felbontas.

Tehat E # 8. (4 pont)

II. eset. Vizsgéaljuk most az L =9 és E' = 7 lehet&séget.

a) Ha M +.J = 6+4, akkor A+ F = 8+1, igy az A+ P-nek nem marad megfelels felbontés.
b) Ha M + J = 8 + 2, akkor

A+ F=6+3¢é6A+P=5+4

Vagy
A+ F=5+46sA+P=6+3.

Tehat a lehetséges eredmények:
1976, 1975, 1974 és 1973. (2 pont)

Nem vettiik még figyelembe azt a feltételt, hogy az 1LEA oszthat6 kell legyen a szamje-
gyeinek az Osszegével, vagyis az 1 + L + E + A szammal. Mivel

2311976, 2211975 és 211974,

ezért a legnagyobb 6sszeg ILEA = 1974 lehet, ha az A, M, P, F, J szamjegyeket is sikeriilt
megadnunk. Egy ilyen lehet6ség példaul A =6, M =8, P =3, F =4 és J = 2.(2 pont)
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4. feladat (10 pont). Harom testvér, Péter, Zsolt és Erzsébet, dsszesen 2025 lejt kapott a nagyma-
majuktol, hogy hangszereket vasaroljanak. Péter egy gitart, Zsolt egy hegediit, Erzsébet pedig egy
trombitat szeretne. Tudjuk, hogy Erzsébet négyszer annyi pénzt kapott, mint Zsolt. A gitar ara a
trombita aranak felével, illetve a hegedii aranak 2/3-aval egyenld. Péter rajon, hogy a 2025 lej teljes
felhasznalasaval mindharman meg tudnak venni a kivalasztott hangszert, ha ¢ a kapott pénze 1/6-at
odaadné a testvéreinek. Hany lejbe keriilnek az egyes hangszerek, illetve hany lejt kapott Péter, Zsolt
és Erzsébet kiilon-kiilon a nagymamatol?

Szdsz Szildrd, Marosvdsdrhely
Durugy Erika, Torda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
El6szor megallapitjuk a hangszerek arat, abrézolas modszerét alkalmazzuk. (Ha a gitar ara 2 egység,
akkor a hegedii 4ra 3 egység és a trombita ara 4 egység.)

trombita —
hegedd | — 2025 lej.
gitar —t

(4 pont)
A hangszerek ara 9 egység, ami pontosan 2025 lej, ahonnan egy egység ara

2025 : 9 = 225lej.

Tehat a gitar ara 2 - 2251lej = 450lej, a hegedd ara 3 - 225lej = 675 lej, valamint a trombita ara
4 -2251ej = 900 lej. (2 pont)
Péternek 450 lejre van sziiksége a gitar, Zsoltnak 675 lejre van sziiksége a hegedd, illetve Erzsébetnek
900 lejre van sziiksége a trombita megvaséarlasara. A tovabbiakban megéllapitjuk az unokak &ltal
kapott Osszegeket.

Péter a kapott pénzosszeg 5/6-at kolti el gitarra:

450 lej
Péter: | i } } } } {

Az ébra alapjan egy egység 450 : 5 = 90lej, igy Péter 6 - 90 = 540 lejt kapott. (4 pont)
Tehéat Erzsébetnek és Zsoltnak egyiitt 2025 — 540 = 1485 lejt adott nagymama. (2 pont)
Mivel Erzsébet 4-szeresét kapta a Zsolt altal kapott 6sszegnek:

Erzsébet: | } } } |

Zsolt: —
Ezért egy egység

1485 : 5 = 297, (2 pont)

tehat Zsolt 297 lejt, Erzsébet 1188 lejt kapott. (2 pont)
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6. osztaly

1. feladat (10 pont). Az alabbi 8 x 8-as tablan elhelyeztiink egy 5 egységnégyzetbdl allo keresztet.
Legfeljebb hany ilyen kereszt helyezhets el atfedés nélkiil a 8 x 8-as tablan?

Andrds Szildrd, Csikdelne

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

A diak rajzzal indokolja a megoldast: nyolc kereszt helyezhetd el a feltételeknek megfelelGen.
(5 pont)

Igazoljuk, hogy 8-nal tobb kereszttel nem lehetséges az elhelyezés.
Ahhoz, hogy a legals6 sorban lefedjiink egy négyzetet, a felette 1év6 sorban kell legyen 3 egymas
melletti lefedett négyzetiink. Mivel 8 < 3 - 3, ezért egyik szélén 1év6 sorban és oszlopban sem lehet

2-nél tobb négyzetet lefedni. (1 pont)
A sarkokat nem tudjuk lefedni. Emiatt a 28 kicsi négyzetbdl, ami a négyzet oldalaira illeszkedik
legalabb 20 lefedetleniil kell maradjon. (1 pont)
A tovabbi 64 — 20 = 44 egységnégyzetbdl még 4-nek kell lefedetlentil maradnia, mivel egy kereszt 5
egységnégyzetet fed, tehat a lefedett egységnégyzetek szama 5 tobbszorose. (1 pont)
Ez alapjan 40 : 5 = 8-nal t6bb keresztet nem lehet elhelyezni a tablan. (1 pont)

|
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2. feladat (10 pont). Hatarozd meg az Gsszes olyan abed alaku természetes szamot, amelyre egy-
idében teljesiilnek a kovetkez§ feltételek:

) ab  cd
a) — = —;
4 5’
b) ad + ¢ = 2T.
Simon Jozsef, Csikszereda
Elsd megoldds. Hivatalbol o o (1 pont)
Az @ feltételbdl kovetkezik, hogy 5 - ab =4 - cd. (1 pont)
Mivel 5 | 4 -cd és 514, ezért 5 | cd. (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy d = 0 vagy d = 5. (1 pont)
Mivel a @ feltételnek is kell teljesiilnie, ezért ad € {20, 25}. (1 pont)
I. eset. Ha ad = 20, akkor ¢ = 7. (1 pont)

Visszahelyettesitve az |a)| feltételbe kapjuk, hogy 2 % = 14. Ekkor 2b = 56, ami ellentmon-
das. (1 pont)

II. eset. Ha ad = 25, akkor ¢ = 2. (1 pont)

Visszahelyettesitve az |a)| feltételbe kapjuk, hogy % = % = 5. Ekkor 2b = 20, tehat b = 0.

(1 pont)
A keresett szam tehat abed = 2025. (1 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az aranypéarok szarmaztatasabol, illetve az utolso szamjegyek felcserélésével kapjuk, hogy
ab cd ab+cd ad+ch
ab_cd_abte _a+c. (1 pont)

4 5 445 9
A feltevés alapjan ad = 27 — ¢, amit behelyettesitve az elébbi tértbe, azt kapjuk, hogy

ad+cb  27—c+10c+b  9c+27+Db L3yl
9 9 9 9
Tehat .
b d b
%:%:04_34_5, (1 pont)
Mivel % véges tizedes tort, ezért 2 is véges tizedes tort, tehat b =9 vagy b = 0. (2 pont)
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I. eset. Ha b =9, akkor % = %, ahonnan 4 - cd = 5 - a9.
Mivel a 4 - c¢d paros szam, az 5 - a9 pedig paratlan, ezért az egyenldség nem all fenn.
Tehat b # 9. (1 pont)

II. eset. Ha b = 0, akkor % = ¢+ 3, azaz 10a = 4c + 12. (1 pont)

Az ad + ¢ = 27 feltételbsl adodik, hogy 10a + d 4+ ¢ = 27. A fenti egyenlGség alapjan

de+124+d+c =27 < bc+d=15.

Innen kapjuk, hogy d oszthato 5-tel, tehat d € {0,5}. (1 pont)

Ha d = 0, akkor ¢ = 3, igy a 10a = 4c+ 12 egyenlGség alapjan 10a + 3 = 27, ami ellentmondas.

(1 pont)
Ha d = 5, akkor ¢ = 2, igy a 10a = 4c + 12 0sszefiiggésbdl kapjuk, hogy a = 2.
Tehat a keresett szam abed = 2025. (1 pont)
[ |
Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az % = % feltételbdl kapjuk, hogy 5-ab =4 - cd, amelyben 5 - ab és 4 - ¢d is a 20 t&bbszorose.
(2 pont)
Ha 5@ = 4@ = 20, akkor @ = 4, ami ellentmond annak, hogy @ kétjegytl szam.
Ha 5ab = 4cd = 40, akkor ab = 8, ami ellentmond annak, hogy ab kétjegyt szam. (1 pont)
Ha 5ab = 4cd = 60, akkor ab = 12 és c¢d = 15. Ekkor a masodik feltétel nem teljesiil, mert
154+ 1 # 27. (1 pont)
Ha 5ab = 4ed = 80, akkor ab = 16 és ¢d = 20. Ekkor a masodik feltétel nem teljesiil, mert
10 + 2 # 27. (1 pont)
Ha 5ab = 4ed = 100, akkor ab = 20 és cd = 25. Ekkor a masodik feltétel is teljesiil, mert
25+ 2 =27. (1 pont)
Ha 5ab = 4cd = 120, akkor ab = 24 és cd = 30. Ekkor a méasodik feltétel nem teljesiil, mert
20 + 3 # 27. (1 pont)
Ha 5ab = 4cd = 140, akkor ab = 28 és cd = 35. Ekkor a masodik feltétel nem teljesiil, mert
25+ 3 #271. (1 pont)
Ha 5ab = 4ed > 160, akkor ab > 32, innen a > 3, ami ellentmond a mésodik feltételnek.
A fenti esetek targyalasabol egy megoldast kaptunk: abed = 2025. (1 pont)
|
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3. feladat (10 pont). Adott az a =3n+2,b=2n+ 1 és ¢ = n+ 1 szam, ahol n egy természetes
szam.

a) Igazold, hogy az a és b relativ primek!

b) Bizonyitsd be, hogy az [a, b] + [a, ¢| szam négyzetszam, barmely n természetes szam esetén, ahol
la,b] az a és b szamok legkisebb kozos tobbszorosét jeloli!

Faluvégi Melania, Zilah

Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Legyen d az a és b szamok egy kozos osztoja. Ekkor d | (3n +2) és d | (2n+1). (2 pont)

A d osztja ezeknek a szdmoknak barmilyen tobbszorosét is. Igy d |2 (3n+2) ésd |3 - (2n+1).

(2 pont)

A d szam osztja ezek kiilonbségét is, ezért d | [(6n 4+ 4) — (6n + 3)]. (2 pont)
Innen d | 1, amibél d = 1, vagyis a és b relativ primek. (2 pont)

b) Mivel a és b relativ primek, ezért [a,b] = a - b. (2 pont)

Igazolni fogjuk, hogy az a és c is relativ primek. Legyen az a és ¢ szamok kozos osztoja d, ekkor
d| (3n+2)ésd| (n+1) ésmivel d | (3n+2) és d | 3(n+ 1) kévetkezik, hogy d | [(3n+3) — (3n+2)],

azaz d | 1, amibdl kévetkezik, hogy d = 1. Ezért (a,c) = 1. (2 pont)
Mivel a és ¢ relativ primek, ezért [a,c] =a - c. (2 pont)

Hasznélva a fenti részeredményeket
la,b] + [a,c] = ab+ ac

=a-(b+c) (1 pont)
—(Bn+2)2n+1+n+1)

)
= (3n+2)(3n + 2)
= (3n+2)%
ami négyzetszam. (2 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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a) Eszrevessziik, hogy ¢ = a — b. (2 pont)

Igy ha egy d szam oszt a harom szam koziil kettst, akkor a harmadik szamot is osztania kell.
(2 pont)

Abbol, hogy a d osztja a b-t és c-t kovetkezik, d | (2n + 1), vagyis d | [(n + 1) +n]| és d | (n+ 1).

Ad|[(n+1)+n]ésad]|(n+ 1) osszefiiggesekbdl kovetkezik d | n. (2 pont)
Had|nésd|(n+1) akkor, d = 1. (2 pont)
Ezzel azt igazoltuk, hogy a,b és ¢ paronként relativ primek. (2 pont)
b) Azfa) alpont szerint (a,b) =1, (a,c) =1, ezért [a,b] =a-bés [a,c] =a-c. (4 pont)
Igy [a,b] + [a,c] = ab+ac=a- (b+c). (2 pont)

2

A ¢ = a — b egyenl6ség alapjan [a,b] + [a,c] = ab+ac=a-(b+¢) = a-a = a*, ami négyzetszam.

(2 pont)

4. feladat (10 pont). Adottak az m, @2, @3, ey A:EA egy pont koriili, egymassal

kongruens 24°-os szogek. Legyenek ugyanazon az abran az A/OE, B10B,, 50\33, ey B;l\OA egy
pont koriili, egymassal kongruens 18°-os szogek gy, hogy az A; és B; az OA egyenes ugyanazon
oldaldn helyezkedjenek el.

a) Osszesen hanyszor esnek egybe a szogek szérai az OA félegyenesen kiviil?

b) Az O pont kériil legtébb hany olyan szog van, amelyek belss tartoményai paronként nem metszik
egymast?

c) Héany derékszog van az dbran?

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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Ag = Bg
B,
A,
Bio
A
B,
Ag = Bi2

a) Az OA, és OB; szarak pontosan akkor esnek egybe, ha az AOA; és AOB; szogek mértéke meg-
egyezik, vagyis i - 24° = j - 18°. Tehat ebben az esetben az AOA; (és AOB;) szog mértéke kozos
tObbszorose a 24°-nak és a 18°-nak. A legkisebb kozos tobbszords a 72°, tehat az elsé kozos szar
OAs = OBy (3=12 ¢s4=12), amelyre AOA; = AOB, = T2°. (2 pont)
Mivel 360 : 72 = 5, tehat a szogek kozos szarainak szama 5 az OA félegyenessel egyiitt. (2 pont)

Az OA félegyenesen kiviil a szogek szarai négyszer esnek egybe. (2 pont)

b) Egyrészt maximalis szogszam esetén a szogek Osszege 360° kell legyen, kiilonben névelni tudjuk a
szogek szamat. Masrészt akkor lesz a szogek szama a legnagyobb, ha a valasztott szogek egyike sem
bonthaté fel OA; vagy OB; félegyenesek segitségével kisebb szogekre. Tehat minden OA; és OB;
félegyenes valamelyik szognek széara kell legyen. (2 pont)

A 24°-0s szogek szama 360 : 24 = 15, igy az OA; félegyenesek szama az OA félegyenessel egyiitt
15. A 18%os szogek szama pedig 360 : 18 = 20, igy az OB, félegyenesek szama az OA félegyenessel
egylitt 20. (2 pont)
Mivel 5 kozos szar is van az O A félegyenest is beleszamitva, a kiilonb6z6 félegyenesek szama 15+ 20—
5 =30. Ez a 30 félegyenes 30 darab szoget hatdroz meg az O pont koriil, amelyek belsé tartoményai
paronként nem metszik egymast. Tehét a szogek maximalis szama 30. (2 pont)

c) Ha bevezetjik az A = Ay = By jeloléseket, akkor elvben harom fajta derékszog allhat el6: mj,
BZOBJ és AZOBJ alakuiak.

Az m szogek mértéke a 24° tobbszorose, de mivel % = % nem egész szam, igy ez a fajta
szog nem lehet derékszog. (2 pont)
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Az BTOEJ- szogek mértéke a 18° tobbszorose, de mivel % = 5. Igy ezek a fajta szogek lehetnek
derékszogek és 5 darab BﬁB\M sz0gbdl tevédnek Ossze: A/OE = BTO\Bg, = 90°, @6 = 90°,

B,OB, = 90°, ..., BsOBs = 90°, ..., BisOA = BisOBy = 90°, BigOBy = 90°, ByzOBy = 90°,
BlgOBg = 9007 B190B4 = 90°. (2 pont)

Az @j alaki derékszogek esetén az OA; félegyens egybeesik valamelyik OBy félegyenessel,

tehat az @j alakt derékszogek tulajdonképpen BTO\B]- alakt derékszogek, amelyeket méar meg-
szamoltunk.

Tehat Osszesen 20 darab derékszog van (pontosan annyi mint az OB; félegyenesek szama az OA
félegyenessel egyiitt). (2 pont)
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7. osztaly
1. feladat (10 pont). a) Hasonlitsd 6ssze az m és n szamokat, ha
\/i—ﬁ+f—\/§+ +¢2025—\/2024
V2.1 V3.2 V2025 - 2024
n:52025_4‘52024_4_52023_‘___4_52_4‘5_4‘

b) Adottak az x,y, z szigorian pozitiv racionalis szamok ugy, hogy

Sy +4z—3x  Sz+4r—3y  OdSr+4y—3z
Tx N Ty N Tz '

(by +4z2) - (52 +4x) - (5 + 4y)
2025zyz

Igazold, hogy ha a = , akkor y/a racionalis szam!

Oldh-Ilkei Arpdd, Sepsiszentrgyirgy
Fodor Erika, Beszterce

Megoldds. Hivatalbol

(1 pont)

a) Tekintsiik az m szamot. Az Osszegben szerepld tagokat a kovetkezSképpen alakithatjuk:

V2—-V1 V2-V1 V2 Vi1 1
V21 V2T V2V V2VT VT VR
V3-v2 V3-v2 V3 V2 1 1
V32 VBV2 O VB2 VBV2 V2 VB
VA-V3 VA-V3 O v4A V3 1 1
VA3 VA3 VAVB VA3 VB A
V2025 — /2024 ._”\/2025—\/2024_ V2025 V2024 1 1
V2025 -2024  /2025-4/2024 /2025 -/2024 /2025 - /2024 /2024 /2025
(1 pont)
Ahonnan
111111
"TATV2 V2 BB VA V2024 /2025
1 1
T V1 V2025
1
=1~
1 _4
N 45 45
(1 pont)
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Tekintsiik az n szamot. Mindenik 4-es felirhaté agy, mint 5 — 1, igy az n szam a kévetkezGképpen
alakul:

n— 52025 _ 4 52024 _ 4 52025 _ . _4.52_4.5_4
=50 _(5-1)-5* - (5-1).5*% ... . (5-1)-52-(5-1)-5—(5—-1) (1 pont)
_ 52025 5 52024 4 52024 5 52023 | 52023 5 5252 5.545_5.4]
_ 52025 _ 52025 | 52024 52024 | 52023 53 452 52 554
=1. (1 pont)
Tehat m = 1—% = i—;l és n = 1, azaz megallapithatjuk, hogy m < n. (1 pont)

b) Felhasznélva az egyenld aranyok sorozatanak tulajdonsagét, miszerint

ai ao as . a1 + as + as

by by by by +by+bg
felirhatjuk a koévetkezdket:

Sy+4z—3x Sz4dx—3y Swv+4y—3z  (5y+4z—3z)+ (52 +4x — 3y) + (5x + 4y — 3z)

Tx Ty Tz T+ Ty+ 7z
~ b6x+06y+ 62
C Tr Ty + Tz
_ 6(z+y+2)
T(z+y+2)
6
=_. 1 t
oy +4z—3 5z +4x — 3 b +4y — 3 6
Tehat 22 ik RN bl TN i Tk —. Vegyiik ezeket az ardnyokat péron-
T Ty Tz 7
ként. by+4z—3x 6
wz? — Sy + 4z —3x = 6x = Sy + 4z =9z,
x
5z +4x — 3 6
eHITIY D = 5z +4x — 3y =6y = 5z +4x =9y,
Ty 7
b +4y — 3 6
W:§:5m+4y—3z:6z:5x+4y:9z. (1 pont)
z
Ezekbdl felirhato, hogy
. (5y +4z) - (bz+4x) - 5w +4y) _9z-9y-92 _ Payz _ 9 (1 pont)
2025z 2 2025y 2 92.52zyz 25
9 3
Ahonnan \/a =4/ — = - € Q. (1 pont)
25 5
[

2. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben AB = ¢, AC' = b, BC = a. A haromszogbe irt kor
BC-t K pontban, AB-t M pontban, mig AC-t N pontban érinti.
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a) Hatarozd meg az AM, BK, C'N szakaszok hosszat az a, b és ¢ fliggvényében!

b) Igazold, hogy ha az ABC haromszog keriilete 12 egység, akkor teljesiil a

VCN + CK +vVBM + BK + VAM + AN <6

egyenlGtlenség!
Barta-Zdgoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel egy kiilsé pontbol ugyanazon korhéz huzott érinté szakaszok hossza egyenls, ezért CK =
CN =x, AM = AN =y, illetve BM = BK = z. (1 pont)
A feltétel alapjan a = x4+ 2, b =2 4+ y és ¢ = y + 2. Ezeket Osszeadva a kiovetkezst kapjuk:

a+b+c=2x+y+2),
a+b+c

5 =r4+y+z, (1 pont)
ahonnan rendre
a+b+c b+c—a
y=(r+y+2)—(r+2)=—F——a=——,
a+b+c a+b—rc
x:(x+y+z)—(y+z):T—c:T,
a+b+c at+c—0>
z=@+y+z2)—(e+y)=——F7"—"-b=—7—.
2 2
b — —b b—
Tehat AM = % BK = % és ON = % (2 pont)

b) Az a) alpont jeloléseit felhsznélva igazolni kell, hogy

VCN + CK +vVBM + BK ++AM + AN < 6,
V2y 4+ V22 4+ V2z <6, (1 pont)

b 12
aholx%—y—l—z:%:?:& (1 pont)
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Felhasznélva a szamtani és mértani kozépardnyosok kozotti egyenlGtlenségeket a kovetkezdket
irhatjuk hogy:

2 2 2
M%g%, V22 < z; V< x; . (1 pont)

A harom egyenlGtlenség megfelels oldalait 6sszeadva adodik, hogy

6
\/2y+v2z+\/2x§%, (1 pont)

6+ 6
2+ V22 + V22 < %,
V2y+vV2z+ V2 <6.

Tehat vCN +CK ++/BM + BK +VAM + AN <6 . (1 pont)

Megjegyzés. Egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha x =y =2=2, azaz a =b=c = 4.

3. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy két, 7-tel nem oszthatd, természetes szam négyzetének
Osszege nem oszthato 7-tel!

b) Tekintsiik az 12,22 32, ...,2025% szamokat. Legfennebb hany darab természetes szdmot vélaszt-
hatunk ki az adott szamokbol tigy, hogy ne legyen kozottiik harom olyan szam, amelyeknek Gsszege
oszthato 7-tel?

Sitmon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A 7-tel nem oszthato természetes szamok 7k + 1,7k + 2,7k + 3,7k + 4,7k + 5,7k + 6 alakuak,
ahol k természetes szam. (2 pont)

Vizsgaljuk a négyzeteik 7-tel valo osztasi maradékat.

(Th+1)°=(Tk+1) - (Thk +1) =49k* + Tk + Tk + 1 = 7- (Tk* + 2k) + 1,  tehat 7m + 1 alaku.
(Thk +2)* = (Tk +2) - (Tk +2) = 49k* + 14k + 14k + 4 = 7- (Tk® +4k) + 4, tehat 7m +4 alaku.
(Th+3)* = (Tk +3) - (Th +3) =49k* + 42k +9 =7 (TK* + 6k + 1) +2, tehat 7m + 2 alaku.
(Tk+4)> = (Tk +4) - (Tk +4) = 49k* + 56k + 16 = 7- (Tk* + 8k +2) + 2,  tehat 7m + 2 alaku.
(Tk+5)> = (Tk +5) - (Tk +5) = 49k* + 70k + 25 = 7 (Tk* + 10k + 3) +4,  tehat 7m +4 alak.
(Tk +6)*> = (Tk +6) - (Tk +6) = 49k + 84k + 36 = 7 - (Tk* + 16k +5) + 1,  tehat 7m + 1 alaku.

Az elébbiek alapjan a 7-tel nem oszthatd természetes szamok négyzetei 7m + 1,7m + 2,7m + 4
alakuak lehetnek, ahol m természetes szam. (4 pont)
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Megjegyzés. Ha kiszamitjuk az els6 15 természetes szam négyzetének a 7-tel vald osztasi maradékat,
akkor az ismétlédés alapjan szintén felirhatjuk, hogy a maradék 1, 2 vagy 4 lehet. Igy belatva is
helyes a megoldas.

Ezek koziil semelyik két szamnak az Osszege nem oszthato 7-tel, ezzel az éllitast igazoltuk. (2
pont)

b) Mivel 2025 = 7 - 289 + 2, 290 darab 7k 4 1 alakt szam van 1 és 2025 kozott, valamint 290 darab
7k + 2 alakt szam. (2 pont)

ATk+3,Tk+4, Tk+5, Tk+6 és 7k alaki szdmok mindegyikébdl 289 darab van 1 és 2025 k6zott.
(2 pont)

Ahhoz, hogy a kivalasztott szamok kozott ne legyen harom, amelynek az Osszege oszthato 7-tel,
az sziikséges, hogy a 7-tel oszthato teljes négyzetek koziil legfeljebb 2 legyen, a tobbiek kozott pedig
ne forduljon el mindharom lehetséges maradék (mert 142 +4 =7). (2 pont)

Ehhez legfeljebb 2 - 579 = 1158 darab 7-tel nem oszthat6 szamot valaszthatunk ki, mert ennél
tobb esetén mindharom maradék eléfordulna a kivalasztott szamok kozott. Igy osszesen legtébb
2 + 1158 = 1160 szamot valaszthatunk ki és ez el is érhetd, ha kivalasztjuk az osszes 7k + 1, Tk + 6,
Tk + 2, Tk + 5 alakt szam négyzetét és két 7-tel oszthatod szam négyzetét. (4 pont)

4. feladat (10 pont). Egy O kézéppontt kéron adott az E pont. Az E kozéppontu kisebb sugari
kor az elébbi kort az A és B pontokban metszi. Legyen a kisebb kéron P egy olyan pont, amely
a nagyobbik kor belsejében van. Az E pontbél az AP, illetve BP szakaszokra hiizott merdleges
egyenesek az O kozépponti kort masodszor rendre a C, illetve D pontokban metszik. Legyen E'L az
O kozépponta kor atmérdje.

Igazold, hogy:

a) az A, P és D, valamint a B, P és C pontok kollinearisak;
b) az ADLC egyenls szaru trapéz;
c) EP 1L CD.

Simon Jozsef, Csikszereda
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az ED egyenes a PB hur felez6mer6legese, ezért

BDE = EDP., (1 pont)
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1. dbra. Az a) alponthoz

Az FA = EB, mivel ezek a kisebb kor sugarai, ezért az O kozéppontu korben felirhatjuk, hogy
FEA = EB, ahonnan AF = EB, igy

BDE = EDA. (1 pont)

A fentiek alapjan kovetkezik, hogy EDP = E/D\A, emiatt az A, P, D pontok kollinearisak. (2 pont)

Hasonléan ACE = ECP és ACE = @, ahonnan ECP = @, tehat B, P,C' pontok kolli-
nearisak. (2 pont)

2. abra. A b) alponthoz
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b) Mivel az EL atmérs az O kozéppontu kérben, C' pont a kéron van, vagyis
ECL =90° < EC L CL. (3)
Az a) alpont alapjan a D, P, A pontok kollinearisak, a feladat fetételei szerint pedig EC' 1 PA,
tehat

EC 1 DA. (4)

Az és 1' alapjan DA || CL. Mivel LCA > LCF = 90°, ezért AC nem lehet parhuzamos
DL-lel, tehat ADLC trapéz. (4 pont)

Mivel DA || CL, ezért CDA = ITC\L, viszont mindkettd keriileti szog, igy

—~ —~

@\A:%A:lﬁ:% — CA=DL—CA=DL.

Osszefoglalva tehat az ADLC négyszog egyenls szari trapéz. (2 pont)

c) Tekintsiik az EDC haromszoget. A feltételek alapjan ED 1| BP, de azja)| alpont alapjan B, P,C
pontok kollinearisak, azaz CP 1 ED.

Hasonléan FC' L AP, de az a) alpont alapjan tudjuk, hogy D, P, A pontok kollinearisak, azaz
DP 1 EC. (2 pont)

Mivel CP L ED és DP 1 EC, ezért P magassagpontja az EDC haromszognek, ahonnan
EP 1 DC. (2 pont)

3. abra. A c¢) alponthoz
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8. osztaly
1. feladat (10 pont). a) Oldd meg a valés szamok halmazan a

{x+3}+2[z+3]++/22+322+3) =4
egyenletet, ahol {a} és [a] rendre az a valos szam tort-, illetve egészrészét jeloli!

b) Legyen a,b,c > 0 gy, hogy abc = 2025. Igazold, hogy

atb  btc  c+a _Vat Vbt e
a?+0> B+ 2+a® T 45 '

Madtyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Turdean Katalin, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Ertelmezés szerint {x + 3} =z + 3 — [z + 3], igy az eredeti egyenletiink
r+3+[x+3]+Val+6x+9=4

alakra hozhato. A gydk alatt 16v6 kifejezés a roviditett szamitasi képletek szerint (z + 3)%. (1 pont)
Az egyenlet tehat a még egyszertibb

r+3+x+3]+ |z +3] =4, (1 pont)
alakra hozhatd. Az x + 3 elGjele szerint két lehetséges eset van. Ha x + 3 < 0 akkor,
r+3+[r+3]—(x+3) =4,

vagyis [z + 3] = 4. Az egészrész értelmezése alapjan 4 < x + 3 < 5, ami ellentmond az = 4+ 3 < 0
feltételnek, tehat ebben az esetben nincs megoldés. (1 pont)
Ha z + 3 > 0, akkor

r+3+[z+3+r+3=4,

ami ekvivalens dtalakitassal az [v+3] = —2—2z alakra hozhaté. Hay = —2—2x, akkor y = [~5¥+3]
és y egész szam. Az 4j egyenletiink tehat y = [254]. (1 pont)

2
Az egészrész értelmezése alapjan

4—y
y§T<y—|—1.

Elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

2 4
de y egész, tehat y = 1. Visszahelyettesitéssel az © = —% eredményhez jutunk, ami helyes is lesz,
mert z +3 = 3 > 0. (1 pont)
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b) Becsiiljiik a tagokat kiilon-kiilon! Legyenek x,y > 0 tetsz6leges valos szamok. A szamtani és

2 +y2

5, ami elemi atalakitasokkal az

négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenségek alapjan %ﬂ <

T+y < 2
4y T rty
alakra hozhato. (1 pont)
A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenltlenségek alapjan viszont /Ty < %, vagyis
2 1
< —. (1 pont)

rT+Yy STy

Az el6bbi egyenlétlenségek alapjan
r+y < 1
4yt T Ty
Alkalmazva ezt az egyenlGtlenséget a feladatban kitiizott egyenlStlenség bal oldaldn megjelend
tagokra, frhatjuk, hogy

(1 pont)

atb  bte cta 1 1 1 CVa+ Vbt a+ Vbt e
a?+b2 b2+ 2+a? T Vab Ve ea o Vabe a 45 ’
ahonnan kovetkezik a kért egyenlétlenség. (1 pont)

Megjegyzés. Az egyenlGség akkor és csakis akkor all fenn, ha a = b = ¢ = v/2025.
[ |

2. feladat (10 pont). Adott egy 45 x 45-0s négyzetracs, amelyben a természetes szamok 1-t6l
2025-ig sorrendben kovetik egymaést, a mellékelt abra szerint.

1 2 3 [...]...]...] 43 44 45
46 47 48 ||| oe- | 88 89 90
1981 [ 1982 | 1983 | -+ | ---| --- ] 2023 | 2024 | 2025

A négyzetracs 9 négyzetét lefedjiik egy 3 x 3-as négyzetlappal. Szamitsd ki a valoszintiségét, hogy a
lefedett kilenc szam Osszege oszthato legyen 81-gyel!

Nagy Enikd Ilona, Nagyvdrad
Matyas Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Baja Zsolt, Kolozsvar

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen a lefedésre hasznalt 3 x 3-as négyzetlap kozépsé mezGje altal lefedett szam n. Amikor egy
szamrol az eggyel alatta, vagy felette 16v6 szamra lépiink, akkor az adott szamérték 45-tel ng, vagy
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csOkken. Ennek a tulajdonsagnak a segitségével a négyzetlap tobbi elemét is kiszamithatjuk, amint
az aldbbi dbra is mutatja.

n—46 |n—45|n—44
n—1 n n+1 (1 pont)
n+44|n+45|n+46

A lefedett szamokat Osszeadva 9n-et kapunk, ami pontosan akkor oszthatd 81-gyel ha n oszthato
9-cel. (1 pont)
Az adott 45 x 45-0s négyzetracs 2025 : 9 = 225 olyan szamot tartalmaz, amely oszthatd 9-cel, de
ezek koziil ki kell zarnunk azokat, amelyek nem keriilhetnek a 3 x 3-as négyzetlap kozepére.(1 pont)

Azokat a szamokat kell kizarnunk, amelyek az els§ vagy utolsé sorban, illetve elsé vagy utolsd
oszlopban vannak és 9-cel oszthatok. A tovabbiakban ezeket fogjuk felsorolni.

Az els6 sorban 5 darab ilyen szam van: 9, 18, 27, 36 és 45. (1 pont)
Az utolso6 sorban szintén 5 darab ilyen szam van: 1989, 1998, 2007, 2016 és 2025. (1 pont)

Egy oszlopon beliil barmelyik két szamnak a kiilonbsége a 45 = 9 x 5 tobbszorose, vagyis a 9-cel
val6 maradék allandé az oszlopon beliil.
Az els6 oszlopban mindegyik szam 9k + 1 alaku, tehat itt nincs olyan, amelyet oszthato 9-cel.
(1 pont)

Az utolsé oszlopban 1év6 szamok 45k alakuak, viszont ebbdl a 45-6t és 2025-6t mar szamoltuk.
Tehat innen tovabbi 45 — 2 = 43 szamot kell kizarni. (1 pont)

Osszesitve a kedvezs esetek szama
225 — (5+5+443) =225 - 53 = 172. (1 pont)

A lehetséges esetek szdma pedig 43 x 43 = 1849, tehat a keresett valoszintiség

172 4
P = 80— 15 (1 pont)
[ ]

3. feladat (10 pont). A VABCD szabélyos négyoldalu gilaban V' a gula csticsa, £ a VB, I pedig
a VD él felez6pontja, és VA = AB = a.

a) Hatéarozd meg az AEF és V BD sikok altal alkotott szog szinuszat!

b) Szamitsd ki az AE és C'F egyenesek altal alkotott szog szinuszat!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A feladat feltételei alapjan a két sik E'F-ben metszi egymast. Legyen AC N BD = {O} és
VONEF ={L}.
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A VBD haromszogben az EF kézépvonal, az L pontban felezi VO-t és BD | EF. Ebbdl
kovetkezik, hogy VL 1 EF, de a V FE haromszog egyenls szaru, igy L az EF felez6pontja.

A szerkesztésbdl adodoéan AF = AFE, tehat az AF E haromszog egyenlGszara, amelyben AL felezi
az alapot, igy AL L E'F. Ezeket 6sszevonva, kijelenthetjiik, hogy [(AEF), (VBD)| = ALO. (2 pont)

A VBD haromszoghen BD? = VB? + VD2 Pitagorasz forditott tétele alapjan a haromszog
derékszogt, ezért a VO oldalfelezs az atfogo fele, vagyis

voz“f és LO:m:aﬁ

2 4

M

Az ALO derékszogi haromszogben, Pitagorasz tétele alapjan

2 2
2 7\ 10a?
AL? = AO* + OL* = (—a\[> + (“f> _ 10a
2 1
vagyis AL = av10

16 ’
=, (2 pont)
tovabba v
== A0 %2 23
SIH(ALO)_AL_a\/E_ .

(1 pont)
b) Hosszabbitsuk meg a (BA és (DC félegyeneseket az M A = AB és NC' = CD szakaszokkal! Ekkor

a V BM haromszogben FA kozépvonal, tehat VM || AE és VM = 2AE. Mivel AE a VAB egyenls
oldali haromszog magassaga,

3
VM = zaT — a3,
Analog szamolasokkal kapjuk, hogy VN || FC és VN = av/3.

(2 pont)

97



Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos dontd - 8. osztaly

AVN || FC és VM || EA osszefiiggések alapjan
(AE,CF) = (VM,VN). (1 pont)

A szerkesztésbol adodoan M B = DN és M B || DN, tehat az M BN D négyszog paralelogramma.
A paralelogrammak &atloi felezik egymast, vagyis az O pont, amely a BD &tlo felez6 pontja, rajta
van az M N szakaszon és MN =2- MO. (2 pont)

A VOM héaromszog derékszogt, ezért Pitagorasz tétele alapjan

2?2 10
MO? = VM2 — VO? = 342 —%z 4@7

ahonnan MO = “‘éﬁ, tehat MN =2- MO = av/10. (2 pont)

A VMN haromszogben MN? > VM? —|— VN2, ezért a haromszog tompaszogi V-ben. Innen
kovetkemk hogy (VM VN) = 180° — MVN. Legyen Q € MV ugy, hogy NQ L MV, ekkor
N VQ — 180° — MVN.

A VM N haromszog teriiletét kétféleképpen felirva kapjuk, hogy NQ = M‘J/V ]\‘4/ 0 — %ﬁ (2 pont)

A VQN derékszogii haromszogben

n(NVQ) = ~2 = Y2
sn(VVQ) = 7y = 5
tehat az AFE ¢és ETF egyenesek altal alkotott szog szinuszanak értéke \/75 (2 pont)

Megjegyzés. Az @ alpontban az AL | EF igazolhatd a harom merdleges tételével is.

A |b)| alpontban maximalis pontszam szerezhetd akkor is, ha valaki az MVN tompaszoggel és a

Tavy = LVVN 'S;n (MVN) Osszefliggéssel dolgozott, mert a kiegészits szogek szinusza megegyezik.

Az (AﬁC) meghatarozhato gy is, ha az F'E szakaszon keresztiil parhuzamosan eltoljuk az
AF-et. Vagyis megszerkesztjik azt az [’ € (ABD) pontot, amelyre AF' || FE és AF' = FE. Ekkor

a Sin(Cﬁ ) értéket kell kiszamolnunk.
|

4. feladat (10 pont). Az ABCD négyzet AB, BC és C'D oldalainak belsejében felvessziik az M, N,
illetve P pontokat ugy, hogy AM = BN = CP. A Q, R, S és T pontokra igaz, hogy MCNAN = {Q},
DM N AP = {R}, MNNAD = {S} és NRNDQ = {T".
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a) Igazold, hogy R a DAN héaromszog magassagpontja!
b) Bizonyitsd be, hogy ST || AR !

Turdean Katalin, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
C N
K
P
F 7 ¢
M
E
R
D A
Megfelels abra elkészitése. (2 pont)

a) Az ABN és DAM haromszogek derékszogtiek, valamint AB = DA és BN = AM, ezért a két
haromszog kongruens. Ennek alapjan NAB = M DA. (2 pont)

Legyen DM N AN = {FE}. Ekkor az AEM haromszégben
m+m:@+@:@+m:9oo,
mert a DAM haromszog derékszogld. Mindezek alapjan levonhatjuk, hogy
AEM = 180° — (EAM + EMA) = 180° — 90° = 90°,

vagyis AN L DM. (2 pont)

Hasonl6 gondolatmenettel, ha bevezetjiik az F' pontot, amelyre AP N DN = {F}, akkor a
DN 1 AP allitashoz jutunk. (2 pont)

A DAN haromszogben a DE | AN, AF 1 DN és DEN AF = {R} tulajdonsagok alapjan R
magassagpont. (2 pont)
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b) A feladat feltételei alapjan AM || PC és AM = PC, vagyis az AMC P négyszog egy paralelog-
ramma, ahonnan AP || MC. A korabbiakban igazoltuk, azt is, hogy DN L AP, igy kovetkezik,
hogy DN 1 MK, ahol a K pont a DN és MC egyenesek metszéspontja. (2 pont)

A DM N haromszoghen MK | DN, NE 1 DM és MKNNE = {Q}, tehat a Q magassagpont,
igy DQ L NM. (2 pont)

Ha felhasznaljuk, hogy a DS és a DA, valamint az NS és az NM egyenesek egybeesnek, akkor
az eddigi eredményeink alapjan NR L DS és D@ 1L NS. A korabbi gondolatmenetekhez hasonl6an

T magassagpont a DSN haromszogben, vagyis ST L DN. (2 pont)
Igazoltuk azt is, hogy AP L DN, de az R pont az AP egyenesen helyezkedik el, tehat ST || AR.

(2 pont)

|
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9. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az (z,y) természetes szamparokat, amelyek teljesitik
az
52% +y? — 2xy + 62 — 2y = 8

Osszefiiggést! Spier Tinde, Arad
Szilagyi Judit, Kolozsvdr
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A kovetkezd egyenértékii atalakitasokat végezziik:
(2 +y*+1—20y —2y+22)+ (da” +4a+1)—2 = 8
(x—y+1)2%+ (22412 = 10.

(4 pont)

Ugyanakkor 2x +1 € N és v —y + 1 € Z, ezért a fenti egyenlGség akkor és csakis akkor teljesiilhet,
ha

lt—y+1/=3 lz—y+1] =1

{2x+1:1 VABY 2w 4+1=3 ' (2 pont)

Az { |2g§;:_y1t11| =3 egyenletek az z = 0 és |1 — y| = 3 Osszefliggésekhez vezetnek. Mivel y

természetes szam, igy y = 4. (1 pont)

Az { |2xx:_y1t1?l =1 egyenletek az x = 1 és |2 — y| = 1 Osszefiiggésekhez vezetnek, ahonnan

y € {1,3}. (1 pont)

Tehét a megoldasok halmaza M = {(0,4), (1,1), (1,3)}. (1 pont)

[

2. feladat (10 pont). Az a, b, ¢ szigortian pozitiv valés szamokra a + b + ¢ = 2025. Igazold, hogy

a+b N b+c n a+c S
V2025¢ 4+ ab  /2025a + bc  /2025b + ac

Oldh Ilkei Arpdd, Sepsiszentqyérgy
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a + b+ ¢ = 2025, ezért

2025c+ab = (a+b+c)c+ab
= ac+bc+ 2+ ab

= (c+a)(c+D).
Hasonloan 2025a 4 be = (a + b)(a + ¢) és 20250 + ac = (b+ ¢)(b+ a). (2 pont)
Ez alapjan a bizonyitand6 egyenl&tlenség az
a+b b+c a-+c

3
V(c+a)(c+b) * Vie+b)(a+c) * V(o +a)(b+c) =
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egyenlGtlenséggel egyenértékii. A mértani és szamtani kozepek kozti egyenlStlenség alapjan

a—+b+ 2c
(c+a)(c+b) < TR
igy
a+b S 2(a +0)
(c+a)(c+b) a+b+2c
Hasonléan bic > 20049 atc S 2a+c)

Viarara = Fer2a © paere © et
Osszegezve a fenti egyenl6tlenségeket azt kapjuk, hogy

a+b b+c a+c - 2(a +b) 2(b+c) 2(a+c)
Vie+a)e+b)  ia+bla+eo) Jb+a)b+c)  atb+2c btc+2a ate+2h
(3 pont)

Igazoljuk, hogy
a+b b+c a+c 3
+ + > —.
a+b+2¢c b+c+2a a+c+2b 2

(5)

Az a+b=2x, b+c =1y és a+c = z jeloléseket hasznélva 2(a + b + ¢) = = + y + z, ahonnan
a+b+2c=y+2z b+c+2a=x+z valamint a + ¢+ 2b = x +y. Ez alapjan az (1) egyenlStlenség
egyenértéki azzal, hogy

x Y z

3
=5 (6)

(2 pont)

+ +
y+z xT+z xT+vy

1
y+z — Ttz — :L‘+y

x Y z S Y z x

Feltételezhetjiik, hogy » <y < z, igy

tehat a rendezési tétel alapjan

+ + = + +
y+z xT+z T+Y y+z xT+z xT+Y
T Y z z T Y
+ + > + + .
y+z x+z x4y y+z xT+z xT+vy

Osszeadjuk a fenti egyenlstlenségeket, elosztjuk 2-vel, igy
x z
+ 24 >
y+z x+z x4y

DO | W

(2 pont)

Ez utobbi egyenlétlenség Nesbitt-egyenlGtlenség néven ismert.
Megjegyzés. Az
a+b b+c a+c

3
V(c+a)(c+b) * Vi(a+b)(a+c) * Vb+a)(b+c) =

egyenlGtlenséget bizonyithatjuk a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenség alkalmazéséval
3 valtozo esetén a kovetkezSképpen:

atb + b+c a+tc
V(eta)(ctb)  y/(atb)(ate)  y/(b+a)(b+o) S \/ a+b b+c a+c

3 )(c+0) \/(a—l—b)(a—kc).\/(b—l—a)(b—l—c)

(7 pont)
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[ |
3. feladat (10 pont). Ha A = [v/1] + [v/3] + [V/5] + ... + [V/2025], igazold, hogy A% — 1 oszthato
506-tal, ahol [a] az a szam egészrészét jeloli! Szilagyi Judit, Kolozsvdr
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Eszrevessziik, hogy [v1] = [V3] = 1, [V5] = V7] = 2.
Ugvanakkor [v3] = [V11] = [V3] = [V15] = 3 ¢s [vI7] = [VIO] = [v21] = [V33] = 4. (4 pont)

Altalanosan
[VAR2 — 4k + 1) = [VA4R?2 — 4k + 3] = ... = [V4k2 — 1] =2k — 1
(Vak? 4+ 1] = [V4k2 + 3] = ... = [V4k? + 4k — 1] = 2k, (2 pont)

4k —1—(4k%—4k+1)
2

ami azt jelenti, hogy + 1 = 2k darab tagnak 2k — 1 az egész része, valamint

2 1 (AL2 , .
Ak~ +4k 12 URHD) 4 1 = 2k darab tagnak 2k az egész része. (2 pont)

Mivel v/2025 = 45, igy

A= 2-142-2+4-344-4+...+2k-2k—1)+2k-2k+...+44-43 +44-44 4+ 45
= 2-344-7T4...+2k(4k—1)+ ... +44-87+45

22
> 2k(4k —1) +45
k=1

22

= (8k* — 2k) + 45
k=1

22-23-4 222
= 8-%—2-TS+45:22~23-60—22-23+45.

(4 pont)
Ez alapjan

A—-1 = 22-23-60—22-23+444:22,
A+1 = 22-23-60—22-23446:23.

Mivel A2—1=(A—1)(A+1)és (A—1):22 (A+1):23, ezért (A2 —1):22-23 =506. (4 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog AA;, BBy és CCy magassagai a haromszog koré irt O
kozépponti kort rendre az A,, By és Cy pontokban metszik.

a) Igazold hogy az ABA,C négyszog G, sulypontja az OA; szakasz felezGpontjal

b) Ha H az ABC héaromszog ortocentruma, G; és Gy az A;B1C4, illetve az Ay ByCy haromszog
silypontja, igazold, hogy G a HGy szakasz felezGpontjal

Toth Csongor, Szovdta
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen M és N az O pontbol a BC, illetve az AA, htrra hizott merdleges talppontja. Ekkor az

M pont a BC szakasz felez6ponjta, az N pont pedig az AA, szakasz felezGpontja. (2 pont)
Tehat
. 0B+0C
OM = 5 ,
—
A A
ON — # (1 pont)

Tovabba az OM A1 N négyszog egy téglalap, mert szogei derékszogek, igy

— —
OAIIOM+ON:OA+O?J;OA2+O‘@:20—>GG’

tehat G, az O A, szakasz felez6pontja. (4 pont)

b) Az el6z8 alpont alapjan

O—>_OA;+O§+08+OA;
1 — .
2
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- — — —
Hasonléan OB = ﬁJ“O.éZO?*OBQ 6s OC, = Cﬁ+079>zm+002_

Osszegezve azt kapjuk, hogy

3(0A + OB +0C) + OAy + OBy + OCh

OA + OB, +0C, — )

ami egyenértékd azzal, hogy
— 30ﬁ + 30G>
330G = —m,
2
végigosztva 3-mal, kovetkezik, hogy

O—> Oﬁ + OG,
1= )
2

ez pedig azt jelenti, hogy GG; a HG, szakasz felez6pontja.
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10. osztaly
1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az n € N* és z € C szamokat, amelyek esetén
(z)" =(i-2+2)",

ahol 2 = —1. Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen a z algebrai alakja z = a + bi, a,b € R. A megadott feltételbdl kovetkezik, hogy |( ‘ ‘ =
|(iz+2)"|, ahonnan [Z|* = |iz +2|" és innen kovetkezik, hogy [Z| = |iz+2|. Mivel iz+2 = ia —b+2,
az el6bbi Osszefliggés alapjan

a®+ b =a’+ (2 b)?,

vagyis 4 — 4b = 0, ahonnan b = 1. (3 pont)
Tehat z = a + i, és a megadott Osszefliggés a
@) =(a—9)"=(1z+2)" = (la+ 1)" (7)

alakot Olti. Viszont

Z

(la+1)" = n “(la+1)"=(—=)"(i- (ia+1)" =i"(-1)"(-a+1)" =i"(a —1)", (3 pont)
ezért (7)) alapjan (a — )" =i"(a — i)". Felhasznélva, hogy a — i # 0, kovetkezik, hogy " = 1, tehat
n = 4k, ahol k € N*. (3 pont)

|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az adott egyenléséghdl kapjuk, hogy

En-Z=1" 2+ 2,

ahol ¢, egy n-edrendii egységgyok. (2 pont)
Ha z = a + bi, ahol a,b € R, akkor ¢,(a — bi) = ai — b+ 2. Ebbdl kovetkezik, hogy

len(a —bi)| = |ai —b+ 2| < |e,| - |a — bi] = |ai — b+ 2 (2 pont)

Mivel |e,| = 1 kapjuk, hogy a® + b* = a* + (2 — b)?, ahonnan kivetkezik,

hogy a e Résb=1 (2 pont)
Tehat z = a+1i. Ezt behelyettesitve az ¢,,-Z = i-2+2 Osszefliggésbe kapjuk, hogy €, (a—i) = ai—1+2,
tehat

 + 1
En = s - = . (2 pont)

a—1i
Mivel ¢,, = i, ezért n = 4k, ahol k € N*. (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Oldd meg a valos szamok halmazan a

Vr+2y+1+Jor—y=
20ty + V5= 7 =

egyenletrendszert! Papp Ilonka, Brasso

106



Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV Orszagos donts - 10. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Bevezetve a x4+ 2y + 1 = a és /x —y = b valtozocseréket, a kovetkezdket kapjuk: a + b = 2 és
ad+ b =2r+y+1. (2 pont)

A masodik dsszefiiggésbdl kovetkezik, hogy 2x +y = a® +b® — 1, igy az el6bbiek alapjan a kovetkezd
egyenletrendszerhez jutunk:
a+b= 2,
a+b¥—-1-b= 5.

(2 pont)
Kifejezve az els6 egyenletbdl az a ismeretlent és behelyettesitve a méasodik egyenletbe, kapjuk, hogy
2-0>+b—1-b=5 < 66> —13b+2=0. (2 pont)
A fenti masodfoku egyenlet megoldasai by = 2 és by = . (1 pont)
Ha b = 2, akkor a = 0 és
r+2y+1= 0,
r—y= 8.
ahonnan kapjuk, hogy x =5 és y = —3. (1 pont)
Hab:%,akkora:%és
+2y+1 1331
x = —
Y 216
B 1
Y7 a6
ahonnan kapjuk, hogy x = % ésy = %. (1 pont)
[ |

3. feladat (10 pont). Ha x,y,z € (0,1) vagy z,y,z € (1,+00) igazold, hogy

(log, x)g (log, y)° (log, 2)° 1
Z N > = (V1 JJIog, =+ /log_z)
log, z +log, + log,y + log, x +10g;¢y+10gyz = ( 08,y + 1/log, z + +/log,

Palhegyi Farkas Laszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen a = log, y, b = log, 2, ¢ = log, z, innen kovetkezik, hogy a - b-c =1, ahol a, b, ¢ pozitiv valos
szadmok. (4 pont)
3 1\3 2 2
(logw)” ()"t (b _ (b)

log,z+log,xz b+c a*(b+c) (abc)®alb+c) ca+ab

Hasonléan eljarva a tobbi taggal, a kittizott egyenlStlenség a kovetkezs alakban irhato fel:

(be) | (ca)®  (ab)* _ 1 (\/5 +Vb+ ﬁ) -

cat+ab  ab+bc be+ca T~ 2

(2 pont)
Az egyenl6tlenség bal oldalara alkalmazzuk a Bergstrom-egyenl6tlenséget (vagy mas néven a Titu-
lemmat, vagy a megfelels Cauchy—Schwarz-egyenlStlenséget) és kapjuk, hogy

(be)? (ca)? (ab)? - (ab+bc+ ca)®  ab+bc+ ca
ca+ab ab+bc  be+ca ~ 2(ab+be+ca) 2 '
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(6 pont)
Masrészt bh .
w =1 [(ab+ bc) + (be + ca) + (ca + ab)],
(2 pont)
alkalmazva a szamtani-mértani kdzepek kozti egyenlStlenséget kapjuk, hogy
1 1
2 [(ab+ bc) + (be + ca) + (ca + ab)] > 1 (2\/61626 + 2V abe? + 2\/a2bc> (1 pont)
1 1
=3 (\/(abc)b—l— V/ (abe)e + \/(abc)a> =3 <\/5+ Vb + \/E) ;
amit igazolni kellett. (2 pont)
|

4. feladat (10 pont). Adott egy egységnyi sugara korbe irt ABC' egyenld szart haromszog, ahol
AB = AC. A BC egyenesen legyen P egy pont ugy, hogy a C' pont a BP szakasz belsejében van. A
P ponton at az AC' és AB oldalakhoz huzott parhuzamosok az AB és AC egyeneseket rendre az F
és F pontokban metszik. Ha az A pont atmérdsen ellentett pontja az M pont, igazold, hogy a PM

egyenes merdleges az EF' egyenesre! Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Ha a komplex sik kezdpontjanak az ABC haromszog koré irt kor O kozéppontjat tekintjik ugy,
hogy az A pont afixuma legyen az 1, vagyis az O A egyenes a valos tengely, akkor az M pont affixuma
—1 lesz. Mivel a B és C' pontok affixumai egység modulust komplex szamok és ezek egymaés konju-
galtjai, ezért ha a B pont affixuma a b komplex szam, akkor a C' pont affixuma 1/b lesz. Tovabba

legyen a P, E, F pontok affixuma rendre a p, e, f komplex szam. (2 pont)
E(e)
A1)
1
O
1 1
1/b
B(b/§ W0 A\ )
M(-1)
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Mivel a P pont a BC egyenesen van ezért

p—>b c¢—0b p—>b % - _ 1
- = - & = =—1&p=b+-—p. 1 pont
Py A g e S p ;P (1 pont)
Hasonl6an, mivel az e pont az AB egyenesen van ezért
e—1 b-—1 e—1 b-—1 b+1—e
e-1 p-1 "e-1 ;-1 ‘ b (1 pont)
A PFE egyenes parhuzamos az AC egyenessel, innen kapjuk, hogy
1
p—e 1—3 1 L
= == = bp — be. 1 t
e 1 - p T eTPtbe (1 pont)
A fenti harom Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy
1 1 e
b+ - — bp—be=1+ - — -
+ b P+ bp — be + b &
e b —1
(:)b(p—l—l)—(pﬂLl):be—E<:)(p+1)(b—1):e- ;e
p+1)(b-1)b (p+1)b
“T-Do+1) T T b1 (1 pont)
Mivel az F pont az AC egyenesen van kapjuk, hogy
b _1-b o1
. = =— & f=b+1-0bf. 1 t
A e S A (1 pont)
A PF és AB egyenesek parhuzamossagabol kovetkezik, hogy
— 1-5b — bp —
P f: 1:—b<:>f:p+—pf. (1 pont)
p—f 1-3 b
A fenti két Osszefiiggésbdl és abbol, hogy p = b + % — p kovetkezik, hogy
+b0(b+3—p) —
b+1—bf=" ( ! -1
SVP+b-f=p+b+1-bp—feb-—1+pb-1)=f(*-1) &
o (b=1)(p+1) = fb—1)(b+1), (1 pont)
és innen kovetkezik, hogy f = %. Mivel
D(b—1
e—f: —(Hbl(l ) :_p—i-l:_p—(—l)
e—f @) Pl P (R
b
kovetkezik, hogy FF 1 PM. (2 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Legyen PBN AM = {R}, MPNC(0,0A) = {N}, AN N PF = {Q}
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E

Q

Az A/E\C = m = A—2C, az AM Nx félkorbe irt haromszog, ezért ANM = 90°, tehat ANP = 90°.
Innen kovetkezik, hogy CNP = RAC = BAR. Mivel AB || PF kovetkezik, hogy ABC = CPE. Az
elébbiek alapjan kovetkezik, hogy @—V\C’ + @ = 180° ezért a QNC' P négyszog korbeirhato.

(4 pont)
Mivel a Q NC'P négyszog korbeirhaté innen kovetkezik, hogy Q/]\ﬁ3 = CjC\P — 90° és mivel ABC =
Q/P\C kovetkezik, hogy az ARB haromszog hasonlé a QC P haromszoggel, innen kapjuk, hogy

QP CP _AB-CP __ AB-CP
AB RB 9T —m % B

2

(2 pont)

Mivel AB || PF innen kovetkezik, hogy az FCP haromszog hasonlé az AC'B haromszoggel, innen

kapjuk, hogy FP CP AB-CP
— - Fp=1""_""

AB OB CB

Az el6bbi két sszefiiggésbol kovetkezik, hogy QP = 2 - FP, vagyis QF = FP és mivel AE ||
PF, AF || PE vagyis az AF PE négyszog egy paralelogramma, ezért az AQF E négyszog is

(2 pont)

paralelogramma. (4 pont)
Az elgbbiekbdl kovetkezik, hogy AQ || EF, és mivel AQ L PQ kovetkezik, hogy FF 1 MP, amit
igazolni kellett. (2 pont)

[ |
Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Legyen AB = AC =a, CF = FP=b, MF =2, EM =y és ABC = a.
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A fenti jeloléseket hasznélva, az ACM és FCM haromszogekbdl a Pitagorasz- tétel alapjan kévet-
kezik, hogy M C? + a?> = AM?* és MC? + b* = 22, ezekbdl kovetkezik, hogy 22 = AM? — a® + b*.

(4 pont)
b2+ AM?2 —y?

Az EAM haromszogben alkalmazzuk a koszinusz tételt és kapjuk, hogy cos(90° + a) = ~5=7

Az ABC haromszégben a szinusz tétel alapjan =%~ = AM és mivel cos (90° + a) = —sina,
kovetkezik, hogy

b2 + AM? — o2 a
= — b2+ AM? — % = —2ab 2=p2 4+ AM? 4 2ab 4 t
5 AN AM:> + Y ab = y + + 2a (4 pont)

Az EMF P négyszoghen

EP? + MF? = (a+b)* 4+ 2* = a® + 2ab + b* + AM? — a® + b* = 2ab + 2b* + AM?
FP? + EM? =b0* +y* = b* + b* + AM? 4 2ab = 2ab + 2b* + AM?.

A fenti két Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy

EP?+ MF? = FP?+ EM?,

ami ekvivalens azzal, hogy az EMF P négyszog ortodiagonalis, tehat M P 1. EF. (6 pont)
|
Negyedik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Legyen AB = AC = a, CF = FP = b, valamint jeloljiik N-nel a P pontbdl az AC egyenesre huzott
merdleges és a BM egyenes metszéspontjat.
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Mivel MC' || NP ¢s AB || F'P kévetkezik, hogy

Ugyanakkor kovetkezik, hogy

Mivel

valamint

kovetkezik, hogy % =

E
A
:: O
B\ P
M
N
F
BM BC AB a b-
MNP FP b - MN= (2 pont)
MC BC  a (a+0b)- MC
NP BP avb 0 VPT a (2 pont)
NP B (a+b()1~MC’ MO
AF  a+b  a’
MN  HEyC
AE b a’
. (6 pont)

Mivel MNP = BMC = EAF L és NP — % kovetkezik, hogy az EAF héaromszog hasonlo az M N Pa

AF

haromszoggel és tudjuk, hogy NP | AF, AE | MN kapjuk, hogy OP | AF, amit bizonyitani

kellett.
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Otédik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

P

A komplex szamsik origojat valasszuk meg a kor kozéppontjanak ugy, hogy az A pont affixuma 1
legyen, vagyis az OA egyenes a valos tengely. Ekkor az M pont affixuma —1. Legyen az AOB szog
mértéke ¢, ekkor a B, C' pontok affixumai rendre b = cos ¢ + i sin ¢, ¢ = cos p — i sin . Mivel a BC
egyenes parhuzamos az imaginarius tengellyel, ezért a P pont affixuma p = ¢ — 2id, ahol 2d = |C'P|.
Legyen h a C'F'P haromszoghben az F' pontbdl huzott magassag hossza, ekkor az F' pont affixuma
f=c—id—h. (4 pont)
Erre a magassagra irhatjuk, hogy

h = dtg(FCP) = dtgg,

az utolsd egyenl@séget megkapjuk abbol, hogy ACB keriileti sz0g az AOB kozépponti szog fele.
Tehat

f=cosp — dtgg — isinp — id.
Az AEPF négyszog egy paralelogramma, ezért az E pont affixuma e = a + (p — f), vagyis
_ L
e—1+dtg§—zd. (2 pont)
Az M P egyenes pontosan akkor mergleges az E'F' egyenesre, ha m —p = ir(e — f), valamilyen r # 0

valos szam esetén. (2 pont)
Ahhoz, hogy az utobbi Osszefiiggést belassuk, ekvivalens modon alakitjuk az e — f, majd m — p
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komplex szamokat. Irhatjuk, hogy
_ [ w o .
e—f= 1+dtg§ —zd—cosgp+dtg§+zsmg0+zd

= 1—Cosgo—|—2dtgg—l—z'sing0

= 281n2§+2dtg§ —i—iZSingcosg

tg d (2 singcosg + 2d + i2 cos® g)

2
tgg (Sin ¢ + 2d + 2 cos? %)
¥
2

tg = (sing + 2d + (1 + cos p))

= —i tgg (i(singp +2d) — 1 — cos@)) . (3 pont)
Masrészt,
m—p=—1—cosp+isinp+ 2id=—1— cosy + i(sinp + 2d),
tehit e — f = —itg £(m —p), és ezért EF L MP. (2 pont)
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11. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Az A € M, (N) (ahol n > 2) matrixban minden i,j € {1,2,...,n} esetén
a;; =1, ha i | j, kilénben a;; = 0. Szamitsd ki a det A értékét!

b) Az A € M, (N) (ahol n > 2) matrixban minden i, j € {1,2,...,n} esetén a;; = 1, ha i és j relativ
prim, kiilonben a;; = 0. Szamitsd ki a det A értékeét!

Gabor Farkas Ferencz, Nagyenyed

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Szamoljuk ki n € {2,3,4,5} esetén a méatrix determinansat.

(2 pont)

o o o
S O = =
O~ O

I

=
SO OO
S OO = =
OO = O
O = O = =
_ o O O

I

—_

Ha i > j, akkor ¢ biztosan nem osztja j-t, tehat a;; = 0. Ez azt jelenti, hogy A egy fels6 ha-
romszogmatrix, igy determinansa a f6atlon 1évé elemek szorzata. Az a; = 1 minden ¢ esetén, mert
minden szam osztja onmagat. Kovetkezésképpen det A = 1. (2 pont)

b) Szamoljuk ki n € {2,3,4,5} esetén a matrix determinansat.

11111
L 111 1(1)1(1) 10101
’ ‘—1, 10 1=1, —0, |1 101 1/=0 (2 pont)
10 110 1
110 Lot o 10101
11110

Az utols6 két determinans azért nulla, mert mésodik és negyedik oszlopuk azonos. Ez minden to-
vabbi determinansra igaz, mert 2 és j pontosan akkor relativ prim, ha 4 és j relativ prim, azaz ha j
paratlan. Tehat det A =0, han > 4. (3 pont)

2. feladat (10 pont). Legyen b > 2 egy természetes szam. Tekintsiink egy, a b szamrendszerben
felirt, (z,)n>0 sorozatot, ahol xy € N és x,,41 az x, szamjegyeinek az Osszege. Bizonyitsd be, hogy
az (Tn)n>0 sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét! Tétds Gyorgy, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Vizsgéljuk meg a sorozat monotonitasat! Ehhez irjuk fel az x,, szamot b szamrendszerben.
Ha k + 1 darab szamjegybdl all (k > 1), akkor az x,, alakja

xn:a0+a1b+a2b2+...+akbk,
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ahol ag,...,ar € {0,1,...,b— 1} és a,, # 0. Ekkor z,11 = ag + a1 + ... + a;. Kivonva egyméasbol a
kett6t kapjuk, hogy

Ty — Tny1 = ay(b— 1) + ag(b> = 1) + ... + ap (V¥ = 1),
ami egy pozitiv szam, mert a;(0’ — 1) > 0, ha j < k és ax(b* — 1) > 0. (2 pont)

Ha x, egy szamjegyt, vagyis ha x,, < b — 1, akkor x, 11 = z,. Az el6bbi észrevételek alapjan a
sorozat csokkend. (1 pont)

Mivel alulrél korlatos, ezért konvergens, és a hatarérték egy természetes szdm, mert a sorozat
természetes szamokbol all. (1 pont)

Az x,1 = 0 csak akkor lehetséges ha x,, = 0, mert egy szam szamjegyeinek Osszege barmely szam-
rendszerben csak akkor nulla, ha maga a szam is nulla. Tehat ha van olyan n, amelyre x,.; = 0,
akkor x,, = x,-1 = ... =21 = 9 = 0. Ebben az esetben a sorozat konstans. (1 pont)

Ha xq > 0, akkor a konvergencia miatt 1étezik m,x > 0 természetes szam, amelyre z,, = =,
minden n > m esetén. Mivel z,,.1 = z,, = x kdvetkezik, hogy 0 < x < b.

Figyeljiik meg, hogy az x,, — x,1 kiilonbség kifejezésében (b— 1) | (5’ — 1) minden j természetes
szam esetén, tehat (b — 1) | (z, — x,41). Ez persze akkor is teljesiil ha x, = x,.;.

Ekkor az x,,1 szam (b — 1)-gyel vald osztasi maradéka megegyezik az x,, szam (b — 1)-gyel valo
osztasi maradékaval.

Igy, induktivan az zo, x szamok (b — 1)-gyel valo osztasi maradéka azonos. (2 pont)

Legyen r az xy szam (b — 1)-gyel valo osztési maradéka. Ekkor b — 1 osztja x — r-et, ez csak agy

lehetséges ha x = r, amennyiben r > 0. (1 pont)
Ha r = 0, akkor x = b— 1, mert ez az egyetlen szam az {1,...,b— 1} halmazban, amely oszthato
(b — 1)-gyel. (1 pont)

Osszegezve, ha xy = 0, akkor a hatarérték nulla. Ellenkez6 esetben legyen r az x szam (b—1)-gyel
vett osztési maradéka. Ha r # 0, akkor a hatarérték r; ha r = 0, akkor b — 1. |

3. feladat (10 pont). Adott az (a,)n>0 és (bn)n>o0 valos szamsorozat, valamint az « € (0, 1) valos
szam gy, hogy
OganJrl Sa'an—i_bna

minden n > 0 esetén, és lim b, = 0. Igazold, hogy az (a,),>o sorozat konvergens és hatéarértéke
n—oo -

nulla! Tétds Gyorgy, Zilah
Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Irjuk egymas ala az egyenl6tlenségeket az n,n—1,..., 1,0 értékekre, és rendre szorozzuk be az 1, ot,
.., a1 o™ szamokkal.

Ap+1 S (8707% + bn>

aa, < a’a, | + ab, 1,

a" tay < alay 4+ a1y,

a"a; < a™tag 4+ a"by.
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Osszeadva ezeket kapjuk, hogy

n
any1 < @™ ag + Z o™ by,
minden n > 0 esetén. (8 pont)

Tudjuk, hogy lim a"*lag = 0, mert o € (0,1). Tovabba azt is tudjuk, hogy 0 < a,; minden
n—oo
n > 0 esetén. Igy a fogo tétele alapjan elégséges belatnunk, hogy

: n—=k o
T}grgoz_:a b = 0. (1 pont)

Kiemelve az o" szorzot az 6sszegbdl, kapjuk, hogy

n
b
- k - bk kZ:() OL_IIZ
n— . n _ k=
g a" b =« P (2 pont)
k=0 k=0 an

Az (a™™),>0 sorozat névekvd és nem korlatos, igy alkalmazhatjuk a Cesaro-Stolz-lemmat és frhatjuk,
hogy

bnt1

T b
n—k . Oén+1 . . n+1 _
5, Zoa i s L (2 pont)
Tehat lim a, = 0. [
n—oo
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

A megoldas menete a
. n—k o
Jim 3o =0
k=0
hatarérték belatasanal tér el az el6z6 megoldastol. (10 pont)

Az dtlet, hogy nagy k esetén a by szamok lesznek kozel nullahoz, mig kis k esetén az > am~*
k
Osszeg lesz kozel nullahoz. Pontosabban, vizsgéljuk a kovetkezd felsé becslést

n

n ]
k| < Za"‘k|bk| = Za”_k|bk| + Z " F|by. (1 pont)
k=0 k=0

k=[%]+1

n—kb

Tudjuk, hogy a (by,),>0 sorozat konvergens, ezért korlatos, vagyis létezik M > 0 ugy, hogy |b,| < M,
minden n > 0 esetén. Legyen £ > 0 tetszéleges és A > 0 rogzitett szam gy, hogy A(M + ﬁ) =1
Ekkor létezik ng > 0 ugy, hogy minden n > ng esetén |b,| < e - A. Kovetkezésképpen

n— kbk

<M2a"k+5 A Z a" (1 pont)

k= +l

barmely n > 2ng esetén. A masodik mértani haladvany Osszeg tovabb novelhetd

g a”k<§ a” En akzl_an+1< L (1 pont)
l—-a ~1-a
k=0

k= +1
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Az els6 Osszeg értéke

am — 04"7[%]71
- 1

1—a~

Lathato, hogy ennek a hatarértéke 0, ha n tart a végtelenhez, igy 1étezik ny; > 0 gy, hogy minden
n > np esetén
[

|3

a"h < el
k=0
Ekkor tetszéleges n > max{2ng, n;} esetén
S 1 1
Za be| < MeX+ e =e| M+ A=ce. (1 pont)
l—-a -«
k=0
Tehat lim a, = 0. [

n—o0

4. feladat (10 pOIlt). Az A = (aij>i,j:1,2,3 € Mg(Z) matrix telJeSitl a 2143 — 7142 + 4A -+ 4[3 = 03
Osszefiiggést. Igazold, hogy a

air Q2 air  as Q2 Q23

21 Q22 a31 0433 Q32 0433
osszeg oszthaté harommal! ookl
Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tényezokre bontjuk a 2A4% — 7A? + 4A + 413 matrixot.

2A4% — TA® + 4A + 413 = 2A° — 447 — 3A® + 6A — 2A + 413 = (A — 213)(2A% — 34 — 213).
A 2A% — 3A — 2[3 matrix tovabb bonthato (A — 2I3)(2A + I3) alakra. Tehat
O3 = 2A% — TA? + 4A + 43 = (A — 20,)*(2A + I)).

Az el6bbi Osszefiiggés alapjan

det(2A + I3)(det(A — 213))? = 0. (1 pont)

A det(2A + I3) egy pératlan szam, mert a kifejtésében csak a f6atlon 1évé elemek szorzata paratlan,
a tobbi szorzat paros. Tehat det(A — 213) = 0. (2 pont)

Jeloljiik a kijelentésben szerepld kifejezést S-el. Ekkor tetszéleges a, b € Z esetén
det(aA + bl3) = a® det(A) + a*bS + ab® Tr(A) + b°.
Ez igazolhat6 a

bi + b1y bia + by bz + by bui bz biz| |V Uiy U3
b21 b22 b23 — b21 b22 b23 + b21 b22 b23 )
b31 b32 b33 b31 b32 b33 b31 b32 b33
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tulajdonsag tobbszori alkalmazésaval. (2 pont)

Ugyanakkor a (24 + I3)(A — 2I3)? = O3 egyenldségbdl kovetkezik, hogy (A — 213)? = O3, mert a
2A + I3 matrix invertalhato, ahonnan A%? = 4A — 415. Innen

(det A)* = 64 det(A — I3). (2 pont)

Mivel A € M3(Z), kovetkezik, hogy det A, det(A — I3) € Z, tehéat 64 | (det A)?, ahonnan 8 | det A.

Tehat 1étezik olyan k egész szam, amelyre det A = 8k. (2 pont)
Tovabba,

det(A—1I3) =det A—S+TrA—1.

Felhasznélva, hogy det(A —213) = det A—25+4Tr A—8 = 0 kapjuk, hogy 8k —2S+4Tr A—8 = 0,
ahonnan S =4k +2Tr A — 4.
A det A-ra és det(A — I3)-ra levezetett Osszefiiggések alapjan

64k* = 64(8k — S+ Tr A — 1),
TrA=k—-8k+1+S5,
TrA=—k>+4k+3. (1)

Visszahelyettesitve az S-et megado kifejezésbe

S =4k +2(k* —8k+1+S5)—4
S =2k +12k+2. (2) (1 pont)

Mivel (A — 213)* = Oj, kovetkezik, hogy (A — 213)* = Os, vagyis
A? = 6A% — 12A + 813 = 6(4A — 4I3) — 12A + 813 = 12A — 161;.

Determinanst szamolva (det A)® = 64 det(3A — 413), kifejtve a jobb oldalt és felhasznalva, hogy
det A = 8k irhatjuk, hogy

83k* = 64(27det A — 365 + 48 Tr A — 64).
Behelyettesitve az S-re és Tr A-ra kapott kifejezéseket (lasd (1) és (2)) kapjuk, hogy
8k® = 27 - 8k — 36(—2k* + 12k + 2) + 48(—k* + 4k + 3) — 64,

leegyszertsitve kapjuk, hogy
k3 = 3k* — 3k + 1,

vagyis (k —1)3 = 0, tehat k = 1. Kovetkezésképpen S = 12, ami oszthaté harommal. (4 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Eszrevessziik, hogy a kijelentésben az dsszeg nem més mint Tr(A*).
Tényezokre bontjuk a 2A4% — 7A? + 4A + 413 méatrixot

2A4° — TA® + 4A + 413 = 2A° — 447 — 3A® + 6A — 2A + 413 = (A — 213)(2A% — 3A — 213).
A 2A% — 3A — 2]3 matrix tovabb bonthat6 az (A — 2I3)(2A + I3) alakra. Tehét
O3 = 2A% — TA? + 4A + 43 = (A — 20L)°(2A + L), (1 pont)
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A matrix karakterisztikus egyenlete det(A — x13) = 0, azaz
2% — Tr(A)z? 4+ Tr(A*)z — det(A) = 0. (1 pont)

Mivel A € M3(Z), kivetkezik, hogy Tr(A), Tr(A*), det(A) egész szamok, {gy —3 nem lehet megoldasa
a karakterisztikus egyenletnek, mert a nevezGje 2, és ez nem osztja a fGegyiitthatot, ami 1. Vagyis
det(2A + I3) # 0, kovetkezésképpen (2A + I3) invertalhato. (2 pont)

A (2A + I3)(A — 2I3)* = O3 egyenlSséget beszorozva a (2A + I3) matrix inverzével, azt kapjuk,
hogy (A — 2I3)? = Os. (2 pont)

Ha B = A — 213, akkor B? = O3, tehat (B — ylI3)(B + yl3) = B? — y*I3 = —y? I3, vagyis B — yl3
invertalhato barmely y € C* esetén. Ez azt jelenti, hogy det(B—yl3) # 0, azaz det(A— (y+2)I3) # 0
egyetlen y € C* esetén sem, azaz det(A — xl3) # 0, ha x # 2. (4 pont)

Mivel a
—det(A — zl3) = 2° — Tr(A)a® + Tr(A*)x — det(A) = 0,

egyenletnek x = 2-n kiviil nincs més megoldasa, ezért
2® — Tr(A)z® + Tr(A*)z — det(A) = (z — 2)°.
Kovetkezésképpen Tr(A*) = 12, ami oszthaté harommal. (6 pont)
[
Megjegyzés. Az utébbi megoldas masképpen is folytathato, attol kezdve, hogy (A —213)* = O3. A

matrix barmilyen \ sajatértéke teljesiti az (r —2)? = 0 egyenletet. Kévetkezésképpen det(A —x13)
(—=1)3(x — 2)3, ahonnan Tr(A*) = 12, ami oszthaté harommal.
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12. osztaly
1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az

fla,y) = V(@ —ev) + (y — ev)?

kifejezés minimumét, ha x,y € R. David Géza, Székelyudvarhely
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Lathato, hogy az f(z,y) az A(z,e”) és B(eY,y) pontok tavolsiga. (1 pont)

Tekintsitk a g: R — (0,+00), g(x) = €® fliggvényt. A g bijektiv és konvex, mert ¢'(x) > 0,
barmely x € R, lim,, o, g(z) = 0, lim,_, g(x) = +o0 és ¢"(z) > 0, barmely z € R. Ugyanakkor
g1 (0,+00) = R, g(r) = Inz konkav fiiggvény. (1 pont)

A g és a g~ ! grafikus képei egymas szimmetrikusai az els6 szogfelezére nézve. Az A pont a g
fiiggvény grafikus képének egy pontja, a B pedig a g~! fiiggvény grafikus képének egy pontja. Tehét
azt kell meghatarozni, hogy az AB szakasz hossza mikor lesz minimalis. (1 pont)

A(x/e")

P(0,1)

/ B(e', )
/ Q(1,0)

A P(0,1) pontban a g fiiggvény grafikus képének az érintGje az y = x + 1 egyenletii egyenes, mig a
g~ ! fiiggvény grafikus képéhez a Q(1,0) pontban hizott érint6 egyenlete y = x — 1. (2 pont)
Mivel g konvex, grafikus képe az y = x + 1 egyenleti egyenes f6lott helyezkedik el. Analdég modon,
mivel a g~! konkav, grafikus képe az y = x — 1 egyenletii egyenes alatt helyeszkedik el. (1 pont)

Figyelembe véve, hogy a két egyenes parhuzamos, (1 pont)
azt kapjuk, hogy
AB > PQ = V2,
mert PQ a két egyenes tavolsaga. (1 pont)
Tehat min(f(x,y)) = V2, és ezt az értéket az v = 0,y = 0 esetben veszi fel. (1 pont)

2. feladat (10 pont). A (G,-) véges csoport esetén létezik olyan f: G — G morfizmus, melyre
f(z?) =z, barmely = € G.

a) Igazold, hogy a (G, -) kommutativ csoport!

b) Igazold, hogy ha a G csoport ciklikus, akkor nem lehet paros sok eleme!
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c) Hatérozd meg az 6sszes ilyen f fiiggvényt, ha a G-nek paratlan sok eleme van!
Baja Zsolt, Kolozsvar
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Tetszoleges x,y € G esetén

zy = f(2®) f(y®) = f(2)f (@) F () fy). (1 pont)

Ugyanakkor
vy = f((zy)?) = flayzy) = () f(y) (@) f(y)-
Az el6bbi észrevételek alapjan f(x)f(x)f(y)f(y) = f(z)f(y)f(z)f(y), ahonnan azt kapjuk, hogy

f@)f(y) = f(y)f(x), VYr,yed. (1 pont)

Maésrészt yo = f(y?) - f(2°) = f(2?) - f(y*) = wy.
Tehat zy = yx, barmely z,y € G esetén, azaz a (G, -) kommutativ csoport. (1 pont)

b) Feltételezziik, hogy |G| = 2n, és hogy a (G, -) ciklikus, tehat létezik = € G gy, hogy
G={z,2® 23 2 2™ =elésaf #£e, hake {1,2,3,..,2n —1}.

(1 pont)

Ekkor 7 = f(2%) = f(2?-¢) = f(2? - 2®) = f(2*™+Y) = z"*1 ahonnan azt kapjuk, hogy 2" = e,
ami ellentmondas, tehat ha G ciklikus, akkor nem lehet paros sok eleme. (2 pont)

c) Legyen |G| = 2n+ 1 és z egy tetszbleges elem a G-bdl.

Ekkor f(x) = f(z-e) = f(x-2* ) = f(2*"2) = f((z"™1)?) = 2™}, tehat f(z) = 2", barmely
r € G esetén. (1 pont)
Be kell még latnunk, hogy ez az f valéban csoportmorfizmus. Ha z,y € G tetsz6legesek, akkor

flay) = (zy)"* és f(x)f(y) = 2™y
Az a) alpontban igazoltuk, hogy a (G, -) kommutativ csoport, ezért (xy)" ! = 2" 1.y barmely

x,y € G esetén, (1 pont)
tehat f(zy) = f(x) - f(y), barmely z,y € G esetén. (1 pont)
Létezik a feladat c) alpontjaban megfogalmazott feltételeknek megfelels csoport, példaul a (Zap+1, +).

[

3. feladat (10 pont). Szamitsd ki az
/(1 +u?) In(1 + V2 +u?) du

hatarozatlan integralt! Szilagyi Zsolt, Kolozsvdr
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Megoldds. Hivatalbol
Parcialis integralassal kapjuk, hogy

= /(1 +u?) In(1 + V2 +u2)du

:(u+u;>ln( 1+ vV2+u?) — /( )1+\/12+u2 \/QZ_UQdu
- (u+u;> In(14 V2 +u?) —% 1+\/2u+;3u\/2+u2du
J
Tovabba
J:/(U4+3UQ).1+\/12-|—u2.\/2:-u2 B

:/(u4+3u2)- 2fw-1 1 du
1+ u? V2 +u?

_ /[(1+u2)(2+u2) 9. (1—|—1u2 _ <1+u2)1m) du

/(2+u2— 2 _2+u + 2 )du
+a? Vet (+@)pitd

2 2
= 2 + u? du—/\/2+u2du—|—/ du .
/( 1"'“2) ) ) A+w)V2+wr

Rendre kiszdmoljuk a harom integralt.

9 3
J1_/(2+u2— 1+u2>du—2u+%—2amtgu+c~

A J, integralt parcialis integralassal szamolhatjuk ki:

u? u? +2—2
Jy = \/2+u2du:ux/2+u2—/—du:uv2+u2— du
? / V2 + u? \/2—|—u2

2
:uv2+u2+/\/ﬁdu—/\/2+u2du:ux/2+u2+2ln(u+v2+u2)
u

ahonnan

J2=/\/2+u2du:g\/2+u2+ln(u+\/2+u2)+c
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A J; kiszamitasahoz u = v/2tgt helyettesitést fogunk végezni: du = ﬁ?g, illetve
2 _ g2y u?  sin’t u? sin? ¢ u? sin? ¢ u -
ul = — = _ —_— — =_"" " e = <— ——— =sint.
& 2 cos?t 2 1-—sin®t 2+ u? 1 V24 u?

Ezek alapjan

2 2 V2
J3: du = : B dt
(1+u?)vV2 + u? (14 2tg?t)\/2 +2tg?t cos“t

2v/2cost 2cost
—/ V2 cos o8 ————dt = 2arctg(sint) + C
(Cos2t+251n t\/_ 1+ sin?¢
= 2arct —+
& 2 + u?
(4 pont)
Osszegezve
3 1 3
/(1+u2)ln(1+\/2+u2)du: (u—i—u—) In(1+v2+u?)— (2u—|— % —2arctgu)
1 U
= | zuv2+u? 4 In(u + 2+u2)——arct —+C
3( V (u+ v ) o

3
+
(u+3

2
%\/2 + u? 4 —|— arctg u — —arctgL +C.

3 V2 +u?

1 2u
u—) In(1+v2+u?) + 51n(u+\/2+u2) %

(2 pont)
|

4. feladat (10 pont). Legyen (G,-) egy 2025 elemi csoport, H egy olyan valodi részcsoportja,
amelynek legalabb 675 eleme van, és X egy olyan nem iires részhalmaza a G-nek, amelyre X-H = X.
(Ha A, B C G, akkor A-B={a-b|la€c Abe B}.)

a) Hany eleme lehet a H-nak?
b) Hany eleme lehet az X-nek?

¢) Az X elemszaménak minden lehetséges értéke esetén adj példat olyan G-re, H-ra és X-re, ame-
lyekre a fenti feltételek teljesiilnek!

Andrds Szildrd, Csikdelne

Lukdcs Andor, Kolozsvdr
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Lagrange tételébsl kovetkezik, hogy a H elemeinek a szama osztdja 2025-nek. (2 pont)

Mivel 2025 = 3* - 5% = 3. 675, ezért a 675 a 2025 legnagyobb valodi osztéja. Mivel H valodi
részesoportja a G-nek, és |H| > 675, ezért |H| = 675. (2 pont)
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b) Legyen X = {1, x9,...,x%} és H = {hy, ha, ..., hrs }, ahol hy = e a G semleges eleme. Ekkor
X -H= {xlhh Tohy, ..., wphy, x1ho, Tohy, ... wpha, ... X1 hers, T2hers, ---737kh675}-

Ha m # n, akkor x;h,, # x;h,, tehat x1hy, x1hs, x1h3, ..., x1hgrs paronként kiillonbozdek és elemei az
X - H -nak, ezért az X-nek is, tehat X-nek van legalabb 675 eleme. (2 pont)

Tekintsiik az x1hq, x1ho, x1hg3, ..., x1hg7s elemeket. Ez 675 kiilonb6z6 elem az X - H halmazbol,
vagyis az X-bdl. Tovabbbéa tegyiik fel, hogy ezek az elemek az x1, xs, ..., xg75. Ha X-nek 675-nél tobb
eleme van, akkor legyen zg7¢ egy olyan elem, amely kiilonbozik az x, xs, ..., Tg7s elemektsl.

Az xg76h1, Tereha, ..., Terehers paronként kiilonbozsek és xgr6h; # xp, ahol i = 1,675 és p = 1, 675.
Valoban, ha xgrah; = x,, akkor xer6h; = x1 - hj, mert {z1hy, x1ho, 1hs, ..., T1hers } = {1, T2, ..., Te75 },
ahonnan azt kapjuk, hogy 7 = z1-hj-h; ' = z,-h, ahol h = hi'h;1 € H.De zy-h € {x1, 29, ..., Te75},
ami ellentmondas, mert xg76 nem eleme a {xy, s, ..., Tg75 } halmaznak. (4 pont)

Tehat xgr6hi, Ter6hs, ..., Terehers elemei az X - H-nak és ezaltal az X-nek is. Tehat az X-nek van
tovabbi 675 eleme. Legyenek ezek xg76, X677, .-+, £1350-

Ha X-nek van az xq,xs, ..., 21350 elemektdl kiilonbozs eleme, akkor az legyen x1351. Az elGb-
bi gondolatmenet alapjém $1351h1,1’1351h27 ...,I1351h675 péI‘OIlkéIlt kiilonbozsek és kilonbozéek az
X1, T, ..., T1350 elemektsl, tehat az X-nek van tovabbi 675 eleme.

Tehat X elemeinek a szdma nem lehet mas mint 675, 1350 vagy 2025. (4 pont)
¢) Legyen G = (Zoggs, +) ¢s H = {0,3,6, ...,2022}. (2 pont)

e Ha k = 675, akkor X = H megfeleld.

AAAAAA

e Ha k = 2025, akkor X = Zsgo5 megfeleld. (2 pont)

Masodik megoldds a b) alpontra. Lagrange tételének a bizonyitasat hasznaljuk fel. Eszerint, ha H
részcsoportja G-nek, akkor

e minden g € G esetén |g- H| = |H|, mivel tetsz6leges g € G esetén az f: H — gH, f(h) = gh
fiiggvény injektiv és sziirjektiv, tehat bijektiv; (2 pont)

o tetszbleges g1,90 € G esetén, a g1 H és goH halmazok vagy diszjunktak, vagy megegyeznek.
Valoban, ha létezik © € g1 H N goH, akkor x = g1hy = goho valamilyen hq, ho € H értékekre, tehat
g1 = gohohi' € goH, tehat g1 H C goH, és analég moédon goH C g1 H. (4 pont)
Legyen X = {x1,2a,...,zx}, tehat

XH=0HUx;HU - Uz, H.

Mivel a gH halmazok paronként diszjunktak, vagy megegyeznek, és mindegyik szdmossaga |H|,
kovetkezik, hogy | X| = | X H| tobbszorose |H |-nak. (4 pont)
|
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Orszagos dont6 - II. fordul6

9. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat a p, ¢, r primszdmokat, amelyekre

p-q+6=r-(r—1).
Toth Csongor, Szovdta
Spier Tiinde, Arad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel r — 1 és r egymaés utani természetes szamok, ezért r - (r — 1) péros. (1 pont)
Ugyanakkor a 6 paros szam, igy a p - ¢ is paros kell legyen, tehat p = 2 vagy g = 2. (2 pont)
Ha p = 2, akkor 2¢ + 6 = r(r — 1), ahonnan
r(r—1)
3=
q+ 5
innen
(r+2)(r—3)
=

Mivel ¢ > 0, a fenti azonossag szerint r — 3 > 0, igy r paratlan, azaz r = 2k + 1 alaka. Ez alapjan
q=(2k+3)(k—1).

Mivel q primszam és 2k + 3 > 3, kovetkezik, hogy k — 1 =1, azaz k = 2, r = 5, valamint ¢ = 7.

(4 pont)

Ha ¢ = 2, akkor hasonléan kapjuk, hogy p =7 és r = 5. Tehat
(p,q,7m) €4{(2,7,5),(7,2,5)}. (2 pont)
[ |

2. feladat (10 pont). Az A-ban derékszogi ABC haromszog AD magassaga (D € BC) a B és C
szogek szogfelezsit az M, illetve N pontban metszi. Igazold, hogy

ND 2+ MD\* _
AN AM ) T
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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Megfelels abra elkészitése. (1 pont)
Az ACD héromszogben a szogfelezététel alapjan
ND CD
Masrészt a DAC és ABC haromszogek hasonloak (121\ = D =90°,C kézbs sz0g), igy
cCD CA
A fentiek alapjan
ND _CA _ (ND oA (1 pont)
o2 = . on
NA ~ CB NA) T CB? p

Hasonléan a BDA haromszogben BM szogfelezs, valamint a BD A héromszog hasonlé a BAC héa-
romszoggel, tehat

MD BD AB MD\> AB? (2 pont)

MA~ BA  CB AM ) T CB? p

Osszeadjuk a két Osszefiiggést, majd alkalmazzuk a Pitagorasz tételét, azt kapjuk, hogy
ND\* (MD\* (A AR 0B (1 pont)
_ — = = ]. on

NA AM) ~CB2 T 0BT OB p
[ |
Megjegyzés. A g—i = cos(C = sin B és % = cos B = sinC 0Osszefiiggések alapjan a megoldas

rovidebben is leirhaté.

3. feladat (10 pont). Az ABC hegyesszogii haromszogben AD magassag, D € BC. Az AD, AB,
BC és C'A szakaszok centiméterben kifejezett hosszai egymés uténi természetes szamok, ebben a
sorrendben.

a) Szamitsd ki a ABC haromszog oldalainak hosszét!
b) Igazold, hogy a haromszogbe irt kor sugaranak centiméterben kifejezett hossza természetes szam!

David Géza, Székelyudvarhely
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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a) Legyenek a szakaszok hosszai rendre AD =n, AB=n+1, BC =n+2, CA=n+3, aholn € N*.
Tovabba legyen BD = x, DC' = y. Ha az ADB és ADC haromszogekben felirjuk Pitagorasz tételét
és felhasznéljuk a BC' = BD + DC' egyenlGséget, a kivetkezs egyenletrendszerhez jutunk:

24+ n?=(n+1)>2

y> +n? = (n+3)? (2 pont)
rT+y=n-+2,
amely egyenértéki azzal, hogy
22 =2n+1
y? =6n+9
TH+y=n-++2.

A harmadik egyenletbdl y = n 4+ 2 — z, ahonnan a masodik egyenlet alapjan kovetkezik, hogy
(n+2—2)*=6n+09,

azaz
(n+2)* —2(n+2)r + 2% = 6n + 9.

Az els6 egyenlet alapjan kovetkezik, hogy (n + 2)% — 2(n + 2)z + 2n + 1 = 6n + 9, vagyis

2(n + 2)x = n?® — 4,

ahonnan ( 2)( 2) 5
n+2)(n— n —
_ - . 3 t
2(n + 2) 2 (3 pont)
Visszahelyettesitve az els§ egyenletbe azt kapjuk, hogy
2 _
n*—4n +4 o1,
4
ahonnan kovetezik, hogy n(n — 12) = 0. Mivel n # 0, ezért n = 12. (2 pont)
Tehat AB=n+1=13cm, BC=n+2=14cmés AC =n+3 =15 cm. (2 pont)

b) Legyen I a haromszogbe irt kor kozéppontja és r a sugar hossza centiméterben kifejezve. A

haromszog teriilete
_ BC-AD 14-12

T 5 5 = 84 cm?. (1 pont)
Ugyanakkor
Tapc = Tpic + Tora + Tars,
ahonnan azt kapjuk, hogy
84 BC-T+CA-T+AB-T
2 2 2
ahonnan
r= 284 _p. 8y
BC+CA+ AB 42
Tehét a beirt kor sugara 4 cm. (2 pont)
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4. feladat (10 pont). Egy 1000 oldali konvex sokszog belsejében felvesziink n pontot. Jeloljik
H-val a sokszog csicsaibol és a felvett pontokbol allé halmazt. A sokszoget osszuk fel paronként
diszjunkt belsejd dres haromszogekre gy, hogy a haromszogek csticsai a ‘H-bol legyenek. Egy hé-
romszoget tres haromszognek neveziink ha sem a belsejében, sem az oldalainak belsejében nem
tartalmaz H-beli pontot. Az alabbi dbrakon két ilyen felbontést szemléltetiink egy 6tszog és a bel-
sejében felvett harom pont esetén.

a) Létezik-e olyan n érték, amelyre a felbontas 2025 iires haromszoghsl all?

b) Milyen k értékekre létezik olyan n > 0, amelyre a felbontés k darab iires haromszogbdl all?

A5 A5

AN N

=, 4

As s
Szilgyi Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Jeloljiik Ay, Ay, ..., Ajgoo-rel a sokszog csucsait és By, Bs, . .., B,-nel a belsé pontokat.
Kiszamitjuk a felbontasban szerepld tlires hdromszogek szogeinek Osszegét kétféleképpen.

Ha a felbontas 2025 haromszogbdl all, akkor ez a szdgosszeg 2025 - 180°. (2 pont)
Mésrészt az tires haromszogek szogeinek 6sszege egyenld a sokszog csiicsai koriil, illetve a belsé pontok
koriil létrejott szogek osszegével. (2 pont)
A sokszog A; cstcsa koriil létrejott szogek Osszege éppen az A; szog. lgy a sokszog cstcsai koriil
létrejott szogek Osszege a sokszog szogeinek Osszegével egyenls, azaz 180° - (1000 — 2). (4 pont)
Egy B; pont koriil létrejott szogek osszege 360°, tehat a By, Bs, ..., B, pontok koriil létrejott szogek
Osszege n - 360°. (2 pont)

A fentiek alapjan, ha létezik 2025 iires haromszogbdl allé felbontas, akkor
2025 - 180° = 998 - 180° + n - 360°,

ahonnan 2n + 998 = 2025. (2 pont)
Az egyenl@ség bal oldala paros, a jobb oldala paratlan, tehat nem létezik ilyen n érték. (2 pont)

b) A fenti gondolatmenet alapjan
k- 180° =998 - 180° + n - 360°,

vagyis
2n 4+ 998 = k.

Ennek az egyenletnek minden 1000-nél nagyobb vagy egyenld péaros k értékre van megoldasa.(4 pont)
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5. feladat (10 pont). Tekintsik a H = {6,7,8,...,21} szamhalmazt. Igazold, hogy H-bol bar-
hogy vélasztunk ki 7 szamot, a kivalasztottak kozott 1étezik 3 olyan, amellyel hegyesszogii hdromszog
szerkeszthetd! Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az a < b < ¢ szamok akkor és csakis akkor lehetnek egy hegyesszogii haromszog oldalhosszusédgai,
ha a+b > cés a? +b* > 2. (4 pont)
Ezt figyelembe véve tekintsiik a H halmaznak a kovetkezs diszjunkt részhalmazait:
Hl = {67 77 87 9}7
H, = {10,11,12, 13, 14},
H; = {15,16,17,18,19,20,21}. (3 pont)

Mivel 6 +7 > 9, 62+ 72 > 92, tovabba 10411 > 14, 10> + 112 > 142 és 15+ 16 > 21, 152 +16% > 212,
ezért a Hy, Hy, H3 halmazok barmelyikébdl valasztott a < b < ¢ szamok teljesitik az a +b > ¢ és

a’ +b* > ¢ feltételeket. (4 pont)
A skatulyelv alapjan a H halmazbol valasztott barmely 7 szam koézott van harom olyan, amely ugyan-
annak a H; részhalmaznak eleme. Ez a harom szam teljesiti a kért feltételt. (4 pont)

|

6. feladat (10 pont). Egy természetes szamot teljes hatvanynak neveziink, ha felirhaté a® alakban,
ahol a,b € N és b > 2. Hatarozd meg azt a legnagyobb természetes szamot, amelyet nem lehet felirni

paronként kiillénbozé teljes hatvanyok sszegeként! Andrds Szildrd, Csikdelne
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Tekintjiik az n szam kettes szamrendszerbeli felirasat. Ha az n szam 4k vagy 4k + 1 alaka (k € N),
akkor a kettes szamrendszerbeli alakjanak az utolsé el6tti szamjegye 0, tehat a kettes szadmrendszer-
beli felirasa csak paronként kiilonboz6 teljes hatvanyokat tartalmaz (ezek mindegyikének az alapja
2).

(4 pont)

Han=4k+2>10 (k € N), akkor n = 4k +2 = 10+ 4(k —2) = 9+ 1 + 4(k — 2) és a 4(k — 2)

c stz

kapjuk az n szam egy lehetséges felirasat paronként kiilonb6z6 teljes hatvanyok Gsszegeként. (4 pont)

Ha n =4k + 3 és n > 27, akkor n = 27 4+ 4(k — 6), és a 4(k — 6) szam kettes szamrendszerbeli
felirasat hasznalva ismét megkapjuk az n-nek egy elgallitasat paronként kiilonbo6zé hatvanyok Gssze-
geként. Mindezt Osszevetve ha n > 24, akkor biztosan felirhaté paronként kiilonbo6zé teljes hatvanyok
Osszegekeént. (4 pont)

A tovabbiakban belatjuk, hogy a 23 nem irhaté fel ilyen alakban. Ha felirhaté volna, akkor az
elsallitasaban csak a {0,1,4,8,9,16} szamok szerepelhetnének. Mivel 1 +4 + 8 +9 = 22 < 23, az
elallitasban szerepelnie kell a 16-nak. Ekkor viszont a 7 elGallithato kellene legyen tovabbi paron-
ként kiilonbozd teljes hatvanyok Osszegeként. Ez viszont nem lehetséges, mert csak a {0,1,4} teljes
hatvanyok kisebbek mint 7 és ezek 0sszege kisebb, mint 7. (6 pont)
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10. osztaly

1. feladat (10 pont). Oldd meg az z3 + 8y* + 2723 — 18zyz = 29 egyenletet a nullatol kiilonbozs
természetes szamok halmazan! (**%)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Felhasznalva az a® + b + ¢® — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b* + ¢ — ab — ac — be) Gsszefliggést, szorzatté
alakitjuk az egyenlet bal oldalat:

29 = 2% + 8y + 272% — 18xyz
= 2%+ (2y)* + (32)* = 3(z - 2y - 32)
= (z+ 2y + 32)(2® + 4y* + 92% — 22y — 312 — 6y=2). (2 pont)

Mivel z,y, z € N*, x 4+ 2y + 3z > 6 és 29 primszam, ezért

T4+2y+32=29 és a2+ 4y*+92% — 22y — 3z — 6yz = 1. (1 pont)
Maésrészt,
o+ 4y® + 927 — 22y — 3wz — byz = % [(z —2y)* + (z — 32)* + (2y — 32)7] ,
tehat (x — 2y)? + (z — 32)* + (2y — 32)* = 2. (1 pont)

Ha az x, 2y, 3z szamok paronként kiilonboznek egyméstol, akkor
(z —2y)* + (z — 32)* + (2y — 32)* > 3,

ami ellentmondas.
Igy az x, 2y, 3z szamok koziil legalabb ketts egyenls. (1 pont)

Vizsgaljuk az
(x—2y)* +(r—32) +(2y —32)* =2

egyenletet aszerint, hogy melyik két kifejezés egyenld.

I. eset Ha x = 2y, akkor behelyettesitve az x — 3z kifejezésbe kapjuk, hogy = — 32 = 2y — 32. A
targyalt egyenletbdl (2y — 32)? = 1.
Igy 2y — 32 =1 vagy 2y — 32 = —1.
- Ha 2y — 3z = 1, akkor 3z = 2y — 1. Irhatjuk, hogy = + 2y + 32 = 2y + 2y + 2y — 1 = 29,
ahonnan 6y = 30, vagyis y =5, és igy x = 10 és z = 3.
- Ha 2y — 32 = —1, akkor 3z = 2y + 1. Irhatjuk, hogy x + 2y + 32z =2y + 2y + 2y + 1 = 29,
ahonnan 6y = 28, vagyis nincs megoldas a természetes szamok halmazan. (1 pont)

II. eset Ha x = 3z, akkor behelyettesitve az x — 2y kifejezésbe kapjuk, hogy = — 2y = 32z — 2y. A
targyalt egyenletbdl (2y — 32)? = 1.

Igy 2y — 32 =1, vagy 2y — 32z = —1.
- Ha 2y — 32 = 1, akkor 2y = 3z + 1. Irhatjuk, hogy = + 2y + 32 = 324+ 32 + 1 + 32 = 29,

ahonnan 9z = 28, vagyis nincs megoldas a természetes szamok halmazan.
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- Ha 2y — 32 = —1, akkor 2y = 3z — 1. Irhatjuk, hogy = + 2y + 3z = 32+ 3z — 1 4+ 32 = 29,
ahonnan 9z = 30, igy nincs megoldas a természetes szamok halmazan. (1 pont)

II1. eset Ha 2y = 3z, akkor behelyettesitve az x — 2y kifejezésbe kapjuk, hogy x —2y = v —3z. A targyalt
egyenletbdl (z — 32)? = 1.

Igy © — 32 =1 vagy x — 32 = —1.
- Ha z — 3z = 1, akkor = 3z + 1. Irhatjuk, hogy = + 2y + 32 = 32 4+ 1 + 32 + 3z = 29,

ahonnan 9z = 28, vagyis itt sincs megoldas a természetes szamok halmazan.
- Ha x — 32 = —1, akkor z = 3z — 1. Irhatjuk, hogy x 4+ 2y + 32 = 32 — 1 + 32 4+ 32 = 29,

ahonnan 9z = 30, vagyis nincs megoldas a természetes szamok halmazan. (1 pont)
Az esettargyalasbol kovetkezik, hogy az egyetlen megoldas z = 10,y =5 és z = 3. (1 pont)
[

2. feladat (10 pont). Az ABC egyenls oldala haromszogben D a C-bél kiindulé magassag talp-
pontja, az E pont a C'D szakasz egy pontja tgy, hogy AEB derékszog. Legyen F' a C' pontnak az F
pont szerinti szimmetrikusa. Az ACD szogfelezGje az AB oldalt a T pontban, a BF egyenest az M

pontban metszi. Igazold, hogy MT DF' hirnégyszog! Radkoczi Erik, Kolozsvar
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
C
E
M,
F
A T D B
Legyen DB = 1, ekkor BC =2 és ED = 48 = 1. (1 pont)
Mivel az ABC' haromszog egyenls oldali, ezért C'D = % = /3, ahonnan EC = CD — ED =
V3—1,6s FD=CD —2-EC =+3-2(v/3—-1)=2—/3. (2 pont)
—— FD 2-+/3 —

Ekkor tg DBF = BD = 1\/_ =2 — /3, ahonnan DBF = 15°. (3 pont)

132



Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV  Orszagos donté - 11/10.0sztaly

— A/CYB — —_—
De TCD = — = 15°, és CD L BD, igy TCD és FBD mer6leges szara szogek, ezért
CM L BM. Igy TMF + TDF = 180° vagyis MTDF korbeirhato. (3 pont)

Megjegyzés. Az FBD = 15° igazolhato a tg15° = 2 — /3 Gsszefiiggés nélkiil is. Valoban, Az
EBF haromszogben kiszamithatjuk szinusztétellel az © = ZEBF szoget. Mivel az F'D B derékszogi
haromszog, ezért
FB?=FD*+ DB*=(2—3)?%*+1,
tehat
FB=1/(2—V3)2+1.

Az EBF héaromszogben a szinusztételt felirva:
sin45° (2 - \/3)2 +1
sinz V3-—1
Ebbdl négyzetre emeléssel kapjuk, hogy

5 1+(@2-Vv3)?
sin? x 4— 923 ’

tehat }1 = sin? z. Mivel 90° > x > 0, ezért sin x pozitiv, igy sinz = %, amelybdl x = 30°.

Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az AEBA egy félnégyzet. Megszerkesztjiilk a BC oldalra is befele a C'M; B félnégyzetet és legyen
BM; NCD = {F,}. Ekkor M1CFE = 45° — DCB = 45° — 30° = 15°. (1 pont)

c

B

Viszont szimmetriai okok miatt M;E || AC, ahonnan C'/]WE — ACM = m = 15° és CEM,;
egyenls szaru haromszog, igy CE = EM;. (2 pont)

Az EM;F, haromszoghen Zﬁil\Fl = 90° — 15° = 75° és ]\ml = 30° (mivel kiils§ szoge az
M, EC haromszognek), tehat EFy M, = 75°, vagyis EM; = EF). (2 pont)

Tehat CE = EF}, ami azt jelenti, hogy a szerkesztés utan felvett F; pont egybeesik a feladatban
szereplé F' ponttal. (1 pont)
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Mésrészt m = 15°, de DCA = 30° vagyis M, pont rajta van a DCA szogfelez&jén. Ekkor a
BF; egyenes a DC'A szogfelez§jét metszi az M; pontban, de BF) egyenes azonos a BF' egyenessel,
vagyis a szerkesztett M; pont egybeesik a feladatban megadott M ponttal. (2 pont)

Ekkor B]W/l\C’ — BMC = BMT = 90°, illetve CDA = 90°, tehat az M F DT korbeirhato. (1
pont)
[ |

3. feladat (10 pont). Adott egy 2025 x 2025-0s négyzetracs, melyben minden sorban és minden
oszlopban egyetlen mez§ van feketére szinezve, minden méas mezé fehér szind. Egy lépésben kivé-
lasztunk egy sort vagy egy oszlopot és az ebben talalhatd mezsk szinét megvaltoztatjuk. Elérheté-e,
hogy valahény lépés utan két sor vagy két oszlop szinezése azonos legyen?

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgydrgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Hogyha van két azonos szinezési oszlop, akkor sorok atszinezésével elérhets, hogy a két oszlop
csak fekete (vagy csak fehér) legyen. Tehat a feladat ekvivalens a kovetkezével: elérhets-e, hogy
valahany 1épés utan két sor teljesen fekete legyen? (6 pont)

Valasszunk ki két tetszSleges oszlopot. Mivel ezek magasabbak, mint két egységnégyzet, ezér
biztosan lesz két olyan sor, amely metszete a kivalasztott oszlopokkal 3 fehér és egy fekete mezét

tartalmaz.
(4 pont)
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Ahhoz, hogy elérjiik a két teljesen egyszind oszlopot, ezt a négy mez6t is teljesen feketére kellene
atszinezziik. Ha egy sort vagy oszlopot atszineziink, a fekete mezsk szama vagy valtozatlan marad,
vagy pedig kettével nG. Tehat ebben a négy mezében a fekete mezsk szdmanak paritédsa invarians.
Kezdetben egy fekete mez6 van, igy sosem tudjuk elérni a 4 fekete mez6t.

Ha a két kivalasztott oszlopnak van ilyen része, ami nem szinezhets teljesen feketére, akkor a két
oszlopot sem lehet teljesen feketére szinezni. Ez azt jelenti, hogy nem lehet semmilyen mas azonos

szinezést sem elérni a két oszlopban.

Mivel a kivalasztott oszlopok tetszélegesek voltak, ezért a bizonyitas teljes.

(8 pont)
|

4. feladat (10 pont). Jeloljiikk I-vel az ABC haromszogbe irt kor kozéppontjat.

a) Igazold, hogy ha az Al egyenes a BC oldalt a D pontban metszi, akkor

b) Igazold, hogy
Al

Al _ Tapr +Tacr
AD ’

Tapc

BI CI

<2

p(p —a)

e e

ahol a, b, c a haromszog oldalai és p a haromszog félkeriilete!

Palhegyi-Farkas Laszlo, Nagyvdrad

FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A

B D C

a) Legyen h a B pontnak, h; pedig a C' pontnak az AD egyenestdl valo tavolsaga. Ekkor
Tapr+Tacr _ Tapr+Tacr _ "1 +"5% _ (h+h) Al _ Al (3 pont)
Tapc Tapp +Tapc 242 4 AR (b4 hy)-AD  AD’

b)

Tapr + Tacr _ AB - A]-siné +AC’-AI-sin§

Tapc AB - AC -sin A

(AB+ AC) - AI -sin 4

11
-~ \4B  AC

AB~AC~2'Sin§~cos§
Al
2 - cos

A

2

AT -Vbe

p(p —a)

o |-

+

S
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Hasonléan kovetkezik, hogy

Tapr +Tser ~ BI-yac &
2
Tper + Tacr _ CI-+ab (3 pont)
Tapc it /p(p = 0)

Vegyiik észre, hogy

Tapr + Tacr n Tapr + Tger L Tger +Tacr  2TaBc

= =2. 1 pont
Tapc Tapc Tapc Tapc (1 pont)
Felhasznélva a mértani és harmonikus kozepek kozotti egyenlStlenséget irhatjuk, hogy
,_ AL \/_ BI - \/_ CI-Vab
%; -V/p(p—a) 11 ~V/p(p—b) 1_2%'\/]7(]7_0)
Al - \/_ BI - \/— CI-ab
\/_ \/ p—a) \/_ Vp(p —b) \/@-\/p(p—C)
CcI
; | (2 pont)
\/pp—a \/pp— p(p —c)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A megoldas és pontozas menete az elsé megoldassal megegyezd.
b) Irhatjuk, hogy
Al BI CI i i E wn
- + = —+ 5+ -
Ve —a) pp—b) plp—c) Vbc-cosd Vac-coss  Vab-cos§
B 2r 2r 2r
QSin—cos—\/_ QSIH—COS—\/_C QSin—cos—\/_
2r L 2r n 2r (3 £)
_ : on
Vbc-sinA | ac-smnB | \ab-sinC P

:2r( 1 a N I b N I c)

avbe sina  by/ac sin B cy/gb sinC
( 2R 2R 2R )
\/_ \/_ evab

- (a\;_ b\}_ \}_>

SRR Y R S
AT p \/_ \/_ evab
1
1—)(\/_—%\/_—1-\/_) (1 pont)
2 b+c+a~|—c+a+b
“a+b+ec 2 2 2
2
= (atbro=2 (2 pont)
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Egyenléség pontosan akkor van, ha a = b = c. [ |
Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A megoldas és pontozas menete az elsé megoldassal megegyezd.
b) A szogfelez6tételt hasznalva irhatjuk, hogy BD = s €3
Al ¢ b+ec
ID & a
Innen
Al b+ec
AD  a+b+c
Fel fogjuk hasznélni, hogy
AD — 2y/bc - p(p — a).
b+ c
Ekkor
b+ c 24/bc - p(p —a)
Al = — - AD = : 3 t
a+b+c a+b+c (3 pont)
lgy
Al 2vbe
plp—a) a+b+c
Hasonlban
BI _ 2y/ca
Vplp—b) at+b+c’
Ccl 2V ab
= Vab : (1 pont)
p(p — c) a—+ b +c
Ekkor
Ar_ o Br o, Ve | Ve o Vab
Vrlp—a)  plp—b)  /pp—0) atbtec atbtc atbte
2
=—5 (\/%+\/E+\/E)
< 2 a+b n b+c n c+a
T a+b+c 2 2 2
B 2 20a+b+c)
S a+b+te 2
=2. (2 pont)
[

5. feladat (10 pont). a) Bizonyitsd be, hogy minden k > 2 természetes szam esetén létezik olyan
2k szamjegyt teljes négyzet, amely az els6 k és az utolsod k szamjegyébdl alkotott két szam 6sszegének

a négyzete!
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b) Igazold, hogy az el6bbi feltételt teljesitd szamok kozt végtelen sok k esetén taldlunk olyat is,
amely oszthato a szamjegyei 6sszegével! Példaul k£ = 2 esetén egy ilyen szam a 2025.
Andrds Szildrd, Csikdelne

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Ha az N természetes szam teljesiti a feltételt, akkor felithaté N = x - 10¥ + y alakban, ahol z az
elss, y pedig az utolsé k szamjegyébdl alkotott szam. Igy x pontosan k szamjegyt és y legfeljebb k
szamjegyd. A feltételek alapjan az

210" +y = (z +y)?

egyenletet megoldasait keressiik.

(2 pont)
Atrendezve az
2?4+ 2y — 10"z + 9> —y =0
masodfokt egyenlethez jutunk. Ennek diszkriminansa
A = 10% — 4y - 10% + 4y,

(2 pont)
amely y = 1 esetén teljes négyzet. (2 pont)
Ebben az esetben = 10¥ — 2 és az

N=9...92=99...9800...01=(99...98 +1)
—— T = = —
k k—1 k—1 k—1
szamokhoz jutunk. (2 pont)

Megjegygés. Az y = % valasztas is j6 minden péros k esetén. Ha k = 2, akkor 2025 = 452 és a
3025 = 55°.

b) Az N szamjegyeinek az Osszege 9k, tehat elégséges lenne végtelen sok olyan k szamot talalni,
amelyre

(10" — 1) : 9k.

Ez k=1, k=3¢és k=9 esetén teljesiil, ezért a k = 3V alaku szamokra igazoljuk, hogy altalaban is
teljestil. Ehhez a matematikai indukci6 modszerét hasznaljuk és a

P(v): (10% —1):3"+?
allitast igazoljuk. A v € {0, 1} esetben igaz, mert 9 : 9 és 999 : 27. Ha igaz valamilyen v-re, akkor
10" —1=(10%)® — 1 = (10*" — 1)(10**" + 10*" + 1),

tehat az indukcios feltétel alapjan az utobbi felbontés els6 zardjele oszthatoé 3UT2-nel, mig a masodik
zarojelben egy 3-mal oszthato szam talalhato (a nemnulla szamjegyei 1-esek és 3 van beldlik), tehat
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a szorzat oszthaté 3'*3-nal. Eazzel igazoltuk, hogy az N = 99...9800...01 szamok teljesitik a
——— =

3v—1 301
feltételeket. (10 pont)

6. feladat (10 pont). a) Az f: R — R egy tetsz6leges masodfoku fiiggvény. Ha az f(x), f(x +
1), f(z 4 2) behelyettesitési értékek egészek valamilyen egész x értékre, akkor igazold, hogy f(z +n)
szintén egész, barmilyen n egész szam esetén!

b) Jeloljik M-mel az origd kozéppontti, 7 egység sugara korlap belsejében levs racspontok halmazat
(az A(x,y) pontot racspontnak nevezziik, ha =,y € Z). Az M halmaz elemei koziil legtobb héany
lehet egy méasodfoku fliggvény grafikus képén?

Andrds Szildrd, Csikdelne

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen f(x) = ax?® + bx + c alaki, ahol a,b, c € R. Ekkor

flz+1) = f@)=alz+1)*+blx+1)+c—ar® —br —c
—ar’ +2ax+a+br+b+c—ax®—br—c
=2axr+a+b €7,
fx+2)—flz+D) =alz+2)?+bx+2)+c—alz+1)> bz +1) -
= az® +4ax +4a +bx +2b+c—azr® —2ax —a—br —b—c
=2ax+3a+b €Z.

Ezeket a kifejezéseket kivonva kapjuk, hogy

flz+2)+ f(x) —2f(x+1)=2a = 2a € Z.

MaAsrészt

f(x+n)=alx+n)?+bx+n)+c
= az® + 2anx + an® + bx + bn + ¢
= ax® + bxr + ¢ + 2anz + an® + bn
= f(z) + 2anx + an® + bn
= f(x) + 2anz + an + an(n — 1) + bn
= f(x) + n(2az + a + b) + an(n — 1)
(2) + n(n —1)

- fla =,

n(f(x+1)— f(x))+2a-

ahol az f(z) € Z, n(f(x+ 1) — f(z)) €Z, 2a € Z és @ € Z. Tehat kovetkezik, hogy tetszsleges
n egész szamra az f(x + n) is egész érték. (6 pont)
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b) A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy a > 0. Tekintsiik az f(x + 1) — f(x) kiilénbséget:

flz+1) = f(x)

2ax + a + b, ami egy els6foku fliggvény, azaz szigoriian monoton, tehit ha az

f fiiggvény minden egész x értékre egész értéket vesz fel, akkor a parabola csokkend vagy névekvd
agan az egymast kovets racspontok ordinatai kozt felleps kiilonbségek nem ismétlgdhetnek. (2 pont)

Tehat ha lenne 6 pont egy ilyen agon, akkor a legnagyobb és a legkisebb ordinata kozti kiillonbség
legalabb 1 + 2 + 3 +4 4+ 5 = 15 volna. Ez viszont nem lehetséges, mert a kor atmérGje 14. Emiatt

(4 pont)

ebben az esetben az egy agra illeszkedd réacspontok széma legfeljebb 5.

(2 pont)

, akkor barmely harom egymaést
) _ 6 fliggvény grafikus képének

z(x+1
2
mindkét aga pontosan 5 racspontot tartalmaz a korlap belsejébdl, tehat az M halmaz pontjai koziil

Ugyanakkor, ha az f nem minden egész x-re vesz fel egész értéket
kovets egész érték kozt legalabb az egyikre f nem vehet fel egész értéket. A —6 és 6 kozott Gsszesen

13 egész szam van, tehat ebben az esetben is legfeljebb 4 - 2 + 1 = 9 racspont lehetne a parabolan.
Maésrészt a mellékelt abran lathato f : R — R, f(x)

(4 pont)

legtébb 10 illeszkedhet ugyanarra a parabolara.
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11-12. osztaly
1. feladat (10 pont). Oldd meg az

(zy +6)% = 2% + 3

egyenletet az egész szamok halmazan! Bencze Mihdly, Brasso
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen s = o +y és p = xy. Ekkor az egyenlet (p + 6)* = s> — 2p, vagyis p? + 14p + 36 = s°.
Kialakitva a teljes négyzetet a bal oldalon, kapjuk, hogy (p + 7)* — 13 = s?, vagyis (2 pont)

(p+7—5)p+7+s)=13. (1 pont)

Mivel s, p egész szamok és 13 prim, ezért négy eset lehetséges:

p+7+s=13 p+7+s=1 p+7+s=—-13 p+7+s=-—1
(2 pont)

p+T7—s=1, p+7—s=13, p+7—s=-1, p+7—s=-—13.
Az els6 két esetben Osszeadva a két egyenletet kapjuk, hogy 2p + 14 = 14, ahonnan p = 0. Igy s = 6

az elsé esetben, illetve s = —6 a masodikban. Ez azt jelenti, hogy (x,y) € {(£6,0), (0, £6)}.
Az utolso két esetben p = —14, ahonnan s = —6 a harmadik esetben és s = 6 a negyedik esetben.

(2 pont)
r+y=—6 r+y=206
Ty = —14, ry =—14

szimmetrikus rendszerek egyikének sincs egész megoldasa, mert a megfelel6 mésodfokt egyenlet diszk-

Viszont az

riminansa 62 + 4 - 14 = 92, ami nem teljes négyzet. (1 pont)
Tehat a megoldashalmaz M = {(£6,0), (0, £6)}. (1 pont)
[

2. feladat (10 pont). Adott egy n oldali konvex sokszog (n > 4), amelyet valamilyen modon
felbontunk haromszogekre belsé pontban egymast nem metsz6 atlok segitségével. Az adott felbontas
esetén nevezziik nullas csticsnak a sokszog azon cstcsait, amelyekbdl nem indul ki 4t16, illetve nevez-
ziik belsé haromszognek azokat, amelyek minden oldala atl6. Ha N a nullas csticsok szama, illetve
B a bels6 haromszogek szama, akkor igazold, hogy

N=DB+2.
Szilagyi Zsolt, Kolozsvar

FElsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A sokszog haromszogekre valo felosztasa soran harom fajta haromszog keletkezik.

1. Olyan haromszog, amelyeknek egy oldala behuzott atlo és két oldala a sokszognek is oldala.
Ezek szamat jeloljiik K-val.

2. Olyan haromszog, amelyeknek két oldala behuzott atld és egy oldala a sokszognek is oldala.
Ezek szamat jeloljiik M-mel.
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3. Olyan haromszog, amelyeknek mindharom oldala behtizott &tl6. Ezek a bels§ haromszogek,
amelyek szama B.
(1 pont)

Az els6 fajta haromszog pontosan egy cstucsabdl nem indul ki behuzott atlo, illetve a méasodik és
harmadik fajta haromszégek mindegyik cstcsabol indul ki behtizott at16. Igy a nullas csticsok szama
megegyezik az elsd fajta haromszogek szaméaval, vagyis K = N. (1 pont)

A sokszog oldalainak szamét kétféleképpen szamolhatjuk meg. Egyrészt a sokszdg minden oldala
pontosan egy haromszognek oldala. Masrészt az elsé fajta haromszogek a sokszog oldalaibol 2K da-
rabot és a masodik fajta haromszogek pedig M darabot tartalmaznak, a harmadik fajta haromszogek
pedig egyetlen darabot sem tartalmaznak. Ezek alapjan a kovetkezd Osszefiiggést irhatjuk fel:

n=2K+ M. (8)

(2 pont)
A sokszog behtuzott atloinak kétszeresét kétféleképpen is megszamolhatjuk. Ehhez el6bb megszamol-
juk, hogy hany haromszogre bontjuk a sokszoget, illetve ehhez hany atlora van sziikség.

Az n oldala sokszog n — 2 haromszogre bomlik fel, amit a kovetkezképpen lathatunk be. A
sokszog szogeinek Osszegét kétféleképpen szamolhatjuk meg. A sokszog felosztasa soran a sokszog
egy rogzitett A cstucsanél talalhato szog felbomlik ezen cstcsot tartalmazo haromszogek A cstcsainal
talalhato szogekre. Egyrészt az n oldalt sokszog szogeinek oOsszege (n — 2) - 180°, masrészt ha h
a haromszogek szama, akkor ugyanezen Osszeg egyenld h - 180°-val, ahonnan a haromszogek szama
h=n-—2.

(1 pont)

A haromszogekre bontéas soran osszesen n — 3 darab atlot huzunk be, amit a kdvetkezGképpen
tudunk belatni. Miel6tt behiznank az els6 atlot a sokszog egy darabbol all. Az elsd atlo behizéasaval
két részre bontjuk a sokszoget. A mésodik atlo behuzéasaval az egyik darabot tjra két részre bontjuk,
tehat harom darabra bomlik a sokszog. Minden tjabb atlé behuzasaval egy meglévé darabot bontuk
ketté, igy eggyel novelve a darabok szaméat. Tehat k atlo behuzasa utan k + 1 darabra bomlik a sok-
sz0g. Ha a sokszog n — 2 haromszogre bontésahoz k darab atlora van sziikség, akkor k + 1 =n — 2,
ahonnan k =n — 3. (1 pont)

A sokszog minden behtuizott atloja pontosan két haromszognek oldala. Tovabba a behtzott at-
16kbol az elsé fajta haromszogek K darabot, a masodik fajta haromszogek 2M darabot, a harmadik
fajta haromszogek pedig 3B darabot tartalmaznak. Tehat

2(n —3) = K +2M + 3B. (9)

(2 pont)
A @ egyenlségbdl kivonva a (8) egyenldség kétszeresét kapjuk, hogy

2-n—=3)—2n=(K+2M+3B)—-2- 2K+ M) < —6=-3K+3B < K=B+2

Mivel K = N, igy kapjuk, hogy N = B + 2. (1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Nevezziik nullds haromszognek azokat a felbontasban szereplé haromszogeket, amelyeknek van nullas
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csicsa. Matematikai indukcioval belatjuk, hogy barmilyen felbontésban lesz legalabb két nullas
haromszog. Az allitas n = 4 esetén igaz. Ha elfogadjuk az allitast tetszoleges k > 4 oldali sokszog
tetszGleges felbontasara, és egy, a felbontasban szereplé atlé mentén két részre osztjuk a sokszoget,
akkor

e ha az egyik rész haromszog, akkor ez az eredeti haromszognek nullas haromszoge volt, és a méasik
résznek van legaldbb két nullas haromszoge, amelyek koziil csak az egyik lehet a vagashoz hasznalt
atl6 mentén;

e ha mindkét rész legalabb négyszog, akkor az indukcios feltevés szerint mindkét részben lesz
legalabb két nullas haromszog, amelyek koziil legfennebb egy-egynek lehet az egyik oldala a vagashoz
hasznalt atlo.

A matematikai indukci6 elve alapjan tehat az allitas igaz minden n > 4 oldala sokszogre. (5 pont)

Belatjuk, hogy a feladat allitasa igaz, ismét matematikai indukcidéval. Ha n = 4, az allitas igaz.
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz tetszéleges k csticsu konvex sokszog esetén és legyen P egy tetszdleges
k + 1 csticsu konvex sokszog, amelyet tetszélegesen felbontottunk hdromszogekre a feltételek szerint.
Valasszunk ki egy nullds haromszoget (ami biztosan létezik). Jelolje ) azt a felbontott k-szoget,
amelyet ugy kapunk a P-bél és a felbontasabol, hogy levagjuk a kivalasztott haromszoget. Két
esetet kiilonboztetiink meg:

e Ha a levagott haromszog megmarado oldala a P felbontasaban bels§ haromszoghoz tartozik,
akkor Np = Ng + 1 és Bp = Bg + 1.

e Ha a leviagott haromszog megmarado oldala a P felbontasaban nullas hdromszoghoz tartozik,
akkor Np = Ng és Bp = Bq.

Mindkét esetben azt kapjuk, hogy Np = Bp + 2. (4 pont)
|
Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az egyenlGséget a csticsok szama szerinti indukcioval igazoljuk. Az n = 4 esetben a négyszog egyetlen
atloval két haromszogre oszthato és a négyszognek két csticsa van, amelybdél nem indul ki atlo. Tehat
B=0é N =2. (1 pont)

Feltételezziik, hogy minden n-nél kisebb oldalszami konvex sokszogre igaz a tulajdonsag, ahol n
legalabb 5. Be fogjuk latni, hogy az n oldalu sokszogekre is igaz.

Jeloljiik K-val a megadott n oldalt konvex sokszoget. Legyen P() a K felbontasaban szerepld
egyik atlo. A P(Q) atld az n oldali K sokszoget két, K és Ky konvex sokszogre bontja. A K felbon-
tasa szarmaztatja a K7, illetve Ky sokszogek egy-egy haromszogekre valo felbontasat egymast nem
metszd atlokkal. Megjegyezziik, hogy a K sokszog P(Q) atloja a K és Ko sokszogeknek oldala, illetve
a K nullés csticsai egyben a K7 és Ky sokszogeknek is nullas cstucsai. (1 pont)

Jelolje N7 és Ny a K azon nullas cstucsainak szamat, amelyek a Ki-nek, illetve Ks-nek is cstiicsai.
Mivel P és () nem nullés cstucsai a K-nak, ezért

Jelolje By és By a K azon bels6 haromszogeinek szémat, amelyek a Ki-nek, illetve Ky-nek is
(nem feltétlen belsG) haromszogei. Ekkor

(2 pont)
Megjegyezziik, hogy a K7 és K5 bels6 haromszogei a K-nak is bels6 haromszogei. A K azon két
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haromszoge, amelynek egyik oldala a PQ atlo, azok lehetnek a K bels6 haromszogei, de nem belsd
haromszogek a K; és Ky sokszdgekben.

Mivel n > 5, ezért a K és Ky sokszogek nem lehetnek egyszerre haromszogek. Tegyiik fel, hogy
K biztosan nem haromszog, illetve K5 lehet haromszog vagy sem. (1 pont)

Jelolje A a K, felbontasédban azt a haromszoget, amelynek egyik oldala a PQ. A K sokszog P
és () szomszédos cstcsainak valamelyikébdl ki kell induljon legalabb egy atlo.

e El6szor tekintjiik azt az esetet, amikor csak az egyik cstucsbol indul ki atlo, példaul a P-bdl
kiindul atlo, de a @-bol nem.
Ekkor a A nem bels§ haromszoge sem a K sokszognek, sem a K; sokszognek, ezért a K; belsd
haromszogeinek szama egyenls Bi-gyel.
A @ nullés cstcsa a K sokszognek, mig a P nem, igy a K nullas csicsainak szama egyenls (Ny +1)-
gyel.

A K sokszogre hasznélva az indukcios feltevést kapjuk, hogy (N;+1)— By = 2, ahonnan N, —B; = 1.
(1 pont)

e Most tekintjiikk azt az esetet, amikor a Kj sokszog P és () cstucsaibdl indul ki atlo. Ekkor a
P és Q nem nullas cstucsai a K7 sokszognek, tehat a K sokszog nullas sokszogeinek szama egyenld
Ni-gyel. A A haromszog belsé haromszoge a K-nak, de nem belsé hdromszoge a Ki-nek, ezért a K
belsé haromszogeinek szama egyenls (B; — 1)-gyel.

A K sokszogre hasznalva az indukcios feltevést kapjuk, hogy Ny —(B;—1) = 2, ahonnan N;—B; = 1.
(1 pont)

Ezzel belattunk, hogy a K; (legalabb 4 oldali) konvex sokszogben

Végiil két esetet kiilonboztetlink meg aszerint, hogy K, legaldbb négyszog vagy csak haromszog.

e Ha K, legalabb négyszog, akkor a fenti targyalashoz hasonléan belathatd, hogy Ny — By = 1.
Innen a (10, (11)), Osszefiiggések felhasznalasaval kapjuk, hogy

e Ha K5 haromszog, akkor K-nak nem esik bels6 hdromszoge a Kr-be, igy B = B;. Tovabba a
K, azon csicsa, amely nem esik egybe a P és (Q-val a K sokszog nullas cstiicsa, igy a N = Ny + 1.
Ezekbdl a Osszefiiggés felhasznélasaval kapjuk, hogy

|
3. feladat (10 pont). Egy 30 cm? teriiletti ABC haromszég mindharom szdgének tangense egész
szam. Mekkora a haromszog koré irhatd kor sugara? Kaiser Ddniel, Kolozsvdr
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

A feltételek alapjan a haromszog nem lehet derékszogt, tehat

tgA+tgB+tgC =tgA-tgB-tgC. (1 pont)
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AtgA=ux,tgB =y, tgC = z jelolésekkel az = + y + 2z = xyz egész megoldasait keressiik.
A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy x < y < z. Mivel egy haromszognek legfeljebb egy
tompaszoge lehet, ezért y, 2z € N*. Ha x < 0, akkor az

x(l—yz)=—y—=z
egyenlGség alapjan 1 — yz > 0, ami ellentmondas. (4 pont)
Ha x > 0, akkor 0 < z <y < z alapjan x + y + 2z < 3z, tehat xyz < 3z, vagyis zy < 3. Mivel

r,y € N ezért csakazx =1,y =1;x =1,y = 2vagy x = 1, y = 3 esetek lehetségesek. Az elsé és a
harmadik esetben ellentmondashoz jutunk, a mésodikban pedig az z = 1, y = 2, 2 = 3 megoldashoz.

Tehat a haromszog szogei csak arctg 1, arctg 2 és arctg 3 lehetnek. (6 pont)
Maésrészt
tg(arctg 1 + arctg2) = R = -3,
1—1-2
tehéat arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = 7, vagyis az elébbi szogek valoban egy haromszog szogei. (2

pont)

AT = ‘i—lj’g 6sszeﬁig2gés és a szinusztétel alapjan adodik a T = 2R?sin Asin Bsin C' dsszefiiggeés.
tg“t

P 2, .. . . 2 . 3 . _ 2 . 1 .
Masrészt, a sint = 55 vy Osszefiiggés alapjan sin A = 1o sin B = 7 €8 sinC' = 7 tehat

= 5. (2 pont)

4. feladat (10 pont). Egy 2n x 2n-es, 4n? egységnégyzetbdl allo négyzet alaku tabla egyik egység-
négyzetét kivettiik.

a) Bizonyitsd be, hogy ha n € {1,2,4}, akkor a megmaradt rész hézag és atfedés nélkiil lefedhetd
az alabbi dbran lathato, 3 egységnégyzetbdl allo alakzat segitségével, ha ebbdl elégséges szamu all a
rendelkezésiinkre, és ezeket barmilyen pozicioban elhelyezhetjiik a tablan!

b) Hatarozd meg az Gsszes olyan n € N* szamot, amely esetén a megmaradt rész hézag és atfedés
nélkiil lefedhets az elébbi alakzatok segitségével!

Andrds Szildrd, Csikdelne

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) 2x2-es tabla esetén ha kivesziink egy egységnégyzetet, a maradék pontosan egy olyan alakzat lesz,
ami a kijelentésben szerepel. A tovabbiakban nevezziik ezt az alakzatot L-triminonak. 4 x 4-es tabla
esetén vagjuk szét a tablat 4 darab 2 x 2-es tablara. A szimmetria miatt elégséges azt megvizsgalni,
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hogy lefedheté-e a maradék, ha a bal alsé 2 x 2-es részbdl vessziik ki az egységnégyzetet. Igy a bal
alsd 2 x 2-es rész lefedhets lesz és a tobbi harom 2 x 2-es rész mindegyikébdl kivessziik az eredeti
tabla kozéppontjat tartalmazo egységnégyzetet. Igy a maradékok ismét lefedheték L-triminokkal és
a 2 X 2-es részek Osszeillesztése utéan a kozépen tiresen marad6 harom egységnégyzetre illeszkedik egy
L-trimino. (4 pont)

Hasonl6 gondolatmenettel belathatjuk, hogy a 8 x8-as tablan is lefedhets a maradék L-triminokkal
ha egy tetszéleges egységnégyzetet kivesziink: ha a bal als6 4 x 4-es részbdl kivesziink egy egység-
négyzetet, akkor az lefedhet6 marad, ha a tobbi harom 4 x 4-es részbdl kivessziik az eredeti tabla
kozéppontjara illeszkedd egységnégyzeteket, akkor L-triminokkal lefedhets részeket kapunk és a ko-
zéppont koriil a harom egységnégyzet helyére egy L-trimin6 illeszkedik. (4 pont)

. II1.

b) 10 x 10-es tabla esetén az otlet az, hogy az eredeti tablat felvagjuk egy olyan részre, amelyrsl
kivesziink egy egységnégyzetet és a maradék lefedhetd lesz (itt 4 x 4-es részt hasznélunk) és a tobbit
olyan részekre, amelyek biztosan lefedheték. Ehhez vegyiik észre, hogy ha egy téglalap egyik oldala
paros, a méasik 3-mal oszthato, akkor a téglalap felbonthatd 3 x 2-es darabokra és ezek lefedhetdk.
A kovetkez6 harom abra mutatja, ezeket a szétvagésokat aszerint, hogy a kivett egységnégyzet hol

146



Megoldasok VII. OMMO - XXXIV. EMMV  Orszagos donté - 11/11-12.0szt.

helyezkedik el az eredeti tablan (a szimmetria miatt tovabbi esetekre nincs sziikség). (4 pont)
L.
II1. T 117
I1I. IV.
II. I. L
I1.

A tovabbiakban ugyanezt a konstrukciot hasznaljuk csak induktivan (2k) x (2k) méreti tablarol
(2k + 6) x (2k 4 6) meéretii tablara gy, hogy a (2k) x (2k) méretii tablat el6bb a nagyobb tébla
kozepére helyezziik (igy marad egy harom egységnyi szélességl keret), majd az egyik csicséba és
végiil valamelyik oldal kozepére. Mindharom esetben a (2k) x (2k) méretd tablan kiviili részek le-
fedhetSek lesznek 3 x 2-es téglalapokkal, tehat L-trimindkkal is és az indukcios feltevés alapjan a
(2k) x (2k) méretii tablarol elhagyva egy egységnégyzetet az is lefedhetd lesz. Igy a 8 x 8-as tablabol
kiindulva rendre megkapjuk a 14 x 14-es, 20 x 20-as és altalaban a (6k+2) x (6k 4 2)-es tabldkat és a
10 x 10-es tablabol kiindulva a (6k +4) x (6k +4)-es tablakat. Ha n : 3, akkor a megmaradt részen a
mezdk szama nem oszthaté hdrommal, tehat ebben az esetben a lefedés nem valésithaté meg. Tehat
a maradék pontosan akkor fedhetd le, ha n nem oszthat6 3-mal. (6 pont)

5. feladat (10 pont). Legyen ABC egy egyenld szart haromszog, amelyben a BAC = 100°. Az
ABC szog szogfelezbje az AC oldalt E pontban, az EBC' szog szogfelezGje az AC oldalt pedig D
pontban metszi. Megszerkesztjik az ABE haromszog AF magassdgat és az ABD haromszog AG
magassagat. Legyen H az AF és BC' egyenesek metszéspontja.

a) Igazold, hogy FG | HE.
b) Bizonyitsd be, hogy a HD || AB.

Mészdar Julianna, Nagyszalonta
Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A feladat feltételei alapjan ABC = ACB = 40°, ABE = EBC = 20°, EBD = DBC = 10°,
tehat ABG = 30°. (4 pont)
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A fentiek alapjan az ABF' derékszogli haromszoghsl BAF = 70°, az ABG derékszogi harom-
szoghdl BAG = 60°, tehat FAG = 10° és FAE = 30°.

Az AEF derékszogi haromszoghdl AET = 60°. (2 pont)
A BF az AHB héaromszogben szogfelezé és magassag is, tehat BF az AH felezémerdlegese. Igy
HEF = AEF = 60° (2 pont)

Az ABGF hurnégyszog, mert AFB = AGB = 90°, tehat BAG = BFG = 60°.
Az eddigick alapjan BEH = BFG = 60°, tehat HE || FG.

b) Legyen {N} = GF N AC. Ekkor NFE = BFG = 60°, tehat a 30° — 60° — 90°-0s haromszdgben
FN oldalfelezd. (2 pont)
Legyen {M} = EH N AG. Az AEM haromszogben NG | ME és N az AE felez6pontja, tehat NG
kozépvonal, igy G az AM felez6pontja, ahonnan DG az AM felez6merdlegese. Kovetkezésképpen az
ADM haromszog egyenld szart. Tehat szogei DAM = DMA = 40° és ADM = 100°. (2 pont)
Az AEM haromszogbdl AME = 20°, tehat EM az LED és LMD szognek is szogfelezGje, ahon-
nan EM az LD felez6merdlegese, ahol {L} = AG N BE. Ez alapjan LEHAx = DEHpa, innen

EDH = ELH. (2 pont)
Mivel LF az AH felez6merélegese, kdvetkezik, hogy LHF = LAF = 10°, tehat FLH = 80°.
(2 pont)

Az el6z6ek alapjan EDH = 80°, tehat CDH = 100° = B/E], ahonnan AB | DH. (2 pont)
]

6. feladat (10 pont). Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan nem nullaban végz6ds N teljes
négyzet létezik, amely oszthato a szédmjegyei négyzetosszegével, és amelyre N-et elosztva a szamjegyei
négyzetosszegével a hanyados is négyzetszam!

Andrds Szildrd, Csikdelne
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ahhoz, hogy a feltétel teljesiiljon a szamjegyek négyzetosszege is négyzetszam kell legyen. (2 pont)
Ezért szerkessziink olyan szamokat, amelyekben a szamjegyek négyzetOsszege egy elére rogzitett
négyzetszam, és amelynek az alakjat valamilyen képletekkel le tudjuk irni.

A szamjegyek négyzetosszegét tudjuk kontrollalni, ha olyan szamokat szerkesztiink, amelyekben a
szamjegyeket ismerjiik. Erre a legegyszertibb megoldéas, ha a binom négyzetének kifejtése alapjan
két szamjegy kozé 0-kat frunk:

122 = 144 < 10022 = 1004004. Az 12 442 +4? = 33 nem négyzetszam, ezért keresniink kell egy olyan
esetet, ami ezt a kovetelményt teljesiti. Egy ilyen példaul a

205 = (200 + 5)* = 40000 + 2000 + 25 = 42025,

amelyben a szdmjegyek négyzetosszege 49. (8 pont)

200...05%° = (2-10F +5)2=4-10* +2- 10" +25=400...0200...025,
k—1 k—2 k—1

tehat elégséges, ha talalunk végtelen sok olyan k értéket, amelyre

200...05 = 0(mod 7).

k—1
Ez rendre ekvivalens az aldbbiakkal:
2-10F +5 = 0(mod 7)

210 = 2(mod 7)
10¥ = 1(mod 7).

Masrészt a kis-Fermat tétel (vagy Euler-tétel, vagy egyszertien szamolas) alapjan
10° = 1(mod 7),

tehat
10%" = 1(mod 7)

és igy a (210" + 5)2, n > 1 szamok teljesitik a kért feltételeket. (8 pont)
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