CONSILIUL
JUDETEAN
MARAMURES

¥ MINISTERUL EDUCATIEI

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

V. osztaly

1. feladat. Egy sportosztalyban kézilabdazok, futok és roplabdazok vannak, és minden gyerek csak
egy sportot tz. Tudjuk, hogy a kézilabdazok és a futok Osszesen kétszer annyian vannak, mint a
roplabdéazok; a kézilabdazok és a roplabdazok szamanak Osszege kétszerese a futdk szaménak; a
futok és a roplabdéazok egyiitt 8-cal tobben vannak, mint a kézilabdézok. Hany kézilabdazo, futo,
illetve roplabdézo van kiilon-kiilon a sportosztalyban?

2. feladat. a) Hatarozd meg azt a legkisebb, nullatol kiilonb6z6 k természetes szamot, amelyre a
k- 2024 szam felirhaté hdrom egymas utani természetes szam szorzataként!

b) Két természetes szam Osszege 2024, és az egyiknek a masikkal valo osztési maradéka 6. Melyek
ezek a szamok?

3. feladat. Adott a kovetkezd szamsorozat: 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, ...

a) Milyen szabaly szerint kovetik egymaést a szamok a sorozatban? Ird fel a sorozat tovabbi &t tagjat!
b) Hatarozd meg a szamsorozat 2024. tagjat!

c) Hanyadik tagja a sorozatnak az 1010110011 szadm?

4. feladat. Roli 2024. januar 1-én olyan karorat szeretett volna vasarolni, amelyik azt is mutatja,
hogy az aktuélis nap a hénap hényadik napja. A vasarolt 6ra szamlapjan egy szamlald 1-t6l 31-
ig valtozik, és minden éjfélkor eggyel novekszik, majd a 31-es utédn ismét l-esre valt. A hoénapok
kiilonboz6 hosszisaga miatt ez az 6ra legtobbszor téves szamot mutat. Ujév napjan az éra helyesen
jart, azaz l-est mutatott.

a) A 2024-es szok&évben hany nap fogja a helyes szamot mutatni az 6ra?
b) 2024. december 31-én hanyast fog mutatni az éra? Hat 2025. december 31-én?

c) A 2028-as szokéévben melyik lesz az els§ olyan nap, amikor a helyes szamot mutatja az éra?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

VI. osztaly

1. feladat. Adottak a kiévetkezd halmazok, ahol u(p) a p szam utolso szamjegyét jeloli:

A= {1+ u(17); 24+ u(22); 3+ u(3%*); 5+ u(5*?)},
B:{SL’EN|;{;:u(a)’ CLEA},
C={heN|b=uly), y € N).

a) Hatarozd meg az A, B, C' halmazokat az elemeik felsorolasaval!
b) Hatérozd meg az [(A\ B) U (B\ A)]N[(AUC)\ B] halmaz elemeinek szamét!

2. feladat. Egy téglalap alaku papirlapot az oldalakkal parhuzamos egyenesekkel vizszintesen 5
és fiiggblegesen 60 egyenld részre osztunk. Igy egy négyzethalos lapot kapunk. Igazold, hogy ha
egy ugyanakkora mérett papirlapot az oldalakkal parhuzamos egyenesekkel vizszintesen 14, mig
fiiggslegesen 168 egyenld részre osztunk, akkor az igy keletkezett halo kis téglalapjai négyzetek!

3. feladat. Adott az O kozéppontiu és AB atmérdji kor, F' pedig az AO szakasznak egy tetszéleges
bels6 pontja. Vedd fel az AF atmérsji és C kdzéppontu kort, majd a BC' atmérdji és E kozépponti
kort! Legyen a két kor sugara AC' =r és EB = R.

a) Szamitsd ki az OF és OC' szakaszok hosszat R és r segitségével!

AC
b) Ha OF = OF, hatarozd meg az B arany értékét!

AC
c) Ha az F pont egybeesik az O ponttal, szamitsd ki az Yol7] arany értékét!

4. feladat. Az A ={z € N|z =n- (64" + 81 + 125%) : (8% 4 2712 + 625°), n < 2024, n € N*}
halmaz 6sszes elemét felirjuk a tablara. Letoroliink két szamot, majd helyette felirjuk, a letorolt két
szam Osszegének 11-gyel valo osztési maradékat. Ezeket a 1épéseket ismételve egy id6 miilva a tablan
az 1003 és még egy szam maradt.

a) Legyen s az A halmaz elemeinek 6sszege. Hatarozd meg az s osztoinak szamat!

b) Melyik szam maradt az 1003 mellett a tablan?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

VII. osztaly

1. feladat. Az z,y, z szigortian pozitiv racionalis szamok esetén fennallnak az

T Y z

Y+ z Tr+z r+y
egyenldségek. Mutasd ki, hogy

2) T+y y+z Z+x
r+2y+3z y+22+4+3x z4+2zx+3y

e Q;

Ty Yz 2
b) \/2(2.7: —y) + z(2y — 2) + y(22 — x) €R\Q

2. feladat. Hatarozd meg azokat az abc alakd haromjegyti természetes szamokat, amelyekre egyidé-

/.
ben teljesiil, hogy \/a,b(bc) + b,c(ca) + c,a(ab) € Q, illetve az a szamjegy a 2b és 3¢ szamok szamtani
kozepe! Az a, b és c szamjegyek nem feltétlen kiilonbozsek.

3. feladat. Egy barati tarsasdgban vivok, tszok és tavugrok vannak. Minden személy csak egy
sportot tiz. Koziiliikk egy vivo megallapitja, hogy az tszok és tavugrok Osszesen hétszer annyian
vannak, mint az ¢ vivo baratai. Egy tsz6 ugy szédmolja, hogy a vivok és tavugrok osszesen haromszor
annyian vannak, mint az § usz6 baratai. Egy tavugro pedig azt allitja, hogy az & tavugro baratai
annyian vannak, mint a vivok és tszok Osszesen.

Héany vivo, hany Gsz6 és hany tavugro van a barati tarsasdgban?

4. feladat. Az A csiicsaban derékszogli ABC haromszog BM és C'N szogfelez6i az I pontban metszik
egymast, M € AC, N € AB. Legyenek P és () az M, illetve N pontokbol a BC' oldalra hizott
merdlegesek talppontjai. Tovabba legyen D az M () szakasz felez6pontja, és E az I pont BC' egyenes
szerinti szimmetrikusa.

a) Igazold, hogy I az APQ haromszog koréirt korének kozéppontjal
b) Igazold, hogy ID 1 BC'

c¢) Igazold, hogy I PEQ) négyzet!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

VIII. osztaly

1. feladat. Az x,y, z egész szdmok esetén x? + y* + 22 = 2(x + 2y — 32). Hatérozd meg az z,vy, 2
szamok szamtani kozepének a lehetséges legkisebb, illetve legnagyobb értékét!

2. feladat. Egy asztalra egymés mellé palcikakat helyeziink. Anna és Petra felvaltva vesz el legalabb
1 és legfeljebb 6 palcikat. Mindig Petra kezd. Az a nyertes, aki az utolso palcikat is el tudja venni.

a) Létezik-e Petranak nyerd stratégidja, ha kezdetben az asztalon 2024 palcika van? Indokold!

b) Hany palcikat helyezziink kezdetben az asztalra ahhoz, hogy Annanak legyen nyerd stratégiaja?
Indokold!

3. feladat. Az A-ban derékszogli ABC' haromszoghen B = 60°. Az AC oldalon felvessziik a D
pontot tgy, hogy AD =5 cm. Legyen DE 1 BC, E € BC és a DFE szakasz hossza 3 cm.

a) Hatarozd meg a BD szakasz hosszat!

b) A (DE félegyenesen felvessziik az F' pontot ugy, hogy DBF = 60°. Hatérozd meg az ABE és
D BF héaromszogek teriileteinek aranyéat!

4. feladat. Az ABCDA'B'C'D’ szabalyos négyoldali hasabban AA’ = 12 cm. Az E és F pontok
az AC, illetve az A'C szakaszok felez6pontjai. Az AF egyenes meréleges az A'E egyenesre.

a) Igazold, hogy ABCDA'B'C'D’ kockal!

b) Szamitsd ki a D pont tavolsagat az AF egyenestdl!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

IX. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Ha az a, b és c pozitiv valos szamok szorzata 1, igazold, hogy

&2025 + CL2024 b2025 + b2024 C2025 + C2024

> 3.
1+ be 1+ ac 1+ab -

2. feladat. Igazold, hogy tetszSleges a és b valos szamok esetén a kovetkezs egyenletek koziil legalabb
egynek van val6s megoldésa:
2? + 2ax + 2b = 0;

2?2 4 2bx 4 2a = 0;
2?4+ 4z —ab = 0.
3. feladat. Az ABCD egyenld szaru trapézban AB || CD. A trapéz kor koré irhato, és jelolje

E,F,G és H rendre a trapézba irt kor és az AB, BC,C'D valamint DA oldalak érintési pontjait.
Legyen J, K, L és M rendre az FGH, EFH, EFFG ¢és FGH haromszog silypontja.

a) Igazold, hogy JK || GF'!

b) Bizonyitsd be, hogy az EFGH és JK LM négyszogek sulypontjai egybeesnek! (Egy négyszog
stlypontja az atloi felez6pontjat osszekots szakasz felezépontja.)

c) Legyen N a KL és MJ egyenesek metszéspontja. Ha J az NM szakasz felez6pontja és AB = 4,
szamitsd ki a JK LM négyszog teriiletét!

4. feladat. Az ABCD konvex négyszogben E és F rendre az AC' és BD &tlok felezépontja, G és H
rendre az AD és BC oldalak felez6pontja, illetve fennéll a lﬁ + [ﬁ = C@ + ﬁ egyenlGség.

a) Bizonyitsd be, hogy az E és F pontok egybeesnek!
b) Bizonyitsd be, hogy a G, E és H pontok kollinearisak!

— 1
c) Ha M a CD egyenes azon pontja, amelyre DM = Zﬁ és P az AH és BM egyenesek metszés-

AP BP
pontja, akkor hatarozd meg az V27 és 20 aranyok értékét!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

X. osztaly — 1. fordul6
1

1
1. feladat. a) Igazold, hogy + > log,2is b+ loga2, ¢, ahola,b, ce (1,00)!
log,a  log.a = =

a?+4 b2 44 244
+ 1Ogca — + 1Ogab

1 ahol a,b,c € (1,00)!

DO W

b) Mutasd ki, hogy log,.

c) Hatéarozd meg az a, b, ¢ egynél nagyobb természetes szamokat gy, hogy

| 4bc o 4ca +1 4ab 3
O .
gbc + 4 O8ca 73 7 1 b2 O08ab 2 14 2

\/

2. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
560 —9+1) = (x—1)>+09.
3. feladat. a) Hatarozd meg az f: R\ {—1,0,1} — R\ {—1,0, 1} sziirjektiv fiiggvényt, ha
fla) - f(f (@) + f(f(2) = flz) -1,
minden z € R\ {—1,0, 1} esetén!

b) Ertelmezziik a h, = fo fo---o f fiiggvényeket, ahol n € N*. Hatarozd meg a hogyy fiiggvényt!
mgrf_/
4. feladat. Az ABC egyenl6 oldalt hdromszog koré irt kor egységnyi sugara. A kor tetszéleges M
pontja esetén igazold a kovetkezd egyenltlenségeket:
a) MA-MB-MC <22 ;
1 1 1 3

DAt e 2 4

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

XI. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Az (a,)nen sorozatot a kovetkezSképpen értelmezziik:
ag=a; =1 és 17+ =15+ 48  V¥n e N.
a) Igazold, hogy az (a,)nen sorozat konvergens!

b) Szamitsd ki az (a,)nen sorozat hatérértékét!

2. feladat. Ha A € M5 (R) igazold, hogy
1 2 1 2 1
2 _(t L ) s
det (A +A+Ig)—<2—|—trA) +(2 detA) +trA detA+2,

ahol tr A az A matrix f6atlojan 1évs elemeinek Gsszege (az A métrix nyoma).

3. feladat. Az (z,,),>1 sorozatot az x, 41 = 22 —(2a—1)-z,, +a? rekurzios dsszefiiggéssel értelmezziik,
ahola € R,a >1ész; € R.

a) Ha z; = a + 1, igazold, hogy az
n | Tpi1—a
Yn = (Z m) L Vn>1
k=1

altalanos tagu sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
b) Ha x; € (a — 1,a), igazold, hogy a

Zn=(xy—a+1)", VYn>1
altalanos tagu sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!

4. feladat. Tekintjik az A, B € M3(R) méatrixokat. Jelolje tr M az M méatrix f6atlojan 1évé elemek
Osszegét (az M matrix nyomét).

a) Ha B # O3, igazold, hogy az f: M3(R) — R, f(X) = tr(B - X) fiiggvény sziirjektiv!

b) Ha tr(A- X) =0, minden X € Mj3(R) esetén, akkor mutasd ki, hogy A = O3!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

XII. osztaly — I. fordul6

1. feladat. Hatarozd meg az f: R — R,

fiiggvény primitiv fliggvényeit!
2. feladat. Adott a (G,-) csoport és az f: G — G fiiggvény ugy, hogy

flzf(y)) = f(x) -y, barmely z,y € G esetén.

a) Igazold, hogy f csoportautomorfizmus!
b) Hatarozd meg az f fiiggvényt, ha a G csoportnak 6t eleme van!

3. feladat. Hatérozd meg azokat az f: (0,400) — (0, +00) és g: (0, +00) — (0, 400) fiiggvényeket,
amelyek egyszerre teljesitik a kovetkezd feltételeket:

a) az F': (0,400) = (0,400), F(x) = f(x) - e fiiggvény a g fliggvény primitiv fiiggvénye;
b) a G: (0,+00) = (0,400),G(x) = g(x) - e~ fliggvény az f fiiggvény primitiv fliggvénye;
¢) f(z) > g(z),barmely x € (0,400) esetén!

4. feladat. A (G,-) véges csoportnak 2n eleme van. Legyen H = {x € G | 2% = e}, ahol e a (G, -)
csoport semleges eleme. Jelolje |H| a H halmaz szdmossagat.

a) Igazold, hogy ha |H| > n+1és x-y € H, barmely z,y € H esetén, akkor a (G,-) Abel-féle
csoport!

b) Igazold, hogy ha n paratlan, akkor |H| < n + 1.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

IX. osztaly — II. fordulé

1. feladat. a) Hany oldala van annak a konvex sokszognek, amelynek 350 atloja van?
b) Van-e olyan konvex sokszog amelynek 2024™ + 2 atloja van, ahol m € N7

2. feladat. Az A-ban derékszogti ABC haromszogben AB = /2, E és D rendre az AB és BC oldal
felez6pontja. Az AD és C'E egyenesek merGlegesek egymaésra és az F' pontban metszik egymast.

a) Igazold, hogy az AFC haromszog teriilete egyenlé a BDF'E négyszog teriiletével!
b) Szamitsd ki a BF' szakasz hosszat!

3. feladat. Az (a,),>1 pozitiv tagt sorozatrol tudjuk, hogy a; = 1, és teljesiil az alabbi Gsszefliggés:

n

2k +1 1
SRR i e
o1 Wk k1 An+1

a) Hatérozd meg a sorozat altalanos tagjat!

n n 2
b) Bizonyitsd be, hogy Z k-ap = (Z %) , Vn € N*.

k=1 k=1

n n n+2
ag - Qg1 * Ag42 *
c¢) Igazold, hogy kz:; ERETEE T (kz:; \/a_k> - (kz:; \/@) , Vn e N*.
4. feladat. Hatarozd meg azokat az x,y, z valos szamokat, amelyekre
(x—2y—=3°+(x+y—2)>+ 2z —y—2)>=3.

5. feladat. Az ABC héaromszogben a BAC szdg mértéke 120° és AP, BQ), CR az ABC' haromszog
szogfelezsi, P € BC, Q € CA, R € AB.

be
b+c’
b) Bizonyitsd be, hogy QP L PR.

6. feladat. Ludas Matyinak van 31 ludja, 33 kacsaja és 35 tyukja.Talalkozik a vasarban Doébrogivel,
akinek 27 ludja, 33 kacsaja és 39 tytukja van. Megegyeznek, hogy cserélni fognak a kovetkezd sza-
baly szerint: két darab, kiilonbozs fajtaju szarnyasért cserébe a masik ad két szarnyast a harmadik
fajtabol, vagy forditva, két ugyanolyan szarnyasért egy-egy darabot a méasik két fajtabol.

a) Igazold, hogy AP = ahol b = AC' és c = AB.

a) Sikertilhet-e Débroginek ugy csereberélnie, hogy a végén minden fajta szarnyasbol ugyanannyi
darabja legyen?

b) Sikeriilhet-e Ludas Matyinak tigy csereberélnie, hogy a végén minden fajta szarnyasbol ugyanannyi
darabja legyen?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

X. osztaly — 1I. fordul6

1. feladat. a) Igazold, hogy 3P + 2P oszthato 5-tel, barmely p > 1 péaratlan természetes szam esetén!
b) Mutasd ki, hogy 312mF! 4+ 212n%5 ogzthatd 5-tel, barmely m és n természetes szamok esetén!

2. feladat. Adott az E(n) = 9" + 3" 44" 4 3.2" 426" + 2 kifejezés, ahol n € N. Tanulmanyozd,
hogy létezik-e olyan n természetes szam, amelyre

a) E(n) primszam;
b) E(n) teljes négyzet;
¢) E(n) = 210.
3. feladat. Oldd meg a valés szamok halmazan az
(2? —22) (2> — 2 —6)(2* =32 —4)+36 =0
egyenletet!

4. feladat. Egy kincskeres6 egy egyenls oldalti hdromszog alaki teriiletet tar fel, amelynek oldala 5
egység. A teriilet fel van osztva kongruens egyenld oldalu haromszogekre, amelyek oldalai 1 egység
hossziak és parhuzamosak az eredeti haromszog oldalaival. Minden egyes kis haromszogben egy
kincs rejlik. A feltardst a kincskeres§ barmely kis haromszoghen elkezdheti, ezutan viszont egy
haromszogbdl csak vele oldalszomszédos haromszogbe mehet 4t, egy haromszogbe nem térhet vissza
és nem hagyhatja el a nagy haromszog teriiletét.

Maximaélisan hany kincset gytjthet be a kincskeresé? Adj meg egy tutvonalat, amely mentén haladva
ez elérhetd!

5. feladat. Az ABC haromszog koré irt kor kézéppontja O, dtmérdje AM és N € AM tgy, hogy
BN 1 AM.

a) Szamitsd ki az AOB és BN M héaromszogek teriiletének az aranyat, ha C = 105°.
b) Mekkora az ABC haromszog C' szogének a mértéke, ha 3 - Thopa = 2 - Tpnuna €8 C > 90°?

6. feladat. Robi felirt a tdblara 100 darab egyest. Ezutan minden 1épésben letorol egy x szamot a
tablarol, és helyette felirja az 533G szamokat. David észrevette, hogy akarhanyszor ismétli meg
ezt Robi, minden 1épés utan kivalaszthato egy olyan szam, amely legalabb 34-szer szerepel a tablan.
Bizonyitsd be, hogy David észrevétele helyes!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

XI-XII. osztaly — II. fordul6

1. feladat. Hatarozd meg az 0sszes olyan természetes szamot, amelynek pontosan hat pozitiv osztoja
van, és pozitiv valodi osztoinak Osszege 2024-gyel egyenld!

2. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazéan a

logs(22 + x) = logs(12 — y)
logs (22 +y) = logs(12 — 2)
log;(22 4 z) = log4(12 — z)

egyenletrendszert!

3. feladat. Az ABCD hurnégyszog atloi merdlegesek egymasra, F az atlok metszéspontja. A négy-
sz0g koré irhato kor kozéppontja O és M az AB oldal felez6pontja.

a) Igazold, hogy EM L CD!
b) Igazold, hogy OM = 2!

4. feladat. Az 1,2,3, ..., 4n szamokat szétosztjuk n darab halmazba. Igazold, hogy barmely szét-
osztas esetén létezik az n darab halmaz valamelyikében harom olyan szam, amely egy héromszog
oldalainak mér&szamal

5. feladat. Az ABC haromszogben fennall a
5
cosA-cosB-cosC +v3sinA-sinB-sinC = 1

Osszefiiggés. Igazold, hogy az ABC haromszog egyenld oldalu!

6. feladat. Tekintsiik az (S,,),>1 sorozatot, ahol S, az els6 n darab primszam Gsszegét jeloli (S =
2,8 = 5,53 =10, ...). Igazold, hogy a sorozatnak nem lehet két egymas uténi tagja négyzetszam!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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V. osztaly

1. feladat (10 pont). Egy sportosztalyban kézilabdéazok, futék és roplabdéazok vannak, és minden
gyerek csak egy sportot tiz. Tudjuk, hogy a kézilabdazok és a futdk dsszesen kétszer annyian vannak,
mint a roplabdéazok; a kézilabdazok és a roplabdazok szamanak Osszege kétszerese a futok szaméanak;
a futok és a roplabdazok egyiitt 8-cal tobben vannak, mint a kézilabdazok. Hany kézilabdéazo, futo,
illetve roplabdazo van kiilon-kiilon a sportosztalyban?

Simon Jozsef, Csikszereda

Elsdé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a kézilabdézok és a futok Osszesen kétszer annyian vannak, mint a roplabdézok, ezért a sport-
osztalyban levsk szama haromszorosa a roplabdazok szamanak. (2 pont)
Mivel a kézilabdazok és a roplabdézok szamanak Osszege kétszerese a futok szaméamak, ezért a sport-
osztalyban levék szama a futék szamanak is haromszorosa. (2 pont)
A fenti két allitas alapjan, a roplabdéazok szama megegyezik a futok szamaval, (1 pont)
ugyanakkor a kézilabdazok szama is egyenls a futok szamaval, (2 pont)
tehat a kiilonbo6z6 sportokat (izék szama megegyezik. (1 pont)

Mivel a futok és a roplabdazok szamanak Gsszege 8-cal tobb a kézilabdazok szamanél, de a kiilonbo6zé
sportokat iz6k szama megegyezik, ezért 8 kézilabdazo, 8 futo és 8 roplabdazo van a sportosztalyban.

(1 pont)

|

Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Jeloljiik a kézilabdazok, a futok, illetve a roplabdazok szaméat rendre k, f, illetve r betiikkel.

A feladatban szerepld allitdsok alapjan k+ f =2r, k+r =2f és f+r =k + 8. (3x1 pont)

Az els6 két Osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy k + f +r = 3r = 3/, (2x1 pont)

ahonnan r = f. (1 pont)

Figyelembe véve, hogy k + r = 2f, kovetkezik, hogy k = f, (1 pont)

tehat k =r = f. (1 pont)

Az f+r =k + 8 Osszefiiggést is felhasznalva, k = r = f = 8 lesz, (1 pont)

tehéat 8 kézilabdéazo, 8 futé és 8 roplabdézé van a sportosztalyban.

2. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg azt a legkisebb, nullatol kilénbozs k természetes szamot,
amelyre a k - 2024 szam felirhat6 harom egymas utani természetes szam szorzataként!

b) Két természetes szam Osszege 2024, és az egyiknek a masikkal valo osztési maradéka 6. Melyek
ezek a szamok?

Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Nagy Ors, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel a 2024 primtényezds felbontasa 2% - 11 - 23, (1 pont)
ezért a szorzat valamelyik tényezGje a 23 tobbszorose kell legyen, igy a legkisebb nem nulla szorzatban
az egyik tényezs a 23. (1 pont)
Ilyen felbontés a 22 - 23 - 24 = 6 - 2024, ahonnan k = 6. (1 pont)
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VI. OMMO - orszégos szakasz - V. osztaly

b) Legyen az egyik szdm a, a masik pedig b. Ekkor a+b = 2024 és a = b-h+6, ahol b > 6. (1 pont)

h db. b 6
' ' ' - 12024

Ezek alapjan 2024 — 6 = 2018 a b szam tobbszorose, pontosan (h + 1)-szerese. ( )
Mivel 2018 =1-2018 = 2- 1009, és b > 6, ( )
ezért a b szam csak 1009 vagy 2018 lehet. (1 pont)
Ha b = 1009, akkor a = 1-1009 4+ 6 = 1015. ( )
Ha b = 2018, akkor a = 0- 2018 + 6 = 6. ( )

3. feladat (10 pont). Adott a kévetkezs szamsorozat: 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, ...

a) Milyen szabaly szerint kovetik egymaést a szamok a sorozatban? Ird fel a sorozat tovabbi 6t tagjat!
b) Hatarozd meg a szamsorozat 2024. tagjat!

c) Hanyadik tagja a sorozatnak az 1010110011 szam?

Matyds Bedta, Szatmdrnémeti
Nagy Ors, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A sorozat tagjai a 0,1,2,3,... természetes szamok 2-es szamrendszerben felirt alakjai. (1 pont)
A kovetkezd 5 tag: 111, 1000, 1001, 1010, 1011 (2 pont)
b) A sorozat 2024. tagja a 2023-as szam lesz, (1 pont)
aminek a 2-es szamrendszerben felirt alakja 11111100111. (2 pont)

c) A 2-es szamrendszerbeli 1010110011 szam tizes szamrendszerben felirva

1-2741-2"+1-2°+1-2"+1-2+1=691. (2 pont)
Ez a szam a sorozat 692. tagja. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Roli 2024. januéar 1-én olyan karorat szeretett volna vasarolni, amelyik azt is
mutatja, hogy az aktualis nap a honap hanyadik napja. A véasarolt o6ra szamlapjan egy szamlalo 1-t6l
31-ig valtozik, és minden éjfélkor eggyel novekszik, majd a 31-es utéan ismét 1-esre valt. A honapok
kiilonb6z6 hosszisaga miatt ez az ora legtébbszor téves szamot mutat. Ujév napjan az oéra helyesen
jart, azaz 1-est mutatott.

a) A 2024-es szok6évben hany nap fogja a helyes szamot mutatni az 6ra?

b) 2024. december 31-én hanyast fog mutatni az éra? Hat 2025. december 31-én?
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c) A 2028-as szok6évben melyik lesz az els6 olyan nap, amikor a helyes szamot mutatja az éra?
Bartha-Zagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel a vaséarolt 6ra 2024. januar 1-én helyes szamot mutat, ezért januar honap minden napjan
helyes szamot fog mutatni. (1 pont)

Tudjuk, hogy az 6ra a 31-es utan l-esre valt és januar 31 napos, ezért februarban is minden nap
helyes széamot fog mutatni. (1 pont)

2024-ben februar 29 napos, az ora viszont 31 utan valt l-esre, ezért marciusban 2-vel marad el a
helyes értéktdl, és marcius 1-t6l kezdve 2024 végéig az 6ra nem mutat helyes szamot. Tehat 2024-ben
osszesen 314-29=60 nap mutatja a helyes értéket. (1 pont)

b) Az o6ra minden 30 napos honapban (aprilis, junius, szeptember, november) tovabbi 1-1 nappal
marad le a helyes értéktsl, (1 pont)

ezért 2024. december 31-én Osszesen 6 nap lesz az eltérés a helyes értéktol, és ekkor az 6ra 31—6 = 25-
ot fog mutatni. (1 pont)

Az ora 2025 februarjaban 31 — 28 = 3 napot, mig a 30 napos hénapokban rendre 1-1 napot marad
le a helyes értéktsl. Tehat 2025. december 31-én Gsszesen 6+7=13 napot marad le a helyes szamtol,

azaz 31-13=18-at mutat. (1 pont)
¢) Az el6z6 alpontok gondolatmenetét folytatva 2026 és 2027-ben tjabb 7-7 napot marad le az ora.
(1 pont)

2028 szoksév, igy februarban még 2 napot, aprilisban és juniusban pedig 1-1 napot marad le az ora.
Ez Osszesen 6 +7+ 7+ 7+ 2+ 14 1 = 31 nap lemaradés, (1 pont)
igy 2028. julius 1-én éppen l-esre valt és a helyes szamot fogja mutatni. (1 pont)
|
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VI. osztaly

1. feladat (10 pont). Adottak a kovetkezd halmazok, ahol u(p) a p szam utolso szamjegyét jeloli:

A: {1+u(12024); 2_|_u(22024); 3+u<32024); 5_{_u(52024)}’
B={xeN|z=u(a), a € A},
C={beN|b=u(y?), y € N}

a) Hatarozd meg az A, B, C' halmazokat az elemeik felsorolasaval!

b) Hatérozd meg az [(A\ B) U (B\ A)]N[(AUC) \ B] halmaz elemeinek szamét!

Hodgyar Edit, Micske
Mathé Attila-Istvdn, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel

1+ u(1%) = 2,

2 4+ u(22%) = 8, (1 pont)

3+ u(3) =4,

5+ u(5*) = 10, (1 pont)
ezért A ={2;4;8;10} = B ={0;2;4;8} (1 pont)
A négyzetszamok utols6 szamjegyei 0; 1;4; 5;6; 9, ezért C = {0; 1;4; 5;6;9}. (1 pont)

b) Elvégezve a halmazok kozotti sziikséges miveleteket kapjuk, hogy

A\ B = {10},
B\ A= {0},
AUC =10;1;2;4;5;6;8;9; 10}, (1 pont)
ahonnan
(A\ B)U(B\ A) ={0,10}, (1 pont)
(AuC)\ B =1{1;5;6;9;10}, (1 pont)
(AN B)U (B A)N[(AUC)\ B] = {10}, (1 pont)
igy a kért halmaz elemeinek a szdma 1. (1 pont)
[

2. feladat (10 pont). Egy téglalap alaka papirlapot az oldalakkal parhuzamos egyenesekkel vizszin-
tesen b és fiigglegesen 60 egyenls részre osztunk. Igy egy négyzethalos lapot kapunk. Igazold, hogy
ha egy ugyanakkora méretii papirlapot az oldalakkal parhuzamos egyenesekkel vizszintesen 14, mig
fiiggSlegesen 168 egyenld részre osztunk, akkor az igy keletkezett hélo kis téglalapjai négyzetek!
Hodgyar Edit, Micske
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - VI. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen az els6 esetben kapott négyzethalo kis négyzeteinek oldalhossza x. Ekkor a papirlap oldalai-
nak hossza 5z, illetve 60x. (1 pont)
A maésodik felosztas soran a kis téglalap oldalainak hossza legyen u és v. Igy a papirlap oldalainak
hossza 14u, illetve 168wv. (1 pont)
Mivel mindkét esetben a papirlapok megegyezd mérettiek, ezért felirhato, hogy:
r 14
r =ldu = — = — 2 t
x us - = (2 pont)
x 14
60x = 168v = — = — (2 pont)
v )
azaz, r
oz (1 pont)
u v
ami akkor lehetséges, ha u = v. (1 pont)
Tehat a méasodik esetben kapott téglalapok négyzetek. (1 pont)

3. feladat (10 pont). Adott az O kézéppontu és AB atmérsji kor, F' pedig az AO szakasznak egy
tetszdleges bels6 pontja. Vedd fel az AF atmérsjd és C kozéppontu kort, majd a BC atmérdsjd és E
kozépponti kort! Legyen a két kor sugara AC =r és EB = R.

a) Szamitsd ki az OF és OC' szakaszok hosszat R és r segitségével!

AC
b) Ha OF = OF, hatérozd meg az B arany értékeét!

AC
c) Ha az F pont egybeesik az O ponttal, szamitsd ki az Yo7l arany értékét!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel
AB=2R+r = 0B = QR; L (1 pont)
Igy
OE:OB—EBZQR;T—R:; (1 pont)
O0C—0A—ca=rr _ 2R=r (1 pont)
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - VI. osztaly

r R
4 c JF Ok b
b) Mivel
2 2R —
OF —=0A—FA=2E3T o R2 i (1 pont)
* 2R -3
OE:OF(:)g: 2_ "o R=2r (1 pont)
ley AC 1
T
r R
A O3 F B
C E

¢) Elsé megoldds. Felhasznalva az a) pontban kapott eredményt és tudva, hogy OC = r kapjuk,

hogy
_2R—T

ocC 5 =T (1 pont)
Tehat 5
2R—r:2r:>r:§R (1 pont)
. AC iR 1
CE=SE =3 (1 pont)
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c) Mdsodik megoldds. Mivel

AC =CO =r = AB = 4r, (1 pont)
CB = AB — AC = 3r. (1 pont)
ley AC 1
r
]

4. feladat (10 pont). Az A= {z € N |z =n- (642 +81°+1258) : (8% 42712 4+625°), n <2024, n €
N*} halmaz osszes elemét felirjuk a tablara. Letoroliink két szamot, majd helyette felirjuk, a letorolt
két szam Osszegének 11-gyel vald osztasi maradékat. Ezeket a lépéseket ismételve egy id6 mulva a
tablan az 1003 és még egy szam maradt.

a) Legyen s az A halmaz elemeinek 6sszege. Hatarozd meg az s osztoinak szamat!
b) Melyik szam maradt az 1003 mellett a tablan?
Hamar Erzsébet, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)
r=n-(64"% 4817 + 125%) : (82* 4 27" 4 625°)

T =n- (272 +336 4 524) . (272 + 336 + 524) (1 pont)
r=n=A={1;2;3;...;2024} (1 pont)
foy s =142+ 3+ - +2024 = 20251012 = 22 - 34. 52 . 111 - 231, (1 pont)

tehat az Osszeg osztoinak szama: dy = (2+1)-(44+1)-(2+1)-(1+1)-(1+1)=180. (1 pont)
b) Ez el6z6 alpont alapjan kezdetben a tablan 1évé szamok Gsszege s = 2025 - 1012, ami oszthatd
11-gyel. (1 pont)

Ha két szamot letoroliink és visszairjuk azok 11-el valoé osztasi maradékat, a tablan 1év6 szamok
Osszegének 11-gyel valo osztasi maradéka nem valtozik. (1 pont)

Valoban, ha a két letorolt szam a és b és ezek Osszegének 11-gyel vald osztési maradéka m, akkor
a+b=1lc+m

ahol ¢ € N, igy m— (a+b) oszthato 11-gyel, tehat az 0j Osszeg egy 11-gyel oszthaté szdmmal modosult
a régihez képest. (2 pont)

Mivel 1003 nem egy 11-gyel valo osztasi maradék (1003 ¢ {0,1,2,...,12}), ezért a tablan maradt
mésik szam biztosan az. Viszont az 1003 szam 11-gyel val6 osztasi maradéka 2, és az 6sszeg oszthatod
11-gyel, ezért a masik szam 9. (1 pont)
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1. feladat (10 pont). Az x,y, z szigortian pozitiv racionélis szamok esetén fennallnak az

T Y z

y+z x+z x+vy

egyenlGségek. Mutasd ki, hogy

2) Tty . Y+ z z+x
r+2y+3z y+22+4+3xr z4+2x+3y

e Q;

Ty Yz 2T
Vi i o <R\ e

Zakdny Monika, Nagybanya

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

x z

a) Az e _?T_ =7 egyenlGségekbdl az aranyparok szarmaztatasi tulajdonsagat hasznalva
y+z x4+2z x4y

(szamlalokat hozzaadjuk a nevez6khoz) kapjuk, hogy

x Y z (2 £)
= = , on
t+y+z) y+(@+z) z+(x+vy) P
ahonnan adodik, hogy =z =y = z. (1 pont)
Innen
T+y y+z z+w 2v 2z 2z \/1 1 1
\/x+2y+3z+y+22+3x+z+2x+3y et -Vastztz=V! Q
(2 pont)
b) Felhasznalva, hogy © = y = z kapjuk:
Ty Yz 2T T-T T T-T
_ — (2 pont
\/2(23: — ) * z(2y — 2) - y(2z — ) \/37(2£U —x) * z(2z — x) * 2z — x) (2 pont)
x? a2 2
= ;+P+P:m:¢§eﬁ\@. (2 pont)
|

2. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az abc alakii haromjegyt természetes szamokat, amelyekre

/
egyidében teljesiil, hogy \/a,b(bc) + b,c(ca) + c,a(ab) € Q, illetve az a szamjegy a 2b és 3¢ szamok
szamtani kozepe! Az a, b és ¢ szamjegyek nem feltétlen kiilonbozéek.

Papp Ilonka, Brasso
Spier Tiinde, Arad
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Atalakitjuk az a,b(bc) szamot:

bbc —b  990a + 109b + ¢

b(be) —
a.b(be) = a+ =55 990

(1 pont)

Hasonloan atalakitva a b,c(ca) és c,a(ab) tizedes szamokat kapjuk, hogy

~990b + 109¢ + a
N 990

B 990c + 109a + b
N 990 ‘

b,c(ca) és  c,alab)

Tehat a harom szam Gsszege:

S:@(990a—|—109b+c+9906+109c+a+9900+109a+b): OO(C;;E] —i—c): 0 (a;— —I—c)'

(2 pont)

Ekkor

10 - b
\/gz\/o (a; +C)€@ < a+b+c=10p%

ahol p € N. (1 pont)
Figyelembe véve, hogy a, b, ¢ szamjegyek és a # 0, kovetkezik, hogy

1<a-+b+c<27.

Aza+b+c=10p? és 1 < a+ b+ c <27 alapjan p = 1, tehat

a+b+c=10. (1 pont)
2b
Mivel a feltétel szerint a = i 30, ezért
2b+ 3

_g Chbte=10 < 4b+5c = 20. (1 pont)
Eszrevessziik, hogy 5¢ és 20 is oszthato 5-tel és (4,5) = 1, ezért b oszthatoé 5-tel. Innen b = 0 vagy
b=>5. (1 pont)
.eset. Ha b =0, akkor ¢ = 4 és a = 6, igy abc = 604. (1 pont)
eset. Ha b =5, akkor ¢ = 0 és a = 5, igy abc = 550. (1 pont)
Osszegezve, a keresett abc alakt szamok a 604 és 550. |

3. feladat (10 pont). Egy barati tarsasadgban vivok, uszok és tavugrok vannak. Minden személy csak
egy sportot tz. Koziiliik egy vivo megallapitja, hogy az tszok és tavugrok osszesen hétszer annyian
vannak, mint az ¢ vivo baratai. Egy tsz6 ugy szdmolja, hogy a vivok és tavugrok osszesen haromszor
annyian vannak, mint az § Gsz6 baratai. Egy tavugro pedig azt allitja, hogy az & tavugrd baratai
annyian vannak, mint a vivok és tiszok Osszesen.
Hany vivo, hany 0sz6 és hany tavugro van a barati tarsasagban?

Simon Jozsef, Csikszereda
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VI. OMMO - orszagos szakasz - VII. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Jeloljiik a vivok szamat v-vel, az Gszok szamat u-val és a tavugrok szamat pedig t-vel.
A tavugronak a tavugro-baratai (¢ — 1)-en vannak, mivel 6 nem szamolodik bele a sajat baratai kozeé,
igy allitédsa szerint

utv=t—1 << t=u+v+1, (1 pont)

vagyis a tavugrok eggyel tobben vannak, mint az tGszok és a vivok Osszesen.
Az uszonak az tGszo-baratai (u — 1)-en vannak, igy allitasa szerint

v+t=3-(u—1). (1 pont)
. . 3(u—1) . .
: Z : L |
: Z : ! — : - |
1 u—1

A tavugrok szamat behelyettesitve kapjuk, hogy

v+ (ut+v+1)=3-(u—-1) <= 2v+u+1=3u—-3 <= 2v+1=2u—-3 <=
= W+4d=2u <= v+2=u, (2 pont)

vagyis az uszok kettével tébben vannak, mint a vivok. Innen kapjuk, hogy a tavugrok szama
t=u+v+l=@w+2)+v+1=2v+3. (1 pont)
A vivonak a vivo-baratai (v — 1)-en vannak, igy allitasa szerint
u+t=7-(v—1). (1 pont)

Az tszok és vivok, illetve tavugrok és vivok szama kozotti osszefiiggéseket hasznalva a vivok szamaéra
a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:

(v+2)+20+3)=7T-(v—1) <= v+d5=Tv -7 <= 12=4v <= 3 =0, (1 pont)

tehat 3 vivo van.

Az Gszok szama u =v+2 =342 =5, (1 pont)
és a tavugrok szamat =2v+3=2-3+3=9. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az A csticsaban derékszogii ABC' haromszog BM és C'N szogfelezsi az [
pontban metszik egymast, M € AC, N € AB. Legyenek P és () az M, illetve N pontokbol a BC
oldalra hizott merélegesek talppontjai. Tovabba legyen D az M() szakasz felez6pontja, és E az [
pont BC' egyenes szerinti szimmetrikusa.

a) Igazold, hogy I az APQ haromszog koréirt korének kozéppontjal
b) Igazold, hogy ID 1 BC!
c¢) Igazold, hogy I PEQ négyzet!

Madtyds Madtyas, Sepsiszentgyorgy
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VI. OMMO - orszagos szakasz - VII. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

) A BM felegyenes az ABC szogfelezGje, tehat ABM = CBM. Mivel BAM = BPM = 90°,
ABM = PBM M B pedig kozos oldal, kovetkezik, hogy ABMa = PBM, "BMaA (derekszogu haromszogek
atfogo-hegyesszog kongruencia esete alapjan). Ezért AM = PM és AMB = PMB. Az AM = PM,

AMI = PM1 , M1 kozos oldal allitasok alapjan AMIn = PMIa (oldal-szog-oldal kongruencia eset),
tehat
Al = PI. (1)

(1 pont)
A CN félegyenes az ACB szogfelezGje, azaz ACN = BCN. A CAN = C/QQTV = 90°, ACN = Q/C_’W,
NC kozos oldal allitasokbol (a derékszogii haromszogek atfogod-hegyesszog kongruencia esete alapjan)
kapjuk, hogy ACNA = QCNa, amibl kivetkezik, hogy AN = QN és ANC = QNC. Mivel
AN = QN, ANT = Q/N\I , NI koz6s oldal, ezért ANIA = QNI (oldal-szog-oldal kongruencia eset
alapjan), tehat

Al = QI. (2)
(1 pont)
Az és Osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy
Al =PI =QI,
tehat I az AP(Q haromszog koréirt korének kozéppontja. (1 pont)
C E
P
O
D Q
M
1
A N B

b) Legyen O a PQ szakasz felez6pontja. Az IPQ egyenls szara haromszoghen az IO oldalfelezd
egyben magassag is, vagyis

10 1 BC. (3)
(1 pont)
Az M PQ haromszogben DO kozépvonal, ezért DO || M P, de mivel M P | BC, kovetkezik, hogy
DO 1 BC (4)
(1 pont)

A és osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy I, D, O pontok kollinearisak és ID | BC'. (1 pont)
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c) Tudva, hogy E az I pont BC' egyenes szerinti szimmetrikusa, és O az I pontbol a BC' egyenesre
huzott merdleges talppontja, kapjuk, hogy IE 1 BC, O € IE, 10 = EO. Az IPE(Q) négyszog atloi
felezik egymast és merdlegesek egymaésra, tehat I PE(Q) rombusz. (1 pont)
Az ABC haromszogben Al szogfelezo vagyls TAN = 2 = 45°. Az ANI és QNI haromszogek
kongruenciajabol kapjuk, hogy TAN = IQN ezért IQN 45°. De

/\

PQI = PQN — IQN = 90° — 45° = 45°.

Az I PQ egyenld szari haromszoghen @ = 180° — 2@ = 90°. (1 pont)
Az IPEQ rombuszban @ = 90°, tehat IPEQ négyzet. (1 pont)
[
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VIII. osztaly

1. feladat (10 pont). Az z,y, 2 egész szamok esetén x? + y? + 22 = 2(x + 2y — 3z). Hatarozd meg
az x,1, z szamok szamtani kozepének a lehetséges legkisebb, illetve legnagyobb értékét!
Faluvégi Melania, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A megadott dsszefiiggés egyenértekd az 12 + y? + 22 — 2x — 4y + 6z = 0 Osszefiiggéssel. Hozzdadva
14-et mindkét oldalhoz azt kapjuk, hogy

2’ =20+ 1+y° —4dy+4+22+62+9=14, (1 pont)

ahonnan
(x—1)2+(y—22+(2+3)*=14. (1 pont)

Mivel z,y, z egész szamok, ezért a fenti egyenlGség csak akkor all fenn, ha

(z—1)%(y—2)% (2 +3)%) € {(1,4,9),(1,9,4),(4,1,9),(4,9,1),(9,1,4),(9,4,1)}. (2 pont)

Ha ((z —1)% (y — 2)%, (2 + 3)?) = (1,4,9), akkor z € {0,2}, y € {0,4} és z € {—6,0}.

Ha ((z —1)% (y — 2)%, (¢ + 3)?) = (1,9,4), akkor z € {0,2}, y € {—1,5} és z € {—5, —1}.
Ha ((z —1)% (y —2)%, (¢ +3)%) = (4,1,9), akkor x € {—1,3}, y € {1,3} és z € {—6,0}.
Ha ((x — 1) (y — 2)%, (2 + 3)?) = (4,9,1), akkor x € {—1,3}, y € {—1,5} és 2 € {—4, —-2}.
Ha ((z — 1), (y — 2)%, (2 + 3)?) = (9, 1,4), akkor x € {—2,4}, y € {1,3} és 2 € {-5,—1}.

Ha ((z — 1), (y — 2)%, (2 + 3)?) = (9,4,1), akkor z € {—2,4}, y € {0,4} és z € {—4,—2}. (3 pont)
A szamtani kozép legkisebb értéke —2, legnagyobb értéke pedig 2. (2 pont)

T+y+2z
3

Megjegyzés. Az kifejezés szimmetrikus a valtozokban, ezért a szamités a végén leegyszert-

sithetd.
[ |

2. feladat (10 pont). Egy asztalra egymas mellé palcikdkat helyeziink. Anna és Petra felvaltva vesz
el legalabb 1 és legfeljebb 6 palcikat. Mindig Petra kezd. Az a nyertes, aki az utolsd pélcikat is el
tudja venni.

a) Leétezik-e Petranak nyerd stratégidja, ha kezdetben az asztalon 2024 palcika van? Indokold!

b) Hany palcikat helyezziink kezdetben az asztalra ahhoz, hogy Annanak legyen nyerd stratégiaja?
Indokold!

Nagy Enikd, Nagyvdrad
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

a) Igen, létezik. Petra akkor nyer, ha az utolso el6tti lépésében, miutan elvett valamennyi palcikat,

az asztalon 7 marad. (2 pont)
Minden korben, amikor mindkét lany valamennyi palcikat elvesz az asztalrol, az elsG altal elvett
palcikdak szama biztosan 7-re (annal tobbre nem) kerekithetd a masodik jatékos éltal. (2 pont)
2024 nem oszthato 7-tel, tehat a kezdé jatékos pontosan annyi palcikat vesz el, hogy a maradék
oszthato legyen 7-tel. (1 pont)
A mi esetiinkben ez a szam az 1-es, mivel 2023 oszthatd 7-tel. (1 pont)

Tehét Petra kezd, elvesz 1 pélcikiat. Anna barmennyit vesz el, Petra 7-re egésziti ki. Ez megismétlgdik
az utolso el6tti 1épésig, amikor 7 marad. Anna barmennyit vesz el, Petra nyer. (1 pont)

b) Ha az asztalon 1év§ palcikdk szama oszthato 7-tel, akkor Anna a nyerd stratégiat kovetve megnyeri
a jatékot. (1 pont)

Akérhany palcikat vegyen el Petra, ezt kovetGen Anna mindig annyi palcikat fog elvenni, hogy az
asztalon maradt pacikdk szdma oszthato legyen 7-tel. Ezzel a stratégiaval nyilvanvalo, hogy az utolso
palcikat Anna fogja elvenni, tehat nyer. (1 pont)

3. feladat (10 pont). Az A-ban derékszogii ABC haromszoghen B = 60°. Az AC oldalon felvessziik
a D pontot ugy, hogy AD =5 cm. Legyen DE | BC, E € BC és a DE szakasz hossza 3 cm.

a) Hatérozd meg a BD szakasz hosszat!

b) A (DE félegyenesen felvessziik az F' pontot tugy, hogy DBF = 60°. Hatérozd meg az ABE és
D BF héaromszogek teriileteinek aranyéat!

Toth Csongor, Szovdta
Csdszdr Sandor, Csikszereda

A
. 5
D
60 3
b 60G E ¢
F
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A DEC derékszogti haromszogben C = 30°, DE = 3 cm, tehat DC = 6 cm. Tovabba AC =
AD+ DC =11 cm. (1 pont)
Az ABC derékszogt haromszogben tg C' = ﬁ—g, ahonnan AB = %ﬁ cm. (1 pont)
Az ABD derékszogii haromszogben Pitagorasz tétele alapjan BD? = AB? + AD?, innen azt kapjuk,
hogy BD = %3 cm. (1 pont)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

b) Az ABED négyszogben A=E = 90°, tehat a négyszog korbeirhato. (1 pont)
Innen az kovetkezik, hogy BAE = BDE. (1 pont)
Az ABFE és BDF haromszogekben ABD = DBF = 60° és BAE = B/ﬁ, tehéat a két haromszog
hasonlé. (2 pont)
A teriiletek aranya
2
T AB\® [ 121
ABE = % =, (2 pont)
Tpsr BD NG 196

Megjegyzés. A b) alpont a kévetkezsképpen is megoldhato. Legyen AG 1 BE, G € BE. Ekkor

Tape _ —— = AG. (2 pont)
TDBF DFéBE DF

Kiszamitjuk az AG és DF szakaszok hosszat. Az AGC derékszogli haromszogben C = 30°, igy

AG =4 = U cm. (1 pont)
Az BAD és BEF haromszogekben BAD = BEF = 90° és ABD = EBF = 60° — @, tehat a
két haromszdg hasonlo, ezért 48 = 42 (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy
BE-AD 65
EF=———=— cm.
AB 1™
Tovabba DF = DE + EF =3+ % =% cm. (1 pont)
Visszatérve a tertiiletek ardnyara
Tape AG 121
=___ =2 - """ 1 t
Topr  DF % 196 (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). Az ABCDA'B'C'D’ szabalyos négyoldala hasabban AA’ =12 cm. Az E és F
pontok az AC, illetve az A'C' szakaszok felez6pontjai. Az AF egyenes merdleges az A'E egyenesre.

a) Igazold, hogy ABCDA'B'C'D’ kocka!
b) Szamitsd ki a D pont tavolsagat az AF egyenestdl!

Csdszdr Sandor, Csikszereda
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VI. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

D’ C
A | B’
F
\ G
/1?,1' _________________________ C
A B
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Igazoljuk, hogy AA" = AB. Legyen AEN AF = {G}, GF = a és GE = b. Mivel G az A’AC
haromszog stulypontja, ezért AG = 2a és A'G = 2b. (1 pont)
Masrészt az A’AC haromszog A-ban derékszogd, tehat A'F = AF = FC = 3a. (1 pont)
Az A'GF haromszogben Pitagorasz tételét alkalmazva A'F? = a2 4 4b%, ahonnan 9a? = a? + 4b2,
azaz b* = 2a°. (1 pont)

Az A'GA derékszogii haromszogben Pitagorasz tételét alkalmazva 144 = 4b* + 4a®. Felhasznalva,
hogy b® = 2a® azt kapjuk, hogy 144 = 8a® + 4a?, ahonnan a = 2v/3 cm, valamint b = av/2 = 2v/6
cim. (1 pont)
A kocka testatloja A/C = 2A'F = 6a = 12v/3 cm. Az A’AC derékszogii haromszoghen Pitagorasz
tételét alkalmazva AC? = A/C?—AA?, ahonnan AC = 12v/2 és AB = 12 cm. Tehat ABCDA'B'C'D’
kocka. (1 pont)

b) Mivel DE L AC és DE 1 AA’, valamint AC, AA" C (AA'C), ezért DE L (AA'C). (1 pont)
Tovabba DE L (AA'C) és EG L AF, valamint EG, AF C (AA'C), igy a harom merdleges tétele

alapjan DG L AF. (1 pont)
Tehat a D pont tavolsagat az AF egyenestSl a DG szakasz hossza adja meg. A DEG derékszogi
haromszogben Pitagorasz tétele alapjan irhatjuk, hogy DG? = DE? + GE?. (1 pont)
Mivel DB = 12v/2 cm, ezért DE = 6v/2 cm. Ez alapjan DG? = (6v/2)% + (2v/6)?, innen pedig
DG = 4/6 cm. (1 pont)

[
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Legyen AB = [, ekkor AC = [\/2. Az A’AC derékszogti haromszogben Pitagorasz tétele alapjan
A'C = /144 + 212. Mivel F az A'C felez6pontja, ezért AF = —”4‘;*212. (1 pont)
Masrészt G az A’ AC haromszog sulypontja, igy GF = —”14?212. (1 pont)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

Tovabba az A’AE derékszogli haromszogben Pitagorasz tételét alkalmazva kapjuk, hogy

. \/BT6 120
AE = =

Felhasznalva, hogy G sulypontja a hdromszognek GE = —V57%+212. (1 pont)

Mivel F'E kozépvonal A’ AC haromszogben az kovetkezik, hogy FE = A;—A = 6 cm. Az FGE
derékszogii haromszogben Pitagorasz tétele szerint GF? + GE? = FE?. (1 pont)

A szamitasok elvégzése utan kapjuk, hogy [ = 12 ecm. Tehat ABCDA'B'C'D’ kocka. (1 pont)
b) Felhasznalva, hogy I = 12 cm kovetkezik, hogy AC = 12v/2 cm, A'C' = 12/3 cm, AF = 6v/3 cm
és GF = 2+/3 cm. (1 pont)
Masrészt F a kocka kézéppontja, ezért FA = FD = 6v/3 cm. Legyen FM és DP az FAD egyenls
szaru haromszog magassagai, ahol M € AD és P € AF.

F

M

Az FM A derékszogii haromszogben Pitagorasz tétele alapjan FM? = FA? — AM?, ahonnan FM =
6v/2 cm. (1 pont)

Az FAD haromszog teriiletét kétféleképpen felirva
AD-FM  AF-DP

5 5 (1 pont)
innen kapjuk, hogy

AD-FM
Tehat a D pont tavolsiga az AF egyenestél DP = 4v/6 cm. (1 pont)

Megjegyzés. Belathato, hogy a PF = GF = 2v/3 cm, tehéat a P és G pontok egybeesnek.
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XXXIII. EMMV
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IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat (10 pont). Ha az a,b és ¢ pozitiv valos szamok szorzata 1, igazold, hogy
@2025 4 2024 2025 4 2024 (2025 4 (2024

> 3.
1+ be 1+ ac 14+ab —
Koczinger Eva, Szatmdrnémeti
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
2025 | 2024 2025 | 2024
¢ 1 —I—ba _ +? (1 pont)
+ bc 14 =
a
a®* (a4 1)
a
S (1 pont)
}2025 | 32024 2025 | 2024
Hasonloan 0 — 2025 og & T 035 (1 pont)
1+ac 1+ ab

A feladatbeli egyenlétlenség egyenértéki az a?9?® + h20% 4 2925 > 3 (1) egyenl6tlenséggel. (1 pont)
q2025 4 2025 | 2025 _ <a675)3 + (b675)3 + (0675)3 (1 pont)

Az x = a0, y = b7 és z = 7 jelolésekkel zyz =1 és 2,9,z > 0
By 42 =3+ (ty+2)(@®+ P+ —ry—rz—yz) = (1 pont)

1
=3zyz+ (r+y+2)- 5((:1: — )2+ (y— 2)* + (x — 2)?) (1 pont)
by 068 (TPt (y— 2+ (@—2)) >0

Tehéat a2 + y3 + 23 > 3ayz = 3, azaz a®"%5 + b2025 4 2025 > 3 (1 pont)

Megjegyzés. Bizonyitas nélkiil is ismertnek tekintjiik az 2% +vy?+22 > zy+xz+yz egyenlStlenséget.

Megjegyzés. Az a?°% + 120% 4 2025 > 3 egyenlStlenség bizonyithato a szamtani és mértani kozepek

kozti egyenlStlenség felhasznélasaval is: (1 pont)
2025 4 2025 4 (205
> 2025 . j2025 . (2025 o (1 pont)
2025 | 32025 | 2025
o+ ; +c > 3/(abc)™B < (1 pont)
q2025 4 2025 4 2025 > 3. (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Igazold, hogy tetszéleges a és b valos szamok esetén a kovetkezd egyenletek
koziil legalabb egynek van valés megoldasa:

22 4 2ax 4+ 2b = 0;
2% + 2bx + 2a = 0;
2?4+ 4z —ab = 0.
Bencze Mihdly, Brasso
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

A Reductio ad absurdum moédszerét hasznaljuk. Feltételezziik, hogy egyik egyenletnek sincs valos

megoldéasa. (1 pont)

Az 22 + 2ax + 2b = 0 egyenletnek akkor és csak akkor nincs valés megoldéasa, ha A; = 4a? — 8b < 0.

(1 pont)

Az 22 + 2bx + 2a = 0 egyenletnek akkor és csak akkor nincs valés megoldéasa, ha A, = 4b* — 8a < 0.

(1 pont)

Az 22 +4ax — 2ab = 0 egyenletnek akkor és csak akkor nincs valés megoldésa, ha As = 16 4 4ab < 0.

(1 pont)

A fentiek alapjan S = A; + Ay + Az < 0. (1) (1 pont)

Ugyanakkor S = Aj+Ay+A3 = 4a?—8b+4b*>—8a+16+4ab = 2(a*+2ab+b*+a* —da+4+b*—4b+4) =

2((a+b)?+ (a—2)*+ (b—2)%) (2 pont)

Tehét mivel (a + )% >0, (a —2)? >0 és (b —2)* > 0, kovetkzik, hogy S > 0 (2). (1 pont)
Az (1) és (2) ellentmond egymasnak, tehat legalabb az egyik egyenletnek van valos megoldasa.

(1 pont)

[ |

3. feladat (10 pont). Az ABCD egyenl szara trapézban AB || C'D. A trapéz kor koré irhato,
és jelolje E, F,G és H rendre a trapézba irt kor és az AB, BC,CD valamint DA oldalak érintési
pontjait. Legyen J, K, L és M rendre az EGH, EFH, FFG és FGH haromszog sulypontja.

a) Igazold, hogy JK || GF'!

b) Bizonyitsd be, hogy az EFGH és JK LM négyszogek sulypontjai egybeesnek! (Egy négyszog
stlypontja az atloi felez6pontjat 6sszekots szakasz felezépontja.)

c) Legyen N a KL és M.J egyenesek metszéspontja. Ha J az NM szakasz felez6pontja és AB = 4,
szamitsd ki a JK LM négyszog teriiletét!

Mészdar Julianna, Nagyszalonta
Pdlhegyi Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
D G C
M
; /N g
J L
O
A B
——
a) JK =74 —7) = (1 pont)
TEHTEATL  TEATEHTE  TE— T
= — = = (1 pont)
3 3 3
1
=< GF. Tehdt JK | GF. (1 pont)
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I S S

b) Ha T Az EFGH négyszdg sulypontja, akkor 77 = e TE Z e e (1 pont)
A JK LM négyszog S sulypontjara pedi
R S N R R S R R R R
@:TJ‘FTK_FTL‘{’TM: 3 3 3 3 _
4
(1 pont)
T
_l’_
:TE+TF4TG+TH:7*_T>:>S:T (1 pont)

E

. Cﬁ, hasonléan igazolhato, hogy ﬁ = % . [75, Mf = é . ﬁ és

c) Az a) alpont alapjan JK =

M= FE.

1
Tehat az FEFGH és MJKL deltoid hasonlé egymaéssal és a hasonlosigi arany 3’ igy a teriiletek

1
aranya g (1 pont)

Az egyenl§ szara trapéz szimmetriaja miatt GE a beirt kor atmérdje, tehat GFE = GHE = 90° =
MJK = MLK = 90°

MN e — —_— —_—
Az NLM derékszogti haromszogben ML = 5 tehdt NML = 60° De NML = FEH, tehat az

FEH haromszog egyenls oldali. (1 pont)
A kiils6 pontbdl huzott érint6k egyenlésége miatt az AHE és BEF haromszogek is egyenld oldaliak,
tehétEF:FH:EH':AE:QéSEG:4—\3/g
FH-EG 4V3 44/3
Az el6z6ek alapjan Tpray = 5 = \3/_ = Tixim = 2—[ (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). Az ABC'D konvex négyszogben E és F rendre az AC és BD atlok felezépontja,
G és H rendre az AD és BC oldalak felez&pontja, illetve fennall a Bg + ]76 = C@ + ﬁ egyenlGség.

a) Bizonyitsd be, hogy az E és F' pontok egybeesnek!

b) Bizonyitsd be, hogy a G, E és H pontok kollinearisak!
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

— 1
c) Ha M a CD egyenes azon pontja, amelyre DM = Zﬁ és P az AH és BM egyenesek metszés-

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

AP BP
pontja, akkor hatarozd meg az 17 és i aranyok értékét!
Megoldds. Hivatalbol
a) Elsé megoldds
A
G
H D

(1 pont)

A feladat feltételei alapjan az EH szakasz az ABC haromszog kozépvonala, tehat FH || AB és

AB AB
EH = - hasonloan a GF szakasz az ABD haromszog kozépvonala, tehat GF || AB és GF = —.

A fentiek alapjan FH || GF és EH = GF, tehat EHGF paralelogramma.
A feladatbeli egyenlGség egyenértékii a kovetkezd egyenlGségekkel:

DB-CB=FEF-HG o
o DC =EC+EH— (HE + HF) = 2EH — AB
(Hasznaltuk, hogy ﬁ = ﬁ , mert FHGF paralelogramma)

2
(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

Tehat ABC' D paralelogramma, amibdl kovetkezik, hogy atloi felezik egymast, tehat F = F. (1 pont)

Mdsodik megoldds

Irjuk fel a pontok helyzetvektorait!
— T+ T — 5+ — 5+ 7 +
g = 9 y TP = 9 y TH = 9 9

A feladatbeli egyenldség egyenértékii a kovetkezd egyenlGségekkel:

=
IS

y I'a =

T ST T S S e G
TB—Trp+rg—rg=rp—rc+rr—rg<

., TA4TH TEATE TR 4TH TA+TO
< —rp + — = —r¢+ — =
2 2 2 2
- =
o B4 T = —Te+7h=10 < DA=BC

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

Tehat ABC D paralelogramma, amibdl kovetkezik, hogy atloi felezik egymast, tehat F = F. (1 pont)

Harmadik megoldds
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A feladatbeli egyenldség egyenértékii a kovetkezs egyenldségekkel:

ﬁ—c@:ﬁ—ﬁ@ﬁ:ﬁ+cﬁ}(1) (1 pont)
ﬁ:ﬂ+ﬁ+ﬁ:ﬁ+@+D :>2ﬁ:ﬁ+(]—D>.(2) (1 pont)
C?[z@%—@—i—ﬁz@%—ﬁ—i—ﬁiZﬁzﬁ—i—ﬁ@) (1 pont)

A (2) és (3) 0Osszefiiggéseket Osszeadva kapjuk, hogy EP + G—H> _ADB (4).
Az (1) és (4) Osszefiiggések alapjan DC = AB
Tehat ABC D paralelogramma, amibdl kovetkezik, hogy atloi felezik egymast, tehat F = F. (1 pont)

b) Mivel az a) alpont alapjan ABC D paralelogramma, kovetkezik, hogy E mindkét atlo felezépontja.
EH az ABC haromszog kozépvonala, tehat EH || AB , GE az ABD héaromszog kozépvonala, tehat

GE || AB, (1 pont)
de az E ponton at az AB egyeneshez csak egy parhuzamos huzhato, tehat a G, F és H pontok
kollinearisak. (1 pont)

c) Elsé megoldas

A
Legven AL _ 4 es BP _
egyen . =a & oo =Y.
ﬁ:@Jr%@
W:B?—l—%@:%—gﬁ (1 pont)
Fﬁ:ﬂ—x)ﬁ:u—a:)@ﬁ;x@
B? = ym = yﬁ — z—y@ (1 pont)

Eﬁﬁf:ﬁ:%ﬁ
ﬁﬁ?ﬁ:(l—x—%)@jt(l_xﬂ/)@
8

2
3y 1—2z 1
Tehat 1 —ax — — =0 ¢& == - — = —
ehat T 1 0 és 5 +y 2<:>x 11,@/ 11
AP 8 BP 4
Ah = s —— = —, 1 t
onnan - = 2 é 5o = - (1 pont)



VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

Mdsodik megoldds

A

A P ponton keresztiil parhuzamost hizunk az AB-vel, ami a BC' oldalt az E pontban metszi.

Az ABH haromszogben a hasonlosag alaptételébdl

PH PE HE BH-BE 3BC—-BE BC-2BE Lo BE (1 £)
_ _ — _ — - =1-2.-— on
“TAH " AB~ BH  BH TBC BC BC P
A BMC héaromszogben a hasonlosag alaptételébsl
BP BE PE PE 4 PE 4 (1 )
_ _ — — — ..y on
Y=BM ~ BCT MC 3 3 AB 3 P
ZLCD
4 8 AP 8  BP 4
A fentiek alapjény:§‘a:ésx:1—2y, ahonnanx:ﬁ ésy:ﬁ, azaz, P -3 és T
(1 pont)
[
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VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

X. osztaly — I. fordulé

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy

log, a * log,.a

> loga2s b+log,2,, ¢, ahola,b, c e (1,00)!
4 4

a’+4 b2 +4 A +4

b) Mutasd ki, hogy log,.. + log,, 1 + log,, 1

3
> Y ahol a,b,c € (1, 00)!

c) Hatarozd meg az a,b, ¢ egynél nagyobb természetes szamokat ugy, hogy

4bc 4dea 4ab

8 g T8 g 1B g

3
> —.
-2
Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A logaritmusok tulajdonsagai alapjan elvégezhetjiik a kovetkezs atalakitasokat:

1
log,a log.a

> log .24 b+log.2 .y ¢ <= log,bc > log,2,4 be <= (1 pont)
4 4 4

1 > a’44 "’
0ea ~ log, =

244
. Mivel b,c > 1, igy bc > 1, tehét a

Ez akkor és csak akkor teljesiil, hogyha log,.a < log,. a4
2

bc alapt logaritmus tulajdonséigai alapjén a < , ahonnan 0 < (a — 2)?, ami nyilvanvalo. Az

egyenlGség akkor all fenn, ha a = 2. (1 pont)

214
b) Az el6z6 alpontban belattuk, hogy log,.a < log,, %, ezt hasonldan felirhatjuk a valtozo-

b*+4 2+ 4
i és a log,, c < log,, c

kat permutalva, tehat a log,b < log,, egyenlGtlenségek szintén

teljesiilnek.
Ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy
a?+4 b +4 44

A + logca T + logab

log,, > logy.a + log,, b+ log,, c . (1 pont)

A jobb oldali kifejezésben kozos alapra irjuk a logaritmusokat

lga lg b lgc
lgb+1ge lge+lga  lga+l1gd’

log,. a + log,, b+ log,, ¢ = (1 pont)

igy a bizonyitandé egyenlStlenség teljesiil, ha igaz a kovetkezd:

lga lg b lgc
lgb+lgc lge+lga lga+I1gh

3
> —.
2
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VI. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

.. . x Y z 3
Jelolve lga = z, lgb =y, lgc = z kapjuk, ho + + > . 1 pont

ve lg gb=1y, lg pj v (1 pont)
Jeloljiik tovabba « +y = s, x + 2 = p, y + 2 = ¢, ahonnan 2(z + y + z) = s+ p + ¢, illetve

20 =p+s—q, 2y =q+s—p, 22 = p+q—s. Ezek alapjan az egyenlStlenség a kovetkezSképp alakul

S+ p— + s — +qg—s5 _ 3 S s
P q—i—q p+p q 2§<:><Z—9+g)+(]—)+—)+(—+g>26,

2q 2p 2s q p s P q s
ami igaz minden s, p, ¢ > 0 esetén. (1 pont)
1 lgb 1 3
Megjegyzés. 64 & 8¢ _ 2 lga=Ilgb=Igc. (1 pont)

lgb+1ge lge+lga  lga+lgh 2

¢) A megadott egyenlStlenséget atalakithatjuk a kovetkezs képpen:

| 4be . 4ac —I—l 4ab S 3
08pc a2 +4 O8ca 75 7 1 b2 08ab 2 +47 9
4 4 4 3
3+1 lo | > —
+Ogbc +4+ gcab2+4+0gab _|_4—2
244 b +4 24+4 3
3 — 1Ogbc s - 1Ogca ki - logab cr 2 a
4 2
a’>+4 b? + 4 c+4 3
1Ogbc T + 1Ogca T + 1Ogab 4 < 5 (1 pOIlt)
2 244 244 3
Viszont az el6z6 alpontban bizonyitottuk, hogy log,, % + log,, T+ + log, ¢ I > 2 tehat
244 b2+ 4 4 3
log,, @+ + logcaT+ + log,, ¢ I = 5 ami csak akkor lehet, hogyha a = b = ¢, vagyis
M= {(2,2,2)}. (1 pont)
[ |

2. feladat (10 pont). Oldd meg a valos szamok halmazan a kévetkezs egyenletet:
5(v52r —94+1) = (z —1)* +9.

Matyds Matyds, Sepsiszentgyorgy

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
—13+9
Jeloljikk y = /52 — 9 + 1, ekkor y — 1 = /5x — 9, ahonan (y — 1)3 =5z — 9, gy = = %
(z—1°+9

Az eredeti egyenletbe helyettesitve pedig (x — 1)3 + 9 = 5y, ahonnan

5
. — 1349 —13+9
Osszeadva a két egyenlséget a kovetkezdt kapjuk x + (z Lo _ W S+

5 B 5
(x—12%+9 . o ) e
Az f[: R—>R, f(x)= — 5 +x  fiiggvény szigortian novekvs, ezért injektiv.

(2 pont)

+y. (1 pont)
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- 12 +9 —-1)3+9
Ez alapjan az x + (z 5) I y 5) + + y tulajdonképpen f(z) = f(y) és mivel f injektiv,
, o . (z—-1)P+9 . ) . ;
ezért x =y, vagyis elégséges megoldani az — = x egyenletet, ami atalakitva a kovetkezs:
—1)2+9

@%:x@(x—1)3+9:5:1:<:>x3—3x2—2x+8:0 (2 pont)
Eszrevessziik, hogy = = 2 megoldésa az egyenletnek, igy 2 — 322 — 22 +8 = (v — 2)(2® — 2 — 4) = 0.
(2 pont)

14+ 17

Megoldjuk az z? —x — 4 = 0 egyenletet: A = (—1)> —4-1-(—4) =17 > 0, azaz 115 = —
(1 pont)

1E£V17
Tehat az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = {2, T} (1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
- 1349

Alakitsuk at az egyenletet: v/bxr —9+ 1 = % éslegyen f: R —> R, f(z)=+vbx—9+1
fiiggvény. (2 pont)

A kobgyok fiiggvény tulajdonségai miatt tudjuk, hogy f szigortian névekvs, tehat injektiv. (1 pont)
Az f sziitjektivis, mert y = 5z —9+1 <= y—-1=br -9 — (y—1>=52-9 <
M = x, tehat minden y valés szamra létezik x valos ugy, hogy f(z) = v. (1 pont)
Ezek alapjan az értelmezett fiiggvény bijektiv, tehéat invertidlhato, és az inverze f~1: R — R és
f @) = w (1 pont)

Ekkor az egyenletiink tulajdonképpen f(x) = f~!(z), viszont egy fiiggvény és az inverze szimmetrikus
az elsG szogfelezére, tehat csak x = y koordinataju pontokban metszhetik egymast, vagyis elégséges
megoldanunk az f(z) = z, azaz a v/bx — 9 + 1 = x egyenletet. (1 pont)

Vor—9+1l=2 <= Vhz—-9=1r—-1 <= sr—-9=(r-1)% < (-1 -5(z—-1)+4=0

(1 pont)
Legyen t = z — 1, ekkor

(=12 =5(x—1)+4=0 < P -5t+4=0 < (—t)—4(t—-1)=0 <= (t—1)(t*+t—4) =0.

A t = 1 megoldas, ekkor a jelolés alapjan x =t + 1 = 2 megoldésa az eredeti egyenletnek. (1 pont)

—1+V17
A t? +t—4 = 0 egyenlet esetén pedig A = (—1)2 —4-1-(—4) =17 > 0, azaz t15 = — 2
1E+£V17
jelolés alapjan 10 =t o+ 1= — megoldésa az eredeti egyenletnek. (1 pont)
117
Tehat az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = {2, T} [

3. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg az f: R\ {—1,0,1} — R\ {—1,0, 1} sziirjektiv fiiggvényt,
ha
fQ@) - f(f() + f(f(2)) = flx) = 1,

minden z € R\ {—1,0, 1} esetén!
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b) Ertelmezziik a h, = fo fo---o f fiiggvényeket, ahol n € N*. Hatarozd meg a hagyy fiiggvényt!
—_—

n-szer f
Kovdcs Melinda, Beszterce

Gergely Anna, Székelyudvarhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az adott f(x)- f(f(x))+ f(f(x)) = f(x) — 1 egyenl8ségbdl kiindulva kapjuk, hogy
f(f(2)(f(x)+1) = f(x)—1. Mivel a fiiggvény értékkészlete az R\{—1, 0, 1} halmaz, ezért f(z) # —1,

-1
tehat eloszthatunk (f(x) + 1)-el, igy f(f(z)) = % . (1 pont)
Jeloljikk y = f(z), ekkor f(y) = %, Yy € Imf. (1 pont)
Y
—1
Tehat a keresett fiiggvény az f: R\ {—1,0,1} - R\ {-1,0,1}, f(x)= ’ 1 (1 pont)
x

Ellendrizziik az f sziirjektivitasat: Yy € R\ {—1,0,1} esetén Iz € R\ {—1,0, 1} ugy, hogy

-1 1
flz) =y <= ’ =Y ahonnan x = . i y’ ez pedig létezik az R\ {—1,0, 1} halmazon. (1 pont)
Z )

1+y .

Ha T = -1 <<= 14+y=—-1+y <= 1= —1, ami lehetetlen.
- Y

1+y .

Ha Tog = 0 < 14+y=0 <= y=—1, ami lehetetlen. (1 pont)
- Y

b) Szamitsuk ki:

1 esetn bn(2) = f(2) = *

= en = —_=
n ese 1(x T) ="
1
n =2 esetén hy(x) = (fo f)(z) = —— (1 pont)
x
1 1

n = 3 esetén hg(x):(fofof)(x):—m: f——'—x (1 pont)
n =4 esetén hy(zr) = (fofo fof)lx)=u. (1 pont)
Ahonnan kévetkezik, hogy n = 2024 esetén hogey(z) = hy(z) = . (1 pont)

4. feladat (10 pont). Az ABC egyenls oldali haromszog koré irt kor egységnyi sugart. A kor
tetszéleges M pontja esetén igazold a kovetkezs egyenlStlenségeket:

a) MA-MB-MC < 2V?2 ;
1 1 1 3

> —.
DAt us Twc 254
Muke Ildiko, Kézdivasdrhely
Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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a) Jelolje z4, zp, zc és z az A, B,C és M pontok affixumait.

A bal oldali szorzatot komplex szamok segitségével MA - MB - MC = |z — za| - |z — zg| - |2 — 2¢|
alakban frhatjuk. (1 pont)

A moduluszok négyzeteire felirhatd a szamtani és mértani kdzepek kozti egyenlStlenség:

|z — 24> + |2 — 252 + |2 — 2¢|?

3

Uz —zal?- |z —2p2 |2 — 22 <

(1 pont)

|z — 242+ |2 — 252 + |2 — 2012)3
; .

(12 = 2] - |2 = 28] - |2 = 2])? < (

Kiszémitjuk a |z — 24|+ |z — 2| + |2 —2¢|* = (2 —24) (2 — 24) + (2 — 2B) (2 — 2B) + (2 — 20) (2 — 20)
kifejezést, ahonnan kapjuk, hogy

|z —zal* +|z— 2B+ |2 —20|* =32-Z— (2a+ 25+ 2¢)  Z— (24 + 2B + 20) - 2+ 24ZA + 2BZB + 20ZC.

(2 pont)
Felhasznéljuk, hogy a haromszog egyenls oldald, a koré irt kor egységsugart, innen felirhato, hogy
(24 + 25+ 20 = (24 + 25 + 2¢) = 0, illetve 2474 = |24|* = 28725 = |28|> = 20Z¢c = |2¢|* = 1.

Mivel az M pont is a korén van, ezért z -z = |2]* = 1. (1 pont)

Ezek alapjan |z — z4|? + |2 — 2B|* + |2 — 2z¢|* = 6, {gy az egyenl6tlenség a kivetkezs:

2z —zal> + |2 — 25> + |2 — zC|2>3

(= 2al- |2 = 2al |2 = el < :

6

3
(= 2al- |z = 20l 2 = 2l < (5

(Iz = zal - |z = zB| - |2 = 2c])* < 8
MA-MB-MC <3
MA-MB-MC <2V2. (1 pont)

111
“MA MB' MC

b) A szamokra felirjuk a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenséget

LTS >3§’/1 LI (1 pont)
. . . On
MA  MBTMC ™ MA MB MC’ P

illetve felhasznaljuk az el6z6 alpont eredményét, miszerint MA - MB - MC < 2v/2, ahonnan

1 1
> . 1 t
MA-MB-MC ~ 2,/2 (1 pont)
Ezek alapjan
1 1 1 s 1 3
> 3. >33 — = 1 t
MA+MB+MC_3 \/MA-MB-MC—3 202 V2 (1 pont)
[ |
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XI. osztaly — I. fordulo

1. feladat (10 pont). Az (a,)nen sorozatot a kovetkezképpen értelmezziik:
ag=a, =1 és 17+ =15%+ 4 8% V¥n e N.
a) Igazold, hogy az (a,)nen sorozat konvergens!
b) Szamitsd ki az (a,)nen sorozat hatéarértékét!
Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel ag = a; = 1 és 17%2 = 15! + 8! = 23, ahonnan ay = log;;23 > 1, igy ag = a1 < as < 2.
(1 pont)

Indukcioval igazoljuk, hogy a sorozat névekvs. Valoban, ag < a; < as és ha az a < aiyq allitas igaz,

barmely k = 1,n — 1 esetén, akkor
17941 = 15% 4 89n-1 > 151 4 R9n-2 = 17

(felhasznaltuk, hogy az f(z) = 15% és g(x) = 8" fliggvények novekvsek és hogy a, > a, 1 és
Un_1 > a9, az indukcios feltevés szerint). Tehat 179+ > 17% és mivel a h(x) = 17% fiiggvény
novekvs, kovetkezik, hogy a, 11 > ay,. (2 pont)

Szintén matematikai indukcioval igazoljuk, hogy a,, < 2, barmely n € N esetén.
Az ap = a; < as < 2 és ha feltételezziik, hogy ai < 2, barmely k = 1, n esetén, akkor

1791 = 15% 4 8%t < 152 4 82 = 289 = 17,

igy ani1 < 2. (2 pont)

Mivel (a,)nen n6vekvs és feliilrdl korlatos, a sorozat konvergens. (1 pont)

b) Hatarértékre tériink a rekurzios osszefiiggésben, igy

17tz g i antr g lim an
Az [ = lim a, jeloléssel a fenti egyenléség 178 = 15! + 8! alakba irhato, (1 pont)
n—oo

ami az z z
15 8
e —_— ] =1 1
(%) (&) w
s s A 15\° 8\* .. | . . .
egyenlgséggel egyenértékd. Mivelah : R — R h(x) = T + 7 fliggvény szigorian csokkend,
a h injektiv, igy az (/1)) egyenletnek legtobb egy megoldasa van. (1 pont)

15\* [/ 8)°
Ugyanakkor (ﬁ) + (1—7) =1, igy az egyenlet egyetlen megoldasa [ = 2. Tehat lim a, = 2.
n—o0

(1 pont)
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2. feladat (10 pont). Ha A € My (R) igazold, hogy
, 1 2 /1 2 1
det (A°+ A+ L) = (5 +trA> + <§ —detA) +trA-det A+ 3
ahol tr A az A matrix f6atlojan 16vé elemeinek Osszege (az A matrix nyoma).

Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az A métrixhoz rendelt karakterisztkus polinom:

det(A—z-L) =12 —trA-z+det A, (1 pont)

Ugyannakkor
A2 +A+]2 = (A — 5]2) : (A —52]2),

ahol ¢ a harmadrendd egységgyok, azaz €3 =1¢ése? +e+1=0. (1 pont)
Mivel det X - Y =det X - detY

det (A + A+ ) = det (A — ely) - det (A — 1) (1 pont)
= (2 —trA-e+detA)- (' —tr A- £ 4 det A) (1 pont)

= —trA-ftdetA et —trA-e'+ (trA)? - —trA-det A2+
+det A-e* —tr A-det A- e + (det A)>. (1 pont)

Figyelembe véve, hogy
b=g3=1, € =¢2 e'=¢ & 24+e=-1 (1 pont)
kapjuk, hogy
det (A + A+ L)=1+trA+ (tr A)> —det A+ (det A)*> +tr A-det A (1 pont)

1 1 1
=7 +tr A+ (tr A)* + 1 —det A + (det A)* +tr A - det A + 3 (1 pont)
1 2 /1 2 1
= (5 —i—trA) + (5 - detA) +trA-detA+ 3 (1 pont)

3. feladat (10 pont). Az (z,),>1 sorozatot az x, 11 = x2 — (2a — 1) - ¥, + a? rekurzios Gsszefiiggéssel
értelmezziik, ahol a € R,a > 1 és x; € R.

a) Ha z1 = a + 1, igazold, hogy az

n Tpi1—0a
1
= S — , ¥Yn>1
Y (Zxk—a—Fl) "=

k=1

altalanos tagu sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
b) Ha z; € (a — 1,a), igazold, hogy a
Zp = (zp—a+ 1", VYn>1

altalanos tagu sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
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Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel 2,11 — z, = (¥, —a)® > 0, minden n € N* esetén, az (,),>1 sorozat novekve.

Ha a sorozat feliilr6l korlatos lenne, akkor a Weierstrass tétele alapjan létezne lim z, = [ véges
n—oo

hatéarérték. (1 pont)
Ekkor az [ hatarértékre felirhato, hogy
=P —2a—1)-1+ad*> <= (I-a)?’=0 < l=ua.

Mivel az (z,),>1 sorozat novekvs, ezért lim x, = [ > 3 = a + 1 > a, vagyis ellentmondéshoz
- n—o0

jutottunk. Tehat a sorozat feliilr6l nem korlatos, igy lim z,, = +oo. (1 pont)
n—oo

A rekurzios Gsszefliggés alapjan
_ 2
Tpr1 —a = (x, —a)’ +x, —
Igy az a, = x,, — a, minden n € N* esetén, altaldnos tagi sorozatra érvényes az
— 42 9
n+1 _’an'+_an ( )

Osszefliggés, barmely n € N* esetén. (1 pont)

Az y, értelmezésében szerepls Gsszeg atirhato, mint

3

Qn

A alapjan a,1 = a, - (a, + 1), ahonnan , minden n € N* esetén. Igy

an'+'1 Ap+1

n

_ 1 1 1
Z A1 — ap L -1 . (1 pont)
— ag - ak+1 aq an+1 an+1

Mivel lim x, = +o0o, kévetkezik, hogy lim a, = 4+o00. Tehat
n—oo

n—oo
—an+1 -1
-1 1
(1 + ) ] =e =" (1 pont)
QAp+1 €

b) Az el6z6 alpont alapjan az (x,,),>1 sorozat névekvd.
Tudjuk, hogy x; < a. Ha feltételezziik, hogy x,, < a, akkor

An+1
: : 1 :
lim ¢, = lim [ 1— = lim
n— 00 n—0o0 Apt1 n—00

Tpy1—a= (v, —a)l+2,—a=(v,—a)(r,—a+1)<0 < 2,41 <a
Tehat az indukcio elve alapjan z,, < a, minden n € N* esetén. (1 pont)
Mivel a sorozat feliilrsl korlatos és névekvd, ezért konvergens. Az el6z6 alpont alapjan kapjuk, hogy
lim z, = a.
n—oo

Mivel a,, = x,, — a, minden n € N* esetén, kovetkezik, hogy lim a, = 0. Ugyanakkor z, < a, igy
n—oo

a, < 0, minden n € N* esetén, ezért lim — = —oo0. (1 pont)
n—00 (y,
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - XI. osztaly

1 ]n-an lim n-a,
n—oo n—oo n—oo

Tehat lim z, = lim (1 +a,)" = lim [(1 + ay,)an = en—oo : (1 pont)

n
ahol a lim n-a, = lim — hatarérétékre alkalmazhat6 a Cesaro-Stolz tétele
n—oo n—,oo —

. n . n+1-n . Qp41 ° Qn . Ap+1 ° Apn . Ap+1 .
lim + = lim —4—— = lim ——— = lim ——— = — lim = — lim (a, +1) = —1,
n—o00 a n—o00 p— ~ n—=00 Uy, — Gpy1 n—o00 —ay n—00  (p, n—0o00
P a1
igy lim z, = = —. (1 pont)
n—00 €

4. feladat (10 pont). Tekintjik az A, B € M3(R) matrixokat. Jelolje tr M az M méatrix {6atlojan
16v6 elemek Osszegét (az M méatrix nyomét).

a) Ha B # O3, igazold, hogy az f: M3(R) — R, f(X) = tr(B - X) fiiggvény sziirjektiv!
b) Ha tr(A-X) =0, minden X € M3(R) esetén, akkor mutasd ki, hogy A = Oj!

Cziprok Andrds, Szatmdrnémeti
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Ha B # Os, akkor a B = (b;;); ;—13 matrixnak van legaldbb egy by, # 0 eleme.
3 3
A B - X métrix nyoma tr(B - X) = Z (Z bi; - xlk) (1 pont)
k=1 = I=1
Legyen a € R tetsz6leges. Igazolni kell, hogy létezik X € M3(R) matrix gy, hogy tr(B - X) = a.
(1 pont)
Tekintsiik az X = (y5); ;13 matrixot gy, hogy @, = bpim és a tobbi eleme nulla, azaz b;; = 0, ha
i # m vagy j # p. (1 pont)
Ezen X matrix esetén
3 3 o
tl“(B X) = Z (Zbkl wlk) bpm Tmp bpm bp_m = «,
k=1 =1
tehéat f sziirjektiv. (1 pont)
b) Legyenek X;; € M3(R) azon matrixok, amelyek j-dik soraban és i-dik oszlopaban 1-es szerepel,
mig a tobbi eleme 0, minden 7, j = 1,3 esetén. (2 pont)
Az A - Xj; matrix minden eleme 0, kivéve az a;; - ;; = a;; elemet, amely a f6atloban talalhato.
(1 pont)
Kovetkezik, hogy
3 3
tr(A- X;) = Z (Z ap - xlk) =Ty = a;, Vi,j=1,3. (1 pont)
k=1 =1
A tr(A-X) =0, minden X € M3(R) esetén, feltétel alapjan a;; = 0, minden 4, j = 1,3 esetén, tehat
A= 0;s. (1 pont)
[
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NGYBANYS JUDETEAN

02024 MARAMURES

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIII. EMMV

orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

XII. osztaly — I. fordulé

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az f: R — R,

(@) = = - arctg —<
x) = — -arctg ————
6296 2) 1 + e + e2x
fiiggvény primitiv fiiggvényeit! Turdean Katalin, Zilah
Forgdcs Istvdan, Szatmdrnémeti
Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
1 e 1 1 —1
I= dr = [ — -arctg ———dor = — | — - arct - —dx.
/f(m)m /621’ arcgl—i—ex—l—e%x /e”ﬁ arcg€_2x+6_$+1 e
(1 pont)
Az e™® = u valtozbdcserét hasznalva azt kapjuk, hogy
I / tg—d
=— [ u-arctg ——du.
1t ut
(1 pont)
Hasznaljuk a parcidlis integralds modszerét.
u? u? (2u+1)
I]=—|— . arcto —— -
{2 MO T w2 +/ 2 (WH+u+1)2+1 "
u? . 1 1 / 2u® + u? P
—— -arctg ——— — = u.
2 B ltutuw? 2 14+ (14 u+ u?)?
(1 pont)
Az integralban szerepl$ tort nevezdje
1+ (14+u+u?)? =@ +1)°+2w* + Du+u®+1=(u?+1)(u®+2u+2)
alakba irhato. (1 pont)
Ezt felhasznalva, a tortet elemi tortek Gsszegére bontjuk.
2u3 + u? 2u3 + u? Au+ B Cu+ D
v wE _AutB  Cut P 1A B.C.DER.
I+ (1+u+u?)? (W2+1D)w+2u+2) w?+1  w?+2u+2
(1 pont)
Ko6z06s nevezére hozva a két elemi tortet, az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
A+C=2
2A+B+D =1
N (1 pont)

2A+2B+C=0
2B+D =0
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VI. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

Megoldva az egyenletrendszert: A=0,B=—-1,C=2,D = 2. (1 pont)
Tehat ) . . . ) )
U — u+
I=—— arctg——— — = du =
2 MR T 2/ Lﬂ—i—l +u2—1-2u—|—2 N
u? 1 1 )
-5 arctgm +3 arctgu — §ln(u +2u+2)+C.
(1 pont)
Ahonnan az f fiiggvény, primitiv fiiggvényei a kovetkezsk:
e2® 1 1 1, 14 2e% 4 2e*
Fr: R = R, Fy(x) = 5o -arctgm—l—éarctge—x—iln o + k, ahol k € R.
(1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
1 e 1 1 —1
I= de = | — -arctg —————dxr = — | — -arct - —dx.
/f(a:)x /leL" arctg T dv /ew I e
(1 pont)
Az e™® = u valtozdcserét hasznalva azt kapjuk, hogy
I / g ——d
=— [ u-arctg ———du.
S ltutw?
(1 pont)
Hasznéaljuk az
t t ! t ! Vu € (0,400)
arctg ————— = arctg — — arctg ——, Vu 00
ST u+u? & Ut ’
(1 pont)
és
1 =
arctg u + arctg — = §,Vu € (0, 400)
u
(1 pont)
azonossagokat.
Ekkor
1 / t L t L d
=— [ u-|arctg — —arctg —— | du =
gu gu+1
= —/u (g —arctgu — g + arctg(u + 1)) du =
= /uarctg udu — /u -arctg(u + 1)du =
(1 pont)
u? 1 u? u? 1 u?
= —arctgu — = du — — arct D+= | ——————=du=
g B 2/1+u2 Uy rtelu )+2/1+(u+1)2 !
(1 pont)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

u? 1 1 1 2u+ 2

(1 pont)
u? 11 11,
=5 (arctgu — arctg(u + 1)) — U + 5 arctgu + S~ 3 In(u”+2u+2)+C =
u? 1 1 9
=3 (arctgu — arctg(u + 1)) + 5 arctgu — 5 In(u® +2u+2)+ C.
(1 pont)

Ahonnan az f fliggvény, primitiv fiiggvényei a kovetkezsk:

1 1 1 1 1, 1+ 2e* 4 2e*
.(arctg——aretg(—+1>)+§arctg———ln ree ree + k
e’ er er

F.: R — R F =

ahol k € R. (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Adott a (G, ) csoport és az f: G — G fiiggvény ugy, hogy
flzf(y)) = f(x) -y, barmely z,y € G esetén.
a) Igazold, hogy f csoportautomorfizmus!

b) Hatarozd meg az f fiiggvényt, ha a G' csoportnak 6t eleme van!

David Géza, Székelyudvarhely
Turdean Katalin, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Jeldlje e a csoport semleges elemét. A megadott feltételbe, ha = = e, akkor

f(fly)) = f(e) -y, barmely y € G esetén. (1)

Ha a egyenletbe y = e, akkor f(f(e)) = f(e)e. Innen kovetkezik, hogy
f(f(e)) = f(e) (2)
(1 pont)

Legyen x1, x5 € G ugy, hogy f(x1) = f(x2), ahonnan kévetkezik, hogy f(f(x1)) = f(f(x2)).
Ekkor az Osszefliggés alapjan

{f(f(xl)) = f(e) - a,
F(f(z2)) = fle) - x2

= fle)ay = fle)ry = 11 = 30 =

f injektiv. (1 pont)

Mivel f injektiv a (2) = f(e) = e. Felhasznalva a Osszefiiggést és, hogy f(e) = e kovetkezik,
hogy f(f(y)) =y, barmely y € G esetén.
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VI. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

Tehéat (f o f)(y) = y barmely y € G esetén. Innen kovetkezik, hogy f o f = 1g = f sziirjektiv és
Bizonyitjuk, hogy f morfizmus.

Az f morfizmus <= f(zy) = f(2)f(y),Vz,y € G. Legyen 2,y € G. Az y € G esetén, létezik egyetlen
egy 2 € G 1gy, hogy f(z) =

flay) = flz- f(2) = fx)z = f(z) f(y) = f2) - f(y).
Tehéat f morfizmus.

Mivel f morfizmus és bijektiv, az f automorfizmus. (1 pont)

b) Ha a G-nek &t eleme van, akkor a (G, -) ciklikus csoport. Tehat a G = {e, a, a?, a®, a*} alaku, ahol

a’ =e. (1 pont)

Az a) alpontban belattuk, hogy (fof)(z) = z,Vxr € G, tehdt az f bijektiv és f~! = f. Mivel f
csoportautomorfizmus ezért f(e) = e. Mivel f~1(z) = f(x),Vor € G, ezért ha f(x) = y, akkor
fly)=z. Az f1: G — G, fi(z) = zx fiiggvény teljesiti a megadott feltételt. (1 pont)

Ha f # f1, akkor vizsgaljuk meg, hogy f(a) mivel lehet egyenls.

f(a) # e, mert az f injektiv.
Ha f(a) a, akkor f(a*) = (f(a))* = a* = f(x) = z,Vx € G. (1 pont)
Ha f(a) # a, akkor a kévetkezs esetek lehetnek:
1. f(a) = a?, ekkor f(a*) =a = (f(a))® = a = a* = a = a® = ¢, ami ellentmondas.
2. f(a) = a?, ekkor f(a®) =a = (f(a))®? =a = a’ = a = a* = a = a® = ¢, ami ellentmondas.
3. f(a) = a?, ekkor f(a') =a = (f(a))* = a = a'® = a = a = a, ami lehetséges.
Tehét f(a) = a*. Mivel f bijektiv, akkor f(a?) = a® és f(a®) = a®. Ekkor (f(a))? = a®, ahonnan azt
kapjuk, hogy (a')? = a® <= a® = a?, ami lehetséges. (1 pont)

Az f(xf(y)) = f(z)y, barmely z,y € G feltétel ekvivalens az f(z)-f(f(y)) = f(z)-y, barmely z,y €

G feltétellel vagyis azzal, hogy f(f(y)) = y,Vy € G. Ezt a feltételt két fliggvény teljesiti: az
x |e a a® & o s X e a o o o (1 pont)
f(x)|e a a® o o f(x) e a* d® a® a = p

3. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az f: (0,+o00) — (0,4+00) és g: (0,+00) — (0,400)
fiiggvényeket, amelyek egyszerre teljesitik a kovetkezd feltételeket:

a) az F': (0,400) — (0,400), F(z) = f(x) - e™* fiiggvény a g fliggvény primitiv fliggvénye;
b) a G: (0,+00) = (0,4+00), G(x) = g(x) - e7* fiiggvény az f fliggvény primitiv fiiggvénye;
c) f(z) > g(z),barmely x € (0,400) esetén!

Bencze Mihdly, Brasso
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VI. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az a) feltétel szerint F' derivalhato, tehat f : (0,4+00) — (0,400) és f(z) = F(x)-€” is derivalhato.
Ugyanigy a b) feltételbdl azt kapjuk, hogy a g is derivalhato. (1 pont)
a) = F'(z) = g(z),Vx € (0,+00) és b) = G (x) = f(z),Vz € (0, +00).
G'(0) + F'(x) = f(@) + g(x),Vo € (0,400)  _ J(G(2) + F(2)) = f(x) + g(x),Vz € (0,+00)
G'(x) = F'(2) = f(x) — g(x), Yz € (0, +00) (G(z) = F(x)) = f(z) - g(x), V2 € (0,+00)

(1 pont)
Tekintsiik az u : (0,+00) — (0,400),u(z) = f(x) + g(z) és a v : (0,400) — (0,+00),v(z) =
f(z) — g(x) fiiggvényeket. Az u és v derivalhatoak és (u(z) - e™®) = u(x), Vo >0 és —(v(z)-e™*) =
v(x), Vo > 0. (1 pont)
Rendre meghatéarozzuk az u és v fiiggvényeket:
(u(x) - e™) =u(z) <= u'(2) - e —u(z)e ™ = u(r) <= u (v) = u(x)(1 + €*),¥z > 0. (1 pont)
Az u( ) = f(z) + g(x) > 0,Vx > 0, tehat u(z) # 0,Vzx > 0.
gy ((x)) =14 ¢%, azaz (Inu(z)) =1+ e*, Vo > 0. (1 pont)
Innen kivetkezik, hogy Inu(x) = x+e*+ky, ahol k; € R, vagyis u(z) = et Th = eh.erte" = geote”
ahol a > 0 tetsz6leges valos szam. Tehét flz)+ g( )=a-e"t Vz > 0.

—(v(x) e =v(r) = —v'(2) - e +v(x)e® = v(z) <= v (z) = v(z)(1 — €%),Vx > 0.
(x) f(z) —g(x) > 0,Vz > 0, tehat v(z) # 0,Vx > 0.
Igy U(x) 1 —e” azaz (Inv(z)) =1 —e* Vo > 0. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy Inv(x) = x — €* + ks, ahol ky € R, vagyis v(z) = b-e®¢ Vx> 0, ahol b > 0
tetsz6leges valos szam. Tehat f(z) — g(x) =b-e® ¢ Vo > 0. (1 pont)

Tehét
g(z) =a-e"™" Vz € (0, +0)
—g(z) =b-e" Vz € (0,400)

——
Paging
GG

+

(1 pont)
Innen azt kapjuk, hogy

f@)=1(a- e +b-e") Vo € (0, +00)
s(a-e" —b-e"") Va € (0,400)

Mivel a és b pozitivak, ezért f(z) > 0,V > 0. Ahhoz, hogy g(x) > 0,Vx > 0 teljesiiljon az

sziikséges, hogy a - ¢ > b-e*~¢" Vx > 0 vagyis, hogy a - e > be™® *,Vz > 0. Innen azt kapjuk,

hogy €*" > 2 Vo > 0. A h(z) = €*",Vz > 0 fiiggvény szigortan névekvs és folytonos. Tehat

inf,~0 h(z) = limyn o h(z) = €. Tehat & < €2, azaz b<e?-a

A kapott fliggvények teljesitik a feladat mindharom feltételét. (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). A (G, -) véges csoportnak 2n eleme van. Legyen H = {z € G | 2% = e}, ahol
e a (G,-) csoport semleges eleme. Jelolje |H| a H halmaz szamossagat.

a) Igazold, hogy ha |H| > n+ 1 és x -y € H, barmely z,y € H esetén, akkor a (G,-) Abel-féle
csoport!
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VI. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

b) Igazold, hogy ha n paratlan, akkor |H| < n + 1.
(##%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen z és y a H két tetsz6leges eleme. Ezért 2% = e és y? = e, és (vy)? = e,mert zy € H. Innen
azt kapjuk, hogy 2%y*> = e-e = e = (vy)? = 2%y* = (vy)? = zxyy = Y1y, ahonnan kovetkezik,

hogy xy = yx. Tehat xy = yx,Vr,y € H esetén. (1 pont)
P =e= o' =12 = (') = 2> = e = 2! € H. Tehat a (H,-) részcsoportja a (G,")
csoportnak. (1 pont)
Lagrange tétele alapjan a H rendje osztoja a G rendjének. Mivel |H| > n+ 1 és |G| = 2n ezért
|H| = 2n, mert ha egy természetes szam osztOja nagyobb a szam felénél, akkor az maga a szam.
Tehat H = G. (2 pont)
Mivel zy = yz,Va,y € H ezért xy = yx, Vo, y € G, tehat a (G, ) Abel- féle csoport. (1 pont)

b) Legyen H = {ao, ai, as, ..., ax}. Feltételezziik, hogy k > n vagyis k > n + 1.
Mivel e? = e, az e € H, és feltételezhetjiik, hogy ag = e. (1 pont)

Ha a;,a; € H,i # j és a; # e,a; # e, akkor a;a; ¢ H. Valoban, ha a; - a; € H, akkor a H; =
{e,a;,a;,a;a;} részcsoportja lenne a G-nek.

A H;- nek négy kiilonbo6z6 eleme van, mert a;-a; # a;, a;-a; # a; és a;-a; # e, ugyanis, ha a;-a; = e,
akkor a; - a; = e = a; - a;, ahonnan a; = a; kovetkezne. (1 pont)

Tehat Hi-nek négy eleme van. Mivel (Hy, -) részcsoportja a (G, -) csoportnak, kévetkezik, hogy 4|2n
vagyis 2|n, ami ellentmondés, mert n paratlan. (1 pont)

Ha i,j > 0 és i # j akkor az ajag, ajas, ..., aja; elemek egyike sem e és mind benne vannak a G \ H
halmazban. Ezen elemek szama k — 1. Ez viszont lehetetlen, mivel a

2n=|G|=|H|+|G\H|>k+1+k—-1>2(n+1)>2n

ellentmondéshoz vezet. (1 pont)

6/6



7
Y CONSILIUL
JUDETEAN

ofiM02024 MARAMURES

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIII. EMMV

orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

IX. osztaly — II. fordulo

1. feladat (10 pont). a) Hany oldala van annak a konvex sokszognek, amelynek 350 atloja van?

b) Van-e olyan konvex sokszog amelynek 2024™ + 2 atloja van, ahol m € N?
Longdver Lajos, Nagybdnya

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
) Y . n(n—3)

a) Egy n oldala sokszog atloinak szama ———. (1 pont)
n(n —3) 5 cons .
— = 350 < n* — 3n — 700 = 0, melynek megoldésai ny = 28 és ny = —25. (1 pont)
Utobbi nem lehet egy sokszog oldalainak szama, igy a sokszog 28 oldala. (1 pont)
b) Elsé megoldds. Kérdés, hogy van-e megoldésa a természetes szamok halmazan

-3
az % = 2024™ + 2 egyenletnek, ahol m természetes szam.
Ez egyenértéki az n(n — 3) = 2 - 2024™ + 4 egyenlettel. (1 pont)
A bal oldalon szerepld kifejezés utolsd szamjegye a 0-3,1-4,2-5,3-6,4-7,5-8,6-9,7-0,8-1,
9 - 2 szorzatok utols6 szamjegyébdl szarmazhat, tehét csak 0, 4 vagy 8 lehet. (2 pont)

A jobb oldali kifejezés utolsod szémjegye m = 0 esetén 2 + 4 = 6, mas esetben 2 vagy 6 lehet,
mivel 2-...44+4=...2¢é32-...6+4=...6. (2 pont)

Tehat egyetlen m € N esetén sincs olyan n oldald sokszog, amely atloinak szama 2024™+2. (1 pont)

Madsodik megoldas. Kérdés, hogy van-e megoldasa a természetes szamok halmazan

az M = 2024™ + 2 egyenletnek, ahol m természetes szam.

Ez egyenértéki az n(n — 3) = 2 - 2024™ + 4 egyenlettel. (1 pont)
Ha n = 3k, akkor a bal oldal oszthaté 9-cel, a jobb oldal viszont nem. (2 pont)
Ha n = 3k +1, akkor a bal oldal 3-mal valé osztasi maradéka 1, mig a jobb oldalé 0 vagy 2. (2 pont)
Tehat egyetlen m € N esetén sincs olyan n oldalu sokszog, amely atloinak szama 2024™+2. (1 pont)
Harmadik megoldds. Kérdés, hogy van-e megoldasa a természetes szamok halmazan

az w = 2024™ + 2 egyenletnek, ha m természetes szam.

Ez egyenértéki az n(n — 3) = 2 - 2024™ + 4 egyenlettel, amit (1 pont)
n?—3n—4=2-2024" <= (n—4)(n+1)=2""1.11m.23" < (n—4)(n+1) =2-8™-11™.23™
forméba hozhatunk. (1 pont)

Ha d az n — 4 és n 4 1 kozos osztdja, akkor d osztja a kiilonbségiiket, azaz 5-6t, de a jobb oldal nem
tObbszordse 5-nek, ebbdl kovetkezik, hogy n — 4 és n + 1 relativ primek, ezért (1 pont)

a jobb oldalt két olyan relativ prim tényez6 szorzatara kell bontani, amelyek kiilonbsége 5. (1 pont)
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Ha m > 1, akkor 2-8™-11™.23™ — 1 > 5, ugyanakkor 2 - 88" — 23 > 88™ — 23" > 88 — 23 > 5 és
2-184™ —11™ > 184™ — 11™ > 184 — 23 > 5, valamint 253™ — 2 - 8™ > 253™ — 16™ > 253 — 16 > 5.
(1 pont)

Ha m = 0, akkor az egyenlet n? — 3n — 6 = 0 alakil, aminek nincs természetes szam megoldésa.

Tehéat egyetlen m € N esetén sincs olyan n oldali sokszog, amely atloinak szama 2024™+2. (1 pont)

2. feladat (10 pont). Az A-ban derékszogti ABC haromszogben AB = v/2, E és D rendre az AB
és BC' oldal felez6pontja. Az AD és C'E egyenesek merdlegesek egymasra és az F' pontban metszik
egymast.

a) Igazold, hogy az AFC haromszog teriilete egyenlsé a BDFE négyszog tertiletével!

b) Szamitsd ki a BF szakasz hosszat!
Csdszdr Sandor, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
C
D
Gt
F
A E B
a)
1
Tace ="Tcrp = 3 Tanc (1 pont)
1
Tare =Tcrp = 5 Tanc (1 pont)

A fenti Osszefiiggések megfelel oldalait kivonjuk egymasbol, igy kapjuk, hogy
Tarc = TBprE (1 pont)
b) Jeloljiik x-szel az F'D szakasz hosszat, innen kapjuk, hogy
AF =2z, AD=BD = DC = 3z. (1 pont)

A CF Da-ben F= 90°, igy a Pitagorasz-tétel alapjan CF = 2v/2z.

Mivel az ABCa-ben F sulypont, kapjuk, hogy FE = v/2z. (1 pont)
~ 2 3

Az AFEa-ben F = 90°, igy a Pitagorasz-tétel alapjan AE = 2v/6 = g, tehat © = \/?— (1 pont)

Az ABCa-ben A = 90°, ezért a Pitagorasz-tétel alapjan AC' = zv/12 = 2¢/3x = 1. (1 pont)
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

Jeloljiik G-vel a BF' és AC egyenesek metszéspontjat. Ekkor a C'F'Ax-ben F'G az atfogdhoz tartozod

AC 1
oldalfelezs, ahonnan kovetkezik, hogy FG = -5 =3 (1 pont)
Mivel az ABCa-ben F sulypont, a fentiek alapjan kovetkezik, hogy
BF =2-FG=1. (1 pont)
[ |

3. feladat (10 pont). Az (a,),>1 pozitiv tagi sorozatrol tudjuk, hogy a; = 1, és teljesiil az alabbi

Osszefliggés:
n

2k+1 1
SSUEL L

ai - a a
1 k k+1 n+1

a) Hatarozd meg a sorozat altalanos tagjat!

n n 2
b) Bizonyitsd be, hogy Z k-a, = <Z %) , Vn € N*.

k=1 k=1

n n n+2
Qg * Q41 " A2 *
c¢) Igazold, hogy ,;1 EpETEE T (,;1 \/ak> : (gl \/ak) , Vn € N*.
Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Feltétel szerint a; = 1 = 12, és a megadott Osszefiiggés

3
n =1 esetén —— = 1 — —, ahonnan ay = 4 = 22, és
a1Qa9 a9
3 5 ,
n = 2 esetén — + =1— —, ahonnan a3 =9 = 3°. (1 pont)
aaz Q03 as

Feltételezziik, hogy a, = n?, és bizonyitjuk, hogy a,.1 = (n + 1)%

Ekkor

3 5! 2n +1 1

+ +...+ =1- , (1 pont)
a1G2 a2a3 ApnQn41 An41

1 2n + 1 1
l—-—4+——=1- 1 t
n? * n? - Gy an+1, ( pon )

—Qpt1 +2n+1 = —nz,

anp1 = (n+1)% (1 pont)

- “ " nin—+1 2
b) D kear=) k-k =) k= {%} : (1 pont)
k=1 k=1 k=1

, a *
igy E k-ak:<§ k) :<E f) ,Vn € N*. (1 pont)
k=1 k=1

k=1
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

~ A * Q41 * k42 k'Q(k‘—i-l k’—l—2
= k(k J(k+2 1 t
2 s ok~ & h(k+ )(h+2) Z THE2) (1 pont)

n(n+1)(n+2)(n +3)
4

Ugyanakkor Z k(k+1)(k+2) = miatt (1 pont)

k=1

n

n n+2 n+2
Ak - Agy1 - Apeo n(n+1) (n+2 )(n+3) ha .
3 ot o _ e -3k S (S va) - (Sva)

4. feladat (10 pont). Hatérozd meg azokat az x,y, z valos szamokat, amelyekre
(z—2y—=3°+(x+y—2)>+ 2z —y—2)>=3.
Kowdcs Béla, Szatmdrnémeti

Elsd megoldds. Hivatalbol ( )
Az a=x+1y—2z6ésb=2x —y— z jelolést hasznalva ( )
b—a=ux—2y, (1 pont)
és az egyenlet (b —a — 3)* + a® + b? = 3 alaku lesz. ( )
A szamitéasokat elvégezve és balra rendezve 2a? + 2b* — 2ab + 6a — 6b + 6 = 0, ( )
majd teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy

(a—b+2)*+(a+1)*+(b-1)>%=0, (3 pont)
ahonnan a = —1 és b = 1. (1 pont)
Ekkor a megoldasok x =2y + 2, y € R és z = 3y + 3.

Tehat M = {(2a+2,a,3a+ 3) | « € R}. (1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

A tagokat négyzetre emelve, balra rendezve, majd 2-vel elosztva az egyenlet
322 + 3y  + 22 =32y — 322 —3r+6y+3=0 (2 pont)

alaku lesz. Az egyik ismeretlen szerint rendezve a tagokat kapjuk, hogy

22 =3zz+ 32" —x(y+ 1)+ (y+1)°] =0, (2 pont)
melynek diszkriminansa A = 922 — 1222 + 12z(y + 1) — 12(y + 1)?, (1 pont)
ahonnan A = —3(z — 2y — 2)2 < 0. (2 pont)
Az egyenletnek pontosan akkor van valos megoldésa, ha a diszkriminédnsa nem negativ,
ezért x — 2y — 2 = 0. (1 pont)

3 2
Ekkor az egyenlet megoldasa: z = ?x Innen z = 3Z, y=-—1észeR. (1 pont)
z=2a+2esetén r =20+ 2ésy =, igy M = {(2a+2,a,3a+3) | a € R}. [ |
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség alapjan

[(—z+2y+3°+(—z—y+2)°+QRe—y—2)7°] - [I'+1"+1'] >

>(—2+2y+3—ax—y+z+2r—y—2)>* =09

(4 pont)
Egyenlség pontosan akkor all fenn, ha
—r+2y+3 —x— 2 —y —
T+ 2y + _z y—l—z: =y z’ (2 pont)
1 1 1
ahonnan M = {(2a+2,a,3a+ 3) | a« € R}. (3 pont)
|

5. feladat (10 pont). Az ABC héaromszogben a BAC szog mértéke 120° és AP, BQ, CR az ABC
haromszog szogfelez6i, P € BC, QQ € CA, R € AB.

be

b+c’
b) Bizonyitsd be, hogy QP L PR.

a) Igazold, hogy AP = ahol b = AC' és ¢ = AB.

Szilagyi Zsolt, Kolozsvar

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

P

a) A P pontbol parhuzamost hizunk az AC egyenessel, ami az AB oldalt az M pontban metszi.
Ekkor MPA = PAC = 60°, mert belst valtoszogek, tehat az AM P haromszog egyenls oldali. Innen

MP = AP. (1 pont)
MP  BP
Ah l6ség alaptételébdl —— = —. 1 t
asonlosag alaptételebsl — = = &= (1 pont)
Az ABC haromszogben az AP szogfelezére felirt szogfelezététel alapjan
BP AB ¢ N BP ¢
PC AC b B b+c
(1 pont)
MP b
Tehéat — = FCC’ ahonnan MP = b—:c’ igy AP = b—fc‘ (1 pont)
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

b) Elsé megoldds

b BP

Az ABP haromszéghen AP = 2 fc és BP = bi—cc’ a BC =1 _T_ . Osszefiiggés alapjan.

(1 pont)

AP b
Tehét — = —. 1 t
ehat =5 =~ (1 pont)
Ugyanakkor az ABC haromszogben az C'R szogfelezére felirt szogfelez6tétel alapjan
AR AC b
A A6 b 1 pont
RE~ BC a (1 pont)
: .. AR AP | . s ) ) . .

A fentiek alapjan "E ~ BP’ igy a szogfelez6 tételének forditott tétele alapjan PR az APB sz0g
szogfelezGje.
Hasonloan PQ az APC szog szogfelezdje. (1 pont)
Tehat PR és PQ két egymas melletti kiegészits szog szogfelezGje, igy PR 1 PQ).

(1 pont)
Madsodik megoldds

D
A
R Q
B P O

Az ABP haromszoghen B(Q) belst szogfelezs, AQ pedig kiils6 szogfelezd, (1 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy P(Q) szintén kiils6 szogfelezs. (1 pont)
Innen kapjuk, hogy A/P\Q = C@ (1 pont)
Teljesen hasonléan APR = BPR. (1 pont)
Mindezekbdl kovetkezik, hogy @ =90°, azaz PR | PQ. (1 pont)

Harmadik megoldds
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

Jelolje a, b, ¢ rendre az ABC' haromszog BC, C'A, AB oldalainak hosszat. Az ABC héaromszog

BP AB BP BP
2}; szog;jiezo;jg fehrvaba szogfelezGtételt — PC = AC g, ahonnan BC _ BP+PC b i . és
+ ¢+
= = . Ezek alapjan irhatjuk, h
PO PO 2 zek alapjan frhatjuk, hogy
BP = s OP = (1 pont)

BR  BC BR
Az ABC haromszog C'R szogfelezGjére felirva a szogfelezGtételt A= AC — Z, igy — 54 & j_ 5

ezért
BR =
B
Hasonlban az ABC' haromszog B(Q) szogfelezGjére felirva a szogfelezdtételt % = Ag Z, ahonnan
cQ_ o
CA ate 8 N
CO = .CA.
a—+c
(1 pont)
Tehat
PL=PB+ BE = —
b+ c
¢ (AC - AB) -
c
- C A+ (S ). 4B
b+c b+c a+b
c b(c — a)
:__.Rm—.@),
b+c (b+c)(a+b)
@:rm@
b+c
(AC - @)— .,@
+c a—+c
v 3B LAC
b+c b+c a+c
_ b B b——a).@,
b+c (b+c)(a+c)
(1 pont)

Megjegyezzik, hogy

AB? = ¢

, AC? — b2, AB - AC = bccos(BAC) = bccos 120° = bc
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VI. OMMO - orszéagos szakasz - IX. osztaly

Végiil
PO — _cb—a)
PR @_{ @+ )(a+b) ’ﬁ} [ b+ a)(ato) Ac
bQC—a N b—a N
(b @ @ +¢)?( a+b? (b+c) (a+c?

bc(c—a b—a
(b+c)*)(a+b)(a+c) AB - AC (1 pont)

B (0> (D) (c—a)  (b)?(b—a)  (be)*(c—a)(b—a)
— 2(b+¢e)? (b+c)2(a+b)  (b+c)2(a+c) 20+ c)2(a+b)(a+c)
—(cb)?
20T at b)at o) [(a+b)(a+c)+2(c—a)c+a)+2(b—a)b+a)+ (c—a)(b—a)
~(ch)?

2bc + 2¢2 + 2% — 2a2}

0+ arva+a .

Az ABC haromszogben a koszinusztétel alapjan
a® = b* + ¢ — 2bccos(120°) = b* + ¢* + be,
tehat ID_}>E . }ﬁ = 0, amibdl kévetkezik, hogy PR | PQ. (1 pont)
[ |

6. feladat (10 pont). Ludas Matyinak van 31 ludja, 33 kacsaja és 35 tyukja.Talalkozik a vasarban
Dobrogivel, akinek 27 ladja, 33 kacsdja és 39 tyukja van. Megegyeznek, hogy cserélni fognak a
kovetkezd szabaly szerint: két darab, kiilonbozé fajtaju szarnyasért cserébe a masik ad két szarnyast
a harmadik fajtabol, vagy forditva, két ugyanolyan szarnyasért egy-egy darabot a masik két fajtabol.

a) Sikeriilhet-e Dobroginek tgy csereberélnie, hogy a végén minden fajta szarnyasbol ugyanannyi
darabja legyen?

b) Sikeriilhet-e Ludas Matyinak tgy csereberélnie, hogy a végén minden fajta szérnyasbol ugyanannyi
darabja legyen?

Kocsis Attila-Levente, Déva

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Igen, sikertilhet. A (ludak szama, kacsék szdma, tyikok szama) harmas a kovetkezSképpen alakul
(27,33,39) — (29, 32,38) — (31,31,37) — (30,33,36) — (32,32,35) — (31,34, 34) — (33,33, 33).
(3 pont)

b) Egy csere utan két fajta szarnyas szama eggyel csokken, a harmadik fajtaé pedig 2-vel ng.

(Példaul, ha csere elstt van L ludja, T tyukja és K kacsdja, akkor ha egy ludat és egy kacsat cserél
két tyakra, akkor az 4j szdmok L — 1, K — 1 és T+ 2, vagy ha két tytkot cserél egy ludra és egy
kacsara, akkor az 0j szamok L + 1, K +1 és T — 2.) (2 pont)

Egy ilyen cserével a kiilonféle szarnyasok szama kozti kiillonbség vagy nem véaltozik, vagy harommal
valtozik. (A fenti példaban az 4j kiilonbségek L — K, L—T —-3és K —T —3vagy L— K, L—T +3
és K — T+ 3) (1 pont)
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Egyik esetben sem valtozik a kiilonbségek 3-mal valo osztasi maradéka. (1 pont)

Az eredeti kiilonbségek 2, 2 és 4, tehat ugyanebben a sorrendben végzett kiilonbségek maradékai 2,
2 és 1 lesznek. (1 pont)

Ha minden fajta szarnyasbol ugyanannyi lenne, akkor ezek a kiilonbségek nullak lennének, ami a
fentiek alapjan nem érhetd el. (1 pont)
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XXXIII. EMMV
orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

X. osztaly — II. fordul6

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy 3P + 2P oszthatd 5-tel, barmely p > 1 paratlan természetes
szam esetén!

b) Mutasd ki, hogy 312mF! 4+ 212n%5 ogzthatd 5-tel, barmely m és n természetes szamok esetén!
Matéfi Istvan, Marosvasdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Elsd megoldds. Mivel p paratlan, igy p = 4k + 1, k € N vagy p = 4k + 3, k € N alaka. (1 pont)

I. eset: p =4k + 1 esetén

3*=1 (mod5)=3*"=3 (mod5)
2'=1 (mod 5) = 2% =2 (mod 5) (1 pont)
ahonnan 3%+ 4+ 241 = ( (mod 5). (1 pont)
I1. eset: p = 4k + 3 esetén az el6z6 eset alapjéan
3%t =3 (mod 5) = 3% =2 (mod 5)
2%+ =92 (mod 5) = 2% =3 (mod 5) (1 pont)
ahonnan 3%*+3 4+ 2443 = ( (mod 5), tehét a kért allitas igaz. (1 pont)
Madsodik megoldds. Ellenérizziik az allitast p = 1-re: 3! +2! =5 5. (1 pont)
Feltételezziik, hogy igaz p = 2k 4 1-re, k > 1 esetén, azaz
32k+1 + 22k’+1 5
igazoljuk, hogy
33 4 92kH3 1y (1 pont)

Ekkor 3%#+3 = 32. 3%+1 a7 indukcios feltevés alapjan pedig 324! + 22k+1 = 50/ alaku, azaz
32k = 5[ — 22k+1L (1 pont)

32k+3 ‘l’ 22k+3 — 32(5M - 22k+1) + 22k’+3
—5M - 32 +22k+3 —9. 22k+1
=5M - 3% + 221 (4 — 9)

=5M .32 —5.2%+ 15 (2 pont)
Harmadik megoldds. Ha p = 2k 4 1, akkor
go+1 4 g2kHl _ (3 4 9y(32k _ 3219 | g%-2 92 . | o2y
vagyis a megadott kifejezés oszthatd 5-tel. (5 pont)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

b) Mivel 3* =81 =1 (mod 5), ezért 31> =1 (mod 5), vagyis 31" = 3 (mod 5). (1 pont)
Hasonléan, mivel 2* = 16 =1 (mod 5), ezért 22 =1 (mod 5), tehat 22" =2 (mod 5). (1 pont)

Tehat 312+ 4 212745 = () (mod 5), azaz 312! + 21275 ggzthato 5-tel, barmely m és n természetes
szamok esetében. (2 pont)

2. feladat (10 pont). Adott az F(n) = 9" 4+ 3" + 4" 4 3. 2" 4+ 2. 6" + 2 kifejezés, ahol n € N.
Tanulmanyozd, hogy létezik-e olyan n természetes szam, amelyre

a) E(n) primszam;
b) E(n) teljes négyzet;
c) E(n) = 210.
Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Az E(n) kifejezést megprobaljuk szorzatta alakitani:
En)=9"+3""44"4+3.2"+2.6"+2

E(n)=(3")?+2-3"-2"+(2")*+3-3"+3.2" +2
E(n) = (3"+2")*+3(3"+2") + 2. (1 pont)

A (3" +2")-ben masodfoku (3" +2")2 4 3(3" +2") 4+ 2 = 0 egyenleteknek a gyokei —1 és —2,(1 pont)

ezért
E(n) = (3" 4+ 2™ 4 1) . (3” 4+ 2™ 4 2),Vn € N.

(1 pont)
Mivel barmely n € N esetén E(n) két egyméast kovetd, 1-nél nagyobb természetes szam szorzata,
ezért nincs olyan n természetes szam, amelyre F(n) primszam. (1 pont)

b) Tekintettel arra, hogy (3" + 2" + 1)? < E(n) < (3" + 2" + 2)? és két egymaést kovets természetes
szam négyzete kozott nincs egyetlen teljes négyzet sem, ezért nincs olyan n természetes szam, amelyre

E(n) teljes négyzet lenne. (1 pont)
c) Mivel

EQ2)=09+4+1)(9+4+2)=14-15= 210, (3 pont)

ezért a 2 teljesiti a kert feltételt. (1 pont)

|

3. feladat (10 pont). Oldd meg a valos szamok halmazan az
(% —2z)(2* — 2 —6)(2* — 32 —4) +36 =0

egyenletet! Longdver Lajos, Nagybdnya
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Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Bontsuk fel a masodfoku kifejezéseket els6foku kifejezések szorzatara:

v? — 21 = x(x — 2),
-1 —-6=2"-30+2r —6=2a(r—3)+2(x—3)=(z - 3)(z+2),
2?3 —4=2"-drt+z—-d=x(r -4+ (x—4) = (v —4)(x+1).
Ekkor az egyenletiink a kovetkezSképpen alakul at:
z(z—2)(x—=3)(z+2)(x—4)(x+1)+36=0.
Rendezziik:
(x—4)(x=3)(xr—2)z(x+1)(x+2)+36=0. (1 pont)

Eszrevehetjiik, hogy az = 1 megoldas, mert (—3) - (=2)-(=1)-1-2-3+36=0. (1 pont)
Az elséfoku kifejezéseket csoportositjuk ismét kettesével, igy a kovetkezs parokat kapjuk (z — 2) -z,
(x—3)(x+1), illetve (x—4)(z+2). Ha ezeket a szorzasokat elvégezziik, akkor az egyenlet a kovetkezs:

(2% — 2z)(2* — 20— 3)(2* — 22 —8) +36 = 0. (1 pont)
Ekkor legyen y = 22 — 2x, ami alapjan az y(y — 3)(y —8) +36 =0 <= y3 — 11y*> + 24y + 36 =0
egyenletet kell megoldani. (1 pont)

Tudjuk, hogy z = 1 megoldasa volt az eredeti egyenletnek, igy az y = 22— 22 = 1—2 = —1 megoldas.
Ez alapjan

y® — 11y* + 24y + 36 = 0

v 42 —129° — 12y 4+ 36y + 36 = 0

Vy+1)—12y(y+1)+36(y+1)=0

(y+ 1) (> =12y +36) = 0
(y+1)(y—6)*=0. (2 pont)

Azy+1=0esethen 2> —2x = -1 < 2° - 22 +1=0 < (r—1)? =0, tehat az z; = 2, = 1
megoldésai az eredeti egyenletnek. (1 pont)
Az (y — 6)? = 0 esetben az y = 6 kétszeres gyoke az egyenletnek.
Hay=6 < 22-21 =6 <= 2°—-2r—6=0,igy A =4—4-1-(—6) = 28, ahonnan
2+ /28
=—F = 1 ++/7. De mivel y = 6 kétszeres gyok volt, igy x5 = x5 = 1 + /7, illetve
Ty =16=1—/T. (2 pont)
Tehat az eredeti egyenlet megoldésai 1 =29 =1, 23 =25=1+ Viaes=1s=1—T7.

T34

[ |
Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Bontsuk fel a masodfoku kifejezéseket elsGfoku kifejezések szorzatara:
v? — 21 = x(r — 2),
-1 —-6=2>-3r+2r—6=a(r—3)+2(x—3)=(z - 3)(z+2),
2?3 —4=2"-drtz—-d=x(r -4+ (x—4) = (v —4)(x+1).
Ezért a megoldandé egyenletet a kovetkezs alakba irhatjuk:
z(z—2)(x—=3)(z+2)(z—4)(x+1)+36=0. (1 pont)
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Ha x — 1 = p, akkor (2 pont)

r(r—2)(r —=3)(z+2)(z —4)(z+1)=(p+1)p-1p-2)p+3)p-3)(p+2
=@p-D+DE-2)p+2)(p-3)p+3).

Tehat a megoldand6 egyenlet a kdvetkezs:

(P = D@* —)(@* —9) +36 =0. (2 pont)

Legyen p? = z, ahonnan
(z—=1)(z—4)(z—9)+36 =2 — 142> + 492 = 2(2 — 7)* = 0. (2 pont)
Ennek az egyenletnek a megoldasai z; = 0 és 29 = 23 = 7. Mivel z = p+ 1 = 22 + 1, kovetkezik,
hogy o1 =as = l,as =05 =1+ VT, 04 =26 =1 — V7 . (2 pont)
[

4. feladat (10 pont). Egy kincskeress egy egyenld oldalt haromszog alaku tertiletet tar fel, amelynek
oldala 5 egység. A teriilet fel van osztva kongruens egyenlé oldalit haromszogekre, amelyek oldalai 1
egység hossziak és parhuzamosak az eredeti haromszog oldalaival. Minden egyes kis haromszéghen
egy kincs rejlik. A feltarast a kincskeres6 barmely kis haromszogben elkezdheti, ezutédn viszont egy
haromszogbdl csak vele oldalszomszédos haromszoghe mehet 4t, egy haromszogbe nem térhet vissza
és nem hagyhatja el a nagy haromszog teriiletét.
Maximalisan hany kincset gytjthet be a kincskeres§? Adj meg egy ttvonalat, amely mentén haladva
ez elérhetd!

Kovdcs Melinda, Beszterce

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

1. 4bra. Felosztas és szinezés

Tekintve az [I] dbrat az els6 sorban 9, a mésodik sorban 7, a harmadikban 5, a negyedikben 3 és
az utolsé sorban 1 kis egyenls oldalti haromszog szerepel. Igy Gsszesen 9 +7 + 5+ 3 + 1 = 25 kis
haromszogre van felosztva a teriilet. (1 pont)
A kis haromszogeket szinezziik be, valtakozva fekete és fehér szinre, mint az [l 4bran lathato. Ekkor
a fekete haromszogek széma 5 +4 + 3 + 2 4+ 1 = 15 lesz, mig a fehéreké 4 + 3 + 2 + 1 = 10.

(2 pont)
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Mivel a kincskeres§ egy haromszoghdl csak vele oldalszomszédos hédromszogbe mehet, igy minden

lépésben fekete szinti haromszoghdl fehérbe, vagy fehér szintibsl feketébe fog menni. (1 pont)
A maximalis utvonalat akkor érheti el a kincskeress, ha feketébdl (a tobb) indul és bejarva az dsszes
fehéret, fekete haromszogbe érkezik. (2 pont)
Mivel a fehér haromszogek szama 10, ezért egy ut soran legfennebb 10 darab fehér és 11 darab fekete
haromszogon haladhat &t a kincskeresd, tehat legfennebb 21 kincset tud gytjteni. (1 pont)
Ez el is érhet6, egy ilyen ttvonal lathato a2 abran. (2 pont)

N5

2. abra. Példa maximalis hosszuségu tutra
[ |

5. feladat (10 pont). Az ABC haromszog koré irt kor kozéppontja O, atmérsje AM és N € AM
ugy, hogy BN 1 AM.

a) Szamitsd ki az AOB és BN M haromszogek teriiletének az aranyat, ha C = 105°.

b) Mekkora az ABC haromszog C' szogének a mértéke, ha 3 - Taopa =2 Tenpn és C > 90°?

Matéfi Istvan, Marosvasdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

a) Mivel a C = 105° = A + B = 75°.
Az ABC haromszog koré irt koron talalhato BC + CA = 2(121\ + E) = 150°, ahonnan kapjuk, hogy
MB = 30° = BAM = 15°. (1 pont)

Taiopn  OA-d(B,OA)  OA
Tsnyvsr MN-d(B,MN) MN’

A BN M haromszogben NMB =75 és MNB = 90°, tehat

COSNMB:m:>MN:MB-COSNMB:>MN:MB-COS75°. (1)

Az ABM haromszogben NAB = 15° és ABM = 90°, tehat

MB

sin]\7z4\B:m:>MB:AM~sin]\m:>MB:AM-Sin15°. (2)
(1 pont)
Az és alapjan kapjuk, hogy
1-— ° 2 —
MN = AM-sin15°-cos 75° = MN = AM -sin 15°-sin 15° = AM-%?’O — MN = 4\/§-AM,
ahonnan kapjuk, hogy
T OA 4-0A 4-0A
4082 _ = 2(2+V3). (1 pont)

TBNMA_MN:(Q—\/g)'AM:(2—\/3)-2'014—

b) Legyen C=a=A+B=180°—q. Irhatjuk, hogy BAC’—I—CT\A =2 (2+ B\) = 360° — 2¢r, ahonnan

—~

MB =2« — 180° (mivel o > 90°, ez a mérték pozitiv). Ezért BAM = o — 90°. (1 pont)

Taopa  OA-d(B,0A)  OA
Tsvaia  MN-d(B,MN) MN’

A BN M haromszogben MBN =a —90° és MNB = 90°, tehat

— MN —
sinMBN:m:>MN:MB-sinMBN:>MN:MB~sin(a—900) (3)

Az ABM haromszéghen NAB = a — 90° és ABM = 90°, tehat

sinMAB:m:>MB:AM~sinMAB:>MB:AM-sin(a—90°). (4)

A és alapjan kapjuk, hogy MN = M B - cos NMB =
MN = AM - sin*(a — 90°)
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VI. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

ahonnan kapjuk, hogy
TaoBn  OA OA TaoBr 1

Tpnua  MN T 2.04. sin®(ov — 90°) - Tenua 2 -sin?(a— 90°) (1 pont)
3-Taopr =2 Tpyuna & sin’(a — 90°) = 2
= cos?(~0) = cos’ @ = | = cosar = i@
= a = 150° vagy a = 30°. Viszont a C' tompaszog, ezért a = 150°. (1 pont)
|

6. feladat (10 pont). Robi felirt a tablara 100 darab egyest. Ezutan minden lépésben letordl egy x
szamot a tablarol, és helyette felirja az 533G szamokat. David észrevette, hogy akarhéanyszor ismétli

meg ezt Robi, minden lépés utan kivalaszthatd egy olyan szam, amely legalabb 34-szer szerepel a
tablan. Bizonyitsd be, hogy David észrevétele helyes!
Barta-Zdagoni Csongor, Marosvdsdrhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Vegyiik észre, hogy x = 5 += 3 +-— 5’ tehat a tablan szerepld szamok Osszege invarians, igy az mindvégig
S = 100 marad. (1 pont)

Tovabbé az is lathato, hogy mivel egyesekbdl indulunk ki, és egy 1j szamot a régit 2-vel, 3-mal, vagy
- alaki, ahol ¢,b € N. (1 pont)

Alkalmazzuk reductio ad absurdum modszerét: feltételezziik, hdgy létezik olyan véges lépéssorozat,

2 - 3-mal osztva kapunk, ezért minden tablara felkeriils szam

amely utan minden szam legfennebb 33-szor jelenik meg a tablan, n darab lépés utan. (1 pont)
Becsiiljiik feliilrl az S Osszeget! Mivel n 1épést végeztiink, ezért a legkisebb szam, ami a tablan
szerepelhet az a ————. (1 pont)
Mivel minden szam legfeljebb 33- szor szerepelhet az Osszeg pedig allando, igy
~1 1 1 1 1
S =100<33- =33 — - — — 1 t
O;n o 33 ZQZJF 21+32 > Sttt 202> (1 pont)
O<g<n B
1

S =100< 33- Z DI (1 pont)
A meértani haladvanyok kepletet felhasznalva kapjuk, hogy
1 1

—=2——<2 , 1 t
; 9i on (1 pont)
—~ 1 3 1 3

— = _ = 1 t
237 T2 2.3 "3 (1 pont)
7=0

3

Innen pedig S <33-2- 5= 99 <= 100 < 99, ami ellentmondas. (1 pont)
Tehat David észrevétele helyes. [ |

/7



7
Y CONSILIUL
JUDETEAN

ofiM02024 MARAMURES

VI. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIII. EMMV

orszagos szakasz, Nagybanya, 2024. februar 26—29.

XI-XII. osztaly — II. fordul6

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg az Gsszes olyan természetes szamot, amelynek pontosan hat
pozitiv osztdja van, és pozitiv valédi osztoinak Osszege 2024-gyel egyenld!
Kajanto Tinde, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha az n természetes szaimnak 6 osztoja van, akkor n = p° vagy n = p?-q, ahol p, ¢ kiilénb6z6 primek.
(1 pont)

Ha n = p°, akkor a feltétel alapjan p + p* + p3 + p* = 2024, ahonnan
p-(I4+p+p*+p)=2024=2%11-23. (1 pont)

Innen a p = 2 eset behelyettesités alapjan nem jo, hisz az Osszeg kisebb lesz, mint 2024. A p = 11
vagy p = 23 értékek sem jok, mivel 10* = 10000, vagyis az 10-nél nagyobb primszamok esetén az
Osszeg mar meghaladja a 2024-et. Tehat n nem lehet p® alaku. (2 pont)
Ha n = p?q, akkor a feltétel alapjan p + p* 4+ ¢ + pg = 2024, ahonnan

(1+p)-(q+p) =2024=2°11-23. (1 pont)

A baloldali tényezsk egyike se lehet 1 vagy 2, valamint 1 4+ p < ¢ + p. Ezt felhasznalva az alabbi
tablazatban vizsgaljuk a 2024 lehetséges tényezdre bontésait:

l+plg+p|p q
4 506 | 3 003
8 253 7 246 nem prim

11 184 10 nem prim
22 92 21 nem prim
23 88 22 nem prim

44 46 43 3
(3 pont)
Tehat az egyik lehetséges eset a p = 3,q = 503, ekkor n = 32 - 503 = 4527. A maésik esetben
p=43,q =3, ekkor n = 432 - 3 = 5547. (1 pont)
|
2. feladat (10 pont). Oldd meg a valos szamok halmazan a

log;(22 + x) = log;(12 — y)

logs (22 + y) = logs(12 — 2)

logs(22 4 z) = log;(12 — z)
egyenletrendszert! Bencze Mihdly, Brasso
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a harom valtozo cirkularisan permutalhato, barmelyrsl feltételezhetjiik, hogy a legnagyobb.
Legyen a legnagyobb az y, azaz z <y és x < y. (1 pont)

logg(12 — z) =logs(22 + 2) <logs(22 +y) =logg(12 —2) =12 -2 < 12—z = 2z < x.
(1 pont)

log;(12 — z) =log;(22 4 z) <logs(22 + ) =logz(12 —y) = 12— < 12—y = y < z.

(1 pont)

Tehat z <z =y. (1 pont)
Igy az elsG egyenlet a

logs(22 + z) = logs(12 — z) (1)

egyenlettel egyenértéki. (1 pont)

Az
f:(=22,400) = R, f(z) = logs(22 + z)

fiiggvény szigoriian noévekvd, a
g: (—00,12) = R, g(x) = logs(12 — z)

fiiggvény szigorian csokkend, igy grafikus képeik legtobb egy pontban metszik egymaést, vagyis a

(1)-es egyenletnek legtsbb egy megoldasa van. (1 pont)
Ha x = 3, akkor
logs (22 + 3) = log;(12 — 3) <= 2 = 2 igaz.
Kovetkezik, hogy x = 3 az egyenlet egyetlen megoldéasa. (1 pont)
A harmadik egyenletbe behelyettesitve ezt az értéket, z = 3 megoldast kapjuk. (1 pont)
Tehat az egyenletrendszer megoldésa: (x,y, z) = (3,3, 3). (1 pont)
[

3. feladat (10 pont). Az ABC D hirnégyszog atloi merélegesek egymasra, F az atlok metszéspontja.
A négyszog koré irhatod kor kozéppontja O és M az AB oldal felez&pontja.

a) Igazold, hogy EM L C'D!
b) Igazold, hogy OM = CTD!

(*7%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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D
F N
A b C
|
O
M
B
a) Legyen ME N DC = {F}.
Az AEBa-ben az E derékszog és AM = M B, tehat AM = ME. (1 pont)
Ugyanakkor MAE = AEM , mert M AFE A egyenls szart haromszog és AEM = @7, mert csucsszogek,
tehat BAE = CEF. (1 pont)
MivelD/C\E:%ésA/BEB:%ﬁ@ED/C\E. (1 pont)
Az AEB héaromszogben és az EFC haromszogben BAE = CEF ¢s ABE = F/C’\E7 tehat AEBa
hasonl6é az EFCx héromszoggel, azaz AEB = FFC. (1 pont)
Tehat EF L DC,de M € EF — MFE 1 DC. (1 pont)
b) Legyen N a DC felez6pontja. O a koré irt kor kézéppontja, tehat ON L DC és DN = NC.
Mivel ON L DC és ME 1 DC ezért ME || ON. (1 pont)
Az a) alponthoz hasonléan belathato, hogy NE 1 AB ugyanakkor OM L AB,
tehat NE || OM. (1 pont)
Mivel ME || ON és NE || OM = MONE paralelogramma = MO = NE. (1 pont)
Az NE a DEC derékszogt haromszogben oldalfelezd, tehét
DC DC

4. feladat (10 pont). Az 1,2, 3, ..., 4n szamokat szétosztjuk n darab halmazba. Igazold, hogy barmely
szétosztas esetén létezik az n darab halmaz valamelyikében harom olyan szam, amely egy hdromszog

oldalainak mérdszamal (**%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az a < b < ¢ szdmok egy haromszog oldalainak mérs-
szamai legyenek, az hogy a + b > c. (2 pont)
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Eszrevessziik, hogy a 2n,2n + 1, ..., 4n szamokbol alkothaté barmely szamharmas esetén teljesiil a
haromszog-egyenl6tlenség, hiszen a két legkisebb elem Gsszege 4n + 1, ami nagyobb 4n-nél, a halmaz
legnagyobb eleménél. (4 pont)
Viszont ezek szama 2n + 1, igy a skatulya elv alapjan biztosan lesz koztiik harom, ami ugyanabba a
halmazba kertil. (2 pont)

Tehat ebben a halmazban van harom szam, amelyek egy haromszog oldalainak mérgszamai. (1 pont)
[ |

5. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben fennall a

5
cosA-cosB-cosC +V3sinA-sinB-sinC = 1

Osszefiiggés. Igazold, hogy az ABC' haromszog egyenls oldald! Longaver Lajos, Nagybinya

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Osszeggé alakitjuk a cos A - cos B - cos C' szorzatot.

COSA-COSB-COSC:%-[COS<A+B)+COS(A—B)]-COSC:
1 1
5-[COS(T(—C)—I—COS(A—B)]'COSC:5-[—COSC+COS(A—B)]-COSC:
1 2
3 [—cos? C + cos(A — B) - cos C] =
1 _COS2C+cos(A—B—I—C’)—i—cos(A—B—C’) B

2

—2cos? C + cos(m — 2B) + cos(2A —m)
4

—2%5(20) — cos(2B) — cos(24)
1 :

Tehat
14+ cos2A 4 cos2B + cos 2C

4

cosA-cosB-cosC = —

(2 pont)
Hasonléan igazolhato, hogy

sin2A + sin 2B + sin 2C

sinA-sinB -sinC = 1

(2 pont)
Felhasznélva az azonossagokat, a kezdeti feltétel:

cosA-cosB-cosC +3sinA-sinB-sinC = Z <=

14+ cos2A 4+ cos2B + cos2C sin2A 4+ sin 2B + sin 2C
- 4 +V3: 4

—§<:>
4
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cos 2A + cos 2B + cos 2C — /3 (sin 2A + sin 2B 4 sin 2C) 4+ 6 = 0

alakba frhato.
Csoportositva a tagokat azt kapjuk, hogy:

(cos 24 — V/3sin 2A + 2) + (cos 2B — V/3sin 2B + 2) 4 (cos 2C' — V/3sin 2C + 2) = 0.

(1 pont)
Felhasznalva a
cos2A — V/3sin2A4 +2 = cos? A —sin? A — 2v/3 - sin A - cos A + 2(cos? A + sin? A) =
—3cos?’ A —2V3-sinA-cos A+ sin? A = (sin A — V3 cos A)?
(2 pont)
azonossagot kapjuk, hogy:
(sin A — V3 cos A)? + (sin B — V3 cos B)? + (sinC' — V3 cos 0)? = 0 <=
sin A —v/3cos A =sinB—+v3cos B=sinC —V3cosC =0 <=
(1 pont)
tgA:th:th:\/§<:>A:B:C':3I
Tehat a haromszog egyenld oldali. (1 pont)
]

6. feladat (10 pont). Tekintsiik az (.S,),>1 sorozatot, ahol S, az els6 n darab primszam Osszegét
jeloli (S; = 2,9, = 5,53 = 10,...). Igazold, hogy a sorozatnak nem lehet két egymas uténi tagja
négyzetszam!

David Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Sl - 2, Sg - 5, 53 - 107 S4 - 17,

Legyen pi, pa, P3, .-y Dn, ... & primszamok sorozata. Feltételezziik, hogy az (.S,,),>1 sorozatban van két
olyan egymasutani tag, amely négyzetszam. Legyenek ezek S,, és Sp,.1.

Ekkor
PrApet ot pn =k éspr4+pst ..t pm+tPmi1 =12 ahol k,lENésl>k.
(1 pont)
Innen azt kapjuk, hogy 12 — k? = pyi1, (1 pont)
azaz (I — k)(I + k) = ppme1- Mivel p,, 1 primszam, ezért | —k =1 és | + k = p,,11, tehét
1+
{l _ P +21 1
k — pm+21
(2 pont)
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Tehat
(2)

(1 pont)
Feltételezhetjiik, hogy m > 4, mert Si, Ss, 53,5, nem négyzetszamok. Ugyanakkor a primszamok
Osszege kisebb, mint a paratlan szamok Osszege, vagyis

Pm+1 + 1 ?
—2 .

P1+p2+t ...+ Dyt P = (

mit + 1)
p1+p2+.--+pm+pm+1<1+3—|—5—|—...—{—pm+1:(p%) , (3)
(3 pont)
Az és alapjan
Pmy1 +1 2< Pt + 1Y)
2 2 ’
ami ellentmondas. Tehét a feltételezésiink hamis. (1 pont)
[
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