§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

V. osztaly

1. feladat. Hatarozd meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre az A = 9" + 23" + 1 szam
oszthato 10-zel!

2. feladat. Bence és Csilla 2022 nyaran egyiitt taborozott. Feladatban kozolték sziiletési éveiket.

Bence: Ha 0sszeadom a 2 hatvanyait tgy, hogy a hatvanykitevék 3-mal indulé, egymaést kovetd
természetes szamok, akkor azt az évszamot kapom, amikor 30 éves leszek.

Csilla: A 94+99+999+---4999...9 6sszegben talalhato 1-es szamjegyek szama az az évszam,
2023
amikor 10 éves voltam.

Hény évesek a gyerekek idén?

3. feladat. Adottak egyforma méreti, piros és fehér dobokockék. A dobokockék szabvanyosak, azaz
a szemben 1évG lapok pottyeinek Osszege 7.

a) Csongor két fehér és néhany piros dobokockabol 3 x 3 x 3-as kockat épit ugy, hogy annak a
lehet6 legkevesebb tarka lapja legyen. Hova helyezi el a fehér dobokockakat, és az igy elkészitett
kocka héany lapja lesz tarka? Valaszod indokold!

b) Legtobb hany potty latszodhat Csongor 3 x 3 x 3-as megépitett kockajanak hat lapjan 6sszesen?

4. feladat. Adottak azok a természetes szamok, amelyek négyzetének 5-tel valo osztasi maradéka 1.
a) Hatarozd meg az els6 2023 ilyen négyzetszam Osszegének 5-tel valo osztési maradékat!

b) Igazold, hogy 2023-ig az adott természetes szamok Gsszegének utolsé szamjegye 1.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

§ MINISTERUL EDUCATIEI

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

VI. osztaly

1. feladat. Egy iskola focicsapata két egymast kdvetd nap fontos meccset jatszott. A csapat szurkoloi
elhataroztak, hogy a meccsekre a csapat szineibe 6ltoznek: kékbe vagy fehérbe. Els6 nap a szurkolok
%—e fehérbe, mig a tobbiek kékbe oltoztek. Masodik nap az el6z6 naphoz képest 40%-kal kevesebben
oltoztek fehérbe és 80%-kal tobben kékbe.

a) Tudva azt, hogy mindkét nap minden jelenlevé szurkold bedltozott, de a masodik nap 8 szurkolo
hianyzott, szamitsd ki az els6 mérkdzésen részt vevs szurkolok szamat!

b) A két napot egyiittvéve, mennyivel egyenld a fehérbe, illetve kékbe 6lt6z6tt szurkolok szaméanak
aranya?’

2. feladat. Az a < b természetes szamok legnagyobb ko6zos osztdja 17, legkisebb koz0s tobbszorose
pedig 2023.

a) Hatérozd meg az a és b szamokat!

. . , . . . , , 1 .

b) Hatérozd meg az dsszes (z,y) szdmpart, ha x és y primszamok és £ + ¥ < 1=, ahol a ¢és b az
a) alpontban kapott szamok!

3. feladat. Adottak az A;, As,..., Ay kollinearis pontok ebben a sorrendben. Az A;Ay, AsAs,

A3zAy, A4As, ..., AsgAo szakaszok hossza forditottan ardnyos az 1, %, %, %, ey % szamokkal, és
tudjuk, hogy az A; Ay szakasz hossza 400 cm.

a) Szamitsd ki az Ay Ay, AsAs, AsAy, ..., AAs szakaszok koziil a legrovidebb, illetve a leg-
hosszabb szakasz hosszat!

b) Az A1A2, A3A4, cey A19A20 szakaszok belsd pontjait Z('jldre, I'Ilig az A2A3, A4A5, Cey A20A21
szakaszok bels6 pontjait pirosra szinezziik. Milyen szint lesz az A; Ay szakasz felezGpontja?

c) Az Ay, Ay, As..., As pontok altal meghatéarozott szakaszok kozott van-e olyan, amelynek a
kezdépontja A; és felez6pontja nincs kiszinezve?

4. feladat. Egy tetsz6leges AOB szoget az O cstucspontjabol kiindulo félegyenesekkel 36 darab
egymassal kongruens szogre osztunk, majd ugyanezt az AOB szoget ugyanilyen moédon 48 darab
egymassal kongruens szogre osztunk.

a) Hany félegyenest kapunk az AOB szog belsejében?

b) Hatarozd meg az AOB szog mértékét, ha az O A szartol szamitott 6. és 18. félegyenesek 24°-o0s
szoget alkotnak!

¢) Tudva, hogy az AOB szog mértéke 144°, hany fokos szoget zéar be az O A szartol szamitott 20.
és 30. félegyenes?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

VII. osztaly

1. feladat. a) Igazold, hogy (12023 — 1)(v/2022 — 2)(1/2021 —3) - - - - - (v/1 —2023) < 0.

b) Hatarozd meg az Gsszes a, b, ¢ és d nem nulla egész szamot, tudva, hogy paronként relativ

b
primekésg—i———i—gzd.
b ¢ «a

2. feladat. Oldd meg az egész szamok halmazan a 4xy — 12z + by = 2023 egyenletet!

3. feladat. Egy O kozéppontu kor AB hurjanak B pontjaban érintét huzunk a korhéz. A kor
C'D atmérgjének tartoegyenese M pontban metszi a B-ben huzott érint6t (M # B), valamint N
pontban az AB hir tartdéegyenesét. Bizonyitsd be, hogy C'D akkor és csak akkor merdleges O A-ra,
ha BM = MN.

4. feladat. Egy kosédrban négy fajta alma van, amelyek szama 6sszesen 50-nél tobb. Tudjuk, hogy
barhogyan valasztunk ki a kosarbol 50 almat, a kivalasztottak k6zott mindig van mind a négy fajtabol.
Legtobb hény alma lehet a kosarban?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

VIII. osztaly

1. feladat. Lehet-e kiilonb6z6 pozitiv egész szamokat irni egy tetraéder éleire gy, hogy az egy-egy
csticsban Osszefuté harom élen levd szamok szorzata ugyanannyi legyen?

2. feladat. a) Oldd meg az egész szamok halmazaban az 2% — xy + 45y = 2023 egyenletet!
b) Milyen x és y egész szamok esetén lesz az

4 — 3y)(3z — 4y)

(

kifejezés a lehetd legkisebb?

3. feladat. a) Igazold, hogy barmely x és y pozitiv valos szamok esetén

Vg < \/<1+x)(1+y)—1g$.

b) Igazold, hogy barmely z, y és z pozitiv valos szamok esetén

Vry+ 1)+ Vylz+1) + 2z +1) < ;\/(x + 1) (y+1)(z+1).

4. feladat. Az ABCDA'B'C'D’ téglatestben O az ABCD, E pedig az ADD'A’ lap kézéppontja.
Legyen C'ENAB = {N} és C'ONAA = {M}.

a) Igazold, hogy M N || D'C.

b) Ha AB = AA’, igazold, hogy az M N D'C' négyszog téglalap!

¢) Ha ABCDA'B'C'D' kocka, hatarozd meg az AN D' és AMC sikok altal alkotott szog mértékét!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Oldd meg a valés szdmok halmazéan az

(2] + :1:+L -1 x+%— x~|—L = 2024
2023 2023 2023/

egyenletet, ahol [a] az a valos szam egész részét, {a} pedig a tort részét jeloli!

2. feladat. Az ABCDEF szabalyos hatszogben az AFE haromszog silypontjat jelolje G. Tovabbé
legyen M az F'E szakasz azon pontja, amelyre VR k, ahol k > 0.

— N
a) Fejezd ki a ﬁ és ﬁ vektorokat a BA = @ és ﬁ = b vektorok segitségével!
b) Hatarozd meg a k > 0 értékét ugy, hogy a B, G és M pontok kollineéarisak legyenek!
3. feladat. Igazold, hogy az a, b, c > 0 szamok esetén teljesiil az alabbi egyenlGtlenség:

<2a2—|—ab 202 +bc 2% + ca

3
— b <2 b .
2(@—1— +c) < P + T + T (a+b+c)

4. feladat. Az ABC nem egyenl§ szart haromszog koré irt kozéppontjat jelolje O, magassdgpontjat
pedig H. Legyen O’ a HBC' haromszog koré irt kor kozéppontja. Igazold, hogy az AHO'O négyszog
egy paralelogramma.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

X. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Adott az n > 2 természetes szam. Hatarozd meg az f: [0,00) — R fiiggvényt ugy,
hogy teljesiiljenek a kovetkezs feltételek:

f(1)y=1 és
F(/ay) > Va2 f(3/y), barmelyz,y > 0.
2. feladat. Oldd meg az
234322 + 62 — 8= (32° + 2+ 2)Va + 2
egyenletet a valés szamok halmazan!
3. feladat. Adottak az x1, s, ..., 2, € [n,n+ 1] valos szamok, ahol n € N, n > 2. Igazold, hogy
2n <log, [(2n+1)zo—n(n+1)]+log,,[(2n+1)xs—n(n+1)]+...4+log, [(2n+1)z;—n(n+1)] < 2nlog,(n+1).
4. feladat. Adott a z € C, |z| = 1 komplex szam.
a) Igazold, hogy |1 + z| + |1 + 22| + |1 + 23] > 2.

b) Igazold, hogy 2 (|1 + 2| + |1+ 23|) + |1 + 2% > 2+ V2.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

XI. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Legyen A, B € M,, (R) tgy, hogy A3B = 1I,, — B.

a) Igazold, hogy B invertalhato!
b) Igazold, hogy AB = BA.

2. feladat. Adottak az (an)n>1, (bn)n>1 killénbozs sorozatok, amelyekre ai,by > 0, a4 = a? + b2

a
és byy1 = 2a,b,, minden n > 1 esetén. Igazold, hogy az (b_n> sorozat konvergens!
n/ n>1

3. feladat. Jelolje [z] az x valos szam egész részét. Tekintsiik az (an),>1 valos szémsorozatot,

amelyre a; = 5 és a1 — a, = 2[a,], minden n > 1 esetén.

a) Hatérozd meg az (a,),>1 sorozat altalanos tagjat!

b) Igazold, hogy

20912 + 16a,11 + 4n — 31
Z Qg - Q41 = 16 .

k=1

1 1 1
c) Szamitsd ki a nll_{rolo (2023 T + 5023 T a. +- 4+ 20237 © an) hatéarértéket!

4. feladat. Adottak az A, B € My(C) matrixok tgy, hogy (A — B)? = O..
a) Igazold, hogy Tr (A) = Tr (B).
b) Ha AB = BA, akkor bizonyitsd be, hogy det(A) = det(B).

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

XII. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Tekintsiik az (S5, ) szimmetrikus csoportot (az 6todrendii permutaciok csoportjat).
a) Igazold, hogy az f: S5 — S5, f(x) = 27 fiiggvény bijektiv!

1 2 3 45

(G
b) Oldd meg az « —(4 13 9 5

) egyenletet az S5 halmazon!

2. feladat. Hatarozd meg az 6sszes olyan f: (0, 4+00) — (0, +00) kétszeresen derivalhato fliggvényt,
amelyre f(1) = f'(1) = e és

B 1—Inz

f'(@) - flz) = (f(2))* = (@),

12

barmely x valos szam esetén.

3. feladat. Legyen (G, ) egy 6n + 1 elemii csoport, ahol n € N*.
a) Igazold, hogy G-nek egyetlen olyan eleme van, amely 6nmaga inverze!

b) Ha a H halmaznak legalabb 2n eleme van és (H,-) részcsoportja a (G, -) csoportnak, igazold,
hogy H = G.

4. feladat. Szamitsd ki az

T .2 2 1
[:/ e*r” + 2x + da
e2ry? 4 eTy? + 1

integralt, ahol x > 0.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

‘ OMMO sno

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

IX. osztaly — II. fordulo

1. feladat.
a) Igazold, hogy az 5-nél nagyobb primszamok 6k + 1 vagy 6k + 5 alakuak, ahol k£ € N*.
b) Hatarozd meg azokat az a és b primszamokat, amelyekre a + 2b és a + 7b egyszerre primek!

2. feladat. Legyen C' egy adott AB szakasz felezGpontja, D pedig a BC' szakasz felez6pontja. Ugyan-
akkor legyen E a B kozéppontu, BC' sugara kor, C-t6l kiilonb6z6 tetszéleges pontja. Jeldlje F' az E
pontnak a D pont szerinti szimmetrikusat. Bizonyitsd be, hogy FA = EF.

3. feladat. Igazold, hogy barmely n természetes szam esetén (5 —+/5)" 4 (54 v/5)" oszthaté 2"-nel!

4. feladat. A tablara felirtuk a természetes szamokat 1-t6l n-ig. Minden lépésben kitorliink két
tetszdleges a és b szamot, helyette felirjuk az a + b — n szamot. Hatérozd meg az (n, k) szamparokat
ugy, hogy k 1épés utan a tablan maradt szamok osszege 2023 legyen!

5. feladat. Hatarozd meg az a, b, ¢ nullatél kiillonb6zé természetes szamokat, ha tudjuk, hogy
péronkeént relativ primek és 3a + 4b + 5¢ = 51/2(a® + b2 + ¢2).

6. feladat. Az ABCD négyzetben legyen P az AD oldal felezGpontja, valamint AR | BP és
CS 1L BP,ahol R, S € BP és CSN AB = {Q}. Igazold, hogy:

AR 1

Y osg Ty

b) CR = DS = AB;
TarsQq _ 3
Tapcp 20

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

§ MINISTERUL EDUCATIEI

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

X. osztaly — II. fordul6

1. feladat. Egy diaktanéacs szavazasan harom jeloltre lehetett szavazni. Osszesen 2023-an szavaz-
tak. Minden szavazat érvényes volt és mindenki csak egy jeloltre szavazott. Hatarozd meg, hogy
hanyféleképpen oszolhattak meg a szavazatok a jeloltek kozott, ha tudjuk, hogy barmelyik két jelolt
Osszesen tObb szavazatot kapott, mint a harmadik!

2. feladat. Az ABC haromszog silypontja GG. Bizonyitsd be a
4-(AB4+BC+CA)—12- (GA*+GB*+ GC?) <3
egyenlGtlenséget, és add meg az egyenlGség feltételét!

3. feladat. Egy egyenesen Imre megjelolt £ darab pontot, ahol k természetes szam, 2 < k < 2021.
Ezutan minden szomszédos pontpar kozott megjelolt még egy jabb pontot, és igy tovabb. Lehet-e
egy ilyen eljaras végén 2022 pont az egyenesen? Hat 2033 pont? Ha ezek valamelyike elérhetd, akkor
abban az esetben mennyi lehet a k legkisebb értéke?

4. feladat. Az ABC haromszog az A csicsban derékszogi. A C' kézéppontu és C'A sugaru kor,
valamint a B kozépponti és BA sugaru kor a BC' atfogot D, illetve E pontokban metszi. Az ADE
haromszog koré irt kor az AB, illetve AC befogot az F', illetve G pontokban metszi. Szamitsd ki az
FG szakasz hosszat, tudva, hogy AB = 15 cm és AC' = 8 cm!

5. feladat. Oldd meg a nullatol kiilonb6z6 természetes szamok halmazan az 5% — 1 = 2Y - 3% egyen-
letet! Ismertnek tekintjiik, hogy a nulléatol kiillonbozd természetes szamok halmazan a 27 — 3¥V = 1
egyenletnek csak az x = 2 és y = 1 a megoldasa, mig a 37 — 2Y = 1 egyenletnek csak az xz = y = 1,
valamint az * = 2 és y = 3 a megoldésai.

6. feladat. A valos szdmok halmazan oldd meg a

Vitr—+1—x 2y

Vitz+v/I—z y2+1

Vity—y1-y  2x
Vity+viI—y 22+1

egyenletrendszert!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

XI-XII. osztaly — II. fordul6

1. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazén a kovetkezs egyenletet:
2005390 + COSS.Z' — {coszT

2. feladat. Az ABC haromszogben AB = AC és A = 30°. Legyen M és N a B és C' pontok AC,
illetve AB oldalak szerinti szimmetrikusa. Az M N egyenes D és E pontokban metszi az AB, illetve
AC oldalakat. Ha DE = 2 cm, szamitsd ki a BC' oldal hosszat!

3. feladat. Legyen z, y, z € (1,+00) és x -y - z = p. Igazold, hogy

log,, x - <’/1+logpy—logpz+logpy- <’/1+logpz—logpx+logpz~ {’/1+logpx—logpy <1

4. feladat. Hatarozd meg azokat az f: R\ {0,1} — R fiiggvényeket, amelyek teljesitik az

T — 2
f( 1>+f($>_4+m, ‘v’xER\{O,l}

x
Osszefliggést!
5. feladat. Az aq,as, ..., a3 olyan természetes szamok, amelyekre 1étezik n € N agy, hogy
Al + a5+ ...+ ayps =0 + 2.
Igazold, hogy az aq, as, ..., asps szamok nem lehetnek mind paratlanok!

6. feladat. Legyen P az ABC hegyesszogl haromszog egy belsé pontja. Jeloljiikk rendre a PB, PC
és P A szakaszok hosszat x, y és z-vel, a B/P\C, CPAés APB szogek mértékét a, [ és y-val. Igazold,
hogy (xcosa — y)(zcos 5 — y) kifejezés értéke akkor maximalis, ha P a C-bgl huzott szogfelezén
helyezkedik el!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

V. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre az A = 9"+2-3"+1
szam oszthato 10-zel!

Stmon Jozsef, Csikszereda
Hodgyai Edit, Micske

FElsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Egy szam, akkor oszthato 10-zel, ha a szam utolsé szamjegye 0.
Ha n = 0, akkor u(A) = u(9°) + 2 - u(3°) + 1 = u(l + 2 + 1) = u(4) = 4. Ez nem oszthat6 10-zel.
(1 pont)
Vizsgaljuk azt az esetet, amikor n > 1.
Ha n =1, akkor u(A) = u(9") +2-u(3") + 1 =u(9+ 6 + 1) = u(16) = 6. Ez nem oszthato 10-zel.

(1 pont)

Ha n = 2, akkor u(A4) = u(9%) +2-u(3?) + 1 = u(1+ 8 + 1) = u(10) = 0. Ez oszthaté 10-zel.
(1 pont)
Ha n = 3, akkor u(A) = u(9®) +2-u(3*)+1=u(9+2-7+1) = u(24) = 4. Ez nem oszthat6 10-zel.
(1 pont)
Ha n =4, akkor u(A) = u(9*) +2 - u(3")+1=u(1+2-1+1) = u(4) = 4. Ez sem oszthato 10-zel.
(1 pont)
Ha folytatjuk a felirast n tovabbi értékeire, akkor négyesével ismétlddni fog A utolsd szamjegye, és
rendre 6, 0, 4, illetve 4 lesz. (2 pont)
Mivel minden négyes csoport mésodik értéke 0, ezért A pontosan akkor oszthato 10-zel, ha n értékei
{2,6,...,4-k+2,...}, ahol k természetes szam. (2 pont)
[
Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A=9"42-3"4+1=3"-3"4+3"+3"+1=3"-3"+1)+3"+1 (3 pont)
=(3"+1)-(3"+1)=(3"+1)°. (3 pont)

A 3235 ..., 3%+2 gzamok minden k természetes szam esetén 9-ben végzddnek,

és ekkor az A szam 0-ban végzddik, ezért oszthatd 10-zel. (2 pont)
A keresett szamok tehat az n =4 - k 4 2 alakid szamok, ahol k természetes szam. (1 pont)
[
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - V. osztaly

2. feladat (10 pont). Bence és Csilla 2022 nyaran egytitt taborozott. Feladatban kozolték sziiletési
éveiket.

Bence: Ha 0sszeadom a 2 hatvanyait tgy, hogy a hatvanykitevék 3-mal indulé, egymaést kovetd
természetes szamok, akkor azt az évszamot kapom, amikor 30 éves leszek.

Csilla: A 94+99+999+---4999...9 6sszegben talalhato 1-es szamjegyek szama az az évszam,

2023
amikor 10 éves voltam.

Hény évesek a gyerekek idén?
Hamar Erzsébet, Marosvasdrhely
Hodgyar Edit, Micske

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Bence Elsd megoldds
A tébort 2022-ben tartottak, ahol Bence iskolas, tehét a keresett szam 2022-nél nagyobb és 2052-nél
biztosan kisebb. (1 pont)
Viszont tudjuk, hogy a hatvanykitevék egymast kovet§ természetes szamok, amelyek koziil a legki-
sebb 3, igy kiszamithatjuk a kovetkezdsket:
23+ 244254204+ 2T+ 28 + 29 =84+ 16+ 32+ 64 + 128 + 256 + 512 = 1016 < 2022 (1 pont)
23 4244254264274 284294 2104 91 — 84 16+ 32464+ 128 +256+512+ 1024 +2048 = 4088 > 2052

(1 pont)
Igy a keresett szam a 23424425 4204271284 294210 — 8416432464 +128+2564512+1024 = 2040,
(1 pont)
és Bence 2040 — 30 = 2010-ben sziiletett, azaz 2023 — 2010 = 13 éves. (1 pont)

Bence Madsodik megoldds
23 420 420420427 .. 4 27 — 30 < 2022 (1 pont)
22 (142422 +2%)+2T- (142422 +2%) +--- +2"3. (1+2+22+2%) —30 <2022 (1 pont)
(14+2+224+2%) (22 427+ +2773) — 30 < 2022
(14+2+4+48)- (224274 .- +2"73) — 30 < 2022
15 (23427 + - +2773) — 30 < 2022

3 7 -3 2022 2052
R T L

vV
természetes szam

Mivel 2052 = 136 - 15 + 12, ezért a 2 hatvanyainak 6sszege nem lehet nagyobb 136-nédl. (1 pont)
De 23 + 27 = 8 + 128 = 132, kovetkezik, hogy 27 = 2”73 azaz n — 3 = 7, ahonnan n = 10. (1 pont)
Tehat 15 - (23 4+ 27) — 30 = 15 - 136 — 30 = 2040 — 30 = 2010,

igy Bence 2023 — 2010 = 13 éves. (1 pont)
Csilla:
999 +999+ - - ~+995290.2;9 = (10 — 1) + (100 — 1) + (1000 — 1)+ - - + <100(2)0.2;0—1> — (1 pont)
=104 10041000+ --- + 1 00(2)0.2:.)). 0—2023 = 11;}.1{.). 109087 (2 pont)
Tehat 2019 darab 1-es szamjegyet tartalmaz az eredmény, ami azt jelenti, hogy
Csilla 2019 — 10 = 2009-ben sziiletett, azaz 2023 — 2009 = 14 éves. (1 pont)
[ |
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - V. osztaly

3. feladat (10 pont). Adottak egyforma mérett, piros és fehér dobokockak. A dobokockak szabva-
nyosak, azaz a szemben 1év6 lapok pottyeinek Gsszege 7.

a)

Csongor két fehér és néhany piros dobokockabol 3 x 3 x 3-as kockat épit tigy, hogy annak a
lehets legkevesebb tarka lapja legyen. Hova helyezi el a fehér dobokockakat, és az igy elkészitett
kocka hany lapja lesz tarka? Valaszod indokold!

b) Legtobb hany potty latszodhat Csongor 3 x 3 X 3-as megépitett kockajanak hat lapjan Gsszesen?
Hodgyar Edit, Micske
Polgar Istvan, Gyergyoszentmiklos
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Ahhoz, hogy a 3 x 3 x 3-as kocka lehet§ legkevesebb lapja legyen tarka, a sarokkocka nem lehet
fehér, mert tigy harom lapon is latszana. (1 pont)
Ugyancsak ezen az elven, a fehér dobokocka nem szerepelhet a kocka élein, mert tgy két lapon
is latszana. (1 pont)
A fehér dobokockdkat Csongor még elhelyezheti egy oldallap kézepére, igy az csak azon az
oldallapon lesz lathato. (1 pont)
Ahhoz, hogy a kockdnak a lehets legkevesebb tarka lapja legyen, az egyik fehér dobokockat a
kocka belsejébe rejti. Mivel a 3 x 3 x 3-as kocka belsejébe csak egy dobokocka fér el, a mésik
fehér dobokockat az egyik oldallap kdzepére fogja helyezni. (1 pont)
Igy csak egy tarka lapja lesz a kockanak. (1 pont)

b) A 3 x 3 x 3-as nagy kockat alkot6 dobdkockék lehetnek:

- sarok kockéak, melyeknek harom lapja latszik és 8 darab van bel6liik. A legtébb potty egy
ilyen sarokkockan 6 + 5 4+ 4 = 15, igy a 8 darab 0sszesen 8 - 15 = 120 pottyot tartalmaz.

(1 pont)

- élkockak, melyeknek két lapja latszik és 12 darab van beldliik. A legtobb potty egy ilyen
élkockan 6 + 5 = 11, igy a 12 darab 6sszesen 12 - 11 = 132 po6ttyot tartalmaz. (1 pont)
- oldallap kozéps6 kockai, melyeknek egy lapja latszik, 6 darab van belglik. A legtobb potty
egy ilyen élkockan 6, igy a 6 darab Osszesen 6 - 6 = 36 pottyot tartalmaz. (1 pont)
Tehat a Csongor altal épitett 3 x 3 x 3-as kockan Gsszesen legtobb 120 + 132 + 36 = 288 potty
fog latszani. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Adottak azok a természetes szamok, amelyek négyzetének 5-tel valo osztasi
maradéka 1.

a)
b)

Hatarozd meg az elsé 2023 ilyen négyzetszam Osszegének 5-tel valod osztési maradékat!

Igazold, hogy 2023-ig az adott természetes szamok Osszegének utols6 szamjegye 1.
Polgar Istvan, Gyergyoszentmiklos
Hodgyai Edit, Micske
Hamar Erzsébet, Marosvdsdrhely
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - V. osztaly

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

Elkezdjiik Osszeadni azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének 5H-tel vald osztéasi
maradéka 1. Két ilyen szamot Osszeadva az 5-tel vald osztési maradék 1 + 1 = 2, harmat
Osszeadva 1 + 1+ 1 = 3, négyet Osszeadva 1 + 1+ 1 4+ 1 = 4, viszont 6t0t Osszeadva az 5-tel
valo osztasi maradék 1+ 1+ 1+ 14 1 =5 lenne, viszont ez 0 maradékot jelent. (2 pont)
Igy, ha Gsszeadjuk az elsé 2023 ilyen szamot, akkor meg kell vizsgaljuk, hogy az 5 a 2023-ban
hanyszor van meg. Elosztva a két szamot 404-et kapunk, ami azt jelenti, hogy 404 - 5 = 2020

ilyen természetes szam Osszege 0-t ad maradékul. (1 pont)
Ehhez még hozzaadva az utolsé harom hasonlé tulajdonsagi szamot azt kapjuk, hogy a maradék
0+1+1+4+1=23. (1 pont)
b) Ha egy természetes szam négyzetének 5-tel valo osztasi maradéka 1, akkor az adott négyzet-
szam csak 1-ben vagy 6-ban végzd&dhet. (1 pont)
Azok a szamok, amelyek négyzete 1-ben végzidik, csak 1-ben vagy 9-ben végz&dhetnek,
és amelyek négyzete 6-ban végzddik, azok csak 4-ben vagy 6-ban végz&dhetnek. (1 pont)
Az els6 négy ilyen szam az 1, 4, 6 és 9, melyek Osszege 20.
A kovetkezd négy ilyen szam a 11, 14, 16 és 19, melynek 6sszege 40 + 20 = 60.
Ha tovabb folytatjuk négyesével a szamok felirasat, rendre a kovetkezd szdmokat kapjuk:
21, 24, 26 és 29, melyek osszege 80 + 20 = 100 = 5 - 20
31, 34, 36 és 39, melyek Osszege 120 + 20 = 140 =7 - 20
41, 44, 46 és 49, melyek Osszege 160 + 20 = 180 = 9 - 20 és igy tovabb. (1 pont)
Megfigyelhets, hogy két egymés utani 10 tSbbszords kozé esé négy ilyen tulajdonsagi szam
osszege 20 tobbszorose. Igy 2020-ig az adott tulajdonsagt szamok osszege is 20 tGbbszorose
lesz, tehat O-ra végzddik. (1 pont)
Ehhez egyetlen szamot kell még hozzdadni, a 2021-et, mert a 2024 mar tébb, mint 2023.
Tehat az utolso szamjegy 0+ 1 = 1 lesz. (1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Jelolje az elsé 2023 ilyen négyzetszamot n? =5k +1,n2 =5-ky+1, n2 =5 -ky+1, ...,
N3g93 = 5 - koooz + 1, ahol ki, ko, ks, ..., kages természetes szamok. (1 pont)
Ezek Osszege: ni+n3+n3+...4+n3003 =5-k1+1+5-ka+1+5-ks+1+4...4+5 kogaz+1=
5 - (k’1 + k’g + k’g + ...+ ]{72023) + 2023. (1 pOIlt)
Az 5'(/{31+k2+k’3+...+/€2023)55 és 2023 =5 - 404 + 3.
Tehat az els6 2023 szam Osszegének osztési maradéka 3. (1 pont)
b) Az elsé megoldasban meghatarozott kért tulajdonsidgu szamok Osszege akar ki is szamithato,

és az Osszeg ismeretében leolvashatd annak utolsé szamjegye.
Az 6sszeg: 1+44+64+9+---+20114 2014+ 2016 + 2019+ 2021, mert 2024 > 2023. (1 pont)
1+4446+9=20=1-20,114+144+164+19=60=3-20, 21 +24+26+29 = 100 = 5- 20, ...,

2011 + 2014 + 2016 + 2019 = 8060 = 403 - 20 (1 pont)
lgy az 6sszeg: 1-20+3-20+5-20+...4403-20+2021 =20- (1 +3+5+...+403)+2021 =
(2 pont)

=20 - 2 4 9021 = 81608 - 10 + 2021 = 818101. Teht az utolsd szdmjegy 1. (2 pont)
]
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

VI. osztaly

1. feladat (10 pont). Egy iskola focicsapata két egymast kovetd nap fontos meccset jatszott. A
csapat szurkoloi elhatérozték, hogy a meccsekre a csapat szineibe 6ltoznek: kékbe vagy fehérbe. Els6
nap a szurkolok %—e fehérbe, mig a tobbiek kékbe 6ltoztek. Méasodik nap az el6z6 naphoz képest
40%-kal kevesebben oltoztek fehérbe és 80%-kal tobben kékbe.

a) Tudva azt, hogy mindkét nap minden jelenlevé szurkolo bedltozott, de a masodik nap 8 szurkolo

hianyzott, szamitsd ki az els6 mérkdzésen részt vevs szurkolok szamat!

b) A két napot egyiittvéve, mennyivel egyenls a fehérbe, illetve kékbe 61t6zott szurkolok szamanak

aranya?’

Csdszar Sandor, Csikszereda

Megoldas. Hivatalbol

a)

Legyen z az els6 napi mérkézésen részt vevs szurkolok szama.

I. nap fehérbe 61t6z06tt % - x szurkolo és kékbe 0lt0zott i - x szurkolé.

. L e 60 3 _ 45 | ;2
II. nap fehérbe 61t6z6tt {55 - 7 - @ = 155 - © szurkolo, és
, g e 180 1 _ 45 .
kékbe 61t6z0tt 155 - 7 - T = 155 - © szurkold.
A masodik nap szurkoléinak szama Osszesen: -2 . g + -2 . p = 0.
* 100 100 100
Mindezeket felhasznélva az z = %.% - x + 8 egyenlethez jutunk.

Az egyenletet megoldva kovetkezik, hogy = = 80.
Tehat az els6 napi mérkdzésen 80 szurkold vett részt.

I. nap fehérbe 6lt6z06tt % - 80 = 60 szurkol6 és kékbe 01t6z6tt ;11 - 80 = 20 szurkolé.

I1. nap fehérbe 6lt6zott 2 - 80 = 36 szurkold és kékbe 6lt6z6tt szintén 36 szurkolo.

100

60+36 __ 96 __ 1

20436 ~ 56 7 °

A keresett arany:
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(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)



V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VI. osztaly

2. feladat (10 pont). Az a < b természetes szamok legnagyobb kozos osztoja 17, legkisebb kozos
tobbszorose pedig 2023.

a) Hatérozd meg az a és b szamokat!

L

+=, ahol a és b az

b) Hatérozd meg az dsszes (,y) szdmpart, ha x és y primszamok és £ + ¥ <
a) alpontban kapott szamok!

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Czenter Enikd, Nagykdroly
Vad Madarta, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel (a,b) = 17, kapjuk, hogy a = 17k és b = 171, ahol (k,l) =1, k < L. (1 pont)

Ismert, hogy [a,b] - (a,b) = a - b, tehat a - b= 17 - 2023, vagyis a - b =7 - 173, (1 pont)

Mivel a = 17k és b = 171, kovetkezik, hogy k-1 =7-17. (1 pont)
Tehat k =1ésl =119 vagy k=7 és [ = 17.

A keresett szamok a = 17 és b = 2023 vagy a = 119 és b = 289. (2 pont)

b) Ha a = 17 és b = 2023, akkor % + 535 < L ahonnan kapjuk, hogy 119z + y < 119, ami nem

177
lehetséges. (1 pont)
Ha a = 119 és b = 289, akkor {75 + 555 < %7, ahonnan kapjuk, hogy 17z + 7y < 119, tehéat
x€{2,3,5).
Ha z = 2, akkor 7y < 85, ahonnan y € {2,3,5,7,11}. (1 pont)
Ha x = 3, akkor 7y < 68, ahonnan y € {2,3,5,7}. (0,5 pont)
Ha x = 5, akkor 7y < 34, ahonnan y € {2, 3}. (0,5 pont)
A lehetséges (z,y) szamparok:
(2,2); (2,3); (2,5); (2,7); (2,11); (3,2); (3,3); (3,5); (3,7); (5,2); (5,3). (1 pont)
[
3. feladat (10 pont). Adottak az A;, As,..., As kollinearis pontok ebben a sorrendben. Az A; As,
AgAs, AsAy, A4As, ..., AsgAs szakaszok hossza forditottan ardanyos az 1, %, %, %, e 3i9 szamokkal,

és tudjuk, hogy az A; Ay szakasz hossza 400 cm.
a) Szamitsd ki az AjAs, AsAs, AsAy, ..., AyAs szakaszok koziil a legrévidebb, illetve a leg-

hosszabb szakasz hosszat!

b) Az A1A2, A3A4, cey A19A20 szakaszok belsd pontjait zéldre, mig az A2A3, A4A5, ey A20A21

szakaszok bels6 pontjait pirosra szinezziik. Milyen szint lesz az A; Ay szakasz felezGpontja?

c) Az Ay, Ay, As..., Ay pontok altal meghatarozott szakaszok kézott van-e olyan, amelynek a
kezd&pontja A és felezGpontja nincs kiszinezve?

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Czenter Enikd, Nagykdroly
Vad Madarta, Nagyvdrad

2/4



V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VI. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a)
AjAy  AjAs  AzAy _ ApAyy  AAn 1 ¢
1 1 T I T T T I T I (1 pont)
3 5 3 35
Ay Ay _ Az Az _ Az Ay _ A9 A _ Ago Ay _
1 3 5 o 37 39
A Ay + Ag Az + AzAy + .+ ArgAgg + Ao A
- 14+3+5+...+37+39 B
Ay Ay 400 400
= = =— = (1 pont)
(1+39)+@B+37)+...+(19+21) 10-40 400
Innen koévetkezik, hogy:
A1A2 =1 11, A2A3 =3 c, A3A4 =35 cm, ..., A20A21 = 39 cm.
Tehat a legrovidebb A; As = 1 cm, a leghosszabb AygAs; = 39 cm. (2 pont)
b) Jelolje M az A; Ay szakasz felez6pontjat, ekkor
AlA 4
AM = M Ay = 12 2 = % = 200 cm,
A15A16 + A16A17 + ...+ A20A21 =294+314+...4+39=204 cm. (]_ pOIlt)
Kovetkezik, hogy M az Aq5Ai¢ szakasz belsd pontja, tehat zold szint. (1 pont)
c) Az Ay, Ay, As. .., Ay pontok nincsenek kiszinezve. Meghatarozzuk a szakaszok hosszat:
AjAy =1, A1A; =1+3=2% AJ/A, =14+3+5=23% ..., A Ay =20%
Eszrevehetd, hogy a felsorolt szakaszok hossza mindig teljes négyzet. (1 pont)
Jelolje My, M. .., My rendre az A; Ay, A1As, ..., A1 Ao szakaszok felezdpontjat.
AlA 1
A M, = 12 2 = g hem teljes négyzet
AlA 22
A My = 12 3 = 5 = 2 nem teljes négyzet
AlA 202
A1 Moy = 12 2= - = 200 nem teljes négyzet (1 pont)

Mivel egy teljes négyzet fele nem lehet teljes négyzet, ezért nem létezik olyan A;A,, A1As, .. .,
A1 Ay szakasz, amelynek felezGpontja nincs kiszinezve, tehét minden szakasz felez6pontja ki

van szinezve.
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VI. osztaly

4. feladat (10 pont). Egy tetszdleges AOB szoget az O cstcspontjabol kiindulé félegyenesekkel 36
darab egymassal kongruens szogre osztunk, majd ugyanezt az AOB szoget ugyanilyen mddon 48
darab egymassal kongruens szogre osztunk.

a) Hany félegyenest kapunk az AOB szog belsejében?

b) Hatarozd meg az AOB szog mértékét, ha az O A szartol szamitott 6. és 18. félegyenesek 24°-os
szoget alkotnak!

c) Tudva, hogy az AOB szog mértéke 144°, hany fokos szoget zar be az O A széartol szamitott 20.
és 30. félegyenes?

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az abra elkészitése. (1 pont)
Mivel 3—3% = 44—8 = % —> az els§ felosztas 3. félegyenese megegyezik a masodik felosztas 4.
félegyenesével. (1 pont)
Igy a szog %—ét abréazolo félegyenes az O A-t6l szamitva a 6. félegyenes. (1 pont)
Ezt a felosztast Osszesen 12-szer elvégezve jutunk el a szog OB szaraig. Tehat a félegyenesek
szama az AOB sz0g belsejében 6 - 12 — 1 = 71. (2 pont)

b) Az el6z6 alpont alapjan A/Oa; = C’G/Oag = C;O\Clg =...= C@. (1 pont)
Mivel Cs0Chs = 24° —> AOCy = 12° — AOB = 12 - 12° = 144°. (1 pont)

¢) CisOChy = AOCh, = 4° 6s C1g0Csy = AOChy = 2 - 12° = 24°. (1 pont)
Tehat 0200030 = 0180030 - C180C20 = 24° — 4° = 20°. (1 pont)

[
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

VII. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy (v/2023 —1)(1/2022 —2)(/2021—3)-- - -- (v/1-2023) < 0.

b)

Faluvégi Melania, Zilah

Hatarozd meg az Gsszes a, b, ¢ és d nem nulla egész szamot, tudva, hogy paronként relativ

b
primek és % + -+ € d. Dr. Bencze Mihdly, Brasso
c a

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

A szorzat mindegyik tényezéje /2024 — n—n alaki, ahol 1 < n < 2023, és n természetes szam.
Mivel a szorzat elGjele a pozitiv, illetve negativ tényezsk szamatol fligg, 0sszeszamoljuk, hogy
hany negativ tényezd van. (1 pont)
A kovetkezd atalakitasokat végezziik: /2024 —n —n < 0 <= n > /2024 —n, ahonnan
n?>2024 —n < n*+n>2024 < n(n+1)>2024 < n > 45. (1 pont)
A szorzat 2023 tényezG6t tartalmaz, ebbdl 44 pozitiv, a tobbi pedig negativ, igy 2023—44 = 1979,
azaz paratlan sok negativ tényezé van, tehat a szorzat negativ. (1 pont)

Az § + IE’ + £ = d Osszefliggés bal oldali tagjait kézos nevezére hozva, majd osszeadva az alabbi
egyenlGséghez jutunk:
a’c + ab® + bc?
abc

=d.

(1 pont)
Ez az ardnypéarok alaptulajdonsagat felhasznalva a kovetkez6 modon alakithato at:

a’c+ ab® + bc? = abed <= bc® = abed — a*c — ab® <= bc® = a(bed — ac — b?).

(1 pont)
Mivel a jobb oldal oszthat6 a-val, ezért a-nak a bal oldalt, azaz bc*-et is osztania kell.

(1 pont)
De (a,b) = 1, ezért a|c?, viszont (a,c) =1, igy a € {—1;1}. (1 pont)
Teljesen hasonlo atalakitasok alapjan bla®c és clab?, de (a,b) = 1, (b,c) = 1, ill. (c,a) =1
feltételek miatt a, b, c, € {—1,1}. (1 pont)

A kapott értékeket az eredeti 6sszefiiggésbe helyettesitve a kovetkezd nyolc szamnégyest kapjuk:

(a,b,c,d) € {(1,1,1,3); (1,1,-1,—1); (1,—1,1,—1); (=1,1,1, —=1);
(1,—-1,—1,—1); (=1,1,—-1,—1); (=1,—1,1,-1); (-1,-1,—1,3)}. (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VII. osztély

2. feladat (10 pont). Oldd meg az egész szamok halmazéan a 4zy — 12z + 5y = 2023 egyenletet!
Papp Ilonka, Brasso

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Kifejezziik az egyenletbdl az y ismeretlent az x segitségével. Ekkor
12042023
YT Tt
(1 pont)
Mivel y € Z, ezért %fg% is egész kell legyen. Ez pontosan akkor teljesiil, ha (4z+5) | (122 +2023).
(1 pont)
De (4z +5) | (4z +5), ezért (4o +5) | [(12x + 2023) — 3 - (4= + 5)], azaz (4o + 5) | 2008. (3 pont)
Mivel 42 + 5 paratlan egész szam, és (4x + 5) | 2008, ezért 4o + 5 € {£1; £251}. (1 pont)
Ha 4z +5 =1, akkor z = —1, és y = 2011. (0,5 pont)
Ha 42 4+ 5= —1, akkor z = —32 ¢ Z. (0,5 pont)
Ha 4x + 5 = 251, akkor z = % ¢ 7. (0,5 pont)
Ha 4x + 5 = —251, akkor x = —64, és y = —5. (0,5 pont)
Tehat (z,y) € {(—1,2011); (—64, —5)}. (1 pont)
[
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az egyenlet mindkét oldalabol kivonva 15-6t, az alabbi ekvivalens atalakitédsokat végezhetjiik:

dzy — 122 + 5y — 15 = 2023 — 15 <= 4z(y — 3) + 5(y — 3) = 2008 <= (4z + 5)(y — 3) = 2008.

(3 pont)
A 2008 egész osztoi: +£1, +2, +£4, +8, £251, +£502, £1004, £2008. (2 pont)
Figyelembe véve, hogy y — 3 € Z, és 4z + 5 paratlan egész szam, (1 pont)
a kovetkezd esetek lehetségesek:
Ha 4z +5=1ésy — 3 =2008, akkor z = —1 és y = 2011. (0,5 pont)
Ha 4z +5 = —1 és y — 3 = —2008, akkor z = —2 ¢ Z és y = —2005. (0,5 pont)
Ha 42 +5=251 ¢sy —3 =38, akkor x = 122 ¢ Z és y = 11. (0,5 pont)
Ha 4x +5 = —251 és y — 3 = —8, akkor z = —64 és y = —5. (0,5 pont)
Tehat (x,y) € {(—1,2011); (—64, —5)}. (1 pont)
[
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VII. osztély

3. feladat (10 pont). Egy O kozépponttu kér AB hurjanak B pontjaban érintét hizunk a kérhoz. A
kor C'D atmérgjének tartoegyenese M pontban metszi a B-ben huzott érint6t (M # B), valamint N
pontban az AB hir tartéegyenesét. Bizonyitsd be, hogy C'D akkor és csak akkor merdleges O A-ra,
ha BM = M N. Ziakdny Monika, Nagybdnya

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

M

[. El6szor bizonyitsuk, hogy ha CD 1 OA, akkor BM = MN.
Ha CD L OA, akkor ONA + OAN = 90°. (1 pont)

Ugyanakkor ONA=BNM (csticsszogek) és OAN = OBN (AOBA egyenls szara). (1 pont)

Ez utébbi két Osszefiiggést behelyettesitve az ONA + OAN = 90° Osszefiiggésbe kapjuk, hogy
BNM + OBN = 90°. (1 pont)

Ugyanakkor OBN+NBM = 90° (OB L BM), igy MBN = MNB, tehat MB = MN. (1 pont)

I1. Bizonyitsuk, hogy ha BM = M N, akkor CD 1 OA.

Az M BN, egyenl§ széaru, ezért MBN = MNB. (1 pont)
Ugyanakkor MNB = m, hiszen cstcsszogek. (1 pont)

A fenti két osszefuggesbol kovetkezik, hogy MBN = ANO de MBN + OBN = 90°, ez pedig
azt jelenti, hogy OBN és ANO egymas potszogei, azaz OBN + ANO = 90°. (1 pont)

Mivel OA és OB sugarak a korben, OABA egyenld szaru, tehat OBA = OAB. (1 pont)
A fentiekbdl kovetkezik, hogy OAN+ONA = 90°, igy az AON derékszogt kell legyen. (1 pont)

Vagyis a C'D atmérs merdleges az AO sugarra.
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VII. osztély

4. feladat (10 pont). Egy kosarban négy fajta alma van, amelyek szama Osszesen 50-nél tobb. Tud-
juk, hogy barhogyan valasztunk ki a kosarboél 50 almat, a kivalasztottak kozott mindig van mind a
négy fajtabol. Legtobb hany alma lehet a koséarban? Csdszar Sandor, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Ha a kosarban pontosan 50 alma lenne, mivel mindegyik fajtabol legalabb 1 — 1 alméanak lennie
kell, ezért az egyik fajtabol legfeljebb 47 darab lehet (47 4+ 1+ 1+ 1 = 50). (1 pont)

Azonban tébb, mint 50 alma van, ezért valamelyik fajtabol legalabb 1 darabbal tobbnek kell
lennie. Belathato, hogy sem 51 = 1+ 1+ 2447, sem 51 = 1+ 1 + 1 4 48 alma nem lehet, hiszen
ekkor kivalaszthato 50 darab gy, hogy csak harom fajta alma legyen. (1 pont)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy mindegyik fajta almabol legalabb 2 darab van, és mivel legalabb
51 alma van, igy 51 = 2 4+ 2 + 2 + 45 almanak lennie kell. Ugyanakkor azt is belattuk, hogy lehet a
kosarban pontosan 51 darab alma. (1 pont)

Ha 52 alma lenne, az 52 =2 + 2 + 2 446 és 52 = 2 + 2 + 3 + 45 esetekbdl arra a megallapitasra
jutunk, hogy mindegyik fajtabol legalabb 3 darabnak kell lennie, és 52 = 3 + 3 4+ 3 4+ 43 miatt lehet
52 alma a kosarban. (1 pont)

Teljesen hasonldé moédon beldthato, hogy a kosarban levd almék fajtak szerinti megoszlésa a ko-
vetkezG6 lehet: 53 darab alma esetén 53 = 4 + 4 4+ 4 + 41, 54 darab alma esetén 54 =5+ 5 + 5 + 39,
55 darab alma esetén 55 =6+ 6+ 6 + 37, ..., 59 darab alma esetén 59 = 10 + 10+ 10+ 29, ...,
65 darab alma esetén 65 = 16 + 16 + 16 + 17. (1 pont)

Viszont 66 vagy annal tobb alma esetén nem lehetséges a helyes kivalasztas, mert ha a kosar-
ban levé almak fajtdk szerinti megoszlédsa a < b < ¢ < d, akkor a feladat feltételeinek megfeleld
kivalasztashoz teljesiilnie kell a b + ¢ + d < 49 egyenlStlenségnek. A legnagyobb ilyen darabszamok

a=b=c=16¢ésd=17. (3 pont)
Tehat a kosarban legtébb 65 alma lehet. (1 pont)
|
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CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

VIII. osztaly

1. feladat (10 pont). Lehet-e kiilonb6z6 pozitiv egész szamokat irni egy tetraéder éleire gy, hogy

az egy-egy csucsban osszefutd harom élen levs szamok szorzata ugyanannyi legyen? (**%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyenek az élekre irt pozitiv egész szamok a, b, ¢, d, e és f. Ekkor a feltételnek megfelelGen kapjuk,
hogy abc = cde = aef = bdf. (1 pont)
Elosztva az abc = cde egyenlGség mindkét oldalat c-vel, kovetkezik, hogy ab = de. (1 pont)
Elosztva az acf = bdf egyenléség mindkét oldalat f-el, kovetkezik, hogy ae = bd. (1 pont)
Osszeszorozva az ab = de és ae = bd egyenlGségeket, kapjuk, hogy a?be = bd2e, (2 pont)
majd mindkét oldalat elosztva be-vel, kovetkezik, hogy a? = d?. (1 pont)
Mivel a és d pozitiv egész szamok, ezért a = d. Ekkor b=e és ¢ = f, (2 pont)
tehat nem lehet a feltételnek megfelelGen kiilonboz6 pozitiv egész szamokat irni egy tetraéder éleire.
(1 pont)

[ |

2. feladat (10 pont). a) Oldd meg az egész szamok halmazéban az z? — xy + 45y = 2023 egyen-
letet! Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

b) Milyen = és y egész szamok esetén lesz az

(4 — 3y)(3z — 4y)

E<$vy)_ x2y2+1
kifejezés a lehetd legkisebb? Jakab-Medvessi Andrea-Alice, Kolozsvdr
Madtyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Mdthé Attila Istvan, Sepsiszentgyorqgy
a) Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletet az y(45 — x) = 2023 — z? alakra hozzuk.
Ha z = 45, akkor 22 = 2023, ami nem lehetséges. Ha x # 45, akkor y = %. (1 pont)
Tovibbé y — xi_j;(?g _ x2;2i)§§+2 _ (r+45;(f4f545)+2 =z 45+ 2 (1 pont)
Mivel ﬁ csak egész szam lehet, ezért a tort nevezdje csak +1 vagy 42 lehet. (1 pont)
Osszesen négy esetet kell vizsgalni.
Ha x = 44, akkor y = 87.
Ha x = 46, akkor y = 93.
Ha x = 43, akkor y = 87.
Ha x = 47, akkor y = 93. (2 pont)
Ezek a szampérok az egyenlet egész megoldasai. [
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VIII. osztély

Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletet rendezziik, majd a bal oldalon szorzatot alakitunk ki:
x? — zy + 45y = 2023 & 2% — 2025 — y(x — 45) = —2, azaz (v — 45)(z + 45) — y(z — 45) = -2,

igy (x —45)(z + 45 —y) = —2, (2 pont)
ahonnan az r — 45 = %1, illetve z — 45 = £2 eseteket kell targyalni. (1 pont)
Ugyanazokat a megoldasokat kapjuk, mint a fenti esetben. (2 pont)

b) Az E(z,y) kifejezést atalakitjuk, azaz

122% — 16y — 9y + 12y 122% — 24ay + 12y° — 2y

E = =
(@) r2y? +1 r?y? +1
12(x — y)? — — 1
_ ey oy, my -5 (2 pont)
r2y? +1 r2y? +1 2
mert 245 > —5 lei>o e 1t 2?y? > 22y < (wy — 1) > 0, ami igaz barmely x és y valos
szamok esetén. (1 pont)
Tehat az E(x,y) kifejezés lehetd legkisebb értéke ——, amelyet zy = 1 esetén ér el, azaz v =y =1
vagy v =y = —1. (1 pont)
|
3. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy barmely z és y pozitiv valos szamok esetén
Tty
VI <1 +2)(1+y) —1< —
b) Igazold, hogy barmely z, y és z pozitiv valos szamok esetén
3
Ve +1) + vy +1) + 2@z +1) < 5\/(ac+1)(y+1)(z+1).
(**%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Elgszor igazoljuk, hogy barmely z,y € (0;00) esetén /7y < /(1 +z)(1+y) — 1.
VIT</A+2)l+y) —1lel+azy<J/1+2)(l+y) e 1+2/ay+ay<l+z+y+ay &
< 2,/xy < x + y, ami igaz a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenség alapjan. (2 pont)
A V(1 +2)(1+y)— 1< 2 egyenldtlenség ekvivalens a kivetkezdkkel:

VA+z)(1+y) <Z2+1S2yT+a+y+ay <x+y+ 2, amely egyenltlenség mindkét oldalét
négyzetre emelve kapjuk, hogy

d1+a+y+ay) <22+ > +4+ 2y +do+4y & 22— 22y + 12 > 0 & (2 —y)? > 0, ami igaz
barmely z,y € (0; 00) esetén. (2 pont)

b) A szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenséget felhasznéalva kapjuk, hogy

x . 1 <x+1+z+1
r+1 241 2 ’
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VIII. osztély

1
y 1 _gataa
y+1 xz+1 7~ 2 ’
z 1
< . 1 <z+1+m
z+1 y+17~ 2 '

(2 pont)
A fenti egyenl6tlenségeket Gsszeadva kapjuk, hogy
x n Y n z <
(x+1)(z+1) (y+1)(z+1) (z+D(y+1) ~
<1$+1+y+1+2+1_3
—2\z+1 z+1 y+1 y+1 2z+1 z+1) 2
(2 pont)
A \/ @ H)”“"(Z sy \/ @ +1)y(m o+ \/ G H)Z(y T < g egyenlGtlenség mindkét oldaldt megszorozva
a/(z+1)(y+1)(z+ 1) kifejezéssel, a kért egyenlétlenséghez jutunk. (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). Az ABCDA'B'C'D’ téglatestben O az ABCD, E pedig az ADD'A’ lap
kozéppontja. Legyen C'ENAB = {N} és C'ON AA" = {M}.

a) Igazold, hogy M N || D'C.

b) Ha AB = AA’, igazold, hogy az M N D'C négyszog téglalap!

c¢) Ha ABCDA'B'C'D' kocka, hatarozd meg az AN D' és AMC sikok altal alkotott szog mértékét!

Sitmon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az NAEA = C'D'Ea, mert EA = ED/, AEN = D'EC' és NAE = CTZ_)’\E, ahonnan kovetke-
zik, hogy EN = EC" és AN = D'C". (1 pont)
Ugyanigy M AOx = C'COp, ahonnan kovetkezik, hogy OM = OC" és AM = CC".

Mivel EN = EC' és OM = OC', igy az EO a C'N M héaromszog kozépvonala,

tehat FO || MN. (1 pont)
Az AC' D' haromszogben EO kozépvonal, tehat EO || D'C. (0,5 pont)
Az EO || MN és EO || D'C alapjan kévetkezik, hogy MN || D'C. (0,5 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VIII. osztély
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b) Az AMNx = DD'Ca, mert AM = DD', AN = DC és MAN = D'DC,
tehat MN = D'C. (0,5 pont)
Mivel M N || D'C, kovetkezik, hogy M N D'C' paralelogramma. (0,5 pont)
Legyen AB = AA" = a és AD = b. Kiszamitjuk a D'’ NC haromszog oldalainak hosszat az a és b
fiiggvényében. A DD'N derékszogii haromszoghen Pitagorasz tétele alapjan
D'N? = D'D? + DN? = a? + a® + b?, tehat D'N = +/2a%2 + b2. Hasonloéan a BON derékszog
haromszégben CN? = BN? 4+ BC? = (2a)? + b?, tehat ON = v/4a? + 2, és D'C = a/2. (1 pont)
A D'NC haromszogben fennall a CN? = D'N? 4 D'C? 6sszefiiggés. Igy Pitagorasz tételének fordi-
tott tétele alapjan kovetkezik, hogy D'N | D'C, tehat az M N D'C' négyszog téglalap. (1 pont)

c) Az AND' és AMC sikok azonosak az AND'C" és AMCC’ sikokkal, ezeknek a metszésvonala az
AC" egyenes. Meghuzzuk a két sikban az AC’ metszésvonalra merdleges egyeneseket: AK 1 AC’,
K e ND' és AL 1. AC'", L € MC, ahonnan kovetkezik, hogy AK L D'N és AL L MC. Igy az AK
és AL egyenesek szoge éppen a keresett sikok éltal kozrezart szoggel egyenld. (1 pont)
Mivel az AND' és AMC héaromszogek kongruensek, ezért AK = AL, tehat NK = ML, de
NK || ML, ahonnan kévetkezik, hogy NMLK téglalap. Mivel MN = a2, kivetkezik, hogy

KL = av?2. (1 pont)

Az AND' derékszogi haromszoghben AK magassag,

erért AK = ALAD. — oy2 — oy — AT, (0,5 pont)

Legyen AP az AKL egyenlo szaru haromszog magassaga, igy LP = = “‘[ . Az ALP derékszogi

haromszogben cos ALP = LP — “\f ‘“f \f \% = *{, ezért ALP = 300 tehat KAL = 120°, de

az AK és AL egyenesek altal alkotott hegyesszoget kell venni,

igy ((AND'),(AMC)) = 60°. (0,5 pont)
[
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XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat (10 pont). Oldd meg a valés szamok halmazan az

| 2024 1
2 —— s —1 — _ —— | | =2024
21" + ({x * 2023} ) (x T 2023 {m * 2023D 0

egyenletet, ahol [a] az a valos szam egész részét, {a} pedig a tort részét jeloli!
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Eszrevessziik, hogy
+ —2024 + —1 + —1 + —1 +1 + —1 +1 (2 t)
J— = — — . O
9023 [T T2023) " 2023 |T T 2023 £ 9023 poet

Ez alapjan az egyenlet egyenértéki azzal, hogy

[2)% + ({x+ ﬁ} - 1) ({x+ ﬁ} - 1) = 2024

L
2 —— & =2025. 2 pont

< [7] —|—{x+2023} (2 pont)

Ez utobbi egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha {x + leg} egész szam. Masrészt {x + ﬁ} € [0,1),
tehat {z + 500 } = 0 kell legyen. (2 pont)
Ezek alapjan azt kapjuk, hogy [z]> = 2025, ahonnan [z] = 45 vagy [x] = —45. (1 pont)

Ha [z] =45 és {x + 5555} = 0, akkor 2 = 46 — 5.

Ha [z] = —45 és {z + 5555} =0, akkor v = —44 — 5. Tehat a megoldasok halmaza

1 1

2. feladat (10 pont). Az ABCDEF szabalyos hatszogben az AFE héromszog sulypontjat jelolje
FM
G. Tovabba legyen M az F'E szakasz azon pontja, amelyre ik k, ahol k& > 0.

— N
a) Fejezd ki a B_I>7 és @ vektorokat a BA = @ és ﬁ = b vektorok segitségével!

b) Hatarozd meg a k > 0 értékét gy, hogy a B, G és M pontok kollinearisak legyenek!

Madtéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Téth Csongor, Szovdta
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

B C

a) Legyen O a hatszog kozéppontja, valamint P az F'E szakasz felez6pontja. Ekkor
BF=BA+AF=G+BO=d+ad+b=2i+b
BE = 2BO = 2(@+b). (2 pont)
b) A B, G és M pontok akkor és csakis akkor kollinearisak, ha létezik p € R*, amelyre teljesiil,

hogy BM = p- B? (1 pont)

Mivel G az AF E haromszog sulypontja, ezért % = 2. Ez alapjan irhatjuk, hogy

1 o BE+BE 1. 1 5.
BC = BA+ B_}% —a+ - = @+ (4@ +3b) = —a@ + b. (2 pont)
3 3 2 3 3 3
Tovabba F M =k, igy
— 1 k 142k-
BM = - ﬁ LIy 2 +b) + —— (23 + 2b) = 2@ b (2 pont
T P A h) 4 (24 2) = 2a + 57 (2 pont)
A BM = p- B? egyenlGség alapjan p=2¢8p= ka, (1 pont)
ahonnan azt kapjuk, hogy k = 4. (1 pont)

|
3. feladat (10 pont). Igazold, hogy az a, b, c > 0 szédmok esetén teljesiil az alabbi egyenlétlenség:

2a2 +ab 20>+ bc  2¢? + ca
+ +
a+b b+c c+a

gm+b+d§ < 2(a+b+o0).

Toth Csongor, Szovdta
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

Megoldds. Hivatalbol

Legyen
20> +ab  2b*+bc  2c* + ca
S = + +

a+b b+c c+a

a*+ala+b) bV +bb+c) E+clc+a)
= + +

a+b b+c c+a
2 b2 2

=a+b+c+

a+b+ b+c+ c+a
Az S <2(a+ b+ c) egyenlStlenség egyenértéki azzal, hogy
a2 b2 2
- -
a+b b+c cH+a

<a+b+ec,

ahonnan
—ab —be —ac
<0

+ +
a+b b+c a+c™
ami teljesiil minden a, b, c > 0 esetén.
Az S > %(a + b+ ¢) egyenlGtlenség egyenértékii azzal, hogy

9

a? b? c?

a+b+b+c+c+a

1
Z§(a+b+c).

A Bergstrom-egyenlgtlenség (vagy Titu-lemma) alapjan

a? N v’ N c? - (a+b+c)? _(a+b+c)?
a+b b+c c+a  a+b+b+ct+ct+a 2a+b+c) 2

1
=—(a+b+c).

(1 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(4 pont)

4. feladat (10 pont). Az ABC nem egyenld szaru haromszog koré irt kézéppontjat jeldlje O, ma-
gassagpontjat pedig H. Legyen O' a HBC' haromszog koré irt kor kozéppontja. Igazold, hogy az

AHO'O négyszog egy paralelogramma.

Megoldas. Hivatalbol

Se

.
e
.
Se
N

oo
N
-
-~
~
~
.~
~

~
.~
~
..,
~
~
..
~
..
~
ON
'

-
[ R

Q
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

Az ABC haromszogben a Sylvester-tétel alapjan 07-} = O—/Zl + O? + Cﬁ :

Mivel AH 1. BC és AB 1 HC, ezért az A pont a H BC haromszog ortocentruma.

A HBC haromszogben a Sylvester-tétel alapjan

OA=0H+0B+0C
— 00+ 0H + 00+ 0B + 00 + 0C
— 300+ 200 — OA.
— —

Masrészt O'A = OO + OA. tehat 3070 + 20H — OA = 0'0 + OA,
oy

(2 pont)
(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

ahonnan az koévetkezik, hogy OA = O'O + OH, azaz OA = O'H. Ez pontosan azt jelenti, hogy az

AHO'O négyszog egy paralelogramma.

4/4
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XXXII. EMMV
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X. osztaly — I. fordul6

1. feladat (10 pont). Adott az n > 2 természetes szam. Hatarozd meg az f: [0,00) — R fliggvényt
ugy, hogy teljesiiljenek a kdvetkezs feltételek:

f()y=1 eés
f(Yxy) > Va3 . f({/y), barmelyz,y > 0.

(Zdkdny Monika, Nagybdinya)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a h : [0,00) — [0,00), h(x) = /z fiiggvény bijektiv, ezért barmely u € [0, 00) szam egyértel-
mten felirhaté u = {/x alakba, tehat a feladat feltétele a kovetkezs formaba irhato:

f()y=1 & f(u-v)>u . fv), Yu,v€0,00). (1 pont)
Ha u = z és v = 1, akkor azt kapjuk, hogy f(x) > 2% barmely z € [0, c0) esetén. (2 pont)
Legyen most u = < és v =z -y,x > 0,y > 0. Ekkor azt kapjuk, hogy f(y) > —tz - f(2 - y), ahonnan
kovetkezik, hogy f(z -y) < 22923 . f(y), barmely x > 0 és y > 0 esetén. (2 pont)
Ha y = 1 azt kapjuk, hogy f(z) < 22923 barmely x > 0 esetén. Tehat f(x) = 2%*, ha x > 0,
valamint f(z) = a, ha x =0, ahol a > 0. (1 pont)

Ha z > 0 és y =0, akkor f(/z-y) = f(0) = a. Innen a feltétel alapjan kapjuk, hogy
a > Va0 . f( o) = Va3 . g

barmely z > 0, ami csak az a = 0 esetén teljesiilhet. (1 pont)
Tehét f(z) = 22°% barmely x € [0, 00) esetén. (1 pont)
Az igy kapott f: [0,00) — R, f(x) = 2%°?3 fiiggvény teljesiti a feladat feltételeit. (1 pont)

|

2. feladat (10 pont). Oldd meg az

23+ 32% 4+ 62 —8= (322 + 2+ 2)Vr + 2

egyenletet a valés szamok halmazan! (Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenlet értelmezési tartoméanya [—2, 00). (1 pont)

Az adott egyenletrendszert rendezziik x és x + 2 szerint.

® 4+ 37(z +2) -8 =32"Vo + 2+ (v + 2)Vr + 2
— 2° - 322 +2+32(r+2) - (z+2)Vr +2=8. (3 pont)

1/4



V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - X. osztaly

Az egyenlet baloldalan kialakult egy teljes kob:

(x —Vr+2)=38 (1 pont)
= v—Vr+2=2
= r-2=Vzr+2 (1 pont)

Ha z > —2, akkor v/x + 2 értelmezett és vx + 2 > 0. Kovetkezik, hogy x — 2 > 0 vagyis z > 2.

(1 pont)
Az egyenlet megoldésait a [2, 00) intervallumon keressiik. Az egyenletet négyzetre emelve és rendezve
az 2 — 5z 4+ 2 = 0 egyenletet kapjuk, melynek megoldésai z; = 5_;/ﬁ és Ty = %ﬁ (1 pont)
Ezek koziil a megfelel6 megoldas az z = %ﬁ (1 pont)

Megjegyzés. Jelolije /x +2 = t,t > 0. Ekkor z = t2 — 2 helyettesitéssel az eredeti egyenlet
10 — 3¢5 — 3t + 113 + 6t2 — 12t — 16 = 0 alakban frhat6. Az egyenletet felbontva:

10— 3> — 3t + 11¢° + 61> — 12t — 8 = 8 >
(P —t—2P =8¢=t?—1t-2=2<=1t>—t—-4=0.
Megoldva a kapott masodfokt egyenletet, t = %ﬁ > 0, ahonnan az x = %ﬁ
[ |

3. feladat (10 pont). Adottak az z1,xs, ..., x, € [n,n+ 1] valés szamok, ahol n € N, n > 2. Igazold,
hogy

2n <log, [(2n+1)z—n(n+1)]+log,,[(2n+1)zs—n(n+1)]+...4+log, [(2n+1)z;—n(n+1)] < 2nlog,(n+1).
(Longdver Lajos, Nagybdinya)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Elgszor lassuk be, hogy ha x € [a, b], akkor
(a+b)x —ab > 2* (1)

Valoban, ha z € [a,b], akkor z —a < 0 és z — b > 0, mely egyenlStlenségeket Gsszeszorozva, azt
kapjuk, hogy 2 — (a + b)x + ab < 0, ahonnan kovetkezik az egyenlGtlenség. (2 pont)
Tovabbé, legyen a = n, b =n + 1 és az x helyére rendre x1, x9, ..., T,-et irva azt kapjuk, hogy:

log,, [(2n + 1)y —n(n+1)] > logzl(@)? = 2log,, ©2,
log,.[(2n + 1)xs — n(n + 1)] > log,, (1'3)2 = 2log,, s,

log, [(2n+ 1)1 —n(n + 1)] > log, (21)? = 2log, 1,

mert a logaritmusok alapjai nagyobbak mint 1.
Bevezetjik az x,.1 = x; jelolést. Osszeadva a kapott egyenlStlenségeket, azt kapjuk, hogy

Z log,.[(2n + )zipy —n(n+1)] > 2- Z log,, Tit1. (1 pont)

i=1 i=1
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Alkalmazva a szamtani és mértani kdzéparanyosok kozti egyenl6tlenséget a log,, x9,log,, 3, ...,log, 1
pozitiv szamokra azt kapjuk, hogy:

2 - Zlogmi Tiy1 > 2n - V(logx1 r3) - (log,, v3) - ... - (log, x1) = 2n.
i=1

Ezzel az els6 egyenl6tlenséget igazoltuk. (2 pont)

Mivel n < x;, 11 < n+ 1, azt kapjuk, hogy
log, [(2n + 1)zip1 — n(n +1)] <log,[(2n 4 1)z — n(n + 1)] (2)
<log,[2n+1)(n+ 1) —n(n+ 1) (3)

= log,(n +1)? = 2log,(n + 1),
minden x;, x;11 € [n,n + 1] esetén. (2 pont)
Az igy kapott egyenlStlenségeket Osszeadva kapjuk, hogy
Z log, [(2n + 1)z — n(n + 1)] < 2nlog,(n +1). (1 pont)
i=1
Az egyenléség csak akkor teljesiilne, ha
log,.[(2n + 1)zip1 —n(n+1)] = 2log,(n+1), Vi=12,...,n.

Ez pontosan akkor all fenn, ha a , illetve a egyenlStlenségekben egyenlGség van, vagyis x; = n,
illetve x;.1 = n+ 1. Ha ¢« = 1, akkor kovetkezik, hogy x1 = n, 9 = n + 1, ha pedig ¢« = 2, akkor
x9 =n és x3 =n+ 1. Tehat x5 egyidében n és n 4 1 is kellene, hogy legyen, ami lehetetlen. Tehat
az egyenlGtlenség szigora. (1 pont)

|
4. feladat (10 pont). Adott a z € C, |z| = 1 komplex szam.
a) Igazold, hogy |1 + z| + |1 + 22| + |1 + 23] > 2.

b) Igazold, hogy 2 (|1 + z| + [1+ 2%|) + |1 + 2°| > 2+ V2.
(Bencze Mihdly, Brassd)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen

2=[1+2+1—z| < |[1+z|+[1—z2| = [1+2|+|1+2° = (2+2°)] < |1+2|+[14+2°|+ 2] |1+ 2

(2 pont)
Mivel a |z| = 1, ezért
T+ 2|+ |1+ 22+ 2] - |1+ 22 = |1+ 2]+ |1+ 2%+ 1+ 27
Tehat |14 z| + |1+ 2% + |1 + 2°| > 2. (1 pont)
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b) Az a) alpont eredményét felhasznalva azt kell igazolni, hogy
11+ 2|+ |1+ 22| > V2. (1 pont)

Mivel |z| = 1 kovetkezik, hogy z = cosa + i - sina, ahol a € [0,27). A modulusok Gsszege
felirhat6 a kovetkezd alakban:

1+ 2]+ 1+ 2% =]l +cosa+i-sinal+ |1+ cos2a + i - sin 2a]

- \/(1 + cosa)? +sin® o + \/(1 + cos 2a)? + sin? 2«

=2+ 2cosa+ V2 + 2cos 2 (1 pont)
1+ cosa \/1+cos2a
=2 2
e
= Q‘COS%‘ + 2| cosal =2 <‘cos%‘ + )2C082%— 1‘) (1 pont)

Jeloljiik a cos 5-t z-szel. A bizonyitand6 egyenl6tlenség igy alakul:
2 (|| + (22 —1]) > V2, béarmely z € [—1, 1] esetén. (1 pont)

Tekintsiik az f: [-1,+1] — R, f(z) = |z| + |22? — 1] fiiggvényt.

Haz € [—1, _«;) U (Vg,ﬂ}, akkor |z| > 2, tehat f(z) = |a| +[22? — 1| > *2. (1 pont)
Ha x € [—*/75,0}, akkor f(z) = —2x? —x+1. Mivel —% =-1¢ [—\/75,0}, az f fiiggvénynek a
minimuma a (—‘g)—ben vagy a 0-ban van. f(—‘/Ti) = */75, f(0) = 1. Tehat f(x) > ‘/75, barmely
T c [—‘/75,0} esetén.

Hasonloan kapjuk, hogy f(z) > \/75, barmely x € [O, \/Tﬂ esetén. (1 pont)

Tehat |1+ 2| + |1+ 2% > V2.
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XI. osztaly — I. fordulé
1. feladat (10 pont). Legyen A, B € M,, (R) tgy, hogy A*B = I, — B.

a) Igazold, hogy B invertalhato!
b) Igazold, hogy AB = BA.

Dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A feltétel alapjan A*B = I, — B, ezért A3B + B = I,,, tehat (A3 + I1,,) B = I,,. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy det ((A* + I,,) B) = det (I,,), tehat det (A + I,,) det (B) = 1. (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy det (B) # 0, igy B invertalhato, és B~ = A3 + I,,. (1 pont)

b) Beszorozva az A3B = I,, — B 6sszefiiggést balrol, illetve jobbrol A-val kapjuk, hogy:
A'B=A—-AB & A’BA=A— BA. (2 pont)

Kivonva egyméashol a két egyenlet megfelel oldalat kapjuk, hogy

A*B -~ A*BA=A— AB — (A — BA) (2 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy A% (AB — BA) = — (AB — BA), ezért (A® + 1,,) (AB — BA) = O,,.
(1 pont)

Az el6z6 pont eredménye alapjan kovetkezik, hogy B~! (AB — BA) = O,,
ahonnan BB~! (AB — BA) = O,,, azaz AB — BA = O,, tehat AB = BA. (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Adottak az (ay,)n>1, (by)n>1 kiilonboz6 sorozatok, amelyekre aq, by > 0, a,41 =

a
aZ + b2 és bpy1 = 2a,b,, minden n > 1 esetén. Igazold, hogy az (b—n) sorozat konvergens!
n/ n>1

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az rekurziok alapjan felirhato, hogy
2 | p2
(7] a; +0b 1 (ay bn
=22 =—|—=4— Vn>1. 1
Dot 2anbn | 2 (bn ) e (1)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - XI. osztaly

(2 pont)

Legyen Z—: = x,, minden n > 1 esetén. Mivel a, by > 0, ezért a,,b, > 0, minden n > 1 esetén. Innen
kapjuk, hogy x, > 0, barmely n > 1 esetén. (1 pont)
Az (1)) osszefliggés egyenértekd az @41 = 3 <:cn + i) ,n > 1 Osszefiiggéssel. (1 pont)
Mivel z,, > 0, ezért x,, + ﬁ > 2. Igy #,.1 > 1, minden n > 1 esetén, vagyis x,, > 1, barmely n > 2
esetén. (1 pont)
Z Tpy1 — Tp = 4= — @, = —5 —. Ugyanakkor z,, > 1, minden n > 2 esetén, ahonnan

1 —x, <0, minden n > 2 esetén. Tehat x,.1 — x, < 0, vagyis z,41 < x,, minden n > 2 esetén

kovetkezik, hogy az (x,,),>2 sorozat csokkend. (2 pont)

Mivel az x,, > 0, minden n > 1 esetén, ezért az (x,),>1 sorozat alulrol korlatos. (1 pont)

Tehat Weierstrass tételét felhasznalva az (x,,),>1 = (%) sorozat konvergens. (1 pont)
- "/ n>1

- |

3. feladat (10 pont). Jeldlje [z] az x valos szam egész részét. Tekintsiik az (a,),>1 valos szamsoro-

zatot, amelyre a; = ) és a1 — a, = 2[a,], minden n > 1 esetén.

a) Hatarozd meg az (a,),>1 sorozat altalanos tagjat!

b) Igazold, hogy

u 209,19 + 16a,,11 +4n — 31
Z Qg - Qg1 = .
k=1

16
) Szémitsd ki a i L ! +ee = hatarértéket!
¢) Szamitsd ki a lim -+« + —— | hatéarértéket!
n—oo \ 2023 +a, 20232 + a, 2023™ 4 ay,
Dr. Bence Mihdly, Brasso
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A rekurziot atirhatjuk, mint a, 1 = 2[a,| + a,. Felirjuk a sorozat néhany tagjat:

1 1
a2:2[a1]—|—a1:2-1+1—1—§:3+§,

1 1
a3:2[a2]+a2:2-3+3+§:32+§
1

1
a4:2[a3]+a3:2-32+32+§:334—5. (1 pont)
Eszrevessziik, hogy a, = 3"~ + 1. (1 pont)
Igazoljuk a matematikai indukcié modszerével a sejtést. Azn = 1 esetén a; = 30+% = 1+% = %
igaz. Feltételezziik, hogy aj, = 38! + % és ellenérizziik, hogy ap. i = 3% + % A rekurzi6 és az
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indukcios feltevés alapjan
a1 = 2[ag] + ax

1 1
=2[3’“+—]+3’f+—

2 2

ko oqk , L

=2.3" 1384

2
1
=3.3F 4 =
* 2
1
— 3k+1 -
+—2,

tehat a sejtés igaz. (2 pont)

k=1 k=
:i?)?’“‘ljtli3’“+li3’“‘l+2 (1 pont)
k=1 24 24 4
3)"—1 1 _ 3"—1 1 3"—1 n
—3.2/7  ~ 4. 3. Z. -
32 -1 * 2 3—1 _+>2 3—1 + 4
32t 3 43" —1) n
= 3 + ( 1 ) + 1 (1 pont)
M S -5 3483+ 5 —5—-1)+2n
B 8
Qg + 16,1 + 4n — 31
_ 2Qn42 + a16+1 +4n . (1 pont)
c¢) Felirhatjuk, hogy
1 < 1 < 1
2023" +a,, — 2023 +a, — 2023 +a,’
minden k = 1,...,n esetén. Osszeadva az egyenlGtlenségeket a k = 1,...,n esetén kapjuk,
hogy
n - 1 n
— < < . 1 t
2023" +ay, ; 2023% + a, — 2023+ a, (1 pont)
Mivel lim sgperar = 0 soggrrarreg = 088 M oms = im spprrgryg = 0, ezért a fogd
n
tétel alapjan JLH(}O]; oz = 0. (1 pont)

|
4. feladat (10 pont). Adottak az A, B € My(C) matrixok ugy, hogy (A — B)? = Os.
a) Igazold, hogy Tr (A) = Tr (B).
b) Ha AB = BA, akkor bizonyitsd be, hogy det(A) = det(B).
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(*7%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel (A — B)? = O, ezért det(A — B) = 0. (1 pont)
A Cayley-Hamilton-tétel felirva az (A — B) méatrixra kapjuk, hogy
(A= B)?~Tr(A—B) - (A— B)+det(A — B)I, = O,. (1 pont)
Felhasznélva az (A — B)? = O, ¢és det(A — B) = 0 6sszefiiggéseket kovetkezik, hogy
Tr(A—B)-(A—B) =0s. (1 pont)
Innen Tr (Tr (A — B) - (A— B)) =0, igy [Tr (A — B)]* =0. De Tr (A — B) = Tr (A) — Tr (B),
ezért [Tr (A) — Tr (B)]> = 0, tehat Tr (A) = Tr (B). (1 pont)
b) Mivel AB = BA, ezért fennall az A2 — B? = (A + B)(A — B), igy az el6z6 alpont alapjan

det(A® — B?) = det[(A + B)(A — B)] = det(A + B) det(A — B) = 0. (1 pont)

Bevezetjikk a t = Tr (A) = Tr(B), a = det A és § = det(B) jeloléseket. A Cayley—Hamilton-
tétel alapjan A%2 —tA+aly, = Oy és B> —tB + 1, = Oy, amelyeket kivonva egymasbol kapjuk,
hogy A> — B> =t(A— B) — (a — ) 15. (1 pont)

Két esetet kiilonboztetiink meg.

[. Ha t = 0, akkor A? — B? = —(a — B)I,, igy 0 = det(4% — B?) = (o — )% - 1, tehat
det(A) = a = g = det(B). (1 pont)

II. Ha t # 0, akkor

det(A? — B2) = det[t(A — B) — (a — B)I] = det (t {(A _p_° ; 3

_[2:|) . (1 pont)
Ismeretes, hogy det[(A — B) — zly] = 22 — Tr (A — B)z + det(A — B), tovabba a korabbrol

ismert Tr (A — B) = 0 és det(A — B) = 0 osszefiiggések alapjan det[(A — B) — zl5] = 2.
Innen kovetkezik, hogy

a—f a—f 2
det(A% — B?) = t*det ((A —B) — TIQ) =1 (T) = (a — B)?,
de mivel det(A% — B?) = 0, ezért (a — 3)? = 0, tehat det(A) = a = 8 = det(B). (1 pont)
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XII. osztaly — I. fordulé

1. feladat (10 pont). Tekintsiik az (S5, ) szimmetrikus csoportot (az 6todrendd permutéciok cso-
portjat).

a) Igazold, hogy az f: S5 — S5, f(x) = 27 fiiggvény bijektiv!

12345

T_
b) Oldd meg az x (4 13 9 5

) egyenletet az S5 halmazon!
Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az (Ss,-) véges csoportban minden elem rendje osztoja a csoport rendjének, a csoport rendje

pedig |S5| = 5! = 120. (1 pont)
Tekintsiik a o és 7 Ss-beli permutéaciokat. A fentiek alapjan igaz, hogy o!?° = 7120 = ¢, ahol e
az identikus permutécié Ss-ben. (1 pont)
Ha f(o) = f(7), akkor 07 = 77. (1 pont)

Viszont 120 =119+1=7-17+ 1, ezért e =X =9 . 0 = (6") " -0 és e =720 =719 . 7 =

(7). 7, ahonnan o = (¢7) 71" = (77)7!" = 7. Tehat az f fiiggvény injektiv. (1 pont)
Mivel S5 véges halmaz és az f: S; — S5 fiiggvény injektiv, az f fiiggvény sziirjektiv is. Tehat

f bijektiv. (1 pont)

1 23 45 (s T 3 114

b) Jeloljik a-val a 411325 permutaciot. Eszrevehetjiik, hogy a® = e (példaul onnan,
hogy a = (142)(3)(5) = (142) ). (1 pont)
Igy o = () - a = e - a = a, vagyis a megoldasa az egyenletnek. (2 pont)
Az a) alpont értelmében az egyenletnek egy és csakis egy megoldasa van, igy a az egyetlen
megoldas. (1 pont)

|

2. feladat (10 pont). Hatarozd meg az sszes olyan f: (0, 4+00) — (0, +00) kétszeresen derivalhato
fiiggvényt, amelyre f(1) = f'(1) = e és

_l—ln:v

f'(@) - flz) = (f'(2)* = fi (@),

2

barmely x valos szam esetén.
Dr. Bencze Mihadly, Brasso
Szilagyi Judit, Kolozsvdr
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Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az adott f"(z)- f(z) — (f/(x))? = 1282 - f2(2) egyenldséget a kovetkezd alakban frhatjuk:

f'@) - f@) = (f(2)? _1-Inx

f2(x) I
’ !/

ami az (f ((f))) = 1212 egyenléséggel egyenértéki. (2 pont)
Igy f( ((r))> dr = [ 1=32dz, tehat ]}(() sy C. (1 pont)

Ez alapjan [ £ @iy = [ (o2 4 C dx, ami az In|f(z)| = 2 In® z + cx + d egyenlGséghez vezet.

f(z) x 2
(2 pont)
Mivel f(z) > 0, minden x valés szamra, az Osszefiiggés egyenértéki az f(x) = et Heatd egyenlség-
gel, minden = > 0 esetén. (1 pont)
Az egyenlGség © = 1-re f(1) = et és mivel f(1) = e, igy ¢ +d = 1. Hasonl6an % =c¢ dea
kezdeti feltétel alapjan f((l)) = ¢ =1. A két Osszefiiggés alapjan ¢ =1 és d = 0. (2 pont)
n2.’1/'

Tehat a keresett fiiggvény az f: (0,400) — (0,4+00), f(z) = ez 12, (1 pont)
[ |

3. feladat (10 pont). Legyen (G,-) egy 6n + 1 elemi csoport, ahol n € N*.
a) Igazold, hogy G-nek egyetlen olyan eleme van, amely 6nmaga inverze!

b) Ha a H halmaznak legalabb 2n eleme van és (H,-) részcsoportja a (G, -) csoportnak, igazold,

hogy H = G.
Szilagyi Judit, Kolozsvdr
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

2

a) Az x = 27! egyenl6ség az 12 = e egyenlGséggel egyenértékd, minden x € G esetén. Ha z = e,

akkor teljesiil az e? = e egyenldség. (1 pont)
Ha x # e, és 22 = e, akkor az z elem rendje 2. (1 pont)
Mivel 2 nem osztoja 6n + 1-nek, az x elem rendje nem lehet 2, igy az egységelemen kiviil nincs
olyan elem a G-ben, ami énmaga inverze. (1 pont)

b) Legyen H elemszama k. Lagrange tétele alapjan k | (6n + 1), ugyanakkor k£ > 2n. (2 pont)
Legyen d,,;n, a 6n + 1 legkisebb és d,,.. a legnagyobb valédi osztoja, ekkor dy,q, = 4L,

dmin
(1 pont)

Mivel 21 (6n 4 1), 31 (6n+ 1), s6t 41 (6n + 1), 18y dpin > 5, teht dpe, < P < 2n.
(2 pont)
Ezek alapjan k > 2n, dye. < 2n, tehat k > d4q, viszont k | (6n + 1), ahonnan k = 6n + 1.
Vagyis H = G. (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - XII. osztaly

4. feladat (10 pont). Szamitsd ki az

T .2
2 1
[:/ e*r” + 2x + Az
e2rp? 4 ety? 4

integralt, ahol x > 0.
Padlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az integralando tortfiiggvényt egyszertsitjiik z2-tel, igy a kovetkez6 alakban frhatjuk:

"+ 20 + 1 e +2 4%
[_/ex—i—x—l— dx—/#xidx—/wdx
e?ry? + ety + 1 R e e v(x)

xT

(2 pont)
A nevez6 derivéaltja v'(z) = (e** 4 €" + 1) = 2e* + ¢ — % (2 pont)

Az I integralt az
26290 + e* — LQ /
11:/—f dx:/v(x)daj
e% 4 e 4 - v(x)

2x T 1
+e" + 2
]2:/¥dxz/@dx
e 4 e + o v(z)

T

és

integralok linearis kombinaciojaként, vagyis I = al;+ 51, alakban irjuk fel (ahol o, 5 € R*). (2 pont)

Ehhez tulajdonképpen az u(x) = a - v'(z) + 8 - v(z) egyenlSséget teljesits «, S valds szamokat

kell megkeresniink. A szamitasok elvégzése utan kapjuk, hogy a = —1 és § = 2, vagyis
2€2$—|—6$—L e2x+€x+l
I:—/ fzdzp+2/—fdx
€Zr+ez+5 €2m+€$+5
Tehat

=— MZE M:v:—nva: T = —1In
[ /v(x)d +2/U<x>d Injo(e)| + 22+ C = —1

1
62x+6x+_‘+2$+0
i

(2 pont)
Mivel x > 0 igy

1
]:—ln(62x+6x+—)+2x+0 (1 pont)
x
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§ MINISTERUL EDUCATIEI

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

IX. osztaly — II. fordulo
1. feladat (10 pont).
a) Igazold, hogy az 5-nél nagyobb primszamok 6k + 1 vagy 6k + 5 alakuak, ahol k& € N*.

b) Hatarozd meg azokat az a és b primszamokat, amelyekre a + 2b és a + 7b egyszerre primek!

Stmon Jozsef, Csikszereda
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Minden k € N* esetén a 6k, 6k + 2 és 6k +4 alaka természetes szamok oszthatok 2-vel, a 6k + 3
alaku szadmok pedig oszthatok 3-mal, tehat ezek nem lehetnek primszamok. (1 pont)
Igy az 5-nél nagyobb primszamok 6k + 1 vagy 6k + 5 alakuak, ahol k € N*. (1 pont)

b) Ha az a és b szamok paratlanok, akkor a + 7b paros, igy nem lehet primszam, tehat az a és b
szamok koziil legalabb az egyik paros kell legyen, azaz a = 2 vagy b = 2. (1 pont)
Ha a = 2, akkor a + 2b = 2 + 2b péaros, tehat nem primszam. (1 pont)
Ha b = 2 és a # 2, akkor keressiik azokat az a primszdmokat, amelyekre a+4 és a+ 14 egyszerre
primek. Ebben az esetben a kiévetkezs aleseteket targyaljuk:

e ha a =3, akkor a+4 =7 és a + 14 = 17, mindketts primszam, (1 pont)

e ha a =5, akkor a +4 = 9, ami nem primszam, (1 pont)

e ha a = 6k + 1, akkor a + 14 = 3(2k + 5), ami nem primszam, (1 pont)

e ha a = 6k + 5, akkor a + 4 = 3(2k + 3), de ez sem primszam. (1 pont)
Tehat a keresett szamok: a = 3 és b = 2. (1 pont)
[

2. feladat (10 pont). Legyen C' egy adott AB szakasz felezépontja, D pedig a BC' szakasz felezs-
pontja. Ugyanakkor legyen E a B kozéppontu, BC' sugartu kor, C-t6l kiilonb6z6 tetszéleges pontja.
Jelolje F' az E pontnak a D pont szerinti szimmetrikusat. Bizonyitsd be, hogy FA = E'F.

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

F

Mivel F' az E pontnak a D pont szerinti szunmetrlkusa ezert ED = DF.

Ugyanakkor DB = DC, igy BECF paralelogramma és BEC + FBE = 180°. (3 pont)
De BEC’ BC’E mert a BEC haromszog egyenld szaru, igy
ACE = 180° — ECB = 180° — BEC = FBE. (3 pont)
Az ACFE és EBF haromszogekben AC’ EB, mert AC = CB = EB, tovibba CE = BF, mert
BECF paralelogramma, végiil ACE = FBE. (2 pont)
Ezek alapjan ACEA = EBF,, ahonnan AE = EF. (1 pont)
[
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

F G

Legyen G az E pont atmérdsen ellentett pontja. (1 pont)
Ha r a kor sugara, akkor BE = BG = BC =r, AB = 2r és EG = 2r, tehat AB = EG. (2 pont)
Az EFGa-ben ED = DF és EB = BG, ezért DB az EFG a kozépvonala, igy

FG=2DB = BC =r, tehat FG = BE, (3 pont)
ugyanakkor DB || FG, ezért ABE = EGF. (2 pont)
A fentiek alapjan AB = EG, FG = BE, valamint ABE = E{G\F, amibdl kovetkezik, hogy az ABE
és EGF haromszogek kongruensek, tehat FA = E'F. (1 pont)

[
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

3. feladat (10 pont). Igazold, hogy barmely n természetes szam esetén (5 — v/5)" + (5 + v/5)"
oszthato 2"-nel!

Kocsis Attila, Déva
Bara Lajos, Zilah

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Legyen P(n) : (5—+/5)" + (54++/5)" : 2, ahol n € N. Matematikai indukciéval igazoljuk, hogy P(n)
igaz kijelentés, barmely n € N esetén.

I. Ellen6rizziik az n = 0 és n = 1 sajatos eseteket: P(0):2:2% P(1):10: 2!, ami igaz. (2 pont)

II. Feltételezziik, hogy a P(k — 1) és a P(k) kijelentések igazak, ezért léteznek olyan my és my
természetes szamok, amelyekre

G=VB)r 4+ (B+VE)F =2 my s (5= V5 4+ (5+V5)F =25 my.

Bizonyitjuk, hogy P(k + 1) kijelentés is igaz, vagyis (5 — v/5)¥*1 4 (5 +/5)¥1 i 251 (2 pont)

Az a=5—+/5ésb=>5+ /5 jelolések alapjan

AU Y = (@F 4 0 (a4 b) — ab(a® Tt B
= 10-2% -my—20-2""" - my
— 5. 2M L, — 5. 2Ry
= M5 (my —my) P 2FTL
(4 pont)
Tehéat (5 —/5)" + (5++/5)" | 2", barmely n természetes szam esetén. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). A tablara felirtuk a természetes szamokat 1-t6l n-ig. Minden lépésben kitorliink
két tetszdleges a és b szamot, helyette felirjuk az a+b—n szamot. Hatarozd meg az (n, k) szamparokat
ugy, hogy k 1épés utan a tablan maradt szamok 6sszege 2023 legyen!

Kocsis Attila, Déva
Hodgyai Edit, Micske

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Felirtuk a tablara a szamokat 1-t6l n-ig. Ezek Osszege: 1 +2+3+ ... +n = @ (1 pont)
Ha két tetszGleges szamot — a-t és b-t — letoroljiik, majd helyette visszairjuk az a + b — n szamot, az
Osszeg minden 1épésben n-nel csokken, igy k lépés utan, ahol k € N*, az Osszeg k - n-nel csokken.

(2 pont)
1
@—k-n:%% -2
n(n+ 1) — 2kn = 4046
n(n+1—2k) = 4046 (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

Mivel 4046 = 2-7-172 és osztoinak szama (1+1)(1+1)(2+1) = 12, valamint az n természetes szam
egyenld kell legyen 4046 valamely osztojaval, felirjuk az osztok halmazat.

Dayoss = {1,2,7,14,17,34, 119, 238, 289, 578, 2023, 4046 } (1 pont)
Ha n = 4046, akkor 4046 + 1 — 2k = 1, ahonnan 2k = 4046, tehat k = 2023 € N*
Ha n = 2023, akkor 2023 + 1 — 2k = 2, ahonnan 2k = 2022, tehat k = 1011 € N*
Ha n = 578, akkor 578 + 1 — 2k = 7, ahonnan 2k = 572, tehat £ = 286 € N*
Ha n = 289, akkor 289 4+ 1 — 2k = 14, ahonnan 2k = 276, tehat k = 138 € N*
Ha n = 238, akkor 238 + 1 — 2k = 17, ahonnan 2k = 222, tehat k = 111 € N*
Ha n = 119, akkor 119 + 1 — 2k = 34, ahonnan 2k = 86, tehat k = 43 € N* (2 pont)

Mivel n+1—-2k <n—1<n, Vk € N* és Vn € N* esetén, ezért elégséges a fenti esetek targyalasa.
(1 pont)

Tehat 6 olyan n természetes szam van, amelyre k£ 1épés utan a tablan maradt szdmok Osszege
2023. Ezek a kovetkezdk:

n = 4046 esetén a tablan 1,2, 3,...,4046 szerepel, és k = 2023 1épés utan az Gsszeg 2023.

n = 2023 esetén a tablan 1,2,3,...,2023 szerepel, és k = 1011 1épés utén az Gsszeg 2023.

n = 578 esetén a tablan 1,2,3,...,578 szerepel, és k = 286 1épés utan az 6sszeg 2023.

n = 289 esetén a tablan 1,2, 3,...,289 szerepel, és k = 138 1épés utan az 6sszeg 2023.

n = 238 esetén a tablan 1,2,3,...,238 szerepel, és k = 111 1épés utan az 6sszeg 2023.

n = 119 esetén a tablan 1,2,3,...,119 szerepel, és k = 43 1épés utan az osszeg 2023.

A megoldasok: (n, k) € {(119,43), (238, 111), (289, 138), (578, 286), (2023, 1011), (4046, 2023)}.
(1 pont)

5. feladat (10 pont). Hatarozd meg az a, b, ¢ nullatol kiillonb6z6 természetes szamokat, ha tudjuk,
hogy paronként relativ primek és 3a + 4b + 5c = 51/2(a2 + b2 + ¢2).

Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A 3, 4, 5, valamint az a, b, ¢ pozitiv természetes szamokra alkalmazva a Cauchy—Bunyakovskij—
Schwarz-egyenldtlenséget kapjuk, hogy (3a+4b+5¢)? < (32+42+5%)(a® +b*+¢?) = 50(a® +b* +¢?),
ahonnan 3a + 4b + 5¢ < 54/2(a% + b + ¢2). (5 pont)

Ebben egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha § = g =i (2 pont)
Mivel a, b és c természetes szamok, ezért létezik olyan nem nulla k természetes szam, amelyre a = 3k,
b =4k és c = bk. (1 pont)
Ugyanakkor a, b és c relativ primek, ezért k =1, igy a =3, b =4 és ¢ = 5. (1 pont)

[ |
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

6. feladat (10 pont). Az ABC D négyzetben legyen P az AD oldal felez6pontja, valamint AR | BP
és C'S L BP, ahol R, S € BP és CSNAB = {Q}. Igazold, hogy:

AR 1
a) =& =;
cs 2
b) CR = DS = AB;
Tarsq _ 3
Tapcp 20
Simon Jozsef, Csikszereda
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A Q B
s
/
/
/
/
/
4 /
P RN
S~ Aa
So V2 \\
S/ ~
*\ ~
/ ~ S
/ S \\
/ S ~
/ S \\
/ So ~
/ ~ N
’ Sel N
/ SSON
’ EIN
/ PN
’ RN
D c

a) A szog-szog hasonlosagi eset alapjan a BSQ, C'SB és C' B(Q haromszogek hasonloak, valamint
a BSQ, BRA, ARP és BAP haromszogek is hasonléak. Tehat mind a hat haromszog hasonlé.

(1 pont)
Az ARP és C'SB héaromszogek hasonlosagabol felirhato, hogy:
AR _RP _PA _PA 1
CS SB  BC 2PA 2
Tehat AR 1

b) Az a) alpontbdl tudjuk, hogy BAP és C'BQ haromszogek hasonloak, vagyis

BA AP _PB

C’B_BQ_QC_l'

Ebbél kévetkezik, hogy AP = BQ, ahonnan @ az AB felezpontja. Igy, mivel SQ || AR, a
ketts alapjan kovetkezik, hogy QS kozépvonal a BAR haromszogben, vagyis S a BR szakasz
felez6pontja. (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - IX. osztaly

Mivel RS = SB valamint a BC'R haromszogben a C'S magassag is, ezért a BC' R haromszog
egyenl$ szaru, azaz BC = C'R, vagyis CR = AB. (1 pont)

Az a) alpontbdl tudjuk, hogy C'SB és BRA haromszogek hasonloak, azaz
BC CS SB
AB  BR RA
Tehat CS = BR és SB = RA. (1 pont)

1.

Mivel a BCS szognek a CBS s SCD is potszoge, ezért CBS = SCD. Ekkor, ha tekintjiik a
BCR és C'DS héaromszogeket, ezekben CBR = SCD, ezenkiviil DC' = BC és SC = RB, igy
a két haromszog kongruens. Innen CR = DS, de CR = AB tehat CR = DS = AB.

(1 pont)

Legyen AB = 4x. Ekkor Tapcp = (4x)? = 1622

A BAR haromszoghen QS kozépvonal, tehat QS5 = %, de AR = %, vagyis QS = %. |
1 pont

Tudjuk, hogy RS = SB = RA = 2@Q)S.
Tarsq = “44~8% - RS = 24250 .29 = 35Q°. (1 pont)

A BCQ héaromszoghen alkalmazva a Pitagorasz-tételt kapjuk, hogy QC = 2v/5 - x.
Tehat QS = %QC = % : 2\/5 -, ahonnan TARSQ = SSQQ = %{EQ_

Mindezeket felhasznalva 2 o
Tarsq 2 3

= = 1 pont

TABCD 16.7}2 20 ( pon )
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CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

V. Orszagos Magyar Matematikaolimpia

XXXII. EMMV
orszagos szakasz, Arad, 2023. februar 20-23.

X. osztaly — II. fordul6

1. feladat (10 pont). Egy didktanécs szavazésan harom jeldltre lehetett szavazni. Osszesen 2023-an
szavaztak. Minden szavazat érvényes volt és mindenki csak egy jeloltre szavazott. Hatarozd meg,
hogy hanyféleképpen oszolhattak meg a szavazatok a jeloltek kozott, ha tudjuk, hogy barmelyik két
jelolt Osszesen tobb szavazatot kapott, mint a harmadik!

Faluvégi Melania, Zilah és Szilveszter Ibolya, Temesvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

e 1 - az elsG jelolt szavazatainak szama;

e y - a masodik jelolt szavazatainak széma;

e 2 - a harmadik jelolt szavazatainak szama.
Ekkor = +y + z = 2023, z,y, 2 € N és innen = = 2023 — (y + 2). ( )
A feltételekbdl felirhatjuk, hogy x +y > 2z, y+2 > x és z+x > v. ( )
A fentiekbdl kovetkezik, hogy 2023 — (y + 2z) +y > z = =z < 1011. ( )
Hasonloan 2023 — (y + z) + z > y = y < 1011 és (1 pont)
y+2>2023 - (y+2) = y+2z>1012. ( )
Tehat 1012 < z + y < 2022. ( )
Innen az (z,y) szdmpérok szdma 1011 - 1011 = 10112 ( )
Minden (z,y) szampar esetén az x egyértelmiien meghatarozott, mert x + y + z = 2023. Ezért az
(7,y, z) szdmharmasok szama szintén 10112

Tehat a lehetséges esetek szama 10112 (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Az ABC haromszog sulypontja G. Bizonyitsd be a
4-(AB+BC+CA)—12- (GA*+GB*+GC?) <3
egyenlGtlenséget, és add meg az egyenlGség feltételét!

Olosz Ferenc, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha A’ a BC oldal felez6pontja, a, b és ¢ a haromszog BC, C' A, és AB oldalainak hossza, valamint
AA" = my, akkor GA = 2AA" = 2m,, ahol m?2 = W. (1 pont)

2~(a2+02>—b2

Hasonléan a B’ az AC oldal felezSpontja GB = 2BB’ = 2my, ahol m} = N ésa C az AB

oldal felez6pontja GC' = 2CC’ = 2m,, ahol m? = w. (1 pont)
4 3~<a2+b2+c2)

Tehét GA? + GB* + GC? = 5 - (m2+mj +m2) = 5 - 1 = “2+%2+02. (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - X. osztaly

A bizonyitandé egyenlétlenség atirhatod a vele egyenértékd 4 (a? +b0* +c?) —4(a+b+c) +3 > 0

alakba, és ezt a kovetkezdképpen bizonyitjuk: (2 pont)
4-(a®>+0?+cA)—4-(a+b+c)+3=(4a*>—4da+1)+ (40*> —4b+ 1) + (42 —dc+ 1) =

= (20 —1724(20—1)>+ (2c—1)* > 0. (2 pont)
Egyenlgség akkor all fenn, ha 2a —1=0,20—1=0és2c—1=0, (1 pont)
tehét az egyenl6ség feltétele a = b= c = % (1 pont)

3. feladat (10 pont). Egy egyenesen Imre megjelolt k& darab pontot, ahol k természetes szam,
2 < k < 2021. Ezutdn minden szomszédos pontpar kozott megjelolt még egy tGjabb pontot, és igy
tovabb. Lehet-e egy ilyen eljaras végén 2022 pont az egyenesen? Hat 2033 pont? Ha ezek valamelyike
elérhetd, akkor abban az esetben mennyi lehet a k legkisebb értéke?

(***)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Minden lépésnél eggyel kevesebb pontot jelolt meg, mint amennyi méar megvan jelolve az egyenesen.
Ha az els6 1épésben Imre k pontot jeldlt be az egyenesen, akkor a kévetkezs lépésben tujabb k — 1
pontot jelolt meg, vagyis az els6 1épés utan 2k — 1 megjelolt pont van. (1 pont)
Ha 2k — 1 megjelolt pont van az egyenesen, akkor a kovetkezs lépésben tjabb 2k — 2 pontot jel6lt be,
vagyis Osszesen 4k — 3 megjelolt pont lesz. A kovetkezd 1épésekben 8k — 7, majd 16k — 15 megjelolt
pont lesz. (1 pont)
Az a sejtéstink, hogy az n-edik 1épés utén 2" - k — (2" — 1) = 2"(k — 1) + 1 megjelolt pont lesz. Ha
chhez hozzavesziink az (n + 1)-dik 1épésben megjeldlt ujabb 2™(k — 1) pontot, akkor az (n + 1)-dik

lépés utdn 2" (k — 1) + 1 megjelslt pont lesz, tehat a sejtésiink igaz. (3 pont)
A 2"(k — 1) + 1 nem lehet egyenls 2022-vel, mert a bal oldal paratlan. Tehét az eljaras végén nem
lehet 2022 pont az egyenesen. (1 pont)
Vizsgaljuk a 2"(k — 1) + 1 = 2033 egyenldséget. Ekkor 2" - (k — 1) = 2032 = 2% - 127. (1 pont)
A k akkor a legkisebb, ha n = 4, és ekkor k — 1 = 127, tehat k = 128, vagyis 2033 megjelolt pont
elérhets k = 128 megjelolt pontbol kiindulva. (2 pont)

|

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog az A csticsban derékszogi. A C kézéppontu és C' A sugari
kor, valamint a B kozéppontu és BA sugaru kor a BC' atfogét D, illetve E pontokban metszi. Az
ADFE haromszog koré irt kor az AB, illetve AC befogot az F, illetve G pontokban metszi. Szamitsd
ki az F'G szakasz hosszét, tudva, hogy AB = 15 cm és AC' = 8 cm!

Zajzon Csaba, Barot

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Jeloljiik é1-gyel a C'A sugaru kort, Gs-vel a BA sugaru kort és 63-al az ADFE héromszog koré irt
kort. Legyen a €7 és a %, masodik metszéspontja P.

Mivel két metsz6 kor metszéspontjan athalado egyenes merdleges a két kor centralisara, ezért teljesiil,

hogy C'B 1 AP, ugyanakkor a %3 korén AE=FP és a ¢, koron AD=DP . (2 pont)
Mivel AC érint6je a 6, kornek, ezért a

CAE = A2E = E2P PAE = # (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - X. osztaly

Hasonléan kapjuk, hogy

@:%:%:ﬁzﬁ.

Tehit o DAF — DAP + PAF — BIE  FIC _ BIC _wr _ 450

Az ABCA-ben BC? = AC? + AB? = 289, tehat BC = 17 cm. Tovabba

BE = BA =15 cm,
CD=CA=28cm,
DE=BE+CD—-BC=15+8—17=6 cm.

Az AEDA-ben alkalmazva a szinusztételt, azt kapjuk, hogy

DE 6
R= - = 3v2
2. sin(DAEL)  2-sind5° V2 em,

ahol R a €3 kor sugara.

(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)

Mivel FAG derékszog, kivetkezik, hogy FG a %3 kor atmérsje, amelynek hossza 2R = 6/2 cm.

Madsodik megoldds. Hivatalbol

(1 pont)
|

(1 pont)

Az AGF héromszog derékszogt, ezért a GF az ADFE héaromszog koré irt kor atmérGje. A CAD

haromszog egyenls szaru, igy CD = CA = 8 cm és

180° — C4

CDAL = CADL = 5

3/7
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - X. osztaly

A BAFE haromszog egyenld szaru, igy BE = BA = 15 cm és
180° — B£

BEAL = BAEL = = (2)
(1 pont)
Az (1)) és ([2)) Osszefiiggésekbdl:
CDAL + BAEAL =90° + DAEX,
ahonnan kovetkezik, hogy DAEL = CDAL + BAE L — 90°. (1 pont)

Ekkor DAEL = 180-C£ 4 I80-BL _ 9(° vagyis DAEA = 90° — €4284 = 90° — 2 = 45° (2 pont)
Az ABC' derékszogii haromszogben, Pitagorasz tételével kiszamolva, kapjuk, hogy BC' = 17 cm, igy
DE =CD + BE — BC =6 cm. (2 pont)
Az ADFE héaromszogben felirva a szinusztételt:

DE 6
—— =2R <— — =2R. 1 t
sin(DAEX) \/75 (1 pont)
A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy 2R = 6v/2 cm. Tehat FG = 6/2 cm. (1 pont)
[

5. feladat (10 pont). Oldd meg a nullatol kiilonb6zs természetes szamok halmazan az 5% —1 = 2Y-3*
egyenletet! Ismertnek tekintjiik, hogy a nullatol kiilonb6z6 természetes szamok halmazén a 2*—3Y = 1
egyenletnek csak az x = 2 és y = 1 a megoldasa, mig a 3* — 2Y = 1 egyenletnek csak az v =y = 1,
valamint az z = 2 és y = 3 a megoldasai.

Bolyai Janos kézirata nyomdn

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha z péaratlan, akkor x = 2n+1 és akkor 5°—1 = 52" -1 =5.(6—1)*"—1 = 6-M+5-1—1 = 6- M +4.
Tehat 5 — 1 nem oszthaté 3-mal, de 2Y - 3% oszthato 3-mal, mert z > 1, tehat az egyenletnek nincs
megoldasa. (1 pont)
Ha x péros, akkor x = 2n és az egyenlet a kovetkezd alakban irhato:

(5" —1)(5" +1) = 2¥- 3.

Mivel (5" — 1) és (5" + 1) egyméasutani paros szamok ezért a legnagyobb k6zos osztojuk 2 és csak az
alabbi esetek lehetségesek:

5m—1=2F.3¢ 5n—1=2-3°
Jk>1  va Jk>1. 2 pont
{5n+1=2-3b B o {5”+1:2’f-3b (2 pont)

Az els6 esetben 2 - 3% — 2F . 3% = 2 vagyis 3° — 2F=1 .32 = 1.
Ha a > 1 és b > 1, akkor a bal oldal oszthaté 3-mal, tehat az egyenlGség nem lehetséges.

(1 pont)
Ha b = 0, akkor 27! . 3% = 0 szintén lehetetlen. (1 pont)
Ha a = 0, akkor 3° — 2¥=1 = 1. Mivel a 3% — 2¥ = 1 egyenletnek csak az = y = 1 valamint az = 2
és y = 3 a megoldésai, ezért b=k —1=1vagyb=2¢és k—1=3.
Ha b =1 és k = 2 akkor azt kapjuk, hogy © =2,y =3 és z = 1. (1 pont)
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Ha b =2 és k = 4, akkor nincs megoldés. (1 pont)
A maésodik esetben 2F - 3* —2.3% = 2 vagyis 2871 .3 — 3% = 1. Ha a = 0, akkor b = 0 és nincs
megoldas. (1 pont)

Ha b = 0, akkor 27! — 3% = 1. Mivel a 2% — 3Y = 1 egyenletnek a nullatol kiilonboz6 természetes

szamok halmazén csak az x = 2 és y = 1 a megoldésa, ezért k — 1 = 2, valamint « = 1. Ekkor

k=3,a=1¢és 5" —1=06, ami lehetetlen.

Tehat az egyenlet egyetlen megoldésa az x = 2,y =3 és z = 1. (1 pont)
[ |

6. feladat (10 pont). A val6s szamok halmazan oldd meg a

Vitr—y1—-z 2
Vitz+v/I—z y2+1

Vity—v1l—-y 2z
VIity+/I—y 22+1

egyenletrendszert! Ddvid Géza, Székelyudvarhely
Elsd megoldads. Hivatalbol (1 pont)

Az egyenletekben szerepld kifejezések akkor értelmezettek, ha x,y € [—1, 1].

Tekintsiik az f: [-1,1] — [-1,1], f(x) = xfil fiiggvényt. Igazoljuk, hogy az f szigortian névekvg
és sziirjektiv.

Legyen —1 <z <y < 1. Azt kell igazolni, hogy

2x
x24+1

< %, ami egyenértéki a kovetkezskkel

q;y2+:z:<x2y+y
— oyt —2*y+r—y<0
= zy(y—=z)—(y—x) <0
— (y—2x) (zy—1) <0,

ami igaz. (1 pont)
Legyen y € [—1,1]. Azt vizsgaljuk, hogy létezik-e x € [—1, 1] tgy, hogy f (z) = y, ami egyenértékii
az (22 4+ 1) -y = 2z kifejezéssel, vagyis az yx? — 2z +y = 0 egyenlettel. Ha y = 0, akkor z = 0, illetve
ha y # 0, akkor az el6bbi egyenlet egyetlen [—1, 1] intervallumba es6 megoldasa

1—1—y* Vi+ty—1—y

xr =

y CVIty+VI—y
tehat az f sziirjektiv. (1 pont)
Mivel f szigortiian névekvd és sziirjektiv kovetkezik, hogy bijektiv és
Vit —V1l-x

f L s LY, f () (1 pont)

Vit z+V1-zx

Most ratériink az egyenletrendszer megoldéaséra.
Az egyenletrendszer a kovetkezGképpen alakul:
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Feltételezziik, hogy z <y = f(z) < f(y) = [f'(y) < f~'(z). Mivel f~! is névekvs,

kovetkezik, hogy vy < x, ami ellentmondéas. Tehat x = y. (2 pont)
lgy 207 = Vo= vagyis f (z) = 7' (2). (1 pont)
Mivel f szigoriian névekve ezért az f (x) = f~1 (z) egyenl6ség csak ugy teljesiilhet, ha
f@)=o=f" ), (1 pont)
vagyis 15 =, ami az 2° —x =0 <= x(r — 1) (z + 1) = 0 egyenlettel egyenérteki.
Tehat x = 0 vagy v = —1 vagy = = 1. (1 pont)
Innen az koévetkezik, hogy a (0,0), (1,1) és a (—1, —1) az egyenletrendszer megoldasai. (1 pont)
[
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Ha xz = 0 vagy y = 0, akkor az egyenletrendszer (z,y) = (0,0). Tegyiik fel, hogy =,y # 0. Ekkor
Vitz—vVi—-z  (Vi+z—V1—-2z)?

Vitz+yVli—-2 (V1+2)2—(1-1)?

1—+1—a?
- Q
x
Cz(1+V1—2?)
x
= . (4)
1+v1l—-x
(2 pont)
A és alapjan az egyenletrendszer elsé egyenletébdl kapjuk, hogy
1—+1— 22 2y 1+V1-22 y*+1
= és = .
x y?+1 x 2y
Ezeket Osszeadva kapjuk a
2 2 41
r  y*+1 2y
Osszefliggést. (1 pont)
Hasonléan az egyenletrendszer masodik egyenletébdl adodik, hogy
2 2x 2241
- = . 1 t
y  x?+1 + 2r (1 pont)
Ezeket kivonva egymésbol kapjuk, hogy
2 2 2x +y2—|—1 2?2 +1
r oy 241 2241 2y 2x
5 YT _ oyt ty—ay’—r  yPatar-—y® -y
zy (z>+1)(y* + 1) 2zy
20y —x) 20y—z)d—-zy) (y—z)(=1+zy)
= =
Ty (2 +1)(y2+ 1) 2y
—x)(b— 2(y —x)(1 —
(y—2)5—ay) _ 20y —2)d —ay) (1 pont)
2y @+ D7+ 1)
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Ha z # y, akkor

5—wy  2(1—uay)
20y (a2 +1)(y7 +1)

= (5—ay)(®+1)(y*+1) =4(1 — zy)zy.

Mivel z,y € [-1,1], ezért 5 —xy > 4, 1 +2* > 1, 1 +y* > 1, illetve 4(1 — zy)xy < 1, mivel az
f(u) = (1 —u)u méasodfoku fiiggvény maximuma %. Tehéat a fenti egyenl6ség bal oldala nagyobb vagy
egyenld, mint 4, mig a jobb oldala kisebb vagy egyenlé mint 1, igy a fenti egyenl&ség nem teljestilhet
semmilyen z,y € [—1, 1] szamokra. (2 pont)
Ha z = y, akkor az alapjan kapjuk

2 2x 2+ 1

el S R o 42 +1) =42” + (2 +1)* <= 2' +22* -3 =0.

Mivel a v? + 2v — 3 = 0 egyenlet két megoldasa v = 1 és v = 3, ezért 22 = 1. Tehat, ha x,y # 0,
akkor az egyenletrendszer megoldésai (z,y) = (—1,—1) és (x,y) = (1,1). (2 pont)
[
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XI-XII. osztaly — II. fordulé
1. feladat (10 pont). Oldd meg a valés szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:
200531 + COSBLL' — {coszT

dr. Bencze Mihdly, Brasso

FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tudjuk, hogy cos 3z = 4 cos® z — 3 cos z. (1 pont)

_ 3 _
2C053x+COS3fL‘ =8 cosx s 24cos r—3cosx —I—COSgiL' —9 3cosx —

- COSgaT _ 2—3cosac o 24cos3a:—3cosa; S COSgl‘ — 2—3cosx(1 _ 24(:053:1:). (2 pOIlt)
Az y = cosz € [—1, 1] helyettesitéssel az
P21 -2 = P2 =12 e P2 ot =

egyenlethez jutunk. (2 pont)
Ekkor tekintsiik a kovetkezs f: [—1,1] — R, f(y) = y* - 2% + 2%° fiiggvényt. Mivel ez a fiiggvény
szigoruan novekvé fliggvények Osszege, igy f is szigortian novekvs, tehat injektiv. Vagyis az

y? 2% ot =1

egyenletnek csak egy megoldasa van a valos szamok halmazan, ez pedig az y = 0. (3 pont)
Tehét cosx = 0, ahonnan = € {+Z + 2kr | k € Z}. (1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tudjuk, hogy cos3x = 4 cos® z — 3cos . (1 pont)

cos®

2cos3x 4 C083 T = {08 s 200s3x 4 4 1 — 273c0sz
geosda dcos’x —3cosx _ o-dcoss _ COST
4 4

geosde cos 3x _ g-Beosz _ 3cosx (3 pont)

4 4
Ekkor tekintsiik a kovetkezd f: R — R, f(t) = 2" + i fiiggvényt. Ez szigortan névekvs, tehéat injek-
tiv. (1 pont)

cos 3z COS SZL’ —3cosx 3 Ccos T
2 +—=2 - <= f(cos3z) = f(—3cosx).

4 4
1/6



V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - XI-XII. osztaly

Mivel a fiiggvény injektiv, igy f(cos3z) = f(—3cosz) egyenértékd a cos 3z = —3 cosx Osszefiiggés-
sel. (2 pont)
cos3x = —3cosx <= 4cos’xr —3cosxr = —3cosx <= cosx = 0.

Tehat cosz = 0, ahonnan « € {+Z + 2kw | k € Z}. (2 pont)

|

2. feladat (10 pont). Az ABC haromszigben AB = AC ¢és A = 30°. Legyen M ¢és N a B és C
pontok AC, illetve AB oldalak szerinti szimmetrikusa. Az M N egyenes D és E pontokban metszi
az AB, illetve AC' oldalakat. Ha DE = 2 cm, szamitsd ki a BC' oldal hosszat!

Zajzon Csaba, Barot

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a B és M pontok szimmetrikusak az AC oldalra nézve, kovetkezik, hogy CAM = CAB = 30°
és AB = AM. Hasonléan NAB = BAC = 30° és NA = AC'. Ezek alapjan kovetkezik, hogy M AN

derékszogi és egyenls szaru. (1 pont)
Mivel B és M, valamint N és C szimmetrikusak az AC' illetve AB oldalakra nézve, ezért BC' = C'M
és BE = EM. (1 pont)
Legyen BM N AC’ = {P}. A BPA derékszog haromszogben B = 60°. A BAC egyenls szart
haromszog BAC = 30°, tehat ABC = 75°. Ezek alapjan PBC = 15°. (1 pont)

Mivel a M AN haromszog derékszogl és egyenls szart, kovetke21k hogy AMN = 45°. Az APM
haromszogben AMP = 90° — 30° = 60°. Ezek alapjan EMP = 15° = EBP és ezen kiviil PBC =

15°, ahonnan kévetkezik, hogy BE = BC = CM = EM, tehat BC M E rombusz. (2 pont)
Hasonloan igazoljuk, hogy BC DN rombusz, ahonnan EM = ND = BC és EM || BC || ND, tehat
DE || BC. (1 pont)

Bevezetjik az AB = x és BC' = y jeloléseket. Az M AN derékszogti haromszoghen Pitagorasz tételét
alkalmazva felirhatjuk, hogy

2’427 =2y +2)? = 2?=2y+1)>% (1)
(1 pont)
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Az ABC haromszogben a koszinusz tételt alkalmazva felirhatjuk, hogy

y? = 2% + 2% — 22% cos 30°,

tehat
y? = 227 (1 - ?) : (2)
(1 pont)
Igy az és a osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy
2-3
y2=4(y+1)2'T
—= P=(y+1)2*4-2v3), y>0
= y=(@y+1)\/4-2V3
— y= Vil
) 53
= y = V3 +1.
Tehat BC = /3 + 1. (1 pont)
[ |

3. feladat (10 pont). Legyen z, y, z € (1,400) és z -y - z = p. Igazold, hogy

log,, x - <’/1+logpy—logpz+logpy- <’/1+logpz—logpx+logpz- {’/1+10gpw—logpy <1

Longdver Lajos, Nagybinya

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az a = log,z, b = log,y & ¢ = log, 2 jeloléseket bevezetve az a + b+ ¢ = log, xyz = log,p = 1
osszefliggést kapjuk. (1 pont)
A fenti jelolésekkel a bizonyitandé egyenlGtlenség
a-V1i+b—c+b-Vitc—a+c-vV1+a—-b<1. (1 pont)

[gazoljuk, hogy a, b, ¢ > 0. Mivel x > 1 és zyz > 1, igy a = log,z = log,,. x > log,,.1 = 0.
Hasonléan b > 0, ¢ > 0. Mivel a,b,c > 0 és a + b+ ¢ = 1, kévetkezik, hogy a,b,c € (0,1). Ezért
I1+b—c>1+0-1=0. (1 pont)
Mivel az 1 +b—c, 1 és 1 pozitiv valés szamok, a mértani és szamtani kdzepek kozti egyenlGtlenséget
felhasznalva kapjuk, hogy

l+b—c+1+1

J(A+b—c)-1-1<

3 )
vagyis
34+b—
Yatb—0< % (3 pont)
Az egyenl6tlenség mindkét oldalat megszorozzuk az a pozitiv szammal. Igy
3 b—
a~\3/1+b—c§w. (1 pont)
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Hasonléan b b ;
b-T+c—a< %
e VTra—p< 2Tl
A harom egyenl6tlenséget Osszeadjuk, igy az
5 5 3 3la+b+c)
a~\/1—|—b—c—|—b~\/1+c—a+c-\/1+a—b§Tzl (2 pont)
egyenlGtlenséghez jutunk. [ |

4. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az f: R\ {0, 1} — R fiiggvényeket, amelyek teljesitik az

T — 1 2
f( 1>+f(m>:4+m, VxER\{O,l}

x
Osszefliggést!

Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A megadott Osszefliggésben az y = %1 helyettesitést végezziik. Innen yxr = x — 1, tehéat ﬁ = y7—1
(1 pont)

lgy kapjuk, hogy f(y) + f(%l) =4+ %, minden y € R\ {0, 1}. Tehat

z—1 2—2x

f(x)—i—f(T)zéH— o Vo eR\{0,1}. (3)
(2 pont)
Most a z = ﬁ helyettesitést végezziik a megadott egyenletben, igy %1 = 1;. (1 pont)

Ez alapjan az adott egyenletb] kapjuk, hogy f(z) + f (5) =4 — 22, minden z € R\ {0, 1}, tehat

1
11—z

f(x)—i—f( ):4—21:, Ve eR\{0,1}. (4)

(2 pont)
Osszeadva a -as és a —es egyenletek megfelels oldalait, kapjuk, hogy

2 2
2f(x)+4+—1:6—2x+—, Ve eR\{0,1}. (2 pont)
T — T
Ha ezt elosztjuk 2-vel és atrendezziik, megkapjuk a keresett fiiggvényt f: R\ {0,1} — R,

1
=1l-z— ———~ R 1}. 1 t
2 71 x P Vo eR\{0,1} (1 pont)
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5. feladat (10 pont). Az ay,aq,. .., a3 olyan természetes szamok, amelyekre létezik n € N ugy,
hogy
ai+a3+ ...+ ay =n> +2.

Igazold, hogy az aq, as, ..., asges szamok nem lehetnek mind paratlanok!

Szilagyt Judit, Kolozsvar
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha n péros, akkor n? + 2 paros szam. Ha ay,as, ..., asps; mind paratlan szamok lennének, akkor
négyzetosszegiik is paratlan lenne, ami igy nem lehet egyenls az n? + 2 paros szaimmal. Tehat a
szamok nem lehetnek mind paratlanok. (2 pont)
Ha n paratlan, felételezziik, hogy az aq, as, . . ., aspes szémok mind paratlanok. Ekkor

a;=(2k+1)?=4k>+4k+1=4k(k+1)+1=8m+1

alaki, minden ¢ = 1,2023 esetén. (2 pont)
2023
Igy 3" a? =8M +2023 =8M + 8252+ 7 =8M + 7 alaku. (2 pont)

=1
Mivel n paratlan szam, az n lehet 8k + 1, 8k + 3, 8k + 5 vagy 8k + 7 alakt. Igy n? mindenik esetben
8k + 1 alaku, tehat n? 4+ 2 = 8 M + 3 alaku, ami nem lehet egyenls a 8M + 7 alakt szammal.
(2 pont)
Tehat az aq,as, ..., a3 szamok nem lehetnek mind péaratlanok. (1 pont)
[ |

6. feladat (10 pont). Legyen P az ABC hegyesszogi haromszog egy bels§ pontja. Jeloljiik rendre

a PB, PC és PA szakaszok hosszat x, y és z-vel, a BPC, CPA és APB szogek mértékét o, [ és
~v-val. Igazold, hogy (z cosa — y)(zcos 5 — y) kifejezés értéke akkor maximalis, ha P a C-bgl huzott
szogfelezén helyezkedik el!

Mészar Julianna, Nagyszalonta és Pdlhegyi-Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Bevezetjiikk az BC = a, AC = b, PCB = (4 és ACP = (Y jeloléseket. A PBC' és PAC haromszo-

gekben a koszinusz tételt alkalmazva felirhatjuk, hogy cos a = xgg?fy_arz és cos f = %# (1 pont)
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Innen

2 2_ 2 2 2—b2
(zcosa — y)(zcos f — ) = (wzy_y_y) | (y e _y>

22—y —a? 22—y B

= 2 t
T - (2 pont)
A PBC és ABC haromszogekben a koszinusz tétel alapjan cos 6’\1 = a2+2@fy_z2 és cos 6'\2 = %
(1 pont)
Tehat
—2 Ci1 —2bycos Cy -
(xcosa —y)(zcos B —y) = Ay eost YEOB2 _ abeos Cy - cos Cy (2 pont)
2y 2y
1 —_~ —_~ —_~ —_~
= §ab (608(01 + Cy) + cos(Cy — Cg))
1 ~ —_~ —_~
= Eab <COSC’ + cos(Cy — Cb)) . (2 pont)
Mivel a koszinusz fliggvény csokkend a [O, %} intervallumon, ez a kifejezés pontosan akkor lesz maxi-
malis, ha cos(a — 6’;) = 1, vagyis 6’\1 = 6’\2, tehat CP az ACB szogfelezdje. (1 pont)
[ |
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