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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20—23.

V. osztaly

1. feladat. Egy zeneiskolaban az egyik osztaly minden didkjat tanitjak zongordzni és hegediilni
is, méghozza tgy, hogy a tanar egyszerre mindig csak egy didknak tart 6rat. Az osztaly fel van
osztva A és B csoportokra. Az A csoportba tartozo didkok mindegyike hetente 5 hegedtdrara és 2
zongoraorara, a B csoportban lévék pedig 3 hegediiorara és 4 zongoradrara jarnak. Igy az osztaly
didkjai hetente 63 hegediioran és 56 zongoradran vesznek részt.

a) Hatarozd meg, hogy hany didk van az osztalyban!
b) Hatarozd meg az A, illetve B csoportban 1év6 didkok szamét!

2. feladat. a) Hatéarozd meg azt a legkisebb m természetes szamot, amelynek pontosan 2022 ter-
mészetes osztoja van!

b) Igazold, hogy az n = 2336 . 32 .5 szam osztéinak dsszege oszthato 78-cal!

3. feladat. Gomboc Artar gazdag nagybacsija egy jatékra hivja Artart és baratait. A jatékosok
kapnak egy-egy belép6t a jatékba, amellyel majd elnyerhetik a nagybacsi 2022 aranyérmébdl allo
vagyonat, vagy annak egy részét. A jaték folyaman, minden kor elején, mindenki akinek van belépgje
sorra elvesz egy-egy aranyérmét a gazdag nagybacsitol. Ezutdn a nagybacsi véletlenszeriien elveszi
valamelyik jatékos belépdjét, aki ezaltal kiesik a jatékbol, majd egy 0j kor kezdddik. A jaték addig
folytatodik, ameddig mindegyik jatékos el nem vesziti a belép&jét, vagy a nagybacsi ki nem fogy az
aranyérmékbdl.

a) Hatéarozd meg, hogy legtébb hany belépdt oszthat ki a nagybacsi ugy, hogy biztos maradjon neki
is aranyérméje a jaték végére!

b) Gomboc Artirnak a nagynénije is rendelkezik 2022 aranyérmével és megszervez & is egy hasonlo
jatékot, annyi kiilonbséggel, hogy 6 koronként két jatékosnak veszi el a belépGjét, vagy az utolsod
egynek. Hatarozd meg, hogy a nagynéni legtébb hany belép6t oszthat ki tgy, hogy a jaték végére
biztosan ne fogyjon ki az aranyérmékbél!

4. feladat. Az A és B varos tavolsdga 60 km. A két varost egy kétirdnyu egyenes ut koti Gssze.
Ezen az dton egyszerre indul egy-egy feliigyel§ jarér egymassal szemben azonos sebességgel. Veliik
egy id6ben a félaton levé C' pontbdl is elindul egy jarér az egyik varos felé, ugyanolyan sebességgel,
mint az el6z6 ketts. A jarérokre az a szabaly vonatkozik, hogy egyenletes sebességgel kell haladniuk és
ha Gsszetaldlkoznak egy mésik jarérrel, akkor mindketts visszafordul és tovabb folytatja a jarérozést.
Ha valamelyik jardér visszaér az A vagy a B varosba, akkor szintén visszafordul és folytatja az atjat.

a) Igazold, hogy van olyan ¢ id6pont, amelyben minden jarér visszakeriilt abba a pontba, ame-
lyikb6l indult. Hatarozd meg az ilyen ¢ id6pontokat (a kezdéshes viszonyitva), ha a jarérok sebessége
5 km /h!

b) Igazold, hogy az elgbbi allitas akkor is igaz, ha a C-ben 16v§ jardr helyett két méasikat inditunk:
az egyiket az A-t6] 20 km-re levé D pontbdl, a masikat az A-t6l 40 km-re levé E pontbol, tetszdlegesen
vagy az A, vagy a B iranyabal

Megjegyzések: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

VI. osztaly

1. feladat. Hatarozd meg, minden alpont esetén, azokat az abe alakd természetes szamokat, ame-
lyekre teljesiil az adott feltétel:

a) abc = 24;
b) (a+ 1)(b+2)(c+ 3) = 1320;
a b c

¢ = = .
) b+c c+a a+bd
2. feladat. A szamjegyek koziil nyolcat felhasznalva, mindegyiket csak egyszer, alkotunk négy darab
kétjegyt szamot. Ezek mindegyikének forditottja is kétjegyd szdm. A négy szam és forditottjainak
Osszege egy olyan szam, melynek 37-tel val6 osztési maradéka 11. Mely szamjegyeket nem hasznaltuk

fel?

3. feladat. Adottak a sikban az AOB = 50° és COD = 120° szogek, amelyeknek a szogfelez6i egy
egyenesen vannak.

a) Hatéarozd meg a BOC és AOD szogek mértékét! Hany eset lehetséges?
b) Szamitsd ki a BOC és AOD szogek szogfelezi altal bezart szog mértékét!

4. feladat. Az erdei tisztason husvét reggelén az 6tven tagui nyuszicsapat 50 darab sorba allitott
tojasautomatat talalt. Mindegyik automata a tojasokat piros—sarga—zold—kék—piros—sarga—zold—kék—
piros—. .. sorrendben adagolja (a tojasok szinei ebben a sorrendben ismétlddnek és mindegyik automa-
taban az elsé tojas piros). A nyuszik egymasutéan feltoltik a puttonyaikat és indulnak a gyerekekhez:
az els6 nyuszi mindegyik automatabol kivesz egy-egy tojast; a masodik nyuszi a mésodik automatéval
kezdédGen minden méasodikbol egyet-egyet; a harmadik a harmadik automataval kezd§dGen minden
harmadikbol egyet-egyet, és igy tovabb. Igy az utolsé nyuszi csak az 6tvenedik automatabol vesz ki
egy tojast.

a) Osszesen hany tojast szereztek be a nyuszik az automatakbol?

b) Az els6 nyuszi utan leghamarabb melyik nyuszi fog piros tojast kivenni?

¢) A nyuszik hany automatabol vettek ki paratlan szamu tojast?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

VII. osztaly

1. feladat. Egy kutyakiallitason 3 vizslat, 4 pulit és 5 kuvaszt mutattak be.

a) Az els6 nap minden jelenlevs nézé szavazott minden fajtabol pontosan egy kutyéara. Legtobb
hény nézé vett részt a kiallitas elsé napjan, ha tudjuk, hogy a szavazatok kozott nem volt két
egyforma?

b) A masodik nap minden jelenlevs nézs csak a pulik koziil szavazott legalabb egyre. Legtobb
hény néz6 vett részt a kidllitds masodik napjan, ha tudjuk, hogy a szavazatok kozott nem volt két
egyforma?

¢) A harmadik nap minden jelenlevd néz6 szavazott minden fajtabol legaldbb egy kutyéara. Legtobb
hény nézd vett részt a kiallitas harmadik napjan, ha tudjuk, hogy a szavazatok kozott nem volt két
egyforma?

2. feladat. Az ABC héaromszog BC oldalan felvessziik az E pontot. Legyen F' az AB oldal belsé
pontja tgy, hogy az E'F szakasz a haromszog teriiletét két egyenls részre osztja, valamint M a BC
szakasz felez6pontja.

a) Igazold, hogy M a B és E pontok kozott van!
b) Igazold, hogy az AEMF négyszog trapéz!

3. feladat. Az ABC' egyenl6 oldalt haromszég BC' oldala egy O kozépponti kornek egy hurja. Az
O pont a haromszog belsejében taldlhato. Az AB és AC oldalak pedig a nagyobbik BC korivet az E
és D pontokban metszik. Jeloljiikk M-mel, N-nel és P-vel az O pontnak az AB, BC és AC oldalakra
huzott merélegesek talppontjat! Tudjuk, hogy BC'= 12cm és OM = 4ON.

a) Szamitsd ki a kor kozéppontjanak az ABC haromszog oldalaitol valo tavolsagat!

b) Igazold, hogy AE = EM = MB.
Tunp

¢) Bizonyitsd be, hogy =2

ABC

4. feladat. Egy gazdanak van harom juhasza, amelyek a gazda juhait minden reggel egy-egy nyajban
terelik ki a legelére, majd este egy-egy nyajban haza. Tereléskor barmelyik juh barmelyik nyajba
keriilhet. Egyik este a juhaszok beszélgetnek és a kovetkezbket allapitjak meg:

e az aznap reggeli kitereléskor a nyajakban lévs juhok szamait novekvs sorrendbe rendezve az 5, 6
és 7 szamokkal egyenesen aranyos szamokat kaptak;

e az aznap esti hazatereléskor a nyajakban 1év6 juhok szamait névekvs sorrendbe rendezve a 4, 5 és
6 szamokkal egyenesen ardnyos szdmokat kaptak;

e az egyik juhasz este 12 juhval tébbet terelt haza, mint amennyit kihajtott reggel.

a) Igazold, hogy a gazda juhainak szama oszthato 90-nel!
b) Hany juh volt aznap reggel a kihajtott nyajakban kiilon-kiilon? Hat este a hazahajtottakban?

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbdl jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

VIII. osztaly

1. feladat. Péternek és Janosnak Osszesen 40 kisautdja van. Mindketten rairjdk az Osszes sajét
autojukra a szerencseszdmukat. A Janos autdin levs szamok Osszege kétszer nagyobb, mint a Péter
autoin talalhato szamok Osszege. Ha Janosnak annyi autdja lenne, mint amennyi Péternek van, akkor
az autoin talalhatd szamok Osszege 36-tal kevesebb lenne, mint amennyi a Péter autodira irt szamok
Osszege. Ha Péternek lenne annyi autdja, mint amennyi Janosnak van, akkor a Péter autéin levs
szamok Osszege 84-gyel lenne tobb, mint amennyi a Janos autéin szerepld szamok oOsszege. Hany
autojuk van a finknak kiilon-kiilon és mennyi a szerencseszamuk?

2. feladat. Az ABCDA'B'C'D’ kockdban E az AD', ' az AB', G a B'C és H a D'C szakasz
felez6pontja. Igazold, hogy

a) az ACB'D’ szabélyos tetraéder;
b) az E, F, G és H pontok egy sikban vannak, és négyzetet alkotnak;
c) az EFGH négyzet kozéppontja egybeesik a kocka kézéppontjavall

3. feladat. Az ABCDEFGH téglatestben AB = 20cm, BC = 15¢cm és AE = 12v/3cm.
a) Szamitsd ki az F pont tavolsagat a BD egyenestol!
b) Hatarozd meg az (EBD) és (F DB) sikok altal meghatarozott szog mértékét!
c) Ha M és N a CD, illetve CG élek felez6pontjai, akkor szamitsd ki az M pont tévolsagat az
(NDB) siktol!

4. feladat. Adottak az a < b < ¢ primszamok, amelyekre v/a + vb + /¢ < 335.

a) Igazold, hogy 6 < Va+6 — v8a+ Vb + 12 — V12b + Ve + 6 — v/20c < 337.
b) Hatéarozd meg az a,b, ¢ szamok értékét tugy, hogy

2022
c
Va+6—v8a+vVb+12— 120+ e+ 6 — v20c

N.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 3 ora.

1/1



SV .
5‘},}'/,‘ e Ministerul Educatiei
u LY
o (meS 2 . e e e . A .
2 SRS Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Hatarozd meg azokat az x, y, z és t valos szamokat, amelyekre
22% + 5% +42% + 17 — 6oy — 2yz — 22t — 2t +2 = 0.

2. feladat. Igazold, hogy ha a,b,c >0 és a-b-c =1, akkor

1 1
<1
a3+b3—l—1+b3+c3+1+c3+&3+1 -

3. feladat. Legyen G az ABC altalanos haromszog sulypontja, B’ és C’ pedig rendre a B és a C'

csucesbol kiindulo szogfelezs talppontja. Igazold, hogy ha a B’, G és C' pontok kollinearisak, akkor
11 1

BC — Ac T AB-

4. feladat. Adott az ABC'D négyzet. Felvessziikk az E pontot az AC szakaszon, valamint az F

pontot az AC egyenesen a négyzet kiils§ tartoményaban ugy, hogy AE = CF = AB. Legyen a
BE egyenes és a DC szakasz metszéspontja M, a BE egyenes és az AD egyenes metszéspontja IV,

valamint a CN egyenes és a DF egyenes metszéspontja P. Igazold, hogy az A, M és P pontok

kollineérisak.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20—23.

X. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Oldd meg a valos szamok halmazan az
2% — 5z — 18 = 2(z — 3)Vx — 2
egyenletet!

2. feladat.
a) Tanulméanyozd az f: [0,+00) = R, f(z) = 3* — 2% fiiggvény monotonitasat!
b) Oldd meg a természetes szamok halmazéan a

3% .27 3% . 2Y =g 6%
egyenletet!
3. feladat. A zy, zo, 23 komplex szamokra teljesiilnek a kovetkezd Osszefiiggések:
21| = |22 = |23] €z + VB2 4 225 = 0.

Igazold, hogy 21 + 20 - 22 + 23 = 0, ahol zp = cos § + isin §.

4. feladat. Adott az f: R\ {%} =R, f(x) = giff fiiggveny. Az f,,1 fiiggvényt a kovetkezSképpen

értelmezziik: f; = f és f,.1 = fo f,, minden n > 1 esetén. Igazold, hogy az f, értelmezett az
R\ {%} halmazon, barmilyen n € N* esetén és hatarozd meg az f, fiiggvényt!

Megjegyzések: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

XI. osztaly — I. fordulo

1
1. feladat. Az (x,,),>1 sorozat esetén z1 > 1 és 2,41 = 2 — —, minden n € N*-ra.

n

a) Hatéarozd meg a sorozat altalanos tagjanak képletét, ha z; = 2.

b) Bizonyitsd be, hogy minden x; > 1 kezdérték esetén a sorozat konvergens és hatarértéke 1.
¢) Szamitsd ki a lim n(x, — 1) hatérértéket!

n—oo

2. feladat. Adott az A = <§ :(73) € My(Z) matrix.

a) Hatarozd meg az A™ maétrixot, ahol n € N*.

b) Adott az f: R\ {2} = R\ {3}, f(z) = §&=I fiiggvény ¢s legyen f, = fo fo---o f. Hatdrozd
—_—

meg az fogee fliggvényt!

n-szer

3. feladat. Legyen A azoknak az A € My(R) méatrixoknak a halmaza, amelyek esetén det A = 1,
illetve det(A* + A% + I,) = 1.

a) Hatérozd meg a T = {tr(A) | A € A} halmazt, ahol tr(A) az A méatrix f6atlon levs elemeinek
Osszegét jeloli!

b) Hatarozd meg a D = {det(A+ A7) | A € A} halmazt!
4. feladat. Az (z,)nen+ €8 (Yn)nen+ sorozatokat az

x, = (45 4+ v2022)", Vn € N*,
illetve

Yo = (45 —/2022)", Vn € N*
képletekkel értelmeztiik.

a) Igazold, hogy x, + y, € N, minden n € N* esetén!

b) Szamitsd ki a lim {z,}5* hatarértéket, ahol {a} az a valos szam tortrészét jeloli!
n—oo

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20—23.

XII. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Adott a G = (—2022,2022) halmaz és az

| 2022%(x + )

= , Vr,ye G
CEY T 000 Ly Y

miivelet.
a) Igazold, hogy (G, *) csoport és az f: (G,*) = (R%,-),

2022 -z

1) = 00 12

fiiggvény csoportizomorfizmus!

b) Szamitsd ki tetszéleges n > 2 természetes szam esetén a

2022 2022 2022
_ Kk — Kk e k —m8
7 17 2n? — 1

kifejezés értékét!
2. feladat. Hatarozd meg az f: (0,7) — R,

1

sinx - (3 — sin2x)

fz) =
fiiggvény primitivjeit!

3. feladat. Hatarozd meg azokat az f: R — R folytonos fiiggvényeket, melyeknek létezik F': R — R
primitiv fiiggvényiik ugy, hogy [f(z)] — {f(z)} = F(x), barmely z € R esetén, ahol [a] az a valos
szam egeészrészét, {a} pedig a tortrészét jeloli!

4. feladat. Legyen f : (0,+00) — R egy olyan primitiv fiiggvénnyel rendelkezé fiiggvény, amelynek
valamely F' : (0,+o00) — R primitivjére a Pn(l) tF (%) hatarérték véges. Jeloljiik ezt a hatarértéket
—
>0

L-el. Bizonyitsd be, hogy a g: R — R,

= {13 270

x
c, xr =

fiiggvénynek pontosan akkor létezik primitiv fiiggvénye, ha ¢ = L.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

V. osztaly

1. feladat (10 pont). Egy zeneiskolaban az egyik osztaly minden didkjat tanitjak zongorazni és
hegediilni is, méghozza gy, hogy a tanar egyszerre mindig csak egy didknak tart 6rat. Az osztaly fel
van osztva A és B csoportokra. Az A csoportba tartozé didkok mindegyike hetente 5 hegedtérara és
2 zongoradrara, a B csoportban 1évék pedig 3 hegediiorara és 4 zongoraorara jarnak. Igy az osztéaly
diakjai hetente 63 hegediioran és 56 zongoradran vesznek részt.

a) Hatarozd meg, hogy hany didk van az osztalyban!

b) Hatarozd meg az A, illetve B csoportban 1év6 didkok szamét!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldads.

a) Az osztaly didkjai 6sszesen 63 + 56 = 119 orara jarnak. (2 pont)
Mindegyik tanulonak Gsszesen 7 zongora- és hegediioraja van egy héten. (1 pont)
gy az osztalynak 119 : 7 = 17 didkja van. (1 pont)

b) Feltételezziik, hogy minden didk az A csoportba tartozik. Ekkor 6sszesen 17 -5 = 85 hegediora-

juk lenne. (1 pont)
Ez 85 — 63 = 22 o6raval tobb, mint ahany hegediorajuk van osszesen. (1 pont)
Ha egy didk nem az A, hanem a B csoportba jarna, az 5 — 3 = 2 hegedtioraval jelentene kevesebbet.
(1 pont)

Tehéat a B csoportba 22 : 2 = 11 diadk tartozik, (1 pont)
az A csoportba pedig 17 — 11 = 6 diak van. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

2. feladat (10 pont). a) Hatérozd meg azt a legkisebb m természetes szamot, amelynek pontosan
2022 természetes osztdja van!

b) Tgazold, hogy az n = 2336 . 32. 5 szam osztéinak dsszege oszthato 78-cal!

Matyds Bedta, Szatmdrnémeti

Megoldas.
a) Ha az m szam primhatvanyokra valo felbontasa
m=pitpytpst PRt
alaku, akkor m-nek pontosan (1+aq)- (14 a2)-...- (14 «ax) darab osztdja van. Tehat az m szamnak
akkor van pontosan 2022 oszt6ja, ha (1 +aq) - (1 4+ ag) ... (1 + ax) = 2022. (1 pont)

Ez alapjan a 2022-t fel kell bontanunk az 6sszes lehetséges modon szorzotényezdkre. Minden egyes
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felbontasban, ha a tényez6kbdl kivonunk 1-et, megkapjuk a lehetséges aq, ao, ..., oy kiteviket.
A 2022 primtényezds felbontésa 2022 = 2 - 3 - 337. (1 pont)
A keresett szdmok tehét
P oy pt ey ™, e g - p3
alakuak, ahol py, pa, p3 killonb6z primszamok. (1 pont)

Mivel a legkisebb természetes szdmot keressiik, ezért a nagyobb hatvanykitev6khoz valasszuk a kisebb
primtényezdket, kezdve a legkisebb primszamokkal, tehat a jeloltjeink az

.T:22021, y:21010‘3’ Z:2673‘32, U:2336'35, ,022336‘32‘5

természetes szamok. (1 pont)
Ezutén rendre Gsszehasonlitjuk a szdmokat, hogy megkapjuk a legkisebbet. Sorra végezhetjiik a
kovetkezd Osszehasonlitasokat:

r — 92021 _ 91010 91011 > 91010 .3 — o
y:21010_3:2673.2337.3 > 2673_3'322’
5 — 9673, 32 _ 9337 9336 32 - 9337 .33 .32 _ . (1 pont)
u:2336.35:2336.32_33 > 2336.32_5:1}'

Ezek alapjan a keresett természetes szam az m = v = 2330 .32. 5, (1 pont)

b) Az n szam minden oszt6ja felirhato 2¢ - 3° - 5¢ alakban, ahol az a, b, ¢ természetes szamokra igaz,
hogy a < 336,b < 2ésc < 1. (1 pont)
Ha az n osztoinak osszegét D-vel jeldljiik, akkor az Gsszeadanddkat az elGbbi megjegyzés alapjan a
kovetkezd modon csoportosithatjuk:

D=1+2+2+---4+2%043+4+3.2+3-22 ... +3.2%
+324+3%.243%.22 4 ... +32.2%0 1 54 5.245.22 ... 45.2%%6
+3-5+3-5-24+3-5-22+...43.5.2%0132.54132.5.2432.5.22 +... 4 3%.5.2%6,

Az S =142+ 22+ .-+ 2330 jelolés bevezetésével az el6zs Osszefiiggeés atirhato a

D=S+3+3-5+3-S+5-54+3-5-5+3%-5-9
= (14+3+3"+5+3-5+3%-5)5 =185 (1 pont)

alakba. A D = 78-S szam oszthato 78-cal, ezért az n szam osztoinak dsszege oszthato 78-cal.(1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
[

3. feladat (10 pont). Gomboc Artir gazdag nagybacsija egy jatékra hivja Artart és baratait. A
jatékosok kapnak egy-egy belépé6t a jatékba, amellyel majd elnyerhetik a nagybécsi 2022 aranyérmébél
allo6 vagyonat, vagy annak egy részét. A jaték folyaméan, minden kor elején, mindenki akinek van
belép&je sorra elvesz egy-egy aranyérmét a gazdag nagybécsitol. Ezutan a nagybacsi véletlenszeriien
elveszi valamelyik jatékos belépgjét, aki ezaltal kiesik a jatékbol, majd egy 1j kor kezddédik. A jaték
addig folytatodik, ameddig mindegyik jatékos el nem vesziti a belépdjét, vagy a nagybacsi ki nem
fogy az aranyérmékbdl.
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a) Hatéarozd meg, hogy legtébb hany belépdt oszthat ki a nagybacsi ugy, hogy biztos maradjon neki
is aranyérméje a jaték végére!

b) Gomboc Artirnak a nagynénije is rendelkezik 2022 aranyérmével és megszervez & is egy hasonlo
jatékot, annyi kiilonbséggel, hogy 6 koronként két jatékosnak veszi el a belépgjét, vagy az utolsod
egynek. Hatarozd meg, hogy a nagynéni legtébb hany belép6t oszthat ki tgy, hogy a jaték végére
biztosan ne fogyjon ki az aranyérmékbél!

Mastan Eliza, Mdramaros
Baja Zsolt, Kolozsvdr

Megoldas.

a) Legyen a kiosztott belépsk szama n. Ekkor a nagybécsitol az elsé korben elvesznek n érmét, a
masodik kérben n— 1-et, majd n—2-t, és igy tovabb. A nagybacsi akkor nem fogy ki a pénzérmékbél,
ha az utolso korben tobb, mint egy érméje van, ekkor elvesznek téle 1 aranyérmét, majd & elveszi az
utols6 belépGt. Ebben az esetben a jaték alatt a nagybéacsitol Gsszesen

n-(n+1
n+n—1+n—2+---+1:% (1 pont)
aranyérmét vesznek el. A nagybacsinak kell pénze maradjon a jaték utan, ezért azt a legnagyobb
n-et kell megkeresniink amely teljesiti az

egyenlGtlenséget. (1 pont)

Mivel 63 - 64 64 - 65
TS —2016<2022 65 o = 2080 > 2022, (1 pont)

ezért a keresett n érték 63, vagyis a nagybacsi legtobbb 63 belép6t oszthat ki gy, hogy még neki is
maradjon az aranyérmékbdl a jaték végén. (1 pont)

b) Jeloljiik ismét n-el a jatékosok szamat. A nagynéni minden kor végén 2 belépst vesz el, ezért
Artarék rendre n,n — 2,n — 4, ... aranyérmét tudnak elvenni és az utols6 kérben még 1-et vagy 2-t,
attol fiiggben, hogy péaros vagy paratlan a jatékosok szama.

Targyaljunk az szerint, hogy n paros, vagy paratlan. Ha n paros, vagyis ha n = 2k, akkor Arturék
Osszesen

2k+2k—-24+--4+2=2k+k—-1+---+1)=k-(k+1) (1 pont)

darab aranyérmét nyernek el és a legnagyobb k természetes szamot kell megkeressiik, amelyre teljesil,
hogy k- (k+ 1) < 2022. Mivel

44 - 45 = 1980 < 2022 < 2070 = 45 - 46,

ezért k = 44, vagyis legtébb 2 - 44 = 88 darab belép6t tud kiosztani a nagynéni ebben az esetben.
(1 pont)

Ha n paratlan, vagyis ha n = 2k — 1, akkor a jatékosok nyeresége Gsszesen

2k —1+2k -3+ +3+1=Fk (1 pont)
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darab aranyérme. A célunk annak a legnagyobb k természetes szdmnak a megkeresése, amelyre
teljesiil, hogy k? < 2022. Mivel

447 = 1980 < 2022 < 2025 = 457,
ezért k = 44, vagyis ebben az esetben legtobb 2-44 — 1 = 87 darab belépst tud kiosztani a nagynéni.
(1 pont)

A két esetet Osszesitve azt kapjuk, hogy a nagynéni legtobb 88 belép6t oszthat ki, ha a jaték végén

nem szeretne érmék nélkiil maradni. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az A és B varos tavolsaga 60 km. A két varost egy kétiranyu egyenes ut koti
Ossze. Ezen az tton egyszerre indul egy-egy feliigyel6 jarér egymaéssal szemben azonos sebességgel.
Veliik egy idében a féluton levé C' pontbdl is elindul egy jarér az egyik varos felé, ugyanolyan
sebességgel, mint az el6z6 kett6. A jar6rokre az a szabaly vonatkozik, hogy egyenletes sebességgel
kell haladniuk és ha Osszetaldlkoznak egy méasik jardrrel, akkor mindkett visszafordul és tovabb
folytatja a jarérozést. Ha valamelyik jarér visszaér az A vagy a B varosba, akkor szintén visszafordul
és folytatja az utjat.

a) Igazold, hogy van olyan ¢ id6pont, amelyben minden jarér visszakeriilt abba a pontba, ame-
lyikbd6l indult. Hatarozd meg az ilyen ¢ id6pontokat (a kezdéshes viszonyitva), ha a jarérok sebessége
5 km /h!

b) Tgazold, hogy az elébbi &llitas akkor is igaz, ha a C-ben 1év§ jarér helyett két masikat indi-
tunk: az egyiket az A-t6l 20 km-re levé D pontbol, a masikat az A-t6l 40 km-re levé E pontbdl,
tetszGlegesen vagy az A, vagy a B iranyabal! Andrds Szildrd, Kolozsvdr

Megoldds.

a) A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy a C-b6l az A felé indul a jardr. Jeloljiik ¢o-val azt az
id6t, amennyi id6 alatt a jar6rok megtesznek 15 km tavolsagot (to = 3 6ra). Az alabbi abran azt
lathatjuk, hogy a tg, 2t¢, 3to, 4ty id6pontokban hol vannak a jarérok. A nyilakra irt szamok a jarérok
sorszamat jelolik, 1-el az A-bol indulod, 2-vel a B-bdl indulé és 3-mal a C-bdl induld jarsrt jeloltiik.

A C B
(7 SR P W s .
1,3 2
A C B
Dt el——=-remreeeeaeeees o P O -
1 2.3
A C B
Bt @weeereeeeeeeens P e e -
1,3 2
A C B
T D e o D e e
1 3 2
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Lathato, hogy 4ty a legrovidebb id§, amely utdn minden jarér visszakeriil a kiindulasi helyére. A
3-as jarér ugyan a C-ben lesz, de B felé fog tovabbhaladni, tehat tovabbi 4ty id6 mulva ismét a C-be
keriil, de ezuttal az A felé fog tartani, vagyis ettdl a pillanattol kezdve minden ismétlédik. (4 pont)

Megjegyzés. Az abran lathaté mindegyik allapot helyes feltiintetése egy pontot ér.

Ha a jarérok sebessége 5 km/h, akkor ¢, értéke 3 6ra. Igy a jarorok 12 oranként érkeznek vissza a
kiindulési helyiikre és 24 6ranként ismétlédik a teljes folyamat. (1 pont)

b) Legyen a D-bdl indulé jarér sorszama 4, az E-bdl induléé pedig 5. Mind a két jarér indulhat az
A és B varos felé is, vagyis 2 - 2 = 4 esetet kellene letargyaljunk. Az a két eset, amikor mindkettd
az A vagy mindketts a B felé indul szimmetrikus, ezért elég egyiket letargyalni. Jeloljiik 1-el azt az
id6t, amennyi alatt a jarérok megtesznek 10 km tavolsagot (¢, = 2 6ra).

Ha mind a két 4j jar6r egy irdnyba indul, akkor a szimmetria miatt ezt valaszthatjuk az A irdnyanak.
A kovetkez6 abra alapjan 6t id§ utan mindegyik jarér visszakeriil a helyére, viszont eztttal az 1]
jarérok a B irdnyaba fognak tartani. Tehat 12t id6 utdn mindenki visszakeriil a kiindulé helyére, a

kezdeti iranyaval és innen a folyamat ismétlgdik. (1 pont)
" A D E B
L Dot . L SSSHUPLH—— <~
1,4 5 2
A D E B
2t oq . et PSS —— PO S —— -
1 45 2
A D E B
3t et R — S — .
1,4 2.5
A D E B
4t1 o et R —— S — .
1 45 2
A E B
ot1 e Pott . e — B o — .
1.4 5 P
A D E B
611 oq . R — O — — b
1 4 5) 2

A maradék két esetben a két 0j jarér kiillonbo6z6 iranyba indul kezdetben. Ha a 4-es szamu jarér az
A felé indul, akkor 2¢; id6 utan mindenki visszakeriil a helyére, viszont a 4-es eztuttal a B felé fog
menni, az 5-0s pedig az A felé. Ez pontosan a harmadik targyalandé eset kiindulé allapota, és innen
4ty id§ alatt visszajutnak a mésodik eset kiinduld allapotdba. Teh&t mindkét esetben 6¢; id6 alatt a
jarérok visszajutnak a kiindulé helyiikre a kiindulé menetiranyukkal. (2 pont)

5/6



IV. OMMO - orszagos szakasz - V. osztaly

Osszefoglalva legfeljebb 12t; = 24 6éra alatt mindenki visszakeriil a kiindulasi helyére.

Hivatalbol

2t4

3tq

4t

oty

611

6/6

A D E
Pod———————o-o e s >
14 2,5
A D E
- . Po--ooeceseeanes e < -
1 4 5)

A D E B
P . Post @ nunarnnnnanaas e
1 4,5 2
A D E B
o ot Pod——————- s
1,4 2,5
A D E B
o - ot P oo
1 4,5 2
A D E B
e - . Po-oronaeceaenens —

1 4 5)

(1 pont)

(1 pont)
|
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

VI. osztaly

1. feladat (10 pont). Hatérozd meg, minden alpont esetén, azokat az abc alakii természetes szamokat,
amelyekre teljestil az adott feltétel:

a) abc = 24;
b) (a+1)(b+2)(c+ 3) = 1320;
a b c

c)

- = . Simon Jozsef, Csikszereda
b+c c+a a+b

Megoldds. a) Mivel abc = 24, ezért irjuk fel 24-et, mint harom szamjegy szorzata, az Gsszes lehet-
séges modon:

24=1-38=1-46=2-2-6=2-3-4. (2 pont)
Ha abc = 1-3 -8, akkor abc € {138,183, 318, 381,813,831} (0.5 pont)
Ha abc =1-4 -6, akkor abc € {146,164,416,461,614, 641} (0.5 pont)
Ha abc = 2 -2 - 6, akkor abc € {226,262, 622}. (0.5 pont)
Ha abc = 2 - 3 - 4, akkor abe € {234, 243,324,342, 423,432}. (0.5 pont)

b) Az (a+1)(b+2)(c+3) szorzat lehets legnagyobb értéke (9+1)(9+2)(9+3) = 10-11-12 = 1320.

(1 pont)
A feltétel szerint a szorzat 1320, ez pontosan akkor lehetséges ha a = b = ¢ = 9. Tehét abc = 999.
(1 pont)
¢) Az egyenl aranyok sorozatanak tulajdonsagai alapjan irhatjuk, hogy
a b c a+b+c 1
= = = = —. ]_ t
b+c c+a a+b 2a+20+2c 2 (1 pont)
Atalakitva a fenti egyenleteket kapjuk, hogy
b+c c+a a+b
a = s b f— 5 CcC = .
2 2 2
Az els6 két Osszefliggés alapjan
i a+3c
a= = )
2 4
Keresztbe szorozva, kovetkezik, hogy 4a = a + 3¢, azaz 3a = 3¢, vagyis a = ¢. Hasonléan
b “b g _b+3a
2 4
azaz 4b = b+ 3a, tehat a = 0. Osszegezve a = b = c. (1 pont)
Tehat abe € {111,222, 333,444, 555, 666, 777, 888,999}. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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Megjegyzés. Az a,b, c szamjegyek egyenlGségét masképpen is lehet indokolni. Mivel a = % ezért

az a szdm a b és c kozott helyezkedik el. Hasonléan b az a és ¢ kozott, illetve ¢ az a és b kozott. Ez
pontosan akkor lehetséges ha a = b = c.

2. feladat (10 pont). A szamjegyek koziil nyolcat felhasznalva, mindegyiket csak egyszer, alkotunk
négy darab kétjegyd szdmot. Ezek mindegyikének forditottja is kétjegyd szam. A négy szam és
forditottjainak Gsszege egy olyan szdm, melynek 37-tel valo osztasi maradéka 11. Mely szamjegyeket
nem hasznaltuk fel? Zajzon Csaba, Barot

Megoldds. Az alkotott kétjegyid természetes szam nem kezdSdhet 0-val, valamint az egyesek helyén
sem lehet 0, mert akkor a forditott szamok valamelyikének els6 szamjegye 0 lenne. Ezért az egyik
szamjegy, amit nem hasznaltunk fel a 0. (1 pont)
Jelolje a négy szamot ab, cd,ef, gh. Ekkor a forditottjaik ba,dc, fe, hg. Ha S-sel jelsljiik a nyolc
szam Osszegét, akkor

S =ab+cd+ef + gh+ba+dc+ fe+ hg. (1 pont)

A szadmok 10-es alapu szamrendszerben vannak, ezért

S=10a+b+10c+d+ 10e+ f+10g+h+10b+a+ 10d + c+ 10f + e+ 10h + g
=1la+11b+ 1lc+ 11d+ 1le+ 11f + 11g + 11h

=1l(a+b+c+d+e+ f+g+h) (1 pont)
A feltétel szerint S = 37k + 11, ahol k egy természetes szam, (1 pont)
vagyis S — 11 = 37k. (1 pont)

Ekkor
a+b+c+d+e+ f+g+h—1)=37k.

Figyelembe véve, hogy 11 és 37 relativ primek, kapjuk, hogy (a +b+c+d+e+ f+g+h—1):37.

(1 pont)

Tudjuk, hogy
b6<a+bt+ctd+e+f+g+h<44, (1 pont)
igya+b+c+d+e+f+g+h—1=23T, (1 pont)
azaz a +b+c+d+e+ f+ g+ h = 38. A kilenc szamjegy Osszege 45, tehat a hianyzo szamjegy
45 - 38 =T1. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
Mdsodik megoldds. Az els6 megoldast kovetjiik addig, hogy S = 37k + 11, ahol k egy természetes
SzAm. (4 pont)
Tovabba S: 11, vagyis 37k + 11:11, tehat 37k:11. Figyelembe véve, hogy 11 és 37 relativ primek,
irhatjuk, hogy k:11. (1 pont)

Tudjuk, hogy
1+24+...+48<a+b+...+9g<2+3+---+09.

Beszorozva 11-gyel kapjuk, hogy
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azaz 396 < .S < 484.
Innen kovetkezik, hogy

396 < 37k + 11 < 484,
385 < 37k < 473,
15 29
100+ =<Ek<12+ —
+ 37— T + 37
Tehat k& € {11,12}. Figyelembe véve, hogy k:11, kapjuk, hogy k = 11.
Kovetkezésképpen S =37-114+11=38-11,ebb8la+b+c+d+e+ f+ g+ h = 38.

A kilenc szamjegy Osszege 45, igy a hidnyzo szamjegy 45 — 38 = 7.
Hivatalbol

(1 pont)

3. feladat (10 pont). Adottak a sikban az AOB = 50° és COD = 120° szogek, amelyeknek a

szogfelezdi egy egyenesen vannak.
a) Hatérozd meg a BOC és AOD szogek mértékét! Hany eset lehetséges?
b) Szamitsd ki a BOC és AOD szogek szogfelezGi altal bezart szog mértékét!

Stmon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Legyen OX az AOB szogfelelGje, és OY az ellentétes félegyenese. Ekkor két eset lehet-
séges: a COD szogfelejéze egybeesik O X-el, vagy OY-nal. Mindkét esetben a C' pont az OX atlal
meghatarozott két félsik barmelyikében lehet: az A pontot tartalmazo félsikban, vagy a B pontot

tartalmazo félsikban. Tehat Osszesen négy esetiink van (lasd az abrat).

Y II. eset: X

B B
F
IIT. eset: X Y IV. eset: X
FE
A A

(1 pont)

Megjegyzés. Az XY egyenesre nézve az OA és OC szimmetrikusa rendre OB, valamint OD. Ezért

BOC = AOD.
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Legyen OF a BOC szogfelezdje, illetve OF az AOD szogfelezGje.

I. eset.
a) Feltétel szerint XOB =25 és YOC = 60°, ezért BOC = 180° —YOC — BOC = 95°; valamint
AOD = 95°. (1 pont)
b) Az abra alapjan EOF = E/O§+ BOA + AOF. Tudjuk, hogy EOB = AOF = BOC : 2. Tehat
EOF =2(BOC :2)+ AOB = BOC + AOB = 145°. (1 pont)

IT. eset.
a) Az abra alapjan BOC = AOB + AOC = 145°; valamint AOD = 145°. (1 pont)
b) Az abra alapjan EOF = A/O\F+i.\E— AOB. Tudjuk, hogy AOF = BOE = BOC : 2. Tehat
EOF =2(BOC :2) — AOB = BOC — AOB = 95°. (1 pont)

III. eset.
a) Az abra alapjan BOC = XOC — XOB = 35° valamint AOD = 35°. (1 pont)
b) Az abra alapjan EOF = fO\B—I— BOA —|—A/O\F. Tudjuk, hogy EOB = AOF = BOC : 2. Tehat
EOF =2(BOC :2)+ AOB = BOC + AOB = 85°. (1 pont)

IV. eset.
a) Az abra alapjan BOC = BOX + XOC = 85°; valamint AOD = 85°. (1 pont)
b) Az &bra alapjan EOF = COD - FOD—COE. Tudjuk, hogy FOD = COFE = BOC : 2. Tehat
EOF =COD —2(BOC :2) =COD — BOC = 35°. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az erdei tisztdson husvét reggelén az 6tven tagi nyuszicsapat 50 darab sorba
allitott tojasautomatat talalt. Mindegyik automata a tojasokat piros—sarga—zold—kék—piros—sarga—
z0ld—kék—piros—. .. sorrendben adagolja (a tojasok szinei ebben a sorrendben ismétlédnek és mind-
egyik automatéban az els6 tojas piros). A nyuszik egymasutan feltoltik a puttonyaikat és indulnak
a gyerekekhez: az els§ nyuszi mindegyik automatabol kivesz egy-egy tojast; a masodik nyuszi a mé-
sodik automatéaval kezd6dGen minden masodikbol egyet-egyet; a harmadik a harmadik automatéval
kezdddGen minden harmadikbol egyet-egyet, és igy tovabb. Igy az utolso nyuszi csak az 6tvenedik
automatabdl vesz ki egy tojast.

a) Osszesen hany tojast szereztek be a nyuszik az automatakbol?
b) Az els6 nyuszi utan leghamarabb melyik nyuszi fog piros tojast kivenni?
¢) A nyuszik hany automatabol vettek ki paratlan szamu tojast?

Hodgyar Edit, Micske
Zajzon Csaba, Barot
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Faluvégi Melania, Zilah

Megoldds. a) Az 1. nyuszi minden automatabol kivesz egy-egy tojast, igy 50 tojassal tavozik. A 2.
nyuszi a méasodik automatatol szamitva minden masodikbol, vagyis a paros sorszamuakbol vesz ki
egy-egy tojast, igy 50 : 2 = 25 tojast szallit. A harmadik nyuszi a harmadik automatatol kezd6déen,
minden harmadikbél vesz ki tojést, azaz a harom t6bbszorose sorszamu automatakbol. A legnagyobb
harom tobbszoros, ami kisebb mint 50 a 48. Tehét 48 : 3 = 16 darab harom t6bbszords van 1-t6l
50-ig. Vagyis 16 tojéast vesz ki a harmadik nyuszi. (1 pont)
A negyedik nyuszi a fenti gondolatmenet szerint 12 tojast kap. Hasonl6 gondolatmenet alapjan
kitolthetjiik az alabbi tablazatot, ahol az elsé sor tartalmazza a nyuszik sorszamat, és alatta a
mésodik sor pedig altaluk beszerzett tojasok szamat.

Nyuszisorszam | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |6 |78 |9 10|11 | 12| 13-16 | 17-25 | 26-50
Tojasok szama | 50 | 25 |16 |12 |10 |8 |7 |6 |5 | 5 | 4 | 4 3 2 1

(1 pont)
Igy Gsszesen

0+25+16+124+10+8+7+6+2-5+2-44+4-3+9-2+25-1=207

tojast vittek el. (1 pont)

b) Az els§ nyuszi utan minden automata sarga tojast fog adni. A méasodik nyuszi utan a paros
sorszami automatak zold szintit, mig a paratlan sorszami automatak sarga tojast fognak adni.

(1 pont)
A harmadik nyuszi utan az automatikban soron kdévetkezs tojasok szinei rendje: séarga, zold, zold,
zold, sarga, kék, sarga, .... Vagyis minden hatodik automataban a soron kovetkezd tojas szine kék,

az Osszes tobbiben sarga, vagy zold.

A gondolatmenetet folytatva, a negyedik nyuszi utdn minden tizenkettedik automataban lesz a soron
kovetkezs tojas piros, az Osszes tobbiben sarga, zold vagy kék. (1 pont)
Mivel 1 és 50 kozott nincs 5-tel és 12-vel egyszerre oszthatd szém, igy az 6todik nyuszi biztosan
nem vesz ki piros tojast. Tehéat a hatodik nyuszi fog el6szor piros tojast kivenni az elsé nyuszi utan,
mégpedig a 12-ik automatabol. (1 pont)

Mdsodik megoldds a b) alpontra. Piros tojas leghamarabb azokbol az automatakbol lesz kivehetd,
amelyekbdl mar négy tojéast kivettek. Ez leghamarabb az elsé négy nyuszi utan torténhet meg.

(1 pont)
Ezért nézziik meg hol lesznek piros tojasok az els6 négy nyuszi utan! Az elsé nyuszi kivesz minden
automatabol; a masodik nyuszi kivesz minden paros sorszami automatabol; a harmadik minden
harom tobbszoros sorszami automatabol; illetve a negyedik nyuszi minden négy tobbszorosi sorszé-
mi automatabol. Igy azoknak az automataknak, amelyekbdl az elsé négy nyuszi tojast vett ki a
sorszama tobbszorose kell legyen 1,2, 3 és 4-nek. Ezen szamok legkisebb k6zos tobbszorose 12, azaz

minden tizenkettedik automata ad piros tojast az els6 négy nyuszi utan, és més nem. (1 pont)
Az el6z6 megoldéas gondolatmente alapjan nem az 6t6tdik, hanem a hatodik nyuszi fog elGszor piros
tojast kivenni az automatakbol az els6 nyuszi utan, mégpedig a a 12-ik automatabol. (1 pont)
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¢) Egy automatabol pontosan akkor vehet ki egy tojast egy adott nyuszi, ha annak a nyuszinak
a sorszama osztja az automata sorszamat. Tehat mindegyik automatabol annyi tojas lesz kiszedve,
ahany osztoja van az illet§ sorszaméanak. Igy a feladatunk az, hogy szamoljuk meg, hogy 1 és 50
kozott hany szdmnak van paratlan sok osztdja. (1 pont)

Ha n nem négyzetszam és d osztja az n-et, akkor 4 # d is osztja az m-et, tehat az osztok parba
allithatok, és ezért paros sokan vannak.

Ha n = k? négyzetszam, akkor az elsbbi gondolatnak megfelelen az n osztoi koziil mindegyiknek
van parja, kivéve a k-t. Ez azt jelenti, hogy a négyzetszamoknak paratlan sok osztoja van. (1 pont)

Osszegezve, azon automatakbol vettek ki paratlan sok tojast, amelyek sorszama teljes négyzet. Egy
és Otven kozott a teljes négyzetek 1,4,9,16,25,36,49. Azaz hét darab automatabol vettek ki parat-

lan sok tojast. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

VII. osztaly

1. feladat (10 pont). Egy kutyakiallitason 3 vizslat, 4 pulit és 5 kuvaszt mutattak be.

a) Az els6 nap minden jelenlevs nézd szavazott minden fajtabol pontosan egy kutyara. Legtobb
hény nézd vett részt a kiallitas elsé napjan, ha tudjuk, hogy a szavazatok kozott nem volt két
egyforma?

b) A masodik nap minden jelenlevs nézé csak a pulik koziil szavazott legalabb egyre. Legtobb
hany néz6 vett részt a kiallitds masodik napjan, ha tudjuk, hogy a szavazatok kozott nem volt két
egyforma?

¢) A harmadik nap minden jelenlevd nézs szavazott minden fajtabol legaldbb egy kutyéara. Legtobb
hény nézd vett részt a kiallitas harmadik napjan, ha tudjuk, hogy a szavazatok kozott nem volt két
egyforma?

Csdszdar Sandor, Csikszereda

Megoldds. a) A 4 pulibol és 5 kuvaszbdl egyet-egyet 4 - 5 = 20-féle modon vélaszthatunk ki.

(2 pont)
A 20-féle modon kivalaszthaté puli és kuvasz mellé a harom vizsla kozil egyet valasztunk ki, igy
Osszesen 4 -5 -3 = 20 - 3 = 60-féle puli, kuvasz, vizsla harmast valaszthatunk. Tehat legtobb 60
latogato lehetett az els6 napon. (1 pont)

Megjegyzés. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha mésik két fajta kutyabol indulunk ki.

b) Ha a pulikat 1-t6l 4-ig szamozzuk, egy nézé szavazata az {1,2,3,4} halmaz egy nemiires rész-
halmazanak felel meg. Az részhalmazok szama 2 -2 -2 -2 = 16, mivel barmelyik elem a négy koziil
egymastol fliggetleniil vagy benne van a részhalmazban vagy nincs. Emiatt az {1,2,3,4} nem {ires
részhalmazainak a szdma 16 — 1 = 15. Tehat legfennebb 15 latogato lehetett a méasodik napon.

(2 pont)

¢) Az el6z6 alponthoz hasonloan egy szavazat egyértelmtien megfelel harom nem tires halmaznak,
amelyekbdl az elsé a vizslak, a mésodik a pulik, a harmadik a kuvaszok részhalmaza.

A vizslaknak 23 — 1 = 7, a puliknak 2* — 1 = 15, valamint a kuvaszoknak 2° — 1 = 31 nem iires

részhalmaza van. Igy a lehtséges kiilonbozs szavazatok szama 7 - 15 - 31 = 3255. (3 pont)
Tehat a harmadik napon legtobb 7 - 15 - 31 = 3255 lehetett a néz6k szama. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

H

2. feladat (10 pont). Az ABC haromszog BC oldalan felvessziik az E pontot. Legyen F' az AB
oldal bels6 pontja gy, hogy az EF' szakasz a haromszog teriiletét két egyenls részre osztja, valamint
M a BC szakasz felezGpontja.

a) Igazold, hogy M a B és E pontok kozott van!
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IV. OMMO - orszagos szakasz - VII. osztaly

b) Igazold, hogy az AEM F négyszog trapéz! Szilagyi Zsolt, Kolozsvdr

Megoldds. a) Az &bra elkészitése. (1 pont)

A feltétel miatt Trrp = Terac = %TABC. Mivel M a BC felez&pontja, ezért Tagy = %TABC. Az M
pont a B és E pontok k6zott van, mivel ellenkezs esetben az EF' B haromszog az ABM haromszog
belsejében lenne, ami a Tgrp < Tapy = %TABC ellentmondéashoz vezetne.x (1 pont)

b) Az E'F B haromszog felbonthaté a BM F' és M E'F haromszogekre, ezért Tppp = Tpyr+Tver =

Az ABM haromszog is felbonthatéo a BM F és AM F haromszogekre, ezért Tapy = Teyr+Tapr =
1

5TaBc. (1 pont)
Ezek alapjan kapjuk, hogy Thier = Tarr. (1 pont)

Az AF M haromszogben legyen A’ az A cstuesbél hiizott magassag talppontja, tehat AA” 1 FM. Az
EF M haromszogben legyen E' az E cstcsbol hiuzott magassag talppontja, tehat EE' 1L FM.

Mivel TAMF = % -MF - AA = TEMF = % -MF - EE/, ezért AA' = FFE'. (2 pOIlt)
Mivel AA" = EE' és AA' || EF', ezért AA'E'E paralelogramma, ahonnan kapjuk, hogy FM || AE,
és igy AEMF trapéz. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)

|

3. feladat (10 pont). Az ABC' egyenld oldala haromszog BC' oldala egy O kozéppontu kérnek egy
hurja. Az O pont a haromszog belsejében talalhatd. Az AB és AC oldalak pedig a nagyobbik BC
korivet az E és D pontokban metszik. Jeloljiik M-mel, N-nel és P-vel az O pontnak az AB, BC' és
AC oldalakra huzott merdlegesek talppontjat! Tudjuk, hogy BC' = 12cm és OM = 4ON.

a) Szamitsd ki a kor kozéppontjanak az ABC haromszog oldalaitol valo tavolsagat!
b) Igazold, hogy AE = EM = MB.
Tunp

¢) Bizonyitsd be, hogy = %. Stmon Jozsef, Csikszereda
Tapc
Megoldds. a) Az abra elkészitése. (1 pont)
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A keresett tavolsagok az OM, ON és OP szakaszok hosszai. A BO és OC sugarak, igy a BOC
haromszog egyenld szard, amelyben az ON magassag egyben oldalfelez6. A BC' szakasz ON oldal-
felelz6 merdlegese athalad az ABC' egyenld oldali haromszog A cstcsan, ezért AN szogfelezd is.

(1 pont)
Az AOM derékszogi haromszogben OAM = 30°, ahonnan kovetkezik, hogy AO = 20M. Tehat
AO = 80N, ezért AN =90ON. (1 pont)

Mivel az AN szakasz az ABC egyenld oldali haromszog magassaga, ezért Pitagorasz-tétele alapjan
AN = BC' - \/75 = 6v3cm. Igy 9ON = 64/3, vagyis ON = % 3 cm, tovabba OM = OP = % 3cm.
(1 pont)

b) El6szor kiszamitjuk a kor sugarat. Az OBN derékszogii haromszogben OB? = ON? + BN?,

ahonnan OB = 4/ (%\/5)2 +62 =4/3 +36 =3v2Lcm. (1 pont)

A BOE egyenl6 szart haromszogben az OM magassig egyben oldalfelezs is, ezért BM = ME.

A BMO héaromszogben az M derékszog, igy Pitagorasz-tétel alapjan BM? = OB? — OM? =
(4v21)° — (8v3)" = 1621 _ 643 _ 16(2] _ 1) — 16, tehdt BM = 4cm. Igy ME = 4cm és
AFE =4cm, tehat AE = EM = MB. (1 pont)

C) Mivel BM = %AB, ezért TBMN = %TBANa de TBAN = %TABCU fgy TBMN = %TABC-
Ugyanigy Tonp = ¢Tasc- (1 pont)
Az AP = %AC, ezért TABP = %TABC és AM = %AB, fgy TAMP = %TABP = %TABC- (1 pOIlt)
Az el6bbi Osszefliggések alapjan

TMNP - TABC - TAMP - TBMN - TCNP

TABC TABC
TAMP TBMN TCNP

—1— _ —
Tapc  Tapc  Tasc
1 4 1 1 2 (1 £)
—1—--_Z-_Z =, on
9 6 6 9 P
Hivatalbol (1 pont)
[
A ¢) alpont mdsodik megolddsa. Az AM Pp ~ ABCa, a hasonlosagi arany % = %, igy % = g.
51 pont)
Mivel % = % és % = %, igy % = % . % = %, ugyanigy %g’c’ = é. (1 pont)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - VII. osztaly

Innen kovetkezik, hogy

TMNP o TABC - TAMP - TBMN - TCNP

TABC TABC
1 Tamvp  Teun  Tenp
Tapc  Tapc Tapc
4 1 1 2
A1 _2, (1 pont)
9 6 6 9

4. feladat (10 pont). Egy gazdanak van hérom juhasza, amelyek a gazda juhait minden reggel
egy-egy nyajban terelik ki a legel6re, majd este egy-egy nyajban haza. Tereléskor barmelyik juh
barmelyik nyajba keriilhet. Egyik este a juhészok beszélgetnek és a kdvetkezSket allapitjak meg:

e az aznap reggeli kitereléskor a nyajakban 1évé juhok szamait novekvs sorrendbe rendezve az 5, 6
és 7 szamokkal egyenesen aranyos szamokat kaptak;

e az aznap esti hazatereléskor a nyajakban 1év6 juhok szamait névekvs sorrendbe rendezve a 4, 5 és
6 szamokkal egyenesen arédnyos szamokat kaptak;

e az egyik juhasz este 12 juhval tobbet terelt haza, mint amennyit kihajtott reggel.

a) Igazold, hogy a gazda juhainak szama oszthato 90-nel!
b) Hany juh volt aznap reggel a kihajtott nyajakban kiilon-kiilon? Hat este a hazahajtottakban?

Csdszar Sandor, Csikszereda

Megoldas. Legyen a, b és ¢ a juhok szama reggel a harom nyajban, névekvé sorrendben, illetve legyen
k = a4 b+ c az 6sszes juh szama. Mivel a, b, ¢ egyenesen ardnyos az 5, 6, 7 szamokkal, ezért

a b ¢ k
5 6 7 18
ahonnan . 6 -
a = 1—8]€, b = 1—8]€, C = 1—8k (]_ pOIlt)

Legyen az esti nyadjakban 1évd juhok széma névekvs sorrendben x, y és z. Ezek egyenesen aranyosak
a 4, 5, 6 szamokkal, tehat

r y =z k
45 6 15
ahonnan 4 5 6
BT YT ST (1 pont)
a) Mivel 1—’“8 és 1—’“5 egész szamok kell legyenek, ezért k a 18 és 15 tobbszorose, és igy k oszthatd
[18,15] = 90-nel. (1 pont)

b) Kozos nevezdre hozva a korabban kapott kifejezéseket, irhatjuk hogy

25k 30k 35k 24k 30k 36k
a4 = —", = An C=——, r=—_—", Yy=——, Z = .
90 90 90 90 90 90
Azt tudjuk, hogy az x, y, z szdmok koziil valamelyik 12-vel nagyobb, mint az a, b, ¢ valamelyike.
Mivel x < a < b < césy=0>b < cezért négy esetet kell letargyalnunk.
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1. eset: y =a+ 12. Azt kapjuk, hogy
30k 25k

S o2
90 90 + e
ahonnan kovetkezik, hogy k£ = 216, ami nem oszthatd 90-nel, tehat ez az eset nem lehetséges.
(1 pont)
2. eset: z =a+ 12. Ekkor
36k 25k L 12
90 90 ’
tehat k = %. Mivel ez nem természetes szam, ez az eset sem allhat fent. (1 pont)
3. eset: z =b+ 12. Ekkor
36k 30k
SN2 4o,
90 90
innen k = 1% = 2. 90 = 180. Ekkor a = 50, b = 60, ¢ = 70 az eredeti nydjak juhainak széma,
x =48, y = 60, z = 72 az esti nyajak juhainak szama. (2 pont)
4. eset: z =c+ 12. Ekkor
36k 35k
SN2 2,
90 90
ahonnan k£ = 12-90 = 1080. Ekkor a = 300, b = 360, ¢ = 420 az eredeti nyajak juhainak szama,
x = 288, y = 360, z = 432 az esti nyajak juhainak szama. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

VIII. osztaly

1. feladat (10 pont). Péternek és Janosnak dsszesen 40 kisautdja van. Mindketten rairjak az osszes
sajat autojukra a szerencseszamukat. A Janos autoéin levs szamok Osszege kétszer nagyobb, mint a
Péter autoin talalhato szamok 6sszege. Ha Janosnak annyi autdja lenne, mint amennyi Péternek van,
akkor az autoéin taladlhato szdmok Osszege 36-tal kevesebb lenne, mint amennyi a Péter autoéira irt
szamok Osszege. Ha Péternek lenne annyi autoja, mint amennyi Janosnak van, akkor a Péter autoin
levé szamok Gsszege 84-gyel lenne tébb, mint amennyi a Janos autoéin szerepls szdmok Gsszege. Hany
autdjuk van a finknak kiilon-kiilon és mennyi a szerencseszamuk?

Csdszdr Sandor, Csikszereda

Elsd megoldds. Jeloljiik z-szel a Péter és y-nal a Janos autéinak szamaét, illetve a-val a Péter és b-vel
a Janos szerencseszamat. Péternek és Janosnak Osszesen 40 kisautoja van, ezért x +y = 40. A Janos
autoin 1évé szamok Osszege ¥y - b, ez a szam kétszer nagyobb, mint a Péter autoin 1év6 szamok Osszege,
ami r - a. Ezért

y-b=2-x-a. (2 pont)

Ha Janosnak annyi autéja lenne, mint amennyi Péternek van, akkor az autdin taldlhaté szamok
Osszege 36-tal kevesebb lenne, mint amennyi a Péter autéin levé szdmok Osszege, ezért

x-b=1x-a— 36.
Ha Péternek lenne annyi autdja, mint amennyi Janosnak van, akkor a Péter kisautdin talalhato
szamok Osszege 84-gyel lenne tébb, mint amennyi a Janos autoira irt szamok sszege, ezért
y-a=1y-b+ 84

Az el6bbi két Osszefiiggés a kovetkezs egyenletrendszerhez vezet:

b—x-a=—36
‘ v (1 pont)
y-b—y-a=—-84.

Osszeadva a megfelel oldalakat, a kapott Osszefiiggést rendre az alabbi ekvivalens alakokba irhatjuk:

b-(x+y)—a-(z+y)=—120,
(b—a)(x+y)=—120.

Felhasznalva, hogy x 4+ y = 40, az utobbi osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a = b + 3. (2 pont)
Az a = (b+ 3)-at behelyettesitve az x - b = x - a — 36 egyenléségbe kapjuk, hogy

r-b=ux-(b+3)— 36,
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vagyis 3x = 36, ahonnan Péter kisautoinak a szama xz = 12 és Janos kisautoinak a szama pedig
y =40 — 12 = 28. (2 pont)
Ezeket az értéket behelyettesitve az y-b=2-x-a =2-x - (b+ 3) Osszefiiggésbe, kovetkezik, hogy

28-b=2-12- (b+3),

ahonnan b = 18. Tehat Janos szerencseszama b = 18, Péteré pedig a = b + 3 = 21. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

Madsodik megoldds. Az els6 megoldas gondolatmenetét kovetjiik addig, ameddig eljutunk az alabbi
Osszefliggésekig:

x +y = 40,
y-b=2-x-a,
z - (a—b) =36,
y-(a—b) =84 (3 pont)

Ezek alapjan x,y,a — b # 0. Elosztva az utolso két Osszefiiggés megfelels oldalait, az

xr 3
— == 1 pont
;7 (1 pont)
. .. L, . ” . . . x4y _ 347 . 40 _ 10
Osszefiiggéshez jutunk. Innen szarmaztatassal kovetkezik, hogy Ty = =5, vagyls Ot = 7, ahonnan
Jénos autdinak a szama y = 28 és Péter autdinak a szama pedig x = 40 — 28 = 12. (3 pont)
A kapott értékeket behelyettesitve az x - (a —b) = 36, illetve y-b = 2- x - a egyenlSségekbe kovetkezik,
hogy a — b = 3 és 7b = 6a, ahonnan g = g és szarmaztatassal kapjuk, hogy
b 6
a—b T7—-6
Innen kévetkezik, hogy % = 6, tehat Janos szerencseszama b = 18 Péteré pedig a = b+ 3 = 21.
(2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

2. feladat (10 pont). Az ABCDA'B'C'D’ kockdban E az AD', F az AB', G a B'C és H a D'C
szakasz felezGpontja. Igazold, hogy

a) az ACB'D’ szabalyos tetraéder;
b) az E, F, G és H pontok egy sikban vannak, és négyzetet alkotnak;
c) az EFGH négyzet kozéppontja egybeesik a kocka kézéppontjavall

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. a) A tetraéder minden éle a kocka valamelyik lapjanak atloja, tehat a tetraéder Gsszes
éle kongruens, ezért az ACB'D’ szabalyos tetraéder. (2 pont)
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b) Az E és H pontok az D'A, illetve D'C' szakaszok felez6pontjai, ezért az EH szakasz a D'AC
haromszog kozépvonala, ahonnan EH || AC és FH = %AC’. Az F és GG pontok az B'A, illetve B'C
szakaszok felez6pontjai, ezért az F'G szakasz a B’ AC haromszog kozépvonala, ahonnan FG || AC és

FG = 1AC. (1 pont)
Az FH || AC és FG || AC parhuzamossagok alapjan EH || FG, ezért az E, F', G, H pontok egy
sikban vannak. (1 pont)
Mivel EH || FG ¢s EH = FG = JAC, ezért az EFGH négyszog paralelogramma. (1 pont)

Hasonléan EF és HG az AD'B’, illetve C' D’ B" haromszogek kozépvonalai, ezért EF = HG = %D’ B’
Az AC és B'D’ a kocka lapjainak atloi, ezért AC' = B'D’. Tehat FG = E'F, ezért EFGH egy rom-
busz. (1 pont)
Az AC L BD és BD | B'D' || EF, AC' || FG, ezért EF L FG, tehat EFGH négyzet. (1 pont)

c) Jelolje O" az EFGH négyzet kozéppontjat, tehat EG N FH = {O'}, ahol O" az EG szakasz
felezGpontja. (1 pont)
Az ABC'D’ paralelogrammaban BD'N AC’" = {O}, ahol O pont a kocka koézéppontja, tehat O felezi
a D'B szakaszt.

A D'EBG paralelogrammaban D'B és EG atlok tehat felezik egymaéast, ahonnan az EG és D'B

felez6pontjai egybeesnek, tehat O = O'. (1 pont)
D’ c’
D’
C/
Al ':I\ N B’ _ 7
. P
: \ L 7
i\ -7
A St
4 S
E __;.{_-E\-O;-‘ ‘;/"’"K‘;'s‘ G E G
N ol e %
F //: \
Lo i \
Sl 7 |
S Lo
L 1
ST o R \-------:_-_j_'_j_‘_?.‘:_-_-..—.-. C
T L] SRR
P At
A
B A B
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3/6



IV. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

3. feladat (10 pont). Az ABCDEFGH téglatestben AB = 20cm, BC = 15cm és AE = 12¢/3 cm.
a) Szamitsd ki az E pont tavolsdgat a BD egyenestdl!

b) Hatéarozd meg az (EBD) és (F'DB) sikok altal meghatarozott szog mértékét!
)

c) Ha M és N a CD, illetve CG élek felez6pontjai, akkor szamitsd ki az M pont tavolsagat az
(NDB) siktol!

Papp Ilonka, Brasso
Mdthé Attila-Istvan, Sepsiszentgyorqgy

Megoldds. a) Az (ABD) sikban legyen L az A pontbol a BD egyenesre bocsajtott meréleges talp-
pontja, azaz L € BD és AL | BD.

Az E pontra és az (ABD) sikban taldlhato BD egyenesre alkalmazzuk a harom merdleges tételét:
FEA 1 (ABD), AL L BD, AL,BD C (ABD), ezért EL | BD, ahonnan az F pont tavolsaga a BD

egyenestdl d(E, BD) = EL. (1 pont)
Az ABD haromszogben A = 90°, igy Pitagorasz tétele alapjan BD? = AB? + AD?, ahonnan
BD = 25cm. A fent emlitett haromszogben AL az atfogéhoz tartozé magassag, tehat AL = A%’B‘D =
2015 — 12 cm.

25
Az EAL haromszdgben A = 90°, igy Pitagorasz tétele alapjan EL? = EA% + AL?, ahonnan

EL = \/(12\/5)2 +122 = 24 cm.

Tehét az FE pont tavolsaga a BD egyenestdl d(FE, BD) = FL = 24 cm. (1 pont)

D\

A B

b) A H € (FDB) ¢és DBFH téglalap. Az L ponton keresztiil a H D-vel parhuzamosan huzott
egyenes a HF' egyenest a P pontban metszi, azaz PL || HD, P € HF. Ekkor PL | BD.
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IV. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

Mivel az (EBD) és (FDB) sikok a BD egyenesben metszik egymast, az (EBD) sik EL egyenese
merdleges a BD-re és az (FDB) sik PL egyenese mer6leges a BD-re, ezért az (EBD) és (FDB)
sikok hajlasszoge megegyezik az F'L és PL egyenesek altal bezart szoggel, vagyis az E/ﬁ’—gel.

(2 pont)
Mivel EALP téglalap, EPL = 90° és PL = FA = 12v/3cm, az EPL haromszogben P = 90° és
PE = JFL = 12cm, igy az ELP mértéke 30°, tehét az (EBD) és (FDB) sikok hajlasszoge 30°.

(1 pont)

¢) Az M ponton keresztiil parhuzamost hizunk a BD egyenessel, amely a BC' egyenest az S
pontban metszi. Mivel MS || BD és BD C (NDB), kévetkezik, hogy MS || (NDB). Legyen
@ € BD pont gy, hogy CQ L BD, a CQ az MS kozépvonalat a T pontban metszi, tehat T egyben
a C'Q szakasz felez6pontja is. A fentiek alapjan d(M, (NDB)) = d(T,(NDB)). (1 pont)
Az N pontra és a (DBC) sikban talalhato BD egyenesre (NC L (DBC), CQ L BD, CQ,BD C
(DBC()) alkalmazva a harom meréleges tételét kapjuk, hogy NQ L BD.

Felvessziik az R € N@Q pontot ugy, hogy TR L NQ. Mivel TR 1. NQ, NQ 1. BD, TQ 1L BD (mivel
C'Q L BD) a harom merdleges (kiegészitett) forditott tétele alapjan TR L (NDB), tehat a T pont

tavolsaga az (NDB) siktol d(T, (NDB)) TR (1 pont)
A QRT és QC'N haromszogekben QRT QC’N = 90° és Q kozos szog, ezért QRTA ~ QCNp,
ahonnan 8]7\; =& (1 pont)

Mivel CQ = AL = 12cm és T a CQ szakasz felez6pontja, ezért QT = TC = 6 cm.
Az N a CG felezépontja, igy CN = NG = 6v/3cm. Az NCQ haromszogben C = 90°, Pitagorasz
tétele alapjan NQ? = NC? 4+ C@Q?, ahonnan NQ = 1/(6/3)2 + 122 = 64/7 cm.

A Q—ff = g—]{’, aranybol kapjuk, hogy GL\ﬁ 5 \/g7 kovetkezik, hogy RT = 6\% [cm a T' pont
tavolsaga az (NDB) siktol d(T,(NDB)) = 6[ cm, tehat d(M,(NDB)) = % cm. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

4. feladat (10 pont). Adottak az a < b < ¢ primszamok, amelyekre v/a + v/b 4 /¢ < 335.

a) Igazold, hogy 6 < v/a+ 6 — v8a+ Vb + 12 — V12b + Ve + 6 — /20 < 337.
b) Hatéarozd meg az a, b, ¢ szamok értékét gy, hogy

2022
Va+6—v8a+vVb+12— 120+ e+ 6 — v20c

Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

e N.

Megoldds. a) Legyen A= va+6—+v8a+Vb+ 12— V12b+ e+ 6 — v/20c.
A gyokokben teljes négyzeteket alakitunk ki, és kapjuk, hogy

\/a+6—\/%=\/(f—\/§)2+4,

\/b+12—¢§:\/(\/'—\/§)2+9,

\/c+6—m=\/(\/5—\/5)2+1. (1 pont)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - VIII. osztaly

Ekkor

A:\/(\/_—\/5)2+4+\/(\/1_7—\/5)2+9+\/(\/E—\/5)2+122+3+1:6. (1 pont)

A jobb oldali egyenlStlenség igazolasdhoz felhasznéaljuk a /22 + y? < x + y egyenlGtlenséget, amely
teljestil minden x,y > 0 esetén. Mivel a > 2, b > 3 és ¢ > 5, kapjuk, hogy

\/<\/B_\/§)2+9§\/[—)—\/§+3<\/5+27
S VAR 1< Ve vEr1<vio1 (2 pont)

Ahonnan 8sszegzés utan kapjuk, hogy A < v/a 4+ vb + /¢ + 2 < 337, tehat 6 < A < 337. (1 pont)

b) Az el6z6 alpontban bevezetett jelolést felhasznalva % € N. Ez akkor és csakis akkor teljesiil,

ha A € {1,2,3,6,337,674, 1011, 2022}. (1 pont)
Tudjuk, hogy 6 < A < 337, igy A =6, (1 pont)
vagyis

\/(\/_—\/5)2+4+\/(\/13—\/5)2+9+\/(\/'—\/5)2+1:2+3+1,

tehat

(Va = V2 = (Vb= V3 = (Ve - VB) =0,
amely pontosan akkor igaz, ha a =2,b=3,c = 5. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.
IX. osztaly — I. fordulo
1. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az x, y, z és t valos szamokat, amelyekre
20% + 5% + 42 + 17 — 6y — 2yz — 22t — 2t +2 = 0.

Kowdcs Béla, Szatmdrnémeti

Megoldas. Az egyenléség mindkét oldalat beszorozzuk 2-vel, majd megfelelGen csoportositva a tago-
kat teljes négyzeteket alakitunk ki:

4% +10y% + 822 + 2t — 120y — 4dyz — 4zt — 4t +4 =0, (1 pont)
(42 — 120y + 99°) + (y* — dyz +42%) + (42° — 4zt +12) + (2 — 4t +4) = 0,
(22 —3y)* + (y —22)* + (22 — t)* + (t — 2)* = 0. (4 pont)
A teljes négyzetek Osszege akkor és csak akkor egyenld nullaval, ha minden tag nulla, vagyis
(22 —3y)* =0, (y—22)*=0, (2z—1)*=0 & (t—2)*=0, (1 pont)
innen pedig 2x = 3y, y =2z, 2z =t ést = 2. (1 pont)
Ezért t =2, 2 =1, y = 2 és x = 3 az egyetlen valos szdmokbol 4ll6 megoldas. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
2. feladat (10 pont). Igazold, hogy ha a,b,c > 0és a-b-c =1, akkor
1 n 1 n <1
ad+b+1 B+ +1 A4ad34+1 7
(*%)
Megoldds. Mivel a® 4 b* > 2ab, ezért
a® + 0>+ 1= (a+0b)(a® + b* — ab) + abc (3 pont)
> (a+b)ab+ abc = (a+ b+ c)ab (2 pont)
b
= M. (1 pont)
c
Innen kovetkezik, hogy
L ¢ (1 pont)
: on
ad+b+1 " a+b+c p
Hasonlban
1 < a . 1 < b (1 £)
és : on
B+cA+1 " a+b+c A+ad+1 " a+b+ec p
A kapott harom egyenlGtlenséget 6sszegezve kapjuk, hogy
1 1 1 a+b+c
< = 1 t
a3+b3+1+b3+c3+1+c3+a3+1_a+b+c (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

3. feladat (10 pont). Legyen G az ABC' altalanos haromszog stulypontja, B’ és C’ pedig rendre a B
és a C csucesbol kiindulo szogfelezs talppontja. Igazold, hogy ha a B, G és C' pontok kollineéarisak,

1 _ 1
akk()r%—

1
ac T aB

Elsd megoldds. Tekintsiik a kévetkezd abrat.

A

Legyen AB =c¢, AC =bés BC = a.
Az ABC haromszogben a C'C'-re felirt szogfelezd tétel alapjan

AC
C'B

Hasonléan a BB’-re felirt szogfelezs tétel alapjan

AB’
B'C

Legyen M a BC oldal felez6pontja, ekkor

Irhatjuk, hogy

és anal6g modon

b ACT b oo b
= a, mnen AB == a,—|—b vagyls = a+b
[ AB" ¢ , A—>_ c
a, mnen AC = a—'—c’ Vagyls = atc
Al = (4B + A0) ﬁ:%(ﬁﬂﬁ).

_AC! — AC — E—%(@+@)

ﬂ%——A‘&
a+b
GB = ——E iy ve)
3(a+c)

2/4
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

A B, G és C' pontok akkor és csak akkor kollinearisak, ha a GB’ és GC” kollinearis,
vagyis ha

1 2c—a
— 3 _ 3(ato)
2b—a 1 -
3(a+b) 3

A fenti egyenlGséget rendre az alabbi ekvivalens alakokba irhatjuk:

a+b 2c—a
%—a atc
(a+b)(a+c)=(2b—a)(2c—a),
a® + ac + ab + be = 4be — 2ab — 2ac + a2,
3ab + 3ac = 3bc.

Elosztva mindkét oldalt 3abc-vel kapjuk, hogy

L1 1
AB " AC ~ BC

1 1 1 )
-+ - =—, vagyis
c b a

Hivatalbdl

Madsodik megoldds. Az els6 megoldashoz hasonléan belatjuk, hogy

A0 - Y AB AF - A s @zg@um

a+b a+c

A B', G és C' pontok akkor és csak akkor kollinearisak, ha létezik k& € R ugy, hogy
— —
AG = kAB' + (1 — k)AC".

Ez alapjan

%(Ewﬁ)zk ¢ A+ (- k- AB

a+c a+b
Innen egyrészt § = k-, ahonnan 3k = “¢ =1 4 ¢,
mésrészt 5 = (1 — k)a%b, ahonnan 3 — 3k = aTer, vagyis 3k = be_“ =2-1
Az el6z6 Osszefliggések alapjan
1 + g =92 — g’
c b

1

1,1 _ 1 g Lo 1 1
ahonnan ¢ + 3 = ¢, vagyis 75 + 26 = 3¢-

Hivatalbol

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(4 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

4. feladat (10 pont). Adott az ABC D négyzet. Felvessziik az E pontot az AC' szakaszon, valamint
az I pontot az AC egyenesen a négyzet kiils§ tartoményaban ugy, hogy AF = CF = AB. Legyen
a BE egyenes és a DC' szakasz metszéspontja M, a BE egyenes és az AD egyenes metszéspontja
N, valamint a CN egyenes és a DF egyenes metszéspontja P. Igazold, hogy az A, M és P pontok

kollineérisak.
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezs abrat.

F
B C
NP
E S .
A ¥ N
D

Az A, M és P pontok kollinearitésa igazolhato, ha alkalmazzuk a Meneldosz-tételt a DC'F harom-
szogben az AP szel6re. Ehhez be kell latnunk, hogy

_CA FP DM _
 FA DP CM

x (1 pont)

Alkalmazva a Menelaosz-tételt a DAF haromszogben az N, P, C kollinearis pontokra kapjuk, hogy

AN DP FC

DN FP AC b (1 pont)

ahonnan kovetkezik, hogy
FP AN CF

DP ~ DN AC’
Mivel C'D || AB, ezért a hasonlésag alaptétele szerint az ABN haromszog hasonl6 a DM N harom-
szoggel, ahonnan

(1 pont)

AN  AB (1 pont)
DN ~ DM’ poet
valamint az ABFE haromszog hasonl6 a CM E haromszoggel, ahonnan
AB AE (1 pont)
CM ~ CE pot
A fentiek alapjan
_AC (AN CF\ DM CF AB DM CF AE (1 pont)
"TAF \DN AC) CM ~ AF DM CM ~ AF CE p

Felhasznalva, hogy AB = AE = CF, az © = 1 0sszefiiggést rendre az alabbi ekvivalens alakokba
irhatjuk:
AB* = AF - CE, (1 pont)
AB*=(2-AE+CE)-CE=2-AE-CE + CE?,
2AB* = AE*+2-AE-CE + CE? = (AE 4+ CE)* = AC?,
ABV2 = AC,

ami igaz, mivel ABC' D négyzet. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.
X. osztaly — I. fordul6

1. feladat (10 pont). Oldd meg a valés szamok halmazan az
2% — 5z — 18 = 2(z — 3)Vx — 2

egyenletet! Kowdcs Béla, Szatmdrnémeti

Megoldds. Az egyenletben megjelend kifejezések akkor értelmezettek, ha z € [2,00).
Rendre az alabbi ekvivalens atalakitasokat végezhetjiik el:

2°—6r+9+x—2—25=2(x—3)Vr—2,
(r—3)* = 2(x —3)Vo —2+x—2 =25,

(x —3—+Vz —2)* =25, (4 pont)

Két esetiink van:
r—3—Vr—2=-5 vagy rx—3—vVr—2=05.
Az els6 esetben az alabbi ekvivalens egyenletekhez jutunk:
r+2=vVx—2,
4 dr+4=x—2,
224+ 3x4+6=0.

A kapott masodfokt egyenlet diszkriminansa kisebb, mint nulla, emiatt nincs val6s megoldésa.
(2 pont)

A maésodik esetben azt kapjuk, hogy x — 8 = /& — 2. Mivel v/ —2 > 0, ezért x — 8 > 0, vagyis
x > 8. Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve rendre kapjuk, hogy
(-8 =z—2,
x? — 172 + 66 = 0.

A kapott méasodfoki egyenletnek két valos gyoke van: 1 = 6 és w9 = 11. Az x > 8 feltétel miatt
viszont csak a masodik gyok lesz az eredeti egyenletnek is a megoldasa.

A megoldéashalmaz tehat M = {11}. (3 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

2. feladat (10 pont).
a) Tanulméanyozd az f: [0,+00) = R, f(z) = 3" — 2% fiiggvény monotonitasat!
b) Oldd meg a természetes szamok halmazan a

33 .92 327 . 9% — 1. 6%

egyenletet! Ddvid Géza, Székelyudvarhely
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

Megoldas.
a) Az f: [0,+00) — R fliggvény atirhat6 az

o-s(- (3)
alakba.

Ha 0 < z1 < @9, akkor 3" < 3% és 0 < (2)™” < (3)" <1, tehat 0 <1— (3)™ <1— (%)™, Ezen
egyenlStlenségek alapjan felirhatjuk, hogy

o1 (3 <o ()7 s

vagyis az f fliggvény szigorian névekve. (2 pont)

b) Az egyenletet 6°-nel elosztva a 3% =2 — 23"72" = x vagyis az f(f(z)) = x alakba irhato.
(2 pont)
Az f szigortan novekvs, ezért ha = < f(z) akkor x < f(x) < f(f(x)). Hasonlo6an, ha x > f(x)

akkor > f(z) > f(f(z)). Osszefoglalva, x pontosan akkor megoldésa az egyenletnek, ha f(z) = z,

vagyis, ha 3% — 2% = x. (2 pont)
Eszrevessziik, hogy x = 0 és x = 1 megoldasa az egyenletnek, és igazoljuk, hogy nincs tobb megoldés.
(1 pont)

A matematikai indukecié modszerével igazoljuk, hogy ha = > 2 természetes szam, akkor f(x) > x.
Ha x = 2, akkor f(2) = 3% — 22 = 5 > 2. Feltételezziik, hogy a kijelentés igaz x = n-re és igazoljuk
r = n + l-re. Tudjuk, hogy az f fiiggvény szigortan névekvé ezért f(n+1) > f(n). Az f(n+1) és
f(n) természetes szamok, vagyis az el6z6 egyenlStlenség alapjan f(n+ 1) > f(n) + 1. Az indukcios
feltételt felhasznélva azt kapjuk, hogy

fln+1)>fn)+1>n+1,

vagyis f(z) > = barmilyen = > 2 természetes szam esetén.

Az egyenletnek tehat két természetes megoldésa van a 0 és az 1. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

Megjegyzés. Az x > 2 természetes szamok esetén az f(x) > x kijelentés indukcioval igazolhato az
f monotonitasanak felhasznalasa nélkiil. Egy ekvivalens forméba valo atalakitassal az 3% > 27 + «
egyenlStlenséget fogjuk igazolni , ami x = 2-re igaz. Feltételezziik, hogy igaz x = n-re és igazoljuk
xr =n+ l-re. A 3" > 2" 4+ n egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

3 =3.3">3.2"4+3-n>2-2"+n+1=2""4n41,

barmilyen n > 2 természetes szam esetén, vagyis a matematikai indukcié elve alapjén igazoltuk az
egyenlGtlenséget.

3. feladat (10 pont). A 2z, 29, 23 komplex szamokra teljesiilnek a kovetkezd Osszefliggések:

21| = |z2| = |23] € 214+ V32 + 225 = 0.

™

Igazold, hogy 21 + zp - 22 + 23 = 0, ahol 29 = cos § +isin %

Andrds Szildrd, Kolozsvdr
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Megoldds. Jeloljik r-el a z1,29 és z3 modulusat és értelmezziilk geometriailag, hogy mit jelent a
megadott feltétel (ehhez tekintsiik a mellékelt abrat).

B e-------- e D
2r Er\/g
O i A

C

Legyen O az origd, A a z; képe, B a /32 képe és C a 223 képe. A z; és /3zo-re szerkesztett OADB
paralelogramma D cstcsa a C-nek az O pont szerinti szimmetrikusa. (3 pont)
Az OAD héaromszogben m(ﬁb\A) = 30°. (1 pont)
Ez alapjan m(A/O\C) = 120°, tehat z; + z3-nak az origd szerinti szimmetrikusa az OB-vel szintén
30°-0s szoget zar be. (2 pont)
Emiatt 2 - 2o épp a 21 + 23 képének O szerinti szimmetrikusa. (3 pont)
Hivatalbol (1 pont)

[ |

4. feladat (10 pont). Adott az f: R\ {3} — R, f(z) = ;,iff figgvény. Az f,.1 fliggvényt a

kovetkezSképpen értelmezziik: f; = f és f,o1 = fo f,, minden n > 1 esetén. Igazold, hogy az f,
értelmezett az R\ {%} halmazon, barmilyen n € N* esetén és hatarozd meg az f, fiiggvényt!

David Géza, Székelyudvarhely
Kaiser Ddnzel, Székelyudvarhely

Megoldds. Vegyiik észre, hogy

(22 +2)+ (22— 1) = (v + 1),
(2% +2) =222 — 1) = (v — 2)%.

Ez alapjan

2(r +1)2 + (z — 2)*

(z* +2) = 5 :
(20 — 1) = (x+1) ;(l‘—?) |
vagyis ) . -
fi(z) = (z+ 1)+ (=2 (3 pont)

wr1?—(—27
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Teljestil, hogy

2(f1(x) + 1)* + (fi(z) — 2)

falz) =
(fi(z) +1)? = (fu(z) = 2)?
2(z+1)2+(z—2)2 2(z+1)2+(z—2)2 2
_ 2 ( +)—(@—2)7 * 1) + ( (@+1)?—(2-2)2 2)
B 2
2(z+1)2+(z—2)? 2(z+1)2+(x—2)2
(e + 1) - (Bmesr o)
2@+ 1)t (- 2)
T (-2
A sejtésiink az, hogy
20x + 1) + (z —2)2" | 1
falz) = (z+ 12 — (z—2)7 és  fulz) # 2
minden z € R\ {3} és n € N* esetén, amit matematikai indukcioval igazolunk. (2 pont)

Az n =1 és az n = 2 esetben a kijelentés igaz. Feltételezziik, hogy a kijelentés igaz n-re és igazoljuk
(n+ 1)-re. A kovetkezdket irhatjuk:

) AR+ D () —
fenr(@) = fo fule) = (1) + 17 = (fls) =27

2
2(z+1)2" (:r: 2)2" 2(x+1) +(m 2)2"

2(z+1)2" +(z— 22" 2(z+1)2" +(z—2)2" 9 2
(x+1)2" —(z— 2)2" (z+1)2" —(2—2)2"

20+ )P 4 (- )2”“
— (x + 1)2n+1 _ (.T _ 2>2n+1

(2 pont)

A fenti Osszetevés megvalésithaté mert f,(x) # 3, barmilyen z € R\ {1} esetén. Valoban, ha létezik
z € R\ {3} agy, hogy f,(x) = 3, akkor

2+ 1) + (-2 1

(x+1)2" — (z—2)2" 2

ahonnan (z + 1)*" + (z — 2)*" = 0, ami lehetetlen. (1 pont)
Ugyanakkor, ha z € R\ {1}, akkor f,;. is értelmezett, mert (z +1)>"" # (z —2)>""". (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

|
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

XI. osztaly — 1. fordulé

1
1. feladat (10 pont). Az (z,,),>1 sorozat esetén x; > 1 és x,4; = 2 — —, minden n € N*-ra.

a) Hatéarozd meg a sorozat altalanos tagjanak képletét, ha z; = 2.
b) Bizonyitsd be, hogy minden x; > 1 kezd&érték esetén a sorozat konvergens és hatarértéke 1.

¢) Szamitsd ki a lim n(x, — 1) hatéarértéket! Andrds Szildard, Kolozsvdr
n—oo

Megoldds. a) A rekurzi6 alapjan xzo = 2 — % = %, X3 =

A matematikai indukci6 modszerével igazoljuk, hogy x,,
Az eddigiek alapjan a P(n) : x, = 2
valamilyen k € N* esetén, akkor a rekurzié alapjan

Ol

, Ty = 2. (1 pont)
2l n > 1. (1 pont)
k1

allitas igaz n € {1,2,3,4} esetén. Masrészt, ha x, = =

5 1 k k42
T = —_ — = — =
hH Tk k+1 k+1

tehat a P(k + 1) allitas is igaz. Igy a matematikai indukci6 elve alapjan P(n) igaz, barmely n > 1
természetes szmra, tehat x,, = 2t vn € N*. (1 pont)

b) Ha z > 1, akkor egyrészt % <1, és ezért 2 —% > 1, méasrészt az x+% > 2 egyenléGtlenség alapjan
2 — % < z. A matematikai indukcié modszerével igazoljuk, hogy a sorozat minden tagja az [1, 4+00)

intervallumban van. Valoban, ha x; > 1, akkor x5, = 2 — i > 1. (1 pont)

Masrészt, v, — x, = 2 — zi —x, <0, Vn € N*, tehat a sorozat csokkens. Az elébbiek alapjan

z, € [1,2) minden n € N* esetén, tehéat a sorozat konvergens. Legyen lim z,, = /. (1 pont)
n—oo

A rekurziéban hatarértékre térve azt kapjuk, hogy ¢ = 2 — %, ahonnan (¢ — 1)? = 1, tehat ¢ = 1.
(1 pont)
1

n
c) Legyen L = lim n(z, — 1) = lim ——. A b) alpont alapjan az —— sorozat novekvs és végte-
n—00 n—o00 n

Tn—1
lenhez tart, (1 pont)
tehat a Cesaro—Stolz-kritérium alkalmazhaté. Ugyanakkor
1 1 1 1
— = T =1, (1 pont)
Tpy1—1 oy —1 I—= T, — 1
tehat a Cesaro-Stolz kritérium alapjan L = 1. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
Megjegyzés. A
1 1 1 1
— ey 1 —_ = 1
Tpy1—1 @y —1 1-= z,—1



IV. OMMO - orszagos szakasz - XI. osztaly

Osszefiiggés alapjan az altalanos tag tetszéleges x1 esetén felirhato, hiszen

L L + 1
pr— n_
a:n—l 371-1 ’
tehat .
Tp=1+—.
n—1+ -t

x1—1

Természetesen az xq nem lehet 1 — Tﬁ alakd, ahol n € N,n > 2. Ugyanezt az eredményt kaptuk
volna akkor is, ha a linearis torttranszformaciobol szarmazo rekurziok altalanos megoldasi modszerét

alkalmaztuk volna.

9 —7
8 —6
a) Hatéarozd meg az A™ matrixot, ahol n € N*.

b) Adott az f: R\ {2} = R\ {2}, f(z) = 2= fiiggvény és legyen f, = fo fo---o f. Hatdrozd

2. feladat (10 pont). Adott az A = ( ) € My(Z) matrix.

8x—6
n-szer

meg az fagee fliggvényt!

Bara Lajos, Zilah
Kocsis Attila, Déva

Megoldds. a) Legyen minden n € N* esetén A" = (Z" gn) . Mivel

Tptl Ynt1\ _ antl _ an 4 (Tn Yn) 9 =7\ _ (9v,+8y, —Tx,— 6y,
(un+1 vn+1)_A =4 A_(un Un) (8 —6)_<9un+81jn —Tu, —6v, /)’

innen kovetkezik, hogy

Tpi1 = 92, + 8y, . Upr1 =  u, + 8u,
és (2 pont)
Yn+1 = —Tx, — Gyn Unt1 = —Tu, — 6vp,
valamint tudjuk, hogy 1 =9, y; = —7, u; = 8 és v; = —6. Az els6 rendszer egyenleteinek megfelel§
oldalait Osszeadva, kovetkezik, hogy minden n € N* esetén
Tptl T Ynt1 = 2(1'71 + yn>7 (]- pont)

tehét z,, + y, = 2" 1 (z1 +y1) = 2", minden n € N* esetén. Felhasznalva ezt az eredményt, irhatjuk,
hogy minden n > 1 esetén

Ty = 9.%”,1 + 8yn,1 = 9.13”,1 + 8(2”71 — ZEn,l) =T,_1+ 2”71.
Osszeadva ezeket az Osszefiiggéseket k = 2,3,4, ..., n-re, azt kapjuk, hogy

=21 + 2+ 2P =9 (2" 1)~ 1-2-4-8=2"" -7 VYnecN. (2 pont)

Innen kovetkezik, hogy y, = —7-2" — 7, Vn > 1 és mivel az (u,)nen+ €S (Vn)nen+ sorozatok is ugyan-
azt a rekurziorendszert teljesitik, mint az (z,)nens, illetve az (y,)nen+, csak mas kezdeti értékekkel,
analog modon kovetkezik, hogy u,, = 23 — 8, valamint v,, = —7 - 2" + 8 minden n € N* esetén.

(1 pont)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI. osztaly

b) Az f: R\ {—%} — R\ {—%}, flx) = % fiiggvény homografikus (ha ad — be # 0), és a
hozzérendelt matrixa az M; = A. Tudjuk, hogy a homografikus fiiggvények 0sszetétele homografikus,
és Mfog = Mf : Mg, tehat an = (Mf)n (2 pont)

Igy az a) alpont alapjan

28 T (2" — 1)
— n — >
My, =4 (8(2”—1) s—7.90 ) T2l
tehat (22025 _ 7>ZE o 7(22022 _ 1)
fao22 () = 8(22022 — 1)g 4+ 8 — 7. 22022° (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
Masodik megoldds az a) alpontra. Az A matrix karakterisztikus polinomja
pa(z) = 22 — tr(A)x + det(A) = 2° — 31 + 2,
amelynek a gyokei x; = 1 és x9 = 2. (1 pont)
Ezért a Cayley—Hamilton-tétel egyik kévetkezménye alapjan 1éteznek a B és C' matrixok dgy, hogy
A" =1"B+2"C, Vn>1. (2 pont)
Meghatatozzuk a B és C' matrixokat ebbdl az 6sszefiiggésbdl, felhasznélva az n = 1 és n = 2 eseteket:
mivel A = B+ 2C és A% = B + 4C, kovetkezik, hogy 20 = A? — A, (1 pont)
ahonnan
1/25 —21\ 1/[9 -7 8 —-7\ B (=TT
“=3 (24 —20) T2 (8 —6) - (8 —7) ¢ B=d—20= (—8 8)’ (1 pont)
Tehat minden n > 1 esetén
n -7 7 (8 —T7 2m3 7 —7(2" — 1)
A _(—8 8)+2 (8 —7>_(8(2”—1) §—7-2" ) (1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Legyen A azoknak az A € My(R) méatrixoknak a halmaza, amelyek esetén
det A = 1, illetve det(A* + A% + ) = 1.

a) Hatérozd meg a T = {tr(A) | A € A} halmazt, ahol tr(A) az A méatrix f6atlon levs elemeinek
Osszegét jeloli!

b) Hatarozd meg a D = {det(A+ A™') | A € A} halmazt! T'th Csongor, Szovdta

Megoldds. a) Eszrevessziik, hogy A* + A%+ [, = A* 4+ 242 4 [, — A = (A + I,)? — A% (1 pont)
A Cayley-Hamilton-tétel alapjan a tr(A) = ¢ jelolést hasznélva A% — tA + det A - I, = O,, ahonnan
azt kapjuk, hogy A% + I, = tA. (2 pont)
Ezt behelyettesitve az el6z6 Osszefliggésbe, kévetkezik, hogy

AV A2+ = (tA)? — A% = (£# — 1) A% (1 pont)

Tehét a det(A? + A% + I,) = 1 egyenlGség egyenértékii azzal, hogy (2 — 1)?(det A)*> = 1, ahonnan
(t2 —1)2 =1, és igy t € {0,4+/2}. (1 pont)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI. osztaly

Belathato, hogy ha az A matrix rendre a

0 -1 V2 -1 -2 -1
1 0)’ 1 0 1 0
matrixok egyike, akkor egyrészt A teljesiti a feladat kijelentésében megadott feltételeket, masrészt
pedig tr(A) rendre 0, /2, illetve —/2. Tehat 7 = {0, —v/2,v/2}. (1 pont)
b) Irhatjuk, hogy

det(A+ A1) =det(A+ A M) det A =det((A+ A1 A) = det(A* + L) (2 pont)
= det(tA) = t*det A = 2,
tehat det(4 + A1) € {0,2}. (1 pont)
Az a) alpont megoldasénak a végén megadott A matrixok esetén a det(A + A™1) felveszi a 0-t és 2-t.
Tehat D = {0,2}.

Hivatalbol (1 pont)
[

Midsodik megoldds az a) alpontra. A Cayley-Hamilton-tétel alapjan A? — tA + det A - I, = Oy, és
innen kovetkezik, hogy A% + I, =t - A. (2 pont)
Ez alapjan A*+ A% + I, = A* + tA. Tehat

det(A* + A% 4+ I,) = det(A* +tA) = det A - det(A® + t1,) = det(A> + t1y). (1 pont)
Ugyanakkor, az A% + I, = tA dsszefiiggésbol kovetkezik, hogy
AP A=1tA% =t(tA — L) = t*A — t1,,

tehat A3 = 1?A —tI, — A. (1 pont)
Ezt felhasznalva kovetkezik, hogy

det(A® +tI,) = det(t?A — A) = (* — 1)*det A = (£* — 1)*.

Mivel det(A* + A% 4 I,) = 1, kovetkezik, hogy (t*> — 1)? = 1, ahonnan ¢ € {0, £v/2}. (1 pont)
Az els6 megoldasban megadott példak mutatjak, hogy mindharom ¢ érték felvevidik. (1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az (,)nen+ €5 (Yn)nen+ sSorozatokat az
2o = (45 +V/2022)", V¥n € N7,

illetve
Yn = (45 —/2022)", Vn € N*
képletekkel értelmeztiik.
a) Igazold, hogy x, + y, € N, minden n € N* esetén!
b) Szamitsd ki a lim {z,}5* hatarértéket, ahol {a} az a valos szam tortrészét jeloli!
n—oo

Toth Csongor, Szovdta
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Megoldds. a) Newton binomialis képlete alapjan irhatjuk, hogy minden n € N* esetén

ot Yo = Y CRA5 20225 + 3 Chas"R(—1)k2022%
k=0 k=0

=" Cka5m 20023 (14 (—1)F) = Y Cka5" 20023,

k=0 0<k<n
k paros
ahonnan koévetkezik, hogy (z,, +y,) € N, minden n € N* esetén. (2 pont)

b) Minden n € N* esetén x,,,y, > 0 és

ynZ(\/2025—\/2022)”:<(mim)) e (0,1).

Mivel az a) alpont alapjan {z, + y,} = 0, ezért {z,} =1 — y,. (3 pont)
Ugyanakkor, z,, - y,, = (45 +1/2022)™ - (45 — v/2022)" = (2025 — 2022)" = 3", (1 pont)

ezért irhatjuk, hogy

n

lim {z,}5 = lim (1 — y,) % = lim (1 — yn)ﬁﬁ = lim (1 — yn)@%n

n—oo n—oo n—oo n—oo
~ lim (1w men 1
- nh—>Holo(1 yn) Y e ’
mivel lim y, = 0. (3 pont)
n—oo
Hivatalbol (1 pont)
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV
orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.
XII. osztaly — 1. fordulé
1. feladat (10 pont). Adott a G = (—2022,2022) halmaz és az
2022%(z + y)
=———= Vzyed
YT 000y Y
miivelet.
a) Igazold, hogy (G, ) csoport és az f: (G,*) — (R%,-),
2022 —
1) = s
fiiggvény csoportizomorfizmus!
b) Szamitsd ki tetszéleges n > 2 természetes szam esetén a
2022 2022 2022
—_— —_— K e e Kk —m
7 17 2n? — 1
kifejezés értékét! (*5%)

Megoldds. a) Igazoljuk, hogy ,*” bels6é miivelet G-n. Legyenek z,y € G tetsz6legesek. Ekkor
|| < 2022 és |y| < 2022, ezért |wy| < 20222, tehat 20222 + zy > 0. Innen kdvetkezik, hogy az alabbi
egyenlGtlenségek rendre ekvivalensek egyméssal:

—2022 < x xy < 2022,

- 2022(x + y) 7
20222 + xy
—2022% — zy < 2022(z + y) < 2022% 4 xy,
—(x 4+ 2022)(y + 2022) < 0 < (2022 — 2)(2022 — y), (1 pont)

ami igaz minden x,y € G esetén. Tehat belattuk, hogy ,,+” belsé miivelet G-n.

Belatjuk, hogy f(z*y) = f(x)- f(y), minden z,y € G esetén. Valoban, minden x,y € G esetén

2 X
(2022w +y)\ 2022 - Ty
Flan) =T S wy ) 2022 4 2022(ty)

20222 +zy
1 — T 90222 4 2y — 2022(x + )

T4 2020ty) 20222 + zy + 2022(x + y)

20222 +zy
(2022 — 2)(2022 — y)
= = . . 1 t
@2tz ty W (1 pont)
Az f figgvény folytonos és derivalhato a (—2022,2022) intervallumon, és
—2-2022
f(x) =

= <<
(2022 + )
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

minden x € G esetén, tehat f szigortian csokkend a G-n, és ezért injektiv is. Mésrészt, lim f(x) =

1
2N\ —2022
+00 és ;iggﬂf(x) =0, ezért Im(f) = R%, vagyis f sziirjektiv. Tehat f bijektiv. (1 pont)

Mivel (R, -) csoport, ezért az elébbi tulajdonsagok alapjan (G, *) is csoport és f csoportizomorfiz-
mus. (1 pont)

b) Az a) alpont alapjan minden n > 2 természetes szam esetén

2022 2022 2022 2022 2022 2022
it bt B Bekcntntl BN (Rubcinintl IR 3 (St 1
f(? T *2n2—1) f(?) f(17) f<2n2—1> (1 pont)

Viszont minden k& > 2 természetes szdm esetén

; 2022 2022 — 292 2.2022k2 —2-2022  (k—1)(k+1) (1 pont)
= = = on
22— 1)~ 2022 + 22 2+ 202217 R P
ezért
2022 2022 2022 k=1)(k+1) n+1
— |l = = VneN,n>2 (2 t
f( 7>f(17) f(2n2—1) kll 2 om0 " ENn 22 (2 pont)
Legyen a, = 222 % 22 x .- x 7224, Ekkor f(a,) = %+, de ugyanakkor f(a,) = 55579, tehat
a, = %, minden n > 2 természetes szam esetén. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

Megjegyzés. Annak a bizonyitasa, hogy ,*” belsé miivelet G-n, valamint (G, *) csoport, az f fel-
hasznalasa nélkiil 6sszesen (3 pont)

2. feladat (10 pont). Hatarozd meg az f: (0,7) — R,

f(x) = !

~ sina - (3 — sin 27)

fiiggvény primitivjeit! Kovdcs Béla, Szatmdrnémets
Elsé megoldds. Az adott trigonometriai tortfiiggvényt egyszertibb tortekre bontjuk:

o) = ! :1.< L | Zeose ) (2 pont)

~sinz-(3—sin2r) 3 \sinz 3 —sin2z

1 1 2cosx 1 2
]_/f(x)dx_g'/<sinx+3—sin2x> dx_gll—i_gb’

1 i !
I1=/ : dx:/ sn12x dx:/—(c;)sx) dx
sin x sin”“ x cos?x —1

cosr — 1

Ekkor

ahol

1—
ﬂ—l—C:lntggjLC (2 pont)

cosx + 1 1+cosx

‘%—Czln
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

és I, = | 3525 dx. Legyen Jp = 3_515?5236 dx. Ekkor
cosx + sinx (sinx — cosx) 1 sinx — cosx
L+Jy= | ————do = de = —arctg ———— +C, (2 pont
2k / 3_sn2e /2+(sinx—cosx)2 v ﬂang V2 + (2 pont)
valamint

2+sinx + cosx

12_J2:/cosx—.sinxdx:/4 (sinz 4 cosx)’ dx:%lln

3 —sin2z — (sinz + cosx)?

C. (2 t
2—sinx —coszx + ( pon)

Osszeadva az elgbbi két eredményt, kovetkezik, hogy

I 1 ; sinx—cosx+1 2+ sinx 4+ cosx L
= ——arctg———— + -In
NG & V2 8 |2 —sinx —cosw ’
tehat
1 2 1 T 1 sinz — cos 1 2+ sinx 4+ cosx
I=-L+-lb=-Intg— t — C. 1 t
31+32 3ng2—|—3\/§arcg V2 +12n'2—sinx—cosx+ (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
Mdsodik megoldds. Irhatjuk, hogy
1 1
I = dr = d
/Sinx~(3—sin2x) v /sinx-(4—(1+sin2x)) v
1
= d
/ sinz - (4 — (sinz + cos x)?) v
1
= dx. 2 t
/sinx~(2—(sinx+cosx))(2+(sinx—l—cosx)) v (2 pont)
Atgs =t dr =4 HQ dt helyettesitést és a sinx = 13;2, valamint cosx = 1 HQ képleteket hasznélva
kovetkezik, hogy
1 2
I :/ : dt (2 pont)
2 244112 2A+1—t2 2
1-|-_tt2 (2 o t;r-s-t?t ) (2 + t;}t?t ) 1+1¢

(14 ¢*)? 1/1 1/ t—1 1/ t—1
= dt==- | -dt—= | ———dt+-=- | ———dt
/t(3t2—2t+1)(t2+2t+3) 3) t 2) 32—-2t+1 +6 2+2t+3

ahol felhasznaltuk az

(14 ¢*)? A+ Bt+C N Dt+ E
tB2 —2t+ 1) (2 +2t+3) ¢  32—2+1  2+2t+3
felbontast, ahonnan azt kaptuk, hogy A = % B = —%, C = %, D = % és B = —%. A kapott

integralokat a kovetkezd modon szamolhatjuk ki:

t—1 1 [ (6t—2)—4 1 , 2 / 1
— — dt = - ~ < dt=—--In(3t"—2t+1) — - —— dt
/3t2—2t+1 6/3t2—2t—|—1 g =3 [ sp o

1 2 1
:—-ln(3t2—2t+1)——-/—dt
6 (t—

2
0 =
1 ) 2 3 t—3
zé-ln(3t —2t+1)—§-ﬁ-arctg ‘/Ti +C
1 2 3t—1
zé-ln(3t2—2t+1)—§-arctg NG +C,
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

t—1 1 [ (2t+2)—4 1 1
/—dt - /th:§-ln(1ﬁ2+2t+3)—2/—dt

2rot+3 2 ) £2+2+3 (t+1)2+2
1 2 t+1
= —.In(t* +2t +3) — — arctg — + C. 1 pont
S In ) - 5 aretg (1 pont)
Tehat az eredeti integral
1 1 V2 3t—-1 1 V2 t+1
I=-Int——In(3t* -2t + 1)+ ——arctg —= + — - In(t* + 2t + 3) — —— arctg —= +C
gt — 5 n( +1)+ o arctg 7 +12 n(t” + 2t + 3) o arctg 7 +C,
ahol t = tg . (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Hatarozd meg azokat az f: R — R folytonos fiiggvényeket, melyeknek létezik
F: R — R primitiv figgvényiik ugy, hogy [f(z)] — {f(z)} = F(x), barmely = € R esetén, ahol [a] az
a valos szam egészrészét, {a} pedig a tortrészét jeloli!

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy

Megoldds. Az eredeti Gsszefliggés ekvivalens az [f(z)] — f(x) + [f(z)] = F(x), Vo € R, vagyis az
f(z)+ F(z) =2 [f(z)], Yo € R sszefliggéssel. (1 pont)
A feltétel alapjan az f fliggvény folytonos, az F' derivalhato, tehat folytonos, ezért az f + F fiiggvény
is folytonos. (1 pont)
Mivel [f(x)] € Z, Yz € R, az el6bbi észrevételek alapjan létezik olyan k € Z, amelyre [f(z)] = k,
minden z € R esetén. (1 pont)
Innen kapjuk, hogy f(z) + F(z) = 2k, Yz € R, és beszorozva ezt az Osszefiiggést e”-nel, az

(e*- F(z)) = (2k-€"), VzeR

osszefliggéshez jutunk. (2 pont)
Innen kovetkezik, hogy e” - F(x) = 2k - € + ¢, Vo € R, vagyis

F(zx)=2k+c-e® VxekR. (1 pont)
A el6bbi Ossszefiiggés alapjan f(x) = —ce™™ minden x € R esetén. (1 pont)
Mivel [f(z)] = k, Yz € R, kovetkezik, hogy [—ce™™] = k, Vo € R. Viszont lim —ce ™ = 0, ezért

T—00
k = 0. Masrészt lim e ™ = +o0, ezért ¢ = 0. Tehat az egyetlen feltételnek megfelels fiiggvény a
T—>—00

konstans nulla fiiggvény. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)

4. feladat (10 pont). Legyen f : (0, +00) — R egy olyan primitiv fiiggvénnyel rendelkezs fiiggvény,
amelynek valamely F' : (0,4+00) — R primitivjére a Pr% tF (%) hatarérték véges. Jeloljik ezt a
%
>0
hatarértéket L-el. Bizonyitsd be, hogy a g: R — R,

g(x):{f(ac%)’ x#0

c, =0

fiiggvénynek pontosan akkor létezik primitiv fiiggvénye, ha ¢ = L. Andrds Szildrd, Kolozsvdr
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XII. osztaly

3 1
Megoldds. Tekintsik a H: R — R, H(x) = { (), = # 8 fliggvényt.

—ZF
0, T =
Az értelmezés és a megadott feltételek alapjan

H'(0) = Tim 72 _ iy i (i) _ 1y

z—=0 I z—0 2

Ugyanakkor x # 0 esetén

tehat irhatjuk, hogy

—30°F (& z L xr
H'(x):{ 2—}%7[%2)7 mig _|_{f(g;2)v #0

(3 pont)

(2 pont)

(2 pont)

Mivel ebben a felirdsban a jobb oldalon megjelend elsé fiiggvény folytonos, a masodik fiiggvény két

primitivalhato fliggvény kiilonbsége, tehat ¢ maga is primitivalhato.

(1 pont)

Masrészt csak egy konstans esetén lehet a g-nek primitivje, tehat a g pontosan akkor primitivalhato,

hac= L.
Hivatalbol

5/5
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

IX. osztaly — II. fordulo

1. feladat. Igazold, hogy 27" 4 13 oszthato 15-tel, barmely n péaratlan természetes szam esetén!

2. feladat. Igazold, hogy akarhogy valasztunk ki 26 szamot a 2,3,4,...,100 természetes szamok
koziil, lesz két olyan, amely nem relativ prim!

3. feladat. Adott a,b,c > 0 valés szamok esetén léteznek-e olyan x,y, z valos szamok, amelyekre
lz+a+b+|y+b+c +lz+c+al+le—a—b+|y—b—c|+]|z—c—al =3(Vab+ Vbc+ vac)?

4. feladat. Az a; = 2 szambdl kiindulva minden n € N* esetén képezziik az a, valoés szamot, a
kovetkezs szabaly szerint:

(n+2)a,
a1+a2+...+an:T.
2022
Szamitsd ki a Z[\/ak Osszeg értéket, ahol [z] az x valos szam egészrészét jeloli!
k=1

5. feladat. Az ABC egyenl oldalti haromszog P belsé pontjabol merélegeseket hiizunk az oldalakra,

2
ezek talppontjai D, E és F. Legyen X az a pont a sikban, amelyre g(ﬁ—i—ﬁ—i—ﬁ) = P*)(2 Igazold,
hogy az X pont nem fiigg a P pont megvalasztasatol!

6. feladat. Egy tablara felirunk legalabb 6t nemnulla természetes szamot egy sorba. Egy lépésben
a két sz€1s6 szam minimumat levonjuk a szélsg szamokbol, és hozzaadjuk a masodik, illetve az utolséd
el6tti szamhoz. Ha a felirt szamok kozott megjelenik a 0, azt letoroljiik. Igy egy vagy két szammal
kevesebb marad a tablan. Ezt a 1épést mindaddig ismételjik, amig a tablan egy vagy két szam
marad. Mitdl fiigg az, hogy a végén egy szdm marad vagy kett6? Az alabbi két példa mutatja, hogy
mindkét eset lehetséges.

34 7 8 2 1 2 3 15 6 8 1 1 2
1 6 7 8 2 3 1 17 6 8 1 3
T 7 8 3 2 8 6 8 2 2
5 9 8 5 16 8 8 4
14 13 1212 12
36

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

X. osztaly — II. fordul6

1. feladat. Oldd meg az egész szamok halmazan a 615 + 22 = 2¥ egyenletet!

2. feladat. Az ABCD egységoldalu négyzet AB és AD oldalan a P, illetve ) olyan pontok, ame-
lyekre az AP(Q haromszog keriilete 2. Hatarozd meg a PC'(Q) szog mértékét!

3. feladat. Igazold, hogy 202204 egy sikban fekvs egységvektor kozott mindig van 67402 olyan
vektor, amelyek koziil barmely kettének az Gsszege legalabb egységnyi hosszisagu!

4. feladat. Tudva, hogy x és y az

3 —31y? =1
y® — 322y = —/3
egyenletrendszer valos megoldésai, szamitsd ki az (2% + yQ)% kifejezés értékét és oldd meg az egyen-

letrendszert!

5. feladat. Adott az AB szakasz és annak egy C belss pontja. Az AB-vel nem egybeesd, a C' ponton
athalado d egyenes az AC' atmérdji kort méasodjara az E pontban, a BC atmérgjid kort masodjara
az F pontban, valamint az AB atmérsjd kort a P és (Q pontokban metszi. Igazold, hogy PE = F Q!

6. feladat. Hatarozd meg az (a,),>1 sorozatot, tudva, hogy barmely m,n € N* esetén a,, € N* és
o, = (M, a,) * (A, ).

Az (z,y) az = és y természetes szamok legnagyobb kozos osztojat, [z,y| pedig a legkisebb kozos
tObbszorosét jeloli.

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbol jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orszagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

XI-XII. osztaly — II. fordulo

1. feladat. Az ABC szabalyos haromszog belsejében adott egy P pont, melyre PA = /3, PB =2
és PC = 1. Hatarozd meg az ABC' haromszog oldalainak hosszat!

2. feladat. Adott az ABC haromszog, valamint az M € (AB) ¢és az N € (AC) pontok tugy, hogy
MN }f BC. Legyen M N N BC = {P}. Igazold, hogy az ABC, BM P, AMN és NCP haromszogek
koré irt korok egy ponton mennek at!

3. feladat. Oldd meg a valés szdmok halmazan az 2 + (f—fz)ﬁ = 65 egyenletet!
4. feladat. Legyenek a,b,c € (0, 00) valos szamok tgy, hogy abc = 1. Igazold a
9a® + 9b° + 9¢® > 9a” + 9b° + 9¢® — da — 4b — dc + 12

egyenlGtlenséget!

5. feladat. Egy 8 x 8-as sakktablan L alaku résznek (tetraminénak) nevezziik az alabbi abran lathato

Ll T

a) Jelolj meg a sakktablan 21 mez6t ugy, hogy a sakktabla minden L alaku részén legyen legalabb
egy megjelolt mezd!

b) Bizonyitsd be, hogy ha csak 20 mez6t jeloliink meg a sakktablan, akkor ez a tébla biztosan
tartalmaz egy olyan L alaku részt, amelyen nincs egyetlen megjel6lt mezd sem!

6. feladat. A sik koordinata-rendszerének racspontjaibol racspontjaiba lépegetiink. Az O(ay, by)
pontbdl indulunk, ahol ag = by = 0. Minden n € N* esetén az n-edik 1épés azt jelenti, hogy az
(an_1,bn—1) € N x N pontrol atlépiink egy t6le pontosan 13 egység tavolsagra 16vs (a,,b,) € N x N
pontra. Tudjuk, hogy az (a,)nen és (by)nen sorozatok monoton novekvsk. Hatérozd meg, hogy
legkevesebb hany lépéssel juthatunk el a (2022,2022) pontbal

Megjegyzések: Minden feladat kotelezd és 10 pontot ér, melybdl hivatalbodl jar 1 pont. Munkaids: 4 ora.
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

IX. osztaly — II. fordulo

1. feladat (10 pont). Igazold, hogy 27° 4 13 oszthato 15-tel, barmely n paratlan természetes szém
esetén! (**%)

Megoldas. Matematikai indukcioval igazoljuk az oszthatosagot. Ehhez ellenérizziik az oszthatosagot
n =1, illetve n = 3 esetén.

n=1: 2" 4+13=2+13=15, (1 pont)
n=2: 2¥ 4+13=512+13 =525 =35 - 15.
Mindkét esetben a kapott szam oszthato 15-tel.
Feltételezziik, hogy 2%+1D* 4 13 oszthaté 15-tel, és igazoljuk, hogy 2@*+3)” 4 13 oszthato 15-tel.
(1 pont)
Feltevés szerint 22F+D* 4 13 = 15[, ahol | € N*, vagyis 2(2%+D* = 15] — 13. (1 pont)
Ekkor
2(2k+3)2 +13 = 2(2k+1)2+4(2k+1)+4 +13 = 2(2k+1)2 . 98k+8 +13
= (150 — 13) - 28%F8 1 13 = 288 . 1. 15 — 13- (2878 — 1) ( )
= 288 115 — 13- (256 — 1) ( )
= 28K 8115 — 13- (256 — 1)(256" + 2561 + ... 4+ 256 + 1) (1 pont)
=8R8 .15 — 131517 - (256" + 256" 4 ... + 256 + 1) ( )
= [2%%F8 .1 — 1317 - (256" + 256F ! + ... 4256 + 1)] - 15. ( )

Tehéat 22643 4+ 13 is oszthato 15-tel.
Kovetkezésképpen 27 + 13 oszthato 15-tel, minden n paratlan természetes szam esetén. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

Masodik megoldds. Irhatjuk, hogy
0"’ 413 =15+2- (2" —1)=15+2- ((24)7”’”4("“) - 1) . (4 pont)

—1)(n+1)

Ha n paratlan, akkor (n 1 =m € N, és ezért

2% 413 =15+2-(16"—1)=154+2-(16 — 1) - (16™ '+ ... + 16+ 1)
=15[1+2(16™ " + ...+ 16 + 1)].

Tehét 27 4 13 oszthat6 15-tel. (5 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

2. feladat (10 pont). Igazold, hogy akarhogy valasztunk ki 26 szamot a 2,3,4,...,100 természetes
szamok kozil, lesz két olyan, amely nem relativ prim! (**%)

Megoldas. 1 és 100 kozott Osszesen 25 prim van, amelyek a kovetkezdk:

2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Képezziink 25 skatulyét és cimkézziik fel Gket ezekkel a primekkel. (3 pont)
A kivélasztott 26 szam mindegyikét abba a skatulyaba helyezziik, amelynek a cimkéje az adott szam
legkisebb primosztoja. (3 pont)
Mivel 26 szamot helyeztiink el a 25 skatulyaba, ezért van olyan skatulya, amely legaldbb két szamot
tartalmaz. (2 pont)
Ezek a szdmok nem relativ primek, mert a skatulya cimkéje (amely egy primszam) mindkét szamot
osztja. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

|

3. feladat (10 pont). Adott a,b,c > 0 valés szamok esetén léteznek-e olyan z,y, z valos szamok,
amelyekre

T+ a+bl+ly+b+e+|z4+ctal+lz—a—bl+]y—b—c+|z—c—al =3(Vab+ Vbe+ Vac)?

(**%)
Megoldas. Tételezziik fel, hogy léteznek a feladat feltételeit teljesitsd valos szamok. Ekkor a modulusz
tulajdonséagai alapjan

lt+a+bl+|lr—a—-b=|r+a+b+|—z+a+b
>lr4+a+b—x+a+D

= |2a + 2b| = 2a + 2b. (2 pont)

Hasonléan
ly+b+c|+|y—b—c| >2b+ 2c, (1 pont)
lz+c+al+|z—c—al >2a+2c (1 pont)

Az egyenléStlenségek megfelels oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy

S=lz+a+bl+ly+b+cl+lz+c+al+]jz—a—-bl+|ly—b—c|+|z—c—a] >4(a+b+c).

(1 pont)
Masrészt a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alapjan
b b
S = 3(Vab + Vbe + vac) < 3 (a—;— + ;C + c—;—a) =3(a+b+c). (2 pont)

Az el6bbi két észrevétel alapjan

3a+b+c)>4(a+b+c)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

ami lehetetlen, mivel a, b, c > 0. (1 pont)
Tehat nem léteznek olyan x,y, z valos szamok, amelyekre fennall a kért Osszefiiggés. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

|

Megjegyzés. Indoklas nélkiili nemleges valaszra nem jar pont.

4. feladat (10 pont). Az a; = 2 szambol kiindulva minden n € N* esetén képezziik az a, valos
szamot, a kovetkezd szabaly szerint:

(n+2)a,
ar+ay ey =
2022
Szamitsd ki a Z[\/ ay] Osszeg értekét, ahol [x] az x valos szam egészrészét jeloli! (**%)
k=1

Megoldds. Minden n € N* esetén az els6 (n + 1) szam Osszegére teljesiil, hogy

n+3)a, n—+2)a,
%:a1+...+an+an+1:%+an+l, (1 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy n - ap11 = (n +2) - a,, vagyis a,41 = "T”Lzan, Vn € N*. (1 pont)
Ezért
2 2) - 1 2) - 1)-...-3
an+1:n+ an:<n+ ) (n+ )an—lz---:(n+ ) (n+ ) ar, (2p0nt)
n n-(n—1) n-(n—1)-...-2
vagyis
n(n+ 1)
Up = ———F—0a1,
2
tehat a,, = n(n + 1), mert a; = 2. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy minden k£ € N* esetén
B <k +k<(k+1) (1 pont)
ezért k < \/ay < k+ 1, ahonnan [\/az] = k. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy
2022 2022
2022 - 2023
S Warl=> k= g = 2045253, (2 pont)
k=1 k=1
Hivatalbol (1 pont)
[ |

5. feladat (10 pont). Az ABC egyenls oldala haromszog P bels6 pontjabol merdlegeseket huzunk az
2
oldalakra, ezek talppontjai D, E és F'. Legyen X az a pont a sikban, amelyre g(ﬁ + ﬁ + ﬁ ) =

PX. Igazold, hogy az X pont nem fiigg a P pont megvalasztasatol! (**%)

Megoldas. A P ponton at parhuzamosokat huzunk az ABC haromszog oldalaival, (1 pont)

felvesszitk a D, E| F, Dy, Ey, Fy, Dy, Ey, F, pontokat az alabbi abra szerint. (Mivel a PX-ra megadott
feltétel szimmetrikus, ezért mindegy, hogy a D, E, F pontokat melyik oldalakon vessziik fel.)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Az igy keletkezett PD;Dy egyenls oldali haromszogben felirhatjuk, hogy

l — -
PD = §(PD1 + PDs). (1 pont)
Hasonloan N .
PE — S(PE,+PE,) és PE — E(Fﬁ + PFy). (2 pont)

A kapott Osszefiiggéseket Gsszeadva, és a vektorokat djracsoportositva kapjuk, hogy

PD + PE + PF = % (PD} + PF,) + (PE, + PD;) + (PF, + PE;)]

1 —
= i(ﬁ 4+ PC o+ PA), (1 pont)
ahol felhasznaltuk a paralelogramma-szabalyt a PFyBD,, PD;CE, PE;AF; paralelogrammakban.
(1 pont)
Innen kovetkezik, hogy
2 1, —
PX = Z(PD + PE + PF) = 5 (PA+ PB + PO), (1 pont)
vagyis X az ABC haromszog sulypontja. Tehat az X pont fiiggetlen a P pont megvalasztasatol.
(2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

Madsodik megoldas. Tekintsiik a kovetkezs abrat, és hasznéljuk a jeloléseit.

Tudjuk, hogy

Tepc —  Topa —s TAPB_TC:hA'a‘f‘hB'@‘f‘hC'%
h )

rp =
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

ahol h = h4 + hg + he a haromszog magassiga. (1 pont)
Tovabba

BD-BC = BP- BC - cos(PBD) = BP - BC. (1 pont)
Tehat

Eﬁ:%ﬁ (1 pont)

A P pont helyzetvektoranak ismeretében, a szamolasok elvégzése utan, felirhatjuk, hogy

2h h 2h h
— c+ B-T’_>+ AT+ B —

— . 1 t
= e thn gy athn (1 pont)
Hasonléan

2h h 2h h 2h h 2h h
= AQZ_C.EN_%.@ és F}:%.@+$-@. (1 pont)
Ekkor
4dhyg+ hg+h ha+4hg +h ha+ hp + 4h
@4_@_‘_@: A B 0‘774)+A B C_@ A B 0_7%
2h _2>h R R 2h
3 TA+Th+TE 3 hu-TAd+hg-Th+he-T 3
5% 5 A"TA Bh B C C—§<71_G>+r_>13)7 (2 pont)

ahol G az ABC haromszog silypontja.

Tehat PD + PE + PE=3.P , vagyis 3 ﬁ + ﬁ ﬁ PG . (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy X G, azaz fuggetlen a P pont megvalasztését()l. (1 pont)
Hivatalbol 1 pont)

6. feladat (10 pont). Egy tablara felirunk legalabb 6t nemnulla természetes szamot egy sorba. Egy
lépésben a két szélsé szam minimumat levonjuk a szélsé szamokbol, és hozzaadjuk a mésodik, illetve
az utolso el6tti szamhoz. Ha a felirt szamok kozott megjelenik a 0, azt letoroljik. Igy egy vagy két
szammal kevesebb marad a tablan. Ezt a lépést mindaddig ismételjiik, amig a tablan egy vagy két
szam marad. Mitdl fiigg az, hogy a végén egy szam marad vagy kett6? Az alabbi két példa mutatja,
hogy mindkét eset lehetséges.

34 7 8 2 1 2 3 15 6 8 1 1 2
16 7 8 2 3 1 17 6 8 1 3
T 7T 8 3 2 18 6 8 2 2
5 9 8 5 16 8 8 4
14 13 1212 12
36

Andrds Szildrd, Kolozsvdr

Megoldds. A megoldas kulcsotlete az, hogy amennyiben a sorban levs szamokat tomegeknek fogjuk
fel, a rendszer tomegkozéppontja nem valtozik az atalakitasok soran, tehat pontosan akkor marad
egy szam a végén, ha a tomegkodzéppont egész szam. A formalis leiras a kovetkezs: ha a szamok
rendre xq,xs, ..., T,, és tekintjik az S =1-x1+2- 29+ ... +n -z, Osszeget, akkor ez az 6sszeg nem
valtozik. Valoban, egy lépés elvégzése utan vagy az

S'=1-(r1—xp) +2 - (xa+x,)+3-23+...+(n—1) - (xp_1 +2,) =95
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IV. OMMO - orszagos szakasz - IX. osztaly

Osszeget kapjuk, ha az utols6 szam volt a kisebb; vagy az
S"=2-(xa+x)+3-23+...+(n—1) - (zp1 +x1)+n-(x,—21) =S

osszeget kapjuk, ha az els§ szam volt a kisebb (egyenl&ség esetén mindegy). (4 pont)
Hasonl6 meggondolas alapjan a szamok

S1:$1+...—|—$n

osszege sem valtozik 1épésrol lépésre. (3 pont)
Igy a tomegkozéppont, vagyis az Sil arany invarians. Ha a végén egy szam marad (a k-ik oszlopban,
az els6 sorhoz viszonyitva), akkor a tomegkdzéppont Sil = ks‘?l = k. Ha a végén két szam marad,

ezek x és y (a k-ik, illetve (k + 1)-ik oszlopban), akkor a témegkozéppont

ket (ktly ¥

z+y z+y’
ami nem egész szam, mert x és y nemnulla természetes szamok. Tehat pontosan akkor marad egy
szam a végeén, ha a tomegkozéppont, azaz Sil egy egész szam. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

X. osztaly — II. fordul6

1. feladat (10 pont). Oldd meg az egész szamok halmazan a 615 + z? = 2¥ egyenletet!

Baricz Arpdd, Sepsiszentqyorgy

Megoldds. Mivel 615 + 2? természetes szam barmely x egész szam esetén, ezért 2Y is az kell legyen.
Tehat y nem lehet negativ egész szam.

Az 22-nek a 3-mal valoé osztasi maradéka 0 vagy 1; 615 oszthato 3-mal; valamint 2Y-nak a 3-mal
osztasi maradéka 1, ha y paros és 2, ha y paratlan. (2 pont)
Tehat y paros kell legyen, vagyis y = 2k alaku. (1 pont)
Igy az eredeti egyenlet

(2F —2)(2* + ) =615

alakba frhato. Eszrevessziik, hogy a bal oldalon szereplé tényezdk koziil az egyik biztosan pozitiv,
emiatt a mésik is az kell legyen. Mivel

(2F — ) 4+ (2% + 2) = 2",

ezért a 615-0t fel kell bontani két olyan természetes szam szorzatéra, amelyeknek az Gsszege 2-nek
hatvanya.

(3 pont)
A 615 primtényezdkre valo felbontasa 615 = 3 -5 - 41, emiatt a lehetséges felbontasok a
615=1-615=3-20=5-123=15-41
és ezek szimmetrikusai. (1 pont)

Ezen felbontasok koziil csak az 5 - 123 esetén lesz a tényezGk Osszege 2-nek hatvanya. Tehat

2kl — 5 4123 =27,

ahonnan k =6 és y = 12. (1 pont)
Ekkor 22 = 2" — 615 = 4096 — 615 = 3481 = 592. Osszefoglalva a 615 4+ 22 = 2¢ egyenletnek két
megoldasa van az egész szamok halmazan: (z,y) € {(—59,12), (59,12)}. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

|

Megjegyzés. Az 22 +d = a - bY alakt diofantoszi egyenleteket Ramanujan-Nagell tipusi egyen-
leteknek nevezik a szakirodalomban. Az x? + 7 = 2Y egyenletnek csak y € {3,4,5,7,15} esetén
van megoldasa. FEzt az allitdst Srinivasa Ramanujan fogalmazta meg 1913-ban és téle fiiggetleniil
Wilhelm Ljunggren, majd 1948-ban igazolta Trygve Nagell.

A 615 + 2% = 2Y egyenletet a 2% — 25 = 2¥ — 640 alakba is irhatjuk, ahonnan (x + 5)(x — 5) =
26(2v=6 — 10) és konnyen igazolhato, hogy csak az x +5 = 206 és v — 5 = 2Y76 — 12 esetén kapunk
megoldést.
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

2. feladat (10 pont). Az ABCD egységoldalu négyzet AB és AD oldalan a P, illetve @) olyan pon-
tok, amelyekre az APQ haromszog keriilete 2. Hatérozd meg a PC(Q szdg mértékét! (**%)

Megoldds. Legyen PB = x, DQ = y. Kovetkezik, hogy AP =1 — 2, AQ =1—vy, CP = 1+ 22,
CQ = /1 +y? (lasd a mellékelt abrat).

D 1 C
[\;L
S
[\é
WE
Q
11—y ‘2,743/
A -+ p® B
Az APQ haromszog keriilete 2, ezért PQ =2 — AP — AQ = x +v. (2 pont)

Az APQ haromszog derékszogd, ezért PQ?* = AP? + AQ?, vagyis (v + y)? = (1 — ) + (1 — y)?,
ahonnan
r+y=1—uzy. (2 pont)

Az el6bbi 6sszefiiggés mindkét oldalat négyzetre emelve kapjuk, hogy 22 +2xy +vy? = 1 — 22y + 2292,
ahonnan x%y* = 2% + y? + 4oy — 1. A PC(Q haromszogben

/\ p2 2_ P02 144241412 — 2 1—
COSPCQ:C +CQ Q 1+ +1+y" —(z+y) Ty (2 pont)
2-PC-CQ 21+ 2%\/1+y? V1+22y/1+ 32
B (1—ay)? 1—2zy +2%y* 1 —2zy+224+y2 4+ 4oy — 1
V@)1 +y?) 1422+ 422 [ 1+22+ 2+ +y? 4oy —1
1 2
= \/; = g (2 pont)
Innen kévetkezik, hogy a PCQ szog mértéke 45°. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
Masodik megoldds. Legyen a BC'P szog mértéke o és a DCQ szog mértéke B. Kovetkezik, hogy
PB =tga, DQ = tgf (lasd a mellékelt abrat). (1 pont)
D 1 C
B
tg B (e
1
Q
1-tgp
A 1—-tga P tga B
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

Az AP(Q haromszog keriilete 2, vagyis AP + PQ + QA = 2, ahonnan PQ =tga +tgf. (2 pont)
Az APQ haromszogben PQ? = AP? + AQ?, kovetkezik, hogy

(tga+tgf)” = (1 —tga)® + (1 — tg f)*

vagyis
tgatgf=1—tga —tgp, (3 pont)
ahonnan tgattgf
ga g
=—=1 2 t
A g 0) (2 pont)
tehat o + 8 = 45°, ezért PCQ szog mértéke 45°. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
Harmadik megoldds. Legyen By a B pontnak a C'P egyenesre vonatkoztatott szimmetrikusa és ()1 a
PBy és az AD metszéspontja (lasd a mellékelt abrat). (2 pont)
D C
y /,'/
Q1 K
Yy
A P* B
A szimmetria miatt a C'B; P haromszog kongruens a C'BP haromszoggel, ezért CB; = CB = 1,
CByP =90° és ha PB = x, akkor PB; = x. (2 pont)
Mivel CD =1 = CBy, CDQ, = 90° = CB1Q: és CQ; kozos oldal, kévetkezik, hogy a C'DQ,
haromszog kongruens a C'B1(); haromszoggel. (1 pont)

Tehat, ha DQ, = y, akkor B1Q; = y. Ekkor AQ; =1—y, AP =1 — z, tehat az AP, haromszog
keriilete AP + PB; + B1Q1 + Q1A =1—x+x+1—y+y = 2. Ugyanakkor az APQ haromszog
keriilete is 2. Tehat rogzitett P esetén a Q1 és (Q pont egybeesik. (3 pont)
Mivel C'Q a DCB;, a CP pedig BC B; szog szogfelezGje, kdvetkezik, hogy

— 1l ——= 90°
PCQ = §BC’D = = 45°. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Igazold, hogy 202204 egy sikban fekvs egységvektor kozott mindig van 67402
olyan vektor, amelyek koziil barmely kettének az 6sszege legalabb egységnyi hossztusagu!

Kovdcs Bdlint, Székelyudvarhely
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

Megoldds. Tekinthetjiik ugy, hogy a vektoroknak kozos az O kezdépontja és ekkor a végpontjaik az

O kozépponti ﬁységsugarﬁ koron helyezkednek el. (1 pont)
Tekintsiik az OA és OB egységvektorokat és az OA + OB = OC vektort (lasd a mellékelt abrat).
o

Az OAB egyenl§ szaru haromszoghen P az AB szakasz felez6pontja. Ekkor

OC| = |04 + OB| = 2+ OP| = 2|0 -cos & =2 cos 5,

2
—
ahol « € [0, 7] az OA és (ﬁ szoge. (2 pont)
Az |OC| > 1 akkor és csakis akkor teljesiil, ha 2cos § > 1, ahonnan cos § > %, azaz § < 60°, tehat
a < 120°. (2 pont)

Az O kozéppontu egységsugaru kort felosztjuk harom diszjunkt 120°-os korivre. Mivel 202204 =
3-67401 + 1, ezért a vektorok kozott biztosan van 67402 olyan, amelyeknek a végpontjai ugyanazon

a koriven helyezkednek el. Ezek koziil barmely ketts osszegének a hossza legalabb 1. (4 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). Tudva, hogy = és y az

23 —3xy? =1

Yy’ —31%y = =3
egyenletrendszer valos megoldésai, szamitsd ki az (2% + y2)% kifejezés értékeét és oldd meg az egyen-
letrendszert! (**%)

Megolddas. A masodik egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk —i-vel, majd Gsszeadjuk a két egyenlet
megfelels oldalait, és azt kapjuk, hogy

3+ 32%yi — 3xy® — i =1+ z'\/g,

vagyis
(z+iy)® = 1+14V3. (3 pont)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

Legyen z = x +1y.
A kiszamolando kifejezés

(P + )2 =z =1+iV3=vVI+3=2

Masrészt az (z 4 iy)® = 1 + iv/3 egyenlet a kovetkezd alakba irhato:

1 3
22 =2 <—+i£) :2<Cosg—|—ising>,

2 2

amelynek megoldasai

T4+ 2k T+ 2k
2o = V2 (cos (3—37T> +7sin (%)) ,

= %(cos@—i—isin@), ke {0,1,2}.

De zp11 = xgy1 + tyry1, ezért a megoldasok

{xl = \?’/ﬁcos%, {xz = /2 cos %r, {xg = /2 cos 137”,

ylzf/ﬁsing, ygzwsin%, y3:€/§sm137”.

Hivatalbol

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)
[

5. feladat (10 pont). Adott az AB szakasz és annak egy C' bels6 pontja. Az AB-vel nem egybeesd,
a C' ponton athalado d egyenes az AC' atmérdji kort masodjara az E pontban, a BC' &tmér6jd kort
masodjara az F' pontban, valamint az AB atmérsji kort a P és Q pontokban metszi. Igazold, hogy

PE = FQ!

David Géza, Székelyudvarhely

Megoldas. Legyen O az AB szakasz felezGpontja. Feltételezhetjiik, hogy C' az AO szakasz belsejében
van. Meghtizzuk az O ponton athaladé P@Q-val parhuzamos egyenest, amely az AFE egyenest az M

pontban, és a BF egyenest az N pontban metszi.
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

Az AEC , illetve CFB félkorbe irt keriileti szogek, ezért derékszogek, tehat az M N F'E négyszog egy

téglalap. (2 pont)
Az AMO és BNO haromszogek kongruensek, mert OA = OB, OMA = ONB = 90° és AOM =
BON (csticsszogek). (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy O az M N szakasz felez&pontja. (1 pont)
Tehat az O pontbodl a PQ hurra htuzott mer6leges a P() szakaszt felezi, valamint az M N F'E téglalap
szimmetriatengelye, igy felezi az F'F' szakaszt is. (2 pont)
Tehat az E'F és a PQ) szakaszok felez6pontja kozos, amibdl kovetkezik, hogy PE = FQ. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

[ |

Megjegyzés. A fenti megoldas abban az esetben is érvényes, ha a P és a () pontot felcseréljiik. A
bizonyitas tehat abrafiiggetlen.

6. feladat (10 pont). Hatarozd meg az (a,),>1 sorozatot, tudva, hogy barmely m,n € N* esetén
a, € N* és
Ao, = (M, Q) - (A, ).

Az (z,y) az x és y természetes szamok legnagyobb koézos osztojat és [x, y] a legkisebb kozos tobbszo-
rosét jeloli.

Turdean Katalin, Zilah

Megoldas. A feltétel alapjan
U = (M, Q) * [am, n] = (N, am) * [an, m] = apm, Ym,n € N*, (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy
a2 = (m,a,) - [m,a,) - (n,ay) - [N, an], Ym,n e N*.
Tudjuk, hogy ha a,b € N*, akkor a - b = (a,b) - [a,b], ezért az el6bbi Osszefliggés a kovetkezs alakba
irhato: )

as,. =m-n-d,- ay, Vm,nc N (2 pont)

m-n

Ha m = 1, akkor barmely n € N* esetén a2 = n - a, - a1, és mivel a,, # 0, ezért
a, = naj. (1 pont)
A feltételbdl és az elébbi Gsszefliggésbdl kovetkezik, hogy

m-n-a; = (m,nay) - [may,n|, VYm,n € N

Ha m =1, akkor na; = (1,na;) - [a1,n| =1 - [a1, n], barmely n € N* esetén. (2 pont)
Ugyanakkor na; = (n,a1) - [n,a1] = (n,a1) - na;, ahonnan (n,a;) = 1, barmely n € N* esetén, ami
csak akkor lehetséges, ha a; = 1. (2 pont)
Innen kovetkezik, hogy a,, = n, barmely n € N* esetén. Ez a sorozat teljesiti a feladatban megadott
feltételt. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

|
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IV. OMMO - orszagos szakasz - X. osztaly

Mdsodik megoldds. Legyen n € N* tetsz6leges, ekkor
ap = py = (N, a1) - [an, 1] = (n,a1) - a,.

A feltétel szerint a,, # 0, ezért (a;,n) = 1, barmilyen n € N* esetén. (4 pont)
Ha n = a;, akkor innen kovetkezik, hogy (a1, a;) = 1, vagyis a; = 1. Tovabba minden n € N* esetén

an, = a1, = (1,a,) - [a;,n] =1-[n,1] =n. (4 pont)
Tehat a, = n, minden n € N* esetén, valamint ez a sorozat teljesiti a kittizott feltételt, mert
o =m0 = (m,n) - [m,n] = (m,ay,) - [am,n]. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|
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IV. orsziagos magyar matematikaolimpia
XXXI. EMMV

orszagos szakasz, Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

XI-XII. osztaly — II. fordulé

1. feladat (10 pont). Az ABC szabalyos haromszog belsejében adott egy P pont, melyre PA = /3,
PB =2 és PC = 1. Hatarozd meg az ABC haromszog oldalainak hosszat! (**%)

FElsd megoldds. Az ABC haromszoget elforgatjuk 60°-kal trigonometriai irdnyban a B, C, illetve az
A csucs koriil. (2 pont)

Hasznaljuk az abra jeloléseit. Igy az AP, BP,CP, hatszog teriilete kétféleképpen irhato fel:
2-Tapc =Tar,Brcr. = Tpp,s + TPpc +Tpp.a+ Trap, + Tpep, + Trcp.. (2 pont)
Mivel 12 + \/52 = 22 vagyis AP? + AP? = PP?, ezért a PAP, haromszog derékszogi.

Hasonloan a PBP, és a PCP, haromszog is derékszogt. Igy mindharom haromszog teriilete %5

(1 pont)

A 60°-os forgatasok miatt a PP.A, PP,C', PP,B haromszogek egyenls oldaluak. (1 pont)
Ha a-val jeldljiik az ABC' haromszog oldalhosszat, akkor

V3 23 1%V3 V33 V3

2 = - — 2 t

1 1 + 1 + 1 +3 5 (2 pont)

ahonnan 2a? =4 + 1+ 3 + 6, vagyis a® = 7. Tehat a = /7. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)

|
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Madsodik megoldds. Jeloljik a P pont szimmetrikusait a BC, C'A és AC oldalakra nézve rendre P;-

gyel, Py-vel és P3-mal.

(2 pont)

Ekkor BPCA = BP,Ca, CPAx = CPyAn, APBA = AP3BA és1gy Tap,opp, = 2 - Tape, valamint

P.CP, = P,AP, = P,BP, = 2-60° = 120°.

Igy a P,CP,, P,AP;, P;BP, haromszogekben a koszinusz-tétel alapjan
PJ§:1?+P—2mMﬂr:2+2~%:&
PP?=3+3-2-3c0s120°=6+6-- =9,

=12.

N — N

PPl =4+4—2-4c0s120° =8+ 8-

Tehat P1P22 + P2P32 = P3P12 , ezért a P P, P3; haromszog derékszogi. igy

PP, - P,P; 3V3

TP1P2P3 = 92 = 92
Ugyanakkor
1-1-8in120° +/3-4/3-sin120° 2-2-sin120°
Tpicp, + Trap, + Tppp, = 5 + 5 + 5
1 3 4 V3
= (2 + 24+ 2 )sin120°=4-2° = 2V3.
(2 + 5 + 2) sin 120 5 \/§

Ezeket felhasznélva, az AP,C P; B P; hatszog teriilete

3v/3 7
Tap,crBrs = TP Py, +1Tr,cp, +Trap, +1Tpap, = 5 +2V3 = 5\/5

Innen kapjuk, hogy Tapc = ;Z\/g Mivel Tape = “4—2\/§, ahol AB = a, ezért a = /7.

Hivatalbdl
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Harmadik megoldds. Helyezziink el egy xOy derékszogi koordinata-rendszert a mellékelt abra sze-
rint, és vegyik fel a P(x,y) pontot a haromszog belsejében. (1 pont)

Y

A(0, av/3)

B(—a,0) O C(a,0) %

A BP szakasz hossza BP = /(x4 a)? + 3% = 2, (1 pont)
a PC szakasz hossza PC = /(a — z)?2 +y? =1, (1 pont)
illetve az AP szakasz hossza AP = \/x2 + (y — a\/§)2 =+/3. (1 pont)

Igy négyzetreemelés utan felirhatjuk a kovetkezs egyenletrendszert:

4 = a® + 2ax + 2% + ¢
3 =3a® — 2ayV/3 + y? + 22
1=a?—2ax + 2 + 9%

Ebbdl ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy

3 = 4dax,
=a? + 2% + 2, (3 pont)
1 = 4a® — dayV/3.

N |t

Az els6 egyenletbdl az x = %, a harmadikbol pedig az y = tf\;gl kifejezést kapjuk. Innen, a masodik

egyenlet alapjan

5 2, 9 N (4a® —1)?
—=aqa
2 16a2 48a?

Beszorozva 48a%-tel, majd mindent egy oldalra rendezve, kapjuk, hogy

16a* — 32a® +7 = 0. (1 pont)

Ennek az a*ben masodfokt egyenletnek a megoldasai a® = I, vagy a® = 1. Azaz AB = /T vagy

AB = 1. Az utobbi nem lehetséges, mert az AP B haromszogben a haromszog-egyenlGtlenség alapjan

AB > 1. Igy AB = /7. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Negyedik megoldds. Az ABC haromszoget elforgatjuk a C pont koriil 60°-os szoggel tgy, hogy a B

pont az A pontba keriiljon. (2 pont)
Legyen D és P’ az A-nak, illetve a P-nek a forgatéas szerinti képe.
A A » D
B ¢ Y
A PP'C haromszog egyenls oldala, igy PP’ = 1. (1 pont)

Mivel 12 4+ \/52 = 22 ezért P'P? + PA? = P'A? vagyis az AP P’ haromszog deré¢kszogii. (2 pont)
Ekkor o
APC = APP'+ P'PC = 90° + 60° = 150°. (1 pont)

Az APC héromszogben a koszinusz-tétel alapjan

AC? = PA? + PC% — 2PA - PC - cos APC' (1 pont)
=3+1—2V3-1-cos150°

_4—2v§<—%§>_7.

Tehat AB = /7. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Adott az ABC' haromszog, valamint az M € (AB) és az N € (AC) pontok
tgy, hogy MN }f BC. Legyen MN N BC = {P}. Igazold, hogy az ABC, BMP, AMN és NCP
haromszogek koré irt korok egy ponton mennek at! (**%)

Megoldds. Az AMN és NCP haromszogek koré irt korok egyik metszéspontja N. Ha ezek a korok
N-ben érintenék egymast, akkor azt kapnank, hogy AM | PC, ami nem igaz. Ezért a két kornek
mindig lesz egy masodik metszéspontja, jeloljiik ezt Q)-val. (2 pont)
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Mivel AM N( korbeirhato négyszog, ezért MAN = ]\TQTV (1 pont)
Az NCPQ négyszog szintén korbeirhato, ami alapjan NQP + NC'P = 180°, amibdl kovetkezik, hogy
NQP = ACB. (1 pont)

Az el6z6 két Osszefliggés alapjan az M B P(Q) négyszogben

J\TEDJFJ\TQ\P:,@\CJF(ATQ\NJrﬁQ?) — ABC + BAC + ACB = 180°,

tehat az M BP(Q négyszog korbeirhato. (1 pont)
Az M BPQ négyszog koré irt kor megegyezik a BM P haromszog koré irt korrel, ezért a BM P
haromszog koré irt kor atmegy a @ ponton. (1 pont)

Hasonléan igazolhato, hogy az ABC'Q) négyszog is korbeirhato:

ABC 1 3GC - ATC + (AGN + NGT) = MBP + BIIP + MR = 180", (2 pont)

Igy az ABC héaromszog koré irt kor is atmegy a @Q-n. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat (10 pont). Oldd meg a valés szamok halmazéan az x% + (%)6 = 65 egyenletet!

Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti

- . 20 g < 7 .
Elsd megoldds. A =5 tortet y-nal jelolve azt kapjuk, hogy

2 22
mgfl—Q és  wy = x—glj—Q =2(x —y). (1 pont)

T—y =
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

A tovabbiakban az 2% + 4% = 65 egyenletet fogjuk megoldani, a t = x — y jelolés és az xy = 2t
Osszefiiggés segitségével.
Eszrevessziik, hogy

2?4+ y? = (z—y)* + 22y =7 + 4t. (1 pont)
Hasonloan az z + y* = (2% + 3?)? — 2(vy)? Osszefiiggéshbdl kovetkezik, hogy
ot 4yt =t 83 4 8t (1 pont)
Anal6g modon az
20 b = (2 + ) (2t + vt — 2%y?) = (¢ + 4t) (¢ + St° + 4t?) (1 pont)
eredményhez jutunk, tehat az eredeti egyenlet a
(t* + 4t)(t* + 8> + 4t*) = 65 (1 pont)
alakba irhat6. Ennek az egyenletnek csak a t = xx—fz alaktl megoldasai keressiik, ahol x egy valos
szam. Az x-et a t fiiggvényében kifejezve, az 2% — tx — 2t = 0 Osszefiiggéshez jutunk. Ennek a
diszkrimindnsa A = t? + 8t, ami akkor nem negativ, ha ¢t > 0 vagy t < —8. (1 pont)

Ha t < —8, akkor a mésodfoku fiiggvények tulajdonsagai alapjan
(P +4t)(t" + 862 + 4t?) = * (t+2)> — 4) ((t+4)* —12) > 64-32-4 > 65,

vagyis ebben az esetben nem jutunk megoldéshoz. (1 pont)
Ha t > 0, akkor az f: [0,+00) — R, f(t) = (t* + 4¢t)(t* + 83 + 4t?) fiiggvény szigorian novekvs
és ezért ebben az esetben legfeljebb egy megoldasunk lehet. Eszrevessziik, hogy ¢ = 1 megoldés.

Osszefoglalva az 2% + (%)6 = 65 egyenletnek pontosan azok az x-ek a megoldasai, amelyekre
z? : 4

T =1, vagyisr=—-1lés o =2 (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)

Madsodik megoldds. Ertelmezziik az f: R\ {2} = R, f(z) = 2%+ (%)6 — 65 folytonos és derivalhato
fiiggvényt. Ekkor f'(z) = 62°(1+27(z +2)77), vagyis f'(x) pontosan akkor 0, ha x = 0 vagy
r=—4. (2 pont)
Ezek alapjan elkészitjiik az f fiiggvény valtozasi tablazatat.

xr | —o00 —4 -2 0 | +oo
fl(x) | —o0 0 +oo | —oo| 0 |+o0 (5 pont)
f(x) | +o00 |23 —65 >0 | +oo | 00 | =65 | +00

Ennek alapjan az f(x) = 0 egyenletnek pontosan két valos gyoke van, egy a (—2,0) intervallumban,
egy pedig a (0, 00) intervallumban.

Eszrevessziik, hogy * = —1 és * = 2 megoldas és az eddigiek alapjan pontosan ez a két valos
megoldasa van ennek az egyenletnek. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)

[ |

4. feladat (10 pont). Legyenek a, b, c € (0, 00) valos szamok gy, hogy abc = 1. Igazold a
9a” + 9b° + 9¢® > 9a” + 9b° + 9¢% — 4a — 4b — 4c + 12

egyenlGtlenséget!

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Elsé megoldds. A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alapjan a+b+c > 3vabe = 3.
(1 pont)

Az igazoland6 egyenlGtlenség szimmetrikus, ezért feltételezhetjiik, hogy a > b > ¢ > 0. Ekkor a
rendezési tétel alapjan felirhatjuk az

a®+ 02+ > ba? + cb® + ac?

a® + 0+ A > ca® + ab® + be?

a® + b + & > aa® + bb* + cc? (3 pont)
egyenlGtlenségeket. Ezen egyenlGtlenségek megfelels oldalait 6sszeadva azt kapjuk, hogy

3(a®> +b* + ) > (a+b+c)(a® +b* + ), (2 pont)

ahonnan 3(a® + b + #) > 3(a® + b* + ¢?). Innen a

9Ya® + b3+ +4(a+b+c)>9a®+ b+ ) +4(a+b+c) (1 pont)
eredményhez jutunk. Mivel
dla+b+c)>4-3=12, (1 pont)
ezért a tagok atrendezése utan a
9a* + 9b® + 9¢* > 9a® + 9b* + 9¢* — da — 4b — dc + 12 (1 pont)
igaz egyenlGtlenséget kapjuk.
Hivatalbol (1 pont)
[
Misodik megoldds. Tekintsiik az f: (0,00) — R, f(z) = €3 — €** + Se” fiiggvényt. (2 pont)
Ekkor 4
f(z) = 3e* — 2e** + 569” (1 pont)
és
4 A
f"(z) = 9e** — 4e* + 5@”” =e” (Sex — §> >0, (1 pont)

vagyis az f fiiggvény konvex. Az x = Ina, y = Inb és z = In ¢ valos szdmokra alkalmazva a Jensen-féle
egyenlGtlenséget, az

f(z) + féy) @) (w e ) g <ln<§bc>> -0 =3 (3 pont)
eredményhez jutunk, vagyis f(z) + f(y) + f(z) > 3. (1 pont)

Az f(x) = e¥lne —e2Ina 4 2elne — o3 — 2 4+ 2a Gsszefiiggés és ennek analogjai alapjan frhatjuk, hogy

4 4
a3—|—b3+c3—a2—b2—02—§(a—|—b—|—c)Zg, (1 pont)
ahonnan kovetkezik a kért egyenlStlenség.
Hivatalbol (1 pont)
[

5. feladat (10 pont). Egy 8 x 8-as sakktablan L alakud résznek (tetraminonak) nevezziik az alabbi
abran lathato alakzatokat:
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IV. OMMO - orszagos szakasz - XI-XII. osztaly

Ll 1™

a) Jelolj meg a sakktablan 21 mez&t ugy, hogy a sakktabla minden L alaku részén legyen legalabb
egy megjelolt mezd!

b) Bizonyitsd be, hogy ha csak 20 mez6t jeloliink meg a sakktablan, akkor ez a tébla biztosan
tartalmaz egy olyan L alaku részt, amelyen nincs egyetlen megjel6lt mezd sem!

Totos Gyorgy, Kolozsvdr
Andrds Szildrd, Kolozsvdr

Megoldas.
a) Az alabbi dbran megjelolt 21 mezd teljesiti a kért feltételeket.

(4 pont)

b) Vegyiik észre, hogy egy 3 x 2-es részen, ha nem jeloliink ki legalabb két mezdt, akkor van azon a
3 X 2-es részen egy lires L alakzat. Valoban, ha csak egy mezé6t jeloliink meg, akkor az vagy sarokmezd
(a 2 x 3-as részben) vagy nem. A mellékelt 4bra mutatja, hogy mindkét esetben van olyan L alakzat,
amely nem tartalmaz megjel6lt mez6t.

Az eredeti tabla felbonthaté 10 diszjunkt 3 x 2-es részre és egy 2 x 2-es részre. Tehat, ha 20 mezdt
jeloltiink meg, akkor két eset lehetséges: vagy tires a 2 x 2-es és minden 3 X 2-es részen van pontosan 2
megjelolt mezd, vagy van olyan 3 X 2-es rész, amelyen legfeljebb egy mez6t jeloltiink meg. A mésodik
esetben az els§ észrevétel alapjan van a tablan olyan L alakzat, amely nem tartalmaz megjelolt
mez6t (az egy megjelolt mez6t tartalmazo 3 X 2-es részen). Az els6 esetben a 2 X 2-es részt 3 x 3-asra
kiegészitve, ennek a darabnak 3 megjelolt mez6t kell tartalmaznia. Ennek a belatasdhoz vegyiink két
2 x 3-as részt, amely kozos része 2 X 2-es. Ha a kozos rész iires, vagy egy megjelolt részt tartalmaz,
akkor a kozos részen kiviili 1 x 2-es részek mindegyike egy vagy két megjelolt mez6t kell tartalmazzon,
vagyis Osszesen legaldbb harmat tartalmaz a 3 x 3-as rész. Ha a koz0s részen két megjelolt mezs
van akkor 3 x 3-as rész megmaradt része (egy egyenls szaru L alak), kell tartalmazzon legalabb
egy megjelolt mez6t. Igy ebben az esetben is legalabb 3 megjelolt mezé van. A maradék tablan
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viszont tovabbi 9 darab paronként diszjunkt 3 x 2-es részt lehet beazonositani, ezért ezek legalabb
tovabbi 18 megjelolt mezdt kellene tartalmazzanak ahhoz, hogy ne legyen olyan L alakzat, amely
nem tartalmaz megjelolt mez6t. Ez nem lehetséges mivel 0sszesen csak 20 mezd van megjeldlve és
18 +3 = 21 > 20. Tehat a 20 megjeldlt mez§ esetén biztosan van olyan L alakzat a tablan, amely
nem tartalmaz megjelolt mez6t. A kovetkezd két abra szemlélteti a gondolatmenetnek ezt a részét.

(5 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

6. feladat (10 pont). A sik koordinata-rendszerének racspontjaibol racspontjaiba lépegetiink. Az
O(ag, bg) pontbol indulunk, ahol ag = by = 0. Minden n € N* esetén az n-edik 1épés azt jelenti, hogy
az (an_1,b,—1) € Nx N pontrol atlépiink egy téle pontosan 13 egység tavolsagra 1évé (ay,, b,) € Nx N
pontra. Tudjuk, hogy az (a,)nen és (by)nen sorozatok monoton novekvsk. Hatérozd meg, hogy
legkevesebb hany lépéssel juthatunk el a (2022,2022) pontbal

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy
Zsombori Gabriella, Csikszereda

Megoldds. Minden lépésben a jelenlegi helyzetiinkhoz a (0, 13), (13,0), (5,12), (12,5) vektorok vala-
melyikét adjuk hozza. (1 pont)
A vektorokbol rendre a, b, ¢ és d darabot felhasznalva az
a-(0,13)+b-(13,0) +c- (5,12) + d - (12,5)
pontba jutunk. Akkor jutunk el a (2022,2022) pontba, ha teljesiil a
(2022,2022) = a - (0,13) + b- (13,0) + ¢ (5,12) + d - (12, 5)

Osszefliggeés, ahol a megtett 1épések szama (a + b+ ¢ + d), aminek keressiik a minimumat. (1 pont)
Az el6bbi egyenlGség azt jelenti, hogy

13b + be + 12d = 2022
{ ot ’ (2 pont)

13a + 12¢ 4 5d = 2022.
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Az el6bbi egyenletek megfelel6 oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy

13(a+0b) + 17(c + d) = 4044.

(1 pont)

Legyen p = a+b és g = ¢+ d, tehat p és q természetes szamok. A p + ¢ 6sszeg minimumat keressiik

ugy, hogy a 13p + 17q = 4044 feltétel is teljesiiljon. Mivel
4044 = 13p + 17q = 13(p + q) + 4q,

ezért p + ¢ akkor minimaélis, ha ¢ maximalis.

(1 pont)

A 13p + 17q = 4044 diofantikus egyenlet megoldasai koziil a feltételeknek megfelel§ legnagyobb ¢ a

231 és ekkor p = 9. Tehat p+ ¢ = a + b+ ¢+ d minimuma 231 + 9 = 240.
Ez a minimalis 1épés szam meg is valosithato, példaul ha a

(2022,2022) = 1- (0,13) 4 8- (13,0) 4 122 (5,12) 4 109 - (12, 5)

felbontast tekintjiik.
Hivatalbol

Megjegyzés. A 13p + 17¢ = 4044 diofantikus egyenlet altaldlnos megoldasa
p=9+17t, q=231-13t, teZ.
Annak a feltétele, hogy p, ¢ természetes szamok legyenek az, hogy 0 < t < 17. Igy a
P+ q =240 + 4t
kifejezés minimuma 240. Az a, b, ¢, d szdmok meghatarozasahoz meg kell oldjuk a

13b + 5¢ + 12d = 2022,
13a + 12¢ + 5d = 2022,
a+b=09,
c+d=231.

diofantikus egyenletrendszert a természetes szamok halmazan. Két megoldas van, ezek

(1,8,122,109) és (8,1,109,122).
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