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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

V. osztaly

4
1. feladat. Tudor magassaga g—a Morg6 magassaganak, Szundi magassédga pedig 10 cm-rel tSbb,

2
mint Morgdé magassaganak a —-a. Szundi, Hapci, Vidor, Szende és Kuka magassagai egymés utani

természetes szamok ebben a sorrendben. Ha a hét torpe atlagmagassédga 45 cm, hatarozd meg a
magassagukat kiilon-kiilon!

2. feladat. Hatarozd meg azokat az z és y nullatol kiilonbozé természetes szamokat, amelyekre
7T 4 19v7 — 382 = 2020.

3. feladat. Az Operencias-tenger Nevenincs szigetérdl egy hajo indul a Kincsek szigetére. Két ora
miulva néhany kaléz motorcsonakkal a hajé utan indul. Ujabb négy éra milva a kalézok utolérik és
megel6zik a hajot, igy egy oraval hamarabb érnek a Kincsek szigetére. Hany ora alatt tette meg a
két sziget kozotti utat a hajo, illetve a motorcsénak kiilon-kiilon, ha végig ugyanazon az utvonalon
haladtak és végig allando volt a sebességiik?

4. feladat. Egy 3 x 3-as tablazatot ugy toltliink ki egymastol kiilonb6z§ természetes szdmokkal,
hogy minden sor, oszlop és &tlo mentén a kozéps6 szam négyzete egyenls legyen a masik két szam
szorzataval.

a) Toltsd ki a tablazatot, ha a kézépss négyzetben 6-os van!

b) Kitolthets-e a tablazat, ha a 6-os helyett a kozépsé négyzetben egy primszam szerepel?

c) Ha a kozépss négyzetben tetszéleges Osszetett szam van, akkor kitolthets-e a tablazat?

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

VI. osztaly

1. feladat. A C(O; R) koron felvessziik az Ay, As, ..., A5 pontokat ebben a sorrendben. Tudjuk,
hogy A1As = 5°, AsAg = 8°, A3Ay = 11°, ..., A14A5 = 44° (mindegyik koriv az el6z6hoz képest
3°-kal nagyobb).

a) Igazold, hogy Ay és Ay atmérdGsen ellentett pontok!
b) Szamitsd ki az Ag/OEQ tulajdonképpeni szog mértékét!

c) Legyen X,Y € C ugy, hogy OX és OY az A;OAs, illetve az AsOA;; szog szogfelezbje. Ha d
az Y ponton atmend, az O X-el parhuzamos egyenes, akkor igazold, hogy d a kor érintdje!

dn + 7

1 reducibilis} és B = {z € N|z = p?, p € N} halmazok.

2. feladat. Adottak az A = {n eN

3n +
a) Hatarozd meg az A halmaz elemeit!
b) Igazold, hogy az A és B diszjunkt halmazok!

3. feladat. Adott az ABC haromszog, ahol az A és B szogek mértékei, valamint a C' kiils§ szog
mértéke forditottan aranyosak a 6,6, az 5,5 és az x szamokkal.

a) Hatarozd meg az x szamot!

b) Hatarozd meg a haromszog szogeinek mértékét, ha a C' szog mértéke 4°-kal nagyobb a B szdg
mértékének 1,1-szeresénél!

4. feladat. Egy iskola VI. osztalyaiban 6sszesen 50-nél kevesebb tanulé van. Egy felmérés utéan a
kovetkezdket tudtuk meg:

e nincs olyan hénap, amelyben ne iinnepelné sziiletésnapjat legalabb 3 tanulo;
e a tanulok 50%-a lany:

e G-szor kevesebb szemiiveget visel§ tanul6é van, mint szemiiveget nem viseld.

a) Hany VI. osztalyos tanul6 van?

b) A tanulok kozott szétosztottunk 902 csokit, mindenki kapott legalabb egyet. Igazold, hogy
létezik két olyan tanuld, aki ugyanannyi csokit kapott!

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

VII. osztaly
1. feladat.
2020 2020 2020
a) Hatéarozd meg az n € N* értékét ugy, hogy A = 1—3—1—%%—- st @n = 1)@n £ 1) természetes

szam legyen!

b) Igazold, hogy /(22020 4 32019 4 42020)2020 4 2()21 irraciondlis szam!

c) Mutasd ki, hogy \/2019 - 2020 + /2019 - 2020 + /2019 - 2020 < 2020.
2. feladat.
a) Az x # =5,y # —T és z # —9 racionalis szamokra fennéall a kivetkez§ aranysor:

r—5 y—3 =z-—1
r+5 y+7 z+9

Szamitsd ki az x, y és z értékét, ha z 4+ y + 2 = 69.

b) Az xz # —5, y # —7 és z # —9 racionalis szamokra fennall a kovetkezs egyenlGség:

2020 N 2020 N 2020
r+5 y+7 249
- - ~1

Szémitsd ki az S = — 5+y 3+Z
r+5 y+7 z2+9
3. feladat. Az ABCD konvex négyszogben legyen M és P az AB, illetve C'D oldal felez6pontja.

T2
Igazold, hogy AB || C'D akkor és csak akkor, ha Tanpp - Tnvipes = —AZCD.

4. feladat. Adott az ABCD négyzet. Legyen C; a B kozéppontui BA sugart kor, valamint Cy a D
kozépponti DA sugara kor. Egy az A ponton atmend tetszéleges egyenes a Cy és Cy kordket az E és
F pontokban metszi. A C' pontbdl az E'F egyenesre hiizott meréleges egyenes az EF-et M-ben, a
C1 kort mésodszor P-ben metszi. A PA egyenes a C'F egyenest N-ben, a Cy kort méasodszor R-ben
metszi. Igazold, hogy:

= 202.

Osszeg értékét!

a) az EFC egyenls szara derékszogl haromszog;

b) a CPR egyenld szaru derékszogi hdromszog;

d

)
c) az AECR négyszog paralelogramma,
) EP =FR.

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

VIII. osztaly

1. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazan a kévetkezs egyenletet:
(227 — 2z + 3)(45y° — 30y + 41) = 90.

2. feladat. Igazold, hogy

a” —

1
T barmely n € N* és a € R\ {1} esetén;
a JR—

b) 20202929 — 1 oszthat6 2019-cel;

a) l+a+a*+---+a" ! =

20202920 — 1

<) —a
2019

3. feladat. Btivos piramist épitenek 1 cm oldaléli kockakbol. Ennek minden szintje négyzet alaki

és a szintek rendre n?, (n—1)2, ..., 32, 22, 1% darab kockat tartalmaznak. Miutdn egymashoz rogzitik
az épitdelemeket, egy 2352 cm? teljes felszini testet nyernek. Hany szintes az elkészitett piramis?

nem teljes négyzet!

4. feladat. Az «, 0 és v harom péaronként egymésra merdleges sik, melyek az O pontban metszik
egymast, a teret 8 térnyolcadra osztva. Legyen A azon pontok halmaza a térben, melyek tavolsaga
az «, [ és 7y siktol rendre 8 cm, 6 cm és 4 cm, valamint B azon pontok halmaza a térben melyek
tavolsaga az «, ( és «y siktol rendre 12 ¢cm, 9 cm és 6 cm.

a) Igazold, hogy létezik, olyan P € A és () € B, amelyre az O, P és () pontok kollinearisak!

b) Héany olyan paronként egymassal nem egybevago téglatest létezik, amely rendelkezik az alabbi
két tulajdonsaggal:

— lapjai rendre parhuzamosak az «, 3, v sikok valamelyikével;

— van olyan testatloja, amelynek az egyik végpontja az A, a masik pedig a B halmaz eleme?

¢) Mennyi lehet a P(Q) szakasz hossza, ha P € A, () € B és mindkét pont ugyanabban a térnyolc-
adban helyezkedik el?

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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IX. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Legyen A, = {x € (0,+00) | 2* + [z] < n} és B, = {x € (0,4+0) | [z*] + < n}, ahol
[x] jeloli az x szadm egész részét és a € Z.

a) Igazold, hogy A, C B,41, barmely n € N esetén!
b) Igazold, hogy B, C A,11, barmely n € N esetén!

2. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazén az

o (O] 67

egyenletet, ahol a,b € R*.

3. feladat. Legyen x1 = 4, 25 = 6 és minden n > 3 esetén legyen z, az a legkisebb 0Osszetett
természetes szam, amely nagyobb, mint 2x,, | — x,_s.

a) Hatarozd meg a sorozat 2020-adik tagjat!

- 1 1
b) Igazold, ho < )
) & gy ; LpL+1T k42 1575

4. feladat. Jelolje O az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjat. Legyen k € (0,1) és E, illetve
F' két olyan pont amelyre ﬁ =k- f@ és ﬁ =k- /ﬁ

a) Igazold, hogy AB = AC akkor_)és csakis akkor, ha létezik olyan A nullatol kiilonbozé valos
szam, amelyre ﬁ + C@ =\X-0A.

——
b) Legyen BF NCFE = {P}. Igazold, hogy ha 37—1— C? = OA és OEPF négyszog paralelogram-
ma, akkor P az ABC haromszog ortocentruma és O EPF rombusz!

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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X. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Adottak az aj,as, a3 € (1,+00) és

2 2 2
_ ay a3 as
2a9 + as 2a3 + ay 2a1 + ao

szamok. Igazold, hogy log,, t +log,, t +log, t > 3.

2. feladat. Adott az O kozéppontu és egységsugariu korbe irt ABC' haromszog és jelolje M, N és P
rendre az AB, AC és BC oldalak felez6pontjait.

a) Igazold, hogy 90G? + AB? + AC? + BC? = 9, ahol G az ABC haromszog stlypontjal
b) Ha 4(MO? + NO? + PO?) = 3, igazold, hogy az ABC haromszog egyenls oldali!

3. feladat. Adott az ABCDEF szabéalyos hatszog, melynek O a kozéppontja. Legyen M € (AB) és
N € (BC) 1gy, hogy AM = BN. Ha P felezépontja az (N E) szakasznak, @ felez6pontja az (M P)
szakasznak és R felez6pontja az (AO) szakasznak, igazold, hogy a C, @, R pontok egy egyenesen
helyezkednek el!

4. feladat. Adott az n rogzitett természetes szam. Hatarozd meg azokat az f: (0,+o00) — R
fiiggvényeket, amelyekre

(zy)" - lg(zy) < 2" f(y) +y" f(x) < flzy),

minden z,y > 0 esetén!

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

XI. osztaly — I. fordulé

1. feladat. Az (z,),en+ valos szamsorozatot a kovetkezéképpen értelmezziik:
r1=1 é xp1=n-x,+n—1,

barmely n > 1 esetén. Ha

"1 ) " k-1
an:Zl—i-.Tk o b”zzlmkﬂ’

k=1 k=1
szamitsd ki a kovetkezs hatarétékeket:

a) lim ay;
n—oo

b) lim b,.
n—oo
2. feladat. Ha A € M5 (R), akkor igazold a
gdet(Az 4 A4 D) > (1—det A + (14 Tr A)?

egyenlGtlenséget!

3. feladat. Az (z,),>1 sorozatot a kévetkezSképpen értelmezziik: z; € (0,1) és xp11 = 2, — @

minden n € N* esetén, ahol k € N* rogzitett.
a) Igazold, hogy a sorozat konvergens és szamitsd ki a hatéarértékét!

b) Szémitsd ki a lim n#z, hatérértéket!
n—oo

k+1
n Y

4. feladat. Legyen n > 2 egy természetes szam és A, B € M,,(C), ugy, hogy det(A) =1 és a B
matrix dsszes eleme egyes. Igazold, hogy ha det(A~! + B) = 1, akkor A elemeinek &sszege nullal

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

XII. osztaly — I. fordulé

2m +1

2n+1
értelmezziik a G = M x Z halmazon a ,,0” miiveletet az

1. feladat. Adott az M = {

m,n € Z} halmaz. Minden a,c € M és b,d € Z esetén

(a,b) o (c,d) = (ac,b+ d)
szaballyal.
a) Igazold, hogy az f: G — Q*, f((a,b)) = a - 2° fiiggvény bijektiv!
b) Igazold, hogy (G, o) Abel-csoport!

™

2. feladat. Hatarozd meg az f: (O, 1

)—>R,

1

cos z(1 — sin 2x)

fz) =

fiiggvény primitiv fliggvényeit!
3. feladat. Adott az a < 1 valés szam. Hatarozd meg az Osszes olyan z, y, z valos szamot, amelyekre

3(a+1)

x+y—|—z=T, Ty +yz + 2z = 3a

¢és az xyz értéke a lehets legkisebb!
4. feladat. A (G, ) csoportban teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
a) a G elemeinek szama p”, ahol p primszam és n > 2 természetes szam;
b) ha H; és Hy olyan részcsoportjai a G-nek, amelyekre |H;| = |Hs|, akkor H, = Ho.

Igazold, hogy G-ben van olyan elem, amelynek a rendje p™.

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaids 3 ora.
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IX. osztaly — II. fordulé

1. feladat. A valos szamok halmazan oldd meg a kovetkezs egyenletrendszert:
(22 +2)(y? + 2) = 2(y + 2)?
(y* +2)(2> +2) =2(2 + x)?
(2 +2)(z* +2) = 2(z +y)

2. feladat. Igazold, hogy a 2019, 20192019, ..., 20192019...2019 szamok koziil van olyan, amelyik
2022 db 2019-es

oszthato 2021-gyel!

3. feladat. Az ABC'D konvex négyszoghen legyen M az atlok metszéspontja. Igazold, hogy

a) VAM - BM +/OM - DM < +/(AM + MC) - (BM + MD);

b) VTams +VIsnuce +VIenwp +vVIbvma < 2v/Tapep.

4. feladat. Felirjuk a tablara 1-t6l 2020-ig az Osszes természetes szamot. Letordliink két olyan
szamot, melyek kiilonbsége oszthato 3-mal, és helyettiik a két szam Osszegét irjuk fel. Ezt az eljarast
addig ismételjiik, ameddig lehetséges. Igazold, hogy az eljaras végén a tabldn pontosan két szam
marad!

5. feladat. Az ABCD négyzet oldalain felvessziik az M € (CD) és N € (BC) pontokat, melyekre
DM CN T 9
Ve - NB- k. Hatarozd meg a k arany értékét ugy, hogy Tf;; =3 ahol {P} = DN N AM.

6. feladat. Legyen z egy olyan valos szam, amelyre 23 + 2z és 2% + 3z racionalisak. Igazold, hogy
az x racionalis szam!

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaidé 4 ora.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

X. osztaly — II. fordul6

1. feladat. Oldd meg a valés szdmok halmazén az
- (24 +3v15)° 4210 = 30 - (15 + V15)®°
egyenletet!

2. feladat. Az ABC haromszogben a BAC szogfelezGje a D pontban metszi (BC') oldalt és tudjuk,
hogy AB =15, AC = 10, AD = 6. Szamitsd ki az ABC haromszog koré irt kor sugarat!

3. feladat. Ha ay,as,...,a, valés szamok, a; > 1 és any1 > a, + 1, minden n > 1 esetén, akkor
igazold, hogy

a) Appy1 > 2(a +ag + -+ ay);
b) ajas + asaz + -+ apani; > 2> (n—k+ 1)ay
k=1

4. feladat. Adottak a kovetkezé halmazok:
{1} {3,5}); {7,9,11}; {13,15,17,19};

Jelolje S, az n-edik halmaz elemeinek Osszegét. Igazold, hogy

n

24(n+ n+2 Sk 12n n—l—l) '

5. feladat. Egy (a,b) pozitiv egész szamokbol allo szampart dévainak neveziink, ha az a4 egy

valodi tort és az irreducibilis alakjaban a szamlaldo és a nevezs paratlan. Igazold, hogy ha az
A ={1,2,3,...,100} halmazbol kivalasztunk véletlenszertien 8 darab széamot, akkor biztosan lesz
kozottiik két olyan szam, ami dévai szampéart alkot!

6. feladat. Az ABC héaromszogben legyen BC' > AC és legyen D a BC oldal egy olyan pontja,
amelyre BD = AC, és m(ADC) < 90°, valamint m(B) = m(DAC) = 30°.

1++5

a) Igazold, hogy sinb54° = , esetleg hasznélva, hogy egy hegyesszog szinusza egyenls a

potszogének koszinuszaval!

b) Szamitsd ki az ABC' haromszog szogeinek mértékét!

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaidé 4 ora.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

XI-XII. osztaly — II. fordul6

1. feladat. Ha egy haromszog oldalhosszai a, b, ¢ > 0 és a teriilete T', akkor igazold, hogy

T< ?(ab—f— be + ca),

és egyenl@ség csak az a = b = ¢ esetben all fenn!

2. feladat. Egy (3n+2) x (4n+3)-es, egységnyi négyzetekbdl 4llo tablazat minden harmadik soranak
és minden negyedik oszlopanak keresztez6désében taldlhato négyzetét feketére festettiik. Hanyféle-
képpen oszthato fel a tablazat a racsvonalak mentén egyenesekkel tigy, hogy minden darabban legyen
legalabb egy fekete négyzet? Az egyben hagyott tablazat is egy felosztasnak szamit. A kifestett tabla
n = 3 esetén a kovetkezd.

3. feladat. Ha p > 3 primszam, akkor mennyi lehet (p — 1) darab szamtani haladvanyban &ll6 egész
szam szorzatanak a p-vel val6 osztasi maradéka?

4. feladat. Egy haromszog koré irt kor sugara 5 cm és az oldalhosszai, centiméterben kifejezve,
természetes szamok. Mennyi lehet a haromszog teriilete?

5. feladat. Egy 2020 x 2020-as tdblazat minden celldjaba tetszélegesen beirjuk a ,, 47, illetve a ,, —”
elGjelek valamelyikét. Egy lépésben kivalasztunk egy cellat, majd a cella elGjelét megvaltoztatjuk, a
vele egy sorban és oszlopban levs Osszes cellaéval egytitt.

Elérhets, hogy véges 1épés utan a tdblazatban minden elGjel egyforma legyen? Valaszodat indokold!

6. feladat. Adott egy ABC'D korbeirhatd négyszog és legyen E a négyszog egy olyan belsé pontja,
amelynek az AB, BC, CD és AD oldalra esg vetiilete P, @), R, illetve S. Igazold, hogy a PQRS
négyszog akkor és csakis akkor paralelogramma, ha E az ABCD koré irt kor kdzéppontja!

Megjegyzés: Minden feladat kotelezs és 10 pontot ér. Munkaidé 4 ora.
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V. osztaly

1. feladat. Tudor magassaga g—a Morgd magassagénak, Szundi magassaga pedig 10 cm-rel t6bb,

mint Morgd magassaganak a —-a. Szundi, Hapci, Vidor, Szende és Kuka magassagai egymés utéani

természetes szamok ebben a sorrendben. Ha a hét torpe atlagmagassidga 45 cm, hatarozd meg a
magassagukat kiilon-kiilon!

Nagy Ors, Kolozsvdr
Vészi Gabriella, Marosvdsdrhely

Megoldds. A 7 torpe atlagmagassaga 45 cm, igy magassagaiknak osszege 45 -7 = 315 cm. (1 pont)
Szakaszos abrazolas modszerével kapjuk, hogy

M: a | @ | “ {
T: | a | a | a | a {
Sou: —& 4 ¢ 10 |
a a 11
H: % | | 315. (3 pont)
Vi o a % a % 12 |
Sze: a : @ % 13 |
K: i a | @ | 14 {
Vs
Innen kovetkezik, hogy
315 — (10 + 11+ 12+ 13+ 14 255
a= (10+11+12+13+14) = 15, (3 pont)

17 T
ahonnan a torpék magassaga rendre:
M: 45 cm;  T: 60 cm;  Szu: 40 cm;  H: 41 em;  V:42 cm;  Sze: 43 cm;  K: 44 cm. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

2. feladat. Hatarozd meg azokat az x és y nullatol kiilonbozé természetes szamokat, amelyekre

77 4 19v~1 — 382 = 2020.

Nagy Ors, Kolozsvdr
Vészi Gabriella, Marosvdsdrhely
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Elsd megoldds. A megadott 6sszefiiggés alapjan

77T 4 19v71 = 2402, minden x,y > 1 esetén. (1 pont)
Mivel 72 = 49, 73 = 343, 7* = 2401 és 7° > 2402, (1 pont)
kovetkezik, hogy az (z + 1) szam 2, 3 vagy 4 lehet, tehat az x szam 1, 2 vagy 3 lehet. (1 pont)

Ha z = 1, akkor behelyettesitéssel a
49 +19Y71 = 2402

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kévetkezik, hogy 19~ = 2353. Ez viszont lehetetlen, mert a 19 bar-
milyen természetes hatvanyanak az utolso szamjegye l-es vagy 9-es, tehat nem lehet 3-as. (2 pont)

Ha z = 2, akkor behelyettesitéssel a
343 +19Y7" = 2402

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kovetkezik, hogy 19Y~! = 2059. Mivel 19> = 361 < 2059, valamint
19° = 6859 > 2059, ez az eset is lehetetlen. (2 pont)

Ha x = 3, akkor behelyettesitéssel a
2401 + 19Y7! = 2402

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kévetkezik, hogy 19¥~1 = 1. Ez csak akkor lehetséges, ha y — 1 = 0,
vagyis ha y = 1.

Tehat x = 3 és y = 1 az egyetlen megoldas. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Masodik megoldds. A megadott Gsszefiiggés alapjan

77t 4 19v7!1 = 2402, minden z,y > 1 esetén. (1 pont)
Mivel 199 = 1, 19! = 19, 192 = 361 és 19° — 6859 > 2402, (1 pont)
kovetkezik, hogy az (y — 1) szam 0, 1, vagy 2 lehet, tehat az y szam 1, 2 vagy 3. (1 pont)

Ha y = 1, akkor behelyettesitéssel a
7T 41 = 2402

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kovetkezik, hogy 7! = 2401. Ez viszont azt jelenti, hogy z + 1 = 4,
vagyis x = 3. (2 pont)

Ha y = 2, akkor behelyettesitéssel a
7419 = 2402

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kovetkezik, hogy 7**1 = 2383. Mivel 72 = 343 < 2383, valamint
74 = 2402 > 2383, ez az eset lehetetlen. (2 pont)
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Ha y = 3, akkor behelyettesitéssel a
7" 4 361 = 2402

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan kévetkezik, hogy 7*t! = 2041. Mivel 73 = 343 < 2041, valamint
7+ = 2402 > 2041, ez az eset is lehetetlen.

Tehat x = 3 és y = 1 az egyetlen megoldas. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Az Operencias-tenger Nevenincs szigetérél egy hajo indul a Kincsek szigetére. Két ora
milva néhany kal6z motorcsonakkal a hajo utan indul. Ujabb négy éra mulva a kalézok utolérik és
megel6zik a hajot, igy egy oraval hamarabb érnek a Kincsek szigetére. Hany ora alatt tette meg a
két sziget kozotti utat a hajo, illetve a motorcsonak kiilon-kiilon, ha végig ugyanazon az ttvonalon
haladtak és végig alland6 volt a sebességiik?

Nagy Ors, Kolozsvdr
Vészi Gabriella, Marosvdsdrhely

Megoldas. A talalkozas pillanataig a hajo 6 6rat, mig a motorcsonak 4 érat haladt a vizen.

(2 pont)

Ezért ugyanazt a tavot a hajo 3 oéra alatt, mig a motorcsonak 2 o6ra alatt teszi meg. (2 pont)

Mivel a motorcsonak 1 6raval hamarabb ért a célba, ezért a csonak még 2 orat és a hajo még 3 orat

haladt. (3 pont)
Igy Gsszesen a hajo 6 + 3 = 9 ora alatt, mig a motorcsonak 4 4+ 2 = 6 éra alatt tette meg a tavot.

(2 pont)

Hivatalbol (1 pont)

|

4. feladat. Egy 3 x 3-as tablazatot tugy toltliink ki egymastol kiilonb6zd természetes szamokkal,
hogy minden sor, oszlop és atléo mentén a kozépss szam négyzete egyenls legyen a mésik két szam
szorzataval.

a) Toltsd ki a tablazatot, ha a kozépss négyzetben 6-os van!

b) Kitolthets-e a tablazat, ha a 6-os helyett a kdzépss négyzetben egy primszam szerepel?

c) Ha a kozéps6 négyzetben tetszdleges Osszetett szam van, akkor kitolthets-e a tablazat?

Simon Jozsef, Csikszereda
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Megoldds.  a) A kozépss 6-os szam négyzete a kovetkez6 modokon bonthato fel két szam szorzatéra:
6°=36=1-36=2-18=3-12=4-9. (2 pont)
Ezért az atlokra, a kozépss oszlopra és sorra az
1és36, 2és18, 3és12, 4és9

szamparok keriilnek a 6-os mellé. Az l-es szam csak a sarokban szerepelhet, a vele szemben
1év6 sarkokba a 36-os keriil. Irjuk az l-est példaul a jobb alsé, mig a 36-ost a bal fels§ sarokba.

36

A 2-est és a 3-ast nem irhatjuk a maradék sarkokba, mert 1-2 és 1 -3 nem négyzetszamok.
Ha a 2-es a 36-os mellett szerepel, akkor a 2-es masik oldalan a 5 = 9-es szamnak kell
szerepelnie. Emiatt a 6-ra nézve a 9-essel szembe a 4-est kell irni. De ekkor a 6-ra nézve a
2-essel szembe is 2-est kellene frnunk, mert 22 = 1 -4, ami nem megengedett. Tehéat a 2-es nem
szerepelhet a 36-os mellett.

36 4 361219
2162 6
9 1 4121

Hasonléan az el6z6 esethez, ha a 3-as a 36-os mellett szerepel, akkor a 3-as masik oldalan a

36
— = 4 szamnak kell szerepelnie. Emiatt a 6-ra nézve a 4-essel szembe a 9-est kell irni. De ekkor

32
a 6-ra nézve a 3-assal szembe is 3-ast kellene frnunk, mert 32 = 1 -9, ami nem megengedett.

Tehat a 3-as sem szereplhet a 36-0s mellett.

36 9 36| 3|4
31613
4 1 913 |1

Arra jutottunk, hogy a 2-es is és a 3-as is az 1-es mellett kell legyen. Emiatt a 2-es melletti
masik sarokba a 4-es keriil, mig a 3-as melletti masik sarokba a 9-es. (2 pont)

A 4-es és a 36-0s kozé a 12-es keriil, mert 4-36 = 4-3-3-4 = 122. A 9-es és a 36-o0s kozé a

18-as keriil, mert 9-36 =9-2-2-9 = 182 Igy kapjuk az alabbi kitoltést. (1 pont)
36(18] 9
1216 | 3
41211

(1)
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Megjegyzés. Az 1-est irhatjuk mas sarokba is, illetve a 2-es és a 3-as is keriilhet mas sorrend-
ben az 1-es mellé, igy még 7 fajta kitoltése van a tablazatnak.

3612] 4 11214 11319 4 112136 911836 9131 4
1816 | 2 316 (12 21618 21618 316 (12 1816 | 2 12| 6
9131 9 11836 411236 11319 11214 36(12| 4 36|18

b) Egy p primszdmot nem irhatunk a 6-os helyére, mert p? csak egyféleképpen bonthato fel tgy,
hogy ne ismétldjenek a szamok: p? = 1-p. Igy legfeljebb csak egy atlot, sort vagy oszlopot
tudunk kitolteni anélkiil, hogy szamokat ismételnénk. (2 pont)

c) A 6 helyett egy a-b (a # b, a > 1, b > 1) Osszetett szamot irva a téablazat a kovetkezSképpen
tolthetd ki:

36|18| 9 22.3212.32 | 32 a?-b* | a-b* | b
1216 | 3 — 22.3 1 2-3 3 — a’>-b | a-b b
4121 22 2 1 a? a 1

(2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
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1. feladat. A C(O; R) koron felvessziik az Aq, As, ..., A5 pontokat ebben a sorrendben. Tudjuk,
hogy A1 Ay = 5°, AsAg = 8°, A3A, = 11°, ..., A14As5 = 44° (mindegyik koriv az el6z8hoz képest
3°-kal nagyobb).

a) Igazold, hogy Ay és Ay atmérdGsen ellentett pontok!
b) Szamitsd ki az Amg tulajdonképpeni szog mértékét!

c) Legyen X,Y € C ugy, hogy OX és OY az A;OAs, illetve az AsOA;; szog szogfelezdje. Ha d
az Y ponton atmend, az OX-el parhuzamos egyenes, akkor igazold, hogy d a kor érintGje!

Zajzon Csaba, Barot
Madtyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Szdsz Szildrd, Marosszentkirdly

Megoldds.

a) Irhatjuk, hogy

Aml :1@3+@4+"'+A@11 (1 pont)
=8+ (8 +3)+ -+ (8+8-3%
=9-84+(1+24---4+8)-3°, (1 pont)

= 72°4108° = 180°

vagyis Ay és Ay atmérdsen ellentett pontok. (1 pont)
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b) Az Ag/OEQ szoget felbontjuk a kovetkezé modon:

Ag/OEQ = Aml — mg + A;O\Am

= 180° — 8° + 35° = 207° > 180°, (1 pont)
ami nem a tulajdonképpeni szog. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy a tulajdonképpeni szog Ag/OEQ = 360° — 207° = 153°. (1 pont)

c) Az @5 és A?O?H szogek kiegészits szogek, ahonnan

——  A0A;,  A04
XOY = 22 > 4 52 L — 900, (1 pont)
Mivel az XOY derékszog és d || OX, ezért d L OY. (1 pont)
Igy az OY szakasz hossza az O pont és a d egyenes kozotti tavolsag. Mivel az OY szakasz a
kor sugara, ezért d a kor érintdje. (1 pont)

As
b's
Az
A1

Hivatalbol (1 pont)
|

4
" +z reducibilis} és B = {x € N|z = p?, p € N} halmazok.

3n +

2. feladat. Adottak az A = {n eN

a) Hatarozd meg az A halmaz elemeit!

b) Igazold, hogy az A és B diszjunkt halmazok!

Zajzon Csaba, Barct
Matyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Szdsz Szildrd, Marosszentkirdaly
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Megoldds.  a) Legyen d = (4n+7,3n+4) a 4n+ 7 és 3n + 4 legnagyobb kozos osztdja. (1 pont)

Mivel d | (4n+7) ésd | (4n+3), ezért d osztja a 3-(4n+7)—4-(3n+4) = 5 szamot, ahonnan

4 7
d=1vagy d =5. Mivel 3n + 1 reducibilis, ezért d nem lehet 1, tehat d = 5. (2 pont)

n

Mivel 5 | (4n+7) és 5 | (3n+4), igy 5 osztja a (4n + 7) — (3n + 4) = n + 3 szamot, tehat

n + 3 = bk, vagyis n = 5k — 3 alaku. (2 pont)
Osszegezve, A = {5k — 3|k € N*} = {2,7,12,17,...}. (1 pont)

b) Az n € A szam 5k — 3 alaku, ezért az n utolsé szamjegye 2 vagy 7, (1 pont)
ezért az n nem négyzetszam. (1 pont)
Mivel a B halmaz elemei négyzetszamok, ezért AN B = (), vagyis az A és B halmazok disz-
junktak. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

3. feladat. Adott az ABC haromszog, ahol az A és B szogek mértékei, valamint a C kiils§ szog
mértéke forditottan aranyosak a 6,6, az 5,5 és az = szamokkal.

a) Hatérozd meg az x szamot!

b) Hatarozd meg a haromszog szogeinek mértékét, ha a C' szog mértéke 4°-kal nagyobb a B szdg
mértékének 1,1-szeresénél!

Zajzon Csaba, Barot

Megoldas. Jeloljik az A, B és C bels6 szogek mértékeit a, b és ¢ betiikkel, valamint a C' kiils6 szog
mértékét -vel.

B

a) Az a, b és  szogmértékek forditottan aranyosak a 6,6, az 5,5 és az = szamokkal, ezért

a-66=>b-55=c-ux,

1 1 1
vagyis az a, b és ¢ szogmértékek egyenesen aranyosak az 66 az T és az — szamokkal:
Y ) x
a b
T =T =1 (1 pont)
66 55 =
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Az aranyparok szarmaztatasaval kapjuk, hogy

a b a+b d
TSI TSI LT (1)
66 55 86155 o
Az ABC haromszogben az A és a B bels6 szogek mértékeinek o6sszege egyenls a C' kiilsd
szogének mértékével:

a+b=c. (2 pont)
b / / / 1
Ezt felhasznalva az f—l = CI aranyparban kapjuk, hogy ﬁ = CI, ahonnan _ =
. . 66 ' 55 x 66 ' 55 P
66 + TE Ko6z06s nevezére hozunk, a jobb oldalon az els§ tortet bévitve 5-tel és a mésodikat
pedig 6-tal:
1_5>1+6>1_ 5.6 o1t
r 66 55 33 33 33 3
Innen kapjuk, hogy = = 3. (1 pont)

b) A megadott feltételekbdl a C' belss szogének ¢ mértékére a
c=11-b+4° (2)

Osszefliggés irhato fel. (1 pont)

Az ABC héaromszog belss szogeinek Osszege a + b + ¢ = 180°, ahova behelyettesitjiik a —es
Osszefiiggésben kifejezett c-t és igy kapjuk, hogy a + b+ 1,1 - b+ 4° = 180°, ahonnan

a+21-b=176°. (3)
(1 pont)
. a b . . R ) o a 21)p
Az els6 alpontban felirt — = —— ardnyparban a masodik aranyt bévitjiik 2,1-del — = ——
66 55 6,6 55
, : a 2,1-b et s o . : ,
és kapjuk, hogy —— = 5T A szamlalokat és nevezdket Osszeadva szarmaztatjuk az arany-
6,6 5,5
part, majd a nevezében kozos nevezére hozunk és a kapott szamlaloban felhasznaljuk a —as
Osszefiiggést:
a b a+21-b a+21-b a+21-b 176° .
B e TS Y H i 8 e R v/ S (1 pont)
66 55 66 T 55 33 T 33 33 33
a b
Innen kapjuk az — = 330° és — = 330° Osszefiiggéseket, ahonnan a = 50° és b = 60°.(1 pont)
6,6 55
Végiil a —es Osszefiiggésbe behelyettesitve a b = 60°-ot kapjuk, hogy
c=060°-1,144°=66°+4° = T70°. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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4. feladat. Egy iskola VI. osztalyaiban Osszesen 50-nél kevesebb tanul6é van. Egy felmérés utan a
kovetkezdket tudtuk meg:

e nincs olyan hénap, amelyben ne iinnepelné sziiletésnapjat legalabb 3 tanulo;
e a tanulok 50%-a lany:;

e G-szor kevesebb szemiiveget visel§ tanulé van, mint szemiiveget nem viseld.

a) Hany VI. osztalyos tanul6 van?

b) A tanulok kozott szétosztottunk 902 csokit, mindenki kapott legalabb egyet. Igazold, hogy
létezik két olyan tanuld, aki ugyanannyi csokit kapott!

Zajzon Csaba, Barot
Madtyas Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Szdsz Szildrd, Marosszentkirdly

Megoldds.  a) Legyen x a tanulok szama. Az els§ feltétel alapjan

3-12 <z < 50,
36 < x < 50. (2 pont)
A masodik feltétel alapjan x : 2. (1 pont)
Az harmadik feltétel alapjan « : 7. (1 pont)
Az utobbi két Osszefiiggés alapjan az x szam a 2 és 7 tobbszorose, tehat x : 14. (1 pont)
A fentiekbdl kovetkezik, hogy x = 42. (1 pont)
b) Ha mindegyik tanulé kiilonb6z6 darabszamu csokit kapna, akkor
1424 442 =903
csokit kellene szétosztani. (2 pont)

Mivel 902 csokit osztottak szét, ezért legalabb 2 tanul6 ugyanannyi csokit kell kapjon. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|
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1. feladat.

2020, 2020, 2020
1-3' 35 2n —1)(2n + 1)

a) Hatarozd meg azn € N* értékét ugy, hogy A = természetes

szam legyen!

b) Igazold, hogy /(22020 + 32019 4 42020)2020 4 2()21 irracionélis szam!

¢) Mutasd ki, hogy \/ 2019 - 2020 + /2019 - 2020 + /2019 - 2020 < 2020.

Pacurar Mdria, Temesvdr

Megoldds.  a) Mivel
2 1 1

Qk—1)(2k+1) 2k—1 2k+1

minden k£ € N* esetén, ezért

1 1 1 1 1 1

A=1010 (5 — =+ —Z+4--- . 1 pont
(1 37375 T 2n+1> (1 pont)

1 1010

=1010 (1 - ——— ) = 1010 —

OO( 2n+1> =

Az A akkor és csak akkor természetes szam, ha 2n + 1 | 1010. (1 pont)
Mivel 2n + 1 paratlan, igy 2n + 1 | 505, vagyis

2n+1 € {1,5,101,505} ¢és n € {2,50,252}. (1 pont)

b) Legyen B = (22020 4 32019 4 4202012020 4 9021, Jelolje u(B) a B szam utols6 szdmjegyét.

Ekkor
u(B) =u((6+7+6)" +2021) (1 pont)
=u(9%® +2021) =1+1=2. (1 pont)
Mivel u(B) = 2, igy B nem négyzetszam, ezért /B irracionalis szam. (1 pont)
c) Teljesiil, hogy
V2019 - 2020 < /2020 - 2020 = 2020. (1 pont)
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Innen kovetkezik, hogy

\/2019 2020 + \/2019 2020 + 2019 - 2020 < \/2019 - 2020 + /2019 - 2020 + 2020

::\/2019-2020-%\/2020-2020 (1 pont)
= /2019 - 2020 + 2020 = 2020. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

2. feladat.
a) Az x # =5, y # —T és z # —9 raciondlis szamokra fennéall a kiovetkez arénysor:

r—5 y—3 z-—1
t+5 y+7 249

Szamitsd ki az x, y és z értékét, ha = + y + z = 69.
b) Az x # —5, y # —7 és z # —9 racionalis szamokra fennall a kovetkezd egyenlGség:

2020 2020 2020

= 202.
m+5+y+7+z+9

- - —1
Szémitsd ki az S = — 5+y 3_|_Z
r+5 y+7 2z+9

Osszeg értékeét!

Simon Jozsef, Csikszereda

Megoldas.
a) Legyen
r—5 y—3 z—1
r+5 y+7 z+9
—5 5k +5
Mivel i—k = k, ezért v = N —+k: , ahol k # 1. (1 pont)
Hasonl6an k3 ok + 1
y:ﬁ,k#l és z:1+k,k7é1. (1 pont)

Az x +y 4+ z = 69 egyenletbe behelyettesitve a fenti kifejezéseket kapjuk, hogy
S5k+5 Tk+3 9k+1

T
ahonnan 21k 4+ 9 = 69 — 69k, ahonnan k = 2. (1 pont)
A keresett szamok tehat © =25, y =23 és z = 21 (1 pont)
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b) Teljesiil, hogy

r+5—-10 y+7-10 =249-10 10 10 10
_ =3 — — . (2 pont)
T+95 y+7 z+9 r+5 y+7 249

2020 N 2020 n 2020
r+5 y+7 z+9
Osszefiiggés mindkét oldalat osztva 202-vel azt kapjuk, hogy

=202

10 10 10

=1 2 t

m+5+y+7+z+9 ’ (2 pont)

ahonnan S =3 —1=2. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

Megjegyzés. A feladat a) alpontja a kévetkezs modszerrel is megoldhato.
Ha a megadott tortek szamlaloibol kivonjuk a nevezGjiiket, majd az aranysort szorozzuk —1-gyel,
akkor azt kapjuk, hogy

10 10 10 (2 t)
— — ) on
t4+5 y+7 249 p
Innen koévetkezik, hogy

10 10 10 104+ 10+ 10 30 10

_ 010 _H_1 (1 pont)
r+5 y+7 2z+9 z4+y+z2z+21 90 30

ahonnan = = 25, y = 23 és z = 21. (1 pont)

3. feladat. Az ABCD konvex négyszogben legyen M és P az AB, illetve C'D oldal felez&pontja.
Tipco

Igazold, hogy AB || C'D akkor és csak akkor, ha Tanpp - Tavrpes = 4

Koczinger Eva, Szatmdrnémeti

Megoldds. A megoldashoz tekintsiik a kévetkezd abréat.




III. OMMO - VII. osztaly

»=—" Mivel AB || CD, ezért az AMPD és M BCP négyszogek trapézok, vagy paralelogrammak, és

magassagaik egyenlGek.

Teljesiil tovabba, hogy AM = M B és DP = PC, és igy Tanipp = Tupcs. (1 pont)
Azt kaptuk, hogy Tarnrpp = Types = %TABCD, ahonnan

1

Tampp - Tvpep = (—

2 T2
2jjABCD) = M (1 pont)

4

<" A Tanpp és Ty pcp mennyiségekre alkalmazzuk a mértani és szamtani kozepek kozotti egyen-
16tlenséget:
T T

VTanpp - Tnpep < —222 ; MPes. (2 pont)

ahonnan -
Tampp - Tvpep < —AZCD- (1 pont)
A fenti egyenlStlenségben a feltétel alapjan egyenléség all fenn, ami pontosan akkor teljesiil,
ha Taprpp = TavrpeB- (1 pont)
A PAB haromszogben PM oldalfelezs, igy Tpray = Traum- (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy Tapp = Tpcp. Ebben a két haromszoghen DP = CP, igy az A-bol,
illetve a B-bdl htizott magasségok egyenlGek. (1 pont)
Innen pedig AB || CD. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat. Adott az ABCD négyzet. Legyen C; a B kozéppontui BA sugaru kor, valamint Cy a D
kozépponti DA sugara kor. Egy az A ponton atmend tetszGleges egyenes a Cy és Cy koroket az E és
F pontokban metszi. A C' pontbdl az E'F egyenesre hiizott merdleges egyenes az FF-et M-ben, a
C1 kort mésodszor P-ben metszi. A PA egyenes a C'F egyenest N-ben, a Cy kort méasodszor R-ben
metszi. [gazold, hogy:

a
b
c

d

)
)
)
)

az EFC egyenl§ szara derékszogli hdromszog;
a C' PR egyenl6 szarta derékszogld haromszog;

az AEC R négyszog paralelogramma;

Stmon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. A megoldashoz tekintsiik a kovetkezd abréat.
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III. OMMO - VII. osztaly

=

C1

a) A C; korben ABC = 90°, vagyis AC= 90°, ahonnan AEC = 5 |O= 45°,
A Cy korben ADC = 90°, vagyis AC'= 90°, ahonnan AFC = l AC 45°.

(1 pont)
(1 pont)

Az el6z6 Osszefliiggésekbdl kovetkezik, hogy az EFC héromszogben ECF = 90°, tehat az EFC

haromszog egyenld szartu és derékszogii.

b) Az APC héaromszogben APC =
Az ARC héaromszogben ARC =

(0,5 pont)

(1 pont)
(1 pont)

Az el6z6 Osszefiiggések alapjan a CPR haromszogben PCR = 90°, igy a C PR haromszog

egyenld szara és derékszogt.

c) Mivel AELCP és CRLCP, ezért AE || CR.
Mivel ECLCF és ARLCF ezért EC || AR.
Az el6z6 Osszefiiggések alapjan az AEC R négyszog paralelogramma.

d) A CP egyenes az EF szakasz felez6merélegese, igy EP = F'P.
A CF egyenes a PR szakasz felez6merd6legese, igy F'P = FR.
Az el6z6 Osszefliggések alapjan EP = FR.

Hivatalbol

(0.5 pont)

(1 pont)
(0.5 pont)
(0.5 pont)

(1 pont)
(0.5 pont)
(0.5 pont)

(1 pont)
|

Megjegyzes A feladat d) alpontja a kovetkez&képpen is megoldhato: mivel ECP = RCF = 45°]

ezért EP = FR és igy EP = FR.
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

VIII. osztaly
1. feladat. Oldd meg a valos szamok halmazan a kévetkezs egyenletet:
(227 — 2z + 3)(45y° — 30y + 41) = 90.

dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. A megadott egyenlet ekvivalens az

1\* 5 1\* 4
o) 22 =2 £ 2] =1 3 pont
[(x 2) +4] [(y 3> —1—5 (3 pont)
egyenlettel. Mivel minden x,y € R esetén
12+5>5 ) 12+4>4 (2 pont)
r— = - > - és - = - >- on
2) T4 Y73) T5= 5 P
ezért minden x,y € R esetén
1\? 5 1\* 4
e B ) R | 1 pont
[(:U 2) —1—4 [(y 3) —1—5 > 1, (1 pont)
1\? 1\?
és egyenlGség akkor és csak akkor allhat fent, ha <:U — 5) =0és (y - §) =0. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy az egyenletnek egy megoldésa van:
r =1
2 (1-1 pont)
Y=g3-
Hivatalbol (1 pont)
[ |

2. feladat. Igazold, hogy

T—1
¢ T barmely n € N* és a € R\ {1} esetén;

a) l+a+ad*+---+a ! =
a_

b) 2020292° — 1 oszthato 2019-cel;

2020202 — 1

c) 5010 nem teljes négyzet!

Kovdcs Bdlint, Székelyudvarhely
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[II. OMMO - VIII. osztély

Megoldds.  a) Irhatjuk, hogy

S=1+4+a+a*+-+a""!
a-S = at+a’+---+a" " +a" (1 pont)

Az also egyenldségbdl kivonva a fels§ egyenléség megfelels oldalait, azt kapjuk, hogy S(a—1) =
a"” —1

a"—lésigyS:a_l. (1 pont)
b) Alkalmazzuk az a) alpontban bizonyitott egyenléséget a = n = 2020 esetén. (1 pont)

Ekkor irhatjuk, hogy

202077 -1 + 2020 + - - - + 20207 (1 pont)

_—m “ .. On

2019 ’ P
ahonnan
2020220 — 1 = 2019(1 + 2020 + - - - + 2020%°"),

vagyis 20202°20 — 1 oszthat6 2019-cel. (1 pont)

¢) A reductio ad absurdum modszerét alkalmazzuk. Legyen

20207020 — 1

=1 2019
5019 + 2020 + --- 42020

S

és tételezziik fel, hogy S teljes négyzet. Mivel S pératlan, ezért létezik k € Z gy, hogy

S=2k+1)>=4k* + 4k +1=4k(k+1)+1. (2 pont)
N——

12
Ebbél kovetkezik, hogy
2020 + 20207 + - - - + 20207 = 2020(1 + 2020 + - - - + 2020%°9)

oszthato 8-cal, ami ellentmondas, mert 2020 = 4 - 505 és 1 4 2020 + - - - 4+ 2020%°*° paratlan.
(2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

3. feladat. Btivos piramist épitenek 1 cm oldaléli kockakbol. Ennek minden szintje négyzet alaki
és a szintek rendre n?, (n—1)2, ..., 32, 22, 12 darab kockat tartalmaznak. Miutdn egymashoz rogzitik
az épitdelemeket, egy 2352 cm? teljes felszini testet nyernek. Héany szintes az elkészitett piramis?

Hodgyar Edit, Micske

Megoldads.
Az n szintii piramis alaki test vizszintes oldallapjainak az Osszteriilete 2n? cm?, (2 pont)
fiiggbleges oldallapjainak az Osszteriilete pedig

144244344+ +4-n=41424+3+---+n)=2(n+ 1)n. (2 pont)
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[II. OMMO - VIII. osztély

Innen kévetkezik, hogy az elkésziilt piramis felszine
2n% +2(n + 1)n = 2n% + 2n® + 2n = 4n* + 2n = 2n(2n + 1). (2 pont)

A megadott feltétel alapjan innen azt kapjuk, hogy 2n(2n + 1) = 2352. Viszont a 2352 szam két
egymasutani természetes szam szorzatara egyediil csak a 2352 = 48 - 49 modon bonthato fel.

(2 pont)

Ez alapjan 2n = 48, vagyis n = 24. Tehét 24 szintes a 2352 cm? feliilet piramis. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat. Az o, § és v harom paronként egymasra merdleges sik, melyek az O pontban metszik
egymast, a teret 8 térnyolcadra osztva. Legyen A azon pontok halmaza a térben, melyek tavolsaga
az «, 3 és v siktol rendre 8 cm, 6 cm és 4 ¢cm, valamint B azon pontok halmaza a térben melyek
tavolsaga az «, ( és ~y siktol rendre 12 cm, 9 cm és 6 cm.

a) Igazold, hogy létezik, olyan P € A és ) € B, amelyre az O, P és () pontok kollinearisak!

b) Hany olyan paronként egyméssal nem egybevago téglatest létezik, amely rendelkezik az alabbi
két tulajdonsaggal:

— lapjai rendre parhuzamosak az «, 3, v sikok valamelyikével;

— van olyan testatloja, amelynek az egyik végpontja az A, a masik pedig a B halmaz eleme?

c) Mennyi lehet a P(Q) szakasz hossza, ha P € A, () € B és mindkét pont ugyanabban a térnyolc-
adban helyezkedik el?

Csdszdr Sandor, Csikmadaras

Megoldds. Vezessiik be az Ox = Ny, Oy =anNy és Oz = aN f jeloléseket.

a) A Pe A @ € B és O pontok csak akkor lehetnek kollinearisak, ha a P és ) pontok vagy
ugyanabban, vagy ellentétes térnyolcadban vannak. (1 pont)

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor P és () ugyanabban a térnyolcadban vannak.

z
]
-7
-
- |
-
- 1
-
P .- |
-7 |
P 1
Pl |
- |
. 1
- 1 H
-
- | H
-
. 1 H
-
Pl H 1
o | ! - y >
S | /
Seao 1 / H
~. : , H J
S ’ 1 7’
’ SSlbs 1 ’
A foooeeeee___T A /
< [
<o [
<~ |/
~
23 £
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[II. OMMO - VIII. osztély

Legyen A és B a P és (Q pont ~ sikra es6 vetiilete, valamint A" és B’ az A, illetve B pont
Oz-re es6 vetiilete. ElGszor igazoljuk, hogy O, A és B kollinearis. Ennek feltétele, hogy
A'OA = B'OA. Az AA'O és BB'O derékszogii haromszogekben

AA" 6 8 AO

BB 9 12 BO’
tehat a haromszogek hasonlok, ahonnan kovetkezik, hogy O, A és B kollineéris. (2 pont)

Mivel PA és @B merd6legesek a v sikra, ezért A, B, P, Q) és O ) ugyanarra a sikra illeszkednek.

Ahhoz, hogy O, P és @ kollinearis legyen, elég igazolni, hogy AOP = BOQ Az AOP és BOQ

derékszogi haromszogekben
OA 10 4 PA

OB 15 6 QB
igy a haromszogek hasonlok, tehat O, P és @ kollinearis. (2 pont)
Ha P és @) ellentétes térnyolcadban van, akkor a P, () és O pontok kollinearitasa visszavezets-
dik, a P, )’ és O pontok kollinearitasara, ahol Q)" a () pont O szerinti szimmetrikusa.

b) Legyen P € A és @Q € B. Megszerkesztjiik azt a téglatestet, amelynek oldalai rendre parhuza-
mosak az «a, [, v sikok, valamelyikével és amelynek egyik testatloja PQ. Legyen rendre a, b és
¢ a megszerkesztett téglatest Ox-el, Oy-nal, illetve Oz-vel parhuzamos oldalainak hossza.

Felirhatjuk, hogy
=[(£8) = (£12), b= |(£6) = (£9)] & c=|(£4) — (£06)],

ahonnan

a€{4,20}, be{3,15} ¢és ce {2,10}.

Ez alapjan 8 darab paronként nem egybevagd téglatest 1étezik, ezek méretei rendre

(4,3,2); (4,3,10); (4,15,2); (4,15,10); (20,3,2); (20,3,10); (20,15,2); (20, 15,10).
(2 pont)

c) A PQ egy olyan téglatestnek a testatloja, amelynek az élhosszai rendre 12 —8 =4, 9 — 6 = 3,
6—4

= 2. Ekkor PQ = /16 + 9 + 4 = v/29. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

IX. osztaly — I. fordulo

1. feladat. Legyen A, = {z € (0,+00) | 2® + [z] < n} és B, = {x € (0,+0) | [z*] + © < n}, ahol

[x] jeloli az x szam egész részét és a € Z.
a) Igazold, hogy A, C B,41, barmely n € N esetén!

b) Igazold, hogy B, C A,.1, barmely n € N esetén!

dr. Bencze Mihdly, Brasso
Kocsis Attila, Déva

Megoldas.
a) Ha z € A, akkor z* + [z] < n, ahonnan z® + [z] + 1 < n + 1.
De [z%] < 2% és z < [z] + 1, igy (2 pont)
%]+ <z*+[z]+1<n+1, (2 pont)
vagyis x € B,1. (1 pont)
b) Ha z € B,,, akkor [%] + & < n, ahonnan [z®]|+ 2+ 1 <n+ 1.
De z* < [z*] + 1 és [z] < z, igy (2 pont)
2+ [z <[2%]+14+2<n+1,
vagyis © € A,i1. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
2. feladat. Oldd meg a valds szamok halmazén az
2\ 1010 2\ 1010 o\ 22 b 2020
1010 - (—) + (—) — 2022 — (—) + (—)
a x b Y
egyenletet, ahol a,b € R*. Toth Csongor, Szovdta
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I[II. OMMO - IX. osztaly

Megoldds. Az egyenlet akkor értelmezett, ha x,y # 0.
' 2\ 1010 Y 2020 '
Mivel (—) és (5) pozitiv, ezért

a
1010 1010 2020 b 2020
(E> + (2) > 2 és <%> + <—> > 2. (3 pont)

a T

Innen kovetkezik, hogy

2\ 1010 a 1010 Y 2020 b 2020
1010 - ((—) + (—) ) > 2020 6 2022 — <5> + (—) <2020. (1 pont)
a x y

A megadott egyenlGség akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha

1010 1010 2020 b 2020
(f) + (9) =2 ¢&s <g> + (—) = 2. (2 pont)
a x b Yy
Ez csak akkor lehetséges, ha
7\ 1010 Y 2020
e
a b
innen .
— =41, ahonnan x = +a,
a
valamint
% =41, ahonnan y = +b. (2 pont)
Kovetkezésképpen
M = {(CL, b)v (—CL, b)7 (CL, _b)a (_a7 _b>} (1 pOIlt)
Hivatalbol (1 pont)

3. feladat. Legyen x; = 4, xo = 6 és minden n > 3 esetén legyen x, az a legkisebb Osszetett
természetes szam, amely nagyobb, mint 2x, | — z,_s.

a) Hatéarozd meg a sorozat 2020-adik tagjat!

1 1
< .
LpLp+1T k42 1575

b) Igazold, hogy Z
k=3

Turdean Katalin, Zilah

Megoldds.  a) Kiszamoljuk a sorozat els§ néhany tagjat: (1 pont)
209 —x1 =2-6 —4=8, ahonnan m3:9:—3<3;—3)
203 — 19 =2-9—6=12, ahonnan z,=14= —4(4; 3)
20y —x3=2-14—-9=19, ahonnan x5 =20= —5(5;— 3)
205 — x4 = 220 — 14 = 26, ahonnan x4 =27 = w
206 — x5 = 227 —20 = 34, ahonnan x7=35= 7(77—’_3)
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I[II. OMMO - IX. osztaly

3
Matematikai indukcioval igazoljuk, hogy z,, = @, barmely n > 3 esetén. (1 pont)

A korabbi szamolasok alapjan az allitas igaz n € {3,4,5,6,7} esetén. Feltételezziik, hogy

Ty = M, valamint 1y, = (k+1)(k+ 4),
2 2
2
és igazoljuk, hogy Tj.o = (k+ )Q(k + 5).

Teljesiil, hogy
2(l<: +D)(k+4) k(k+3)  2(k* +5k +4) — (k* + 3k)

2 2 P
B +Tk+8 K +Tk+10 1_(/{:+2)(k+5) .
- 2 - 2 o 2 o

kE+2)(k+5
(k+2)(k +5) természetes és Osszetett,

2
E+2)(k+5
valamint pontosan 1-gyel nagyobb, mint 2x1 — xx. Azt kaptuk, hogy zj40 = (k+2)(k+ )

2
3
@’ minden n > 3 esetén. Innen kovetkezik, hogy

T2020 = 1010 - 2023. (3 pont)

2Ty — X =

Mivel (k +2) és (k + 5) koziil az egyik paros, ezért

A matematikai indukci6 alapjan x,, =

b) A kovetkezdket irhatjuk

n n

1 1
; ThThog1 L2 - pt k(k2+3) ] (k+1)2(k+4) ] (k+2)2(k+5)
- 1
=38 1 pont
kz:;k(k:+1)(k+2)(k+3)(k:+4)(k+5) (1 pont)
8 (k+5)—k

B 5; k(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)(k +5)

n

8 1 1
- 5; (k<k+ D+ 2)(k+3)(k+4)  (kt1)(k+2)(k+3)(k +4)(k + 5)) (2 pont)

8 1 1 . 1 1
5\3-4.567 45678 4.56-7-8 5:6:7-8-9

1 1
T D)+ 2)m+3)n+d)  m+rDm+2)n+3)n+a)nt 5)>
1 1

8
—_— p— . 1 t
<5'3.456-.7 1575 (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
n

4. feladat. Jelolje O az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjat. Legyen k € (0,1) és E, illetve
F' két olyan pont amelyre ﬁ =k- zﬁ és ﬁ =k- 1@

a) Igazold, hogy AB = AC akkor_)és csakis akkor, ha létezik olyan A nullatol kiilonbozé valos
szém, amelyre ﬁ + C@ =\-0A.
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I[II. OMMO - IX. osztaly

s
b) Legyen BF NCE = {P}. Igazold, hogy ha B?%— C@ = OA és OFPF négyszog paralelogram-
ma, akkor P az ABC haromszog ortocentruma és O EPF rombusz!

Betuker Enikd, Margitta
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds.  a) Legyen A" a BC oldal felez6pontja. Ekkor teljesiil, hogy

CE=CB+BE é BF=BC+CF,

ahonnanC@—l—B?zB?qLﬁ.
Mivelﬁ:(k—l)-ﬁésﬁ:(k’—l)-ﬁezért

CE+BF = (k—1)- (AB+ AC) = 2(k — 1) AA". (2 pont)

,2—" Ha AB = ég’, akko:ilA’ 1 BC, tehat O € AA’. Innen kovetkezik, hogy létezik ¢ € R*
ugy, hogy AA" = ¢- OA, ahonnan
—

CE + BE = 2q(k — 1) - OA,

tehat A = 2¢g(k — 1) € R*. (1 pont)

—
=" Tudjuk, hogy BE + CE = A-OA, ahol A € R*. Mésrészt BE+ CE = 2(k—1)AA". Tnnen

—— s
kapjuk, hogy /\0—121 =2(k—1)AA’, ahonnan O—1>4 = @ -AA', vagyis az O, A, A’ pontok
kollineérisak.

Mivel OA’ 1L BC, ezért AA' L BC, és igy AB = AC. (2 pont)

b) A ﬁ + C@ =\ 0—121 Osszefiiggésb6l A = 1 esetén kapjuk a ﬁ + C@ = 0—121 egyenlGséget,
tehat AB = AC. Masrészt teljesiil, hogy

BF +CE = 04
BO +OF + 0O +OE = OA
OF + OF = OA+ 0B+ 0C
O_I>7+O?:O—I]I, (2 pont)

ahol H az ABC' haromszog ortocentruma.

Mivel OFE PF paralelogramma, ezért O? + O? = O—}>7 Azt kaptuk, hogy O‘[?[) = O—}%, ahonnan

P=H. (1 pont)
Mivel AB = AC, ezért OF = OF, tehat OE PF rombusz. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

X. osztaly — 1. fordulé

1. feladat. Adottak az aj,as, a3 € (1,+00) és

2 2 2
_ ay as as
2a9 +a3  2as3+a1  2a1 + as

szamok. Igazold, hogy log,, t + log,, t + log, t > 3. dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. Alkalmazva a Bergstrom-egyenldtlenséget (vagy a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség kovet-
kezményét), azt kapjuk, hogy

_ a3 a3 (a1 + az + as)? _aitaytas (2 pont)
2a0 +az  2a3+a;  2a;+as — (202 + az + 2a3 + a; + 2a; + az) 3 )

Felhasznalva a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget, miszerint 42+ > 8/a1a5a;3
kovetkezik, hogy
t > Yajasasz, Vay,as,az € (1,00). (2 pont)

Igy

log,, t +log,, t +log,, t > log, </aiazas + log,, /aiazas + log,, /aiasas

1
= (loga1 ay +log,, as +log, az+---+log,, a1 + log,, as + log,, a3)

3
(2 pont)
1
=3 [3 + (log,, az + log,, a) + (log,, as +log,, az) + (log,, a; + log,, ag)}
1 1 1
=5 |3+ |log,, ax+ + -+ | log,, a1 +
3 log,, as log,, a1
1
>2-(3+2+2+2) =3, (2 pont)

1
ahol alkalmaztuk az x + — > 2, Vo > 0 egyenl6tlenséget a log, b > 0 szamokra, ahol a,b € (1, +00).

x
Mivel a megoldas soran alkalmaztuk a szédmtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget az
ai, as,az > 1 szamokra, kovetkezik, hogy egyenlgség csak akkor allhat fent, ha a; = as = a3. Ebben

az esetben valoban fennall az egyenlGség. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Megjegyzés. (dr. Bencze Mihaly) Az el6bbi megoldashoz hasonloan igazolhato a kovetkezs, alta-
lanosabb allitas is:
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Ha n > 3, természetes szam, aq, as,...,a, > 1 valds szdmok és
a? a? a? a? a?
— 1 + 2 4ot n—2 + n—1 n 7
(n—1)as+as (n—1)az+ ay (n—1ap-1+a, (n—1a,+a1 (n—1)ay+ as
akkor

Z log, t > n.
k=1

2. feladat. Adott az O kozéppontu és egységsugariu korbe irt ABC' haromszog és jelolje M, N és P
rendre az AB, AC és BC oldalak felez6pontjait.

a) Igazold, hogy 90G? + AB? + AC? + BC? = 9, ahol G az ABC haromszog stlypontjal

b) Ha 4(MO? + NO? + PO?) = 3, igazold, hogy az ABC haromszog egyenls oldalu!
Matéfi Istvan, Marosvdsdrhely

Megoldas.

a) Komplex szamok segitségével oldjuk meg a feladatot. Tekintstink egy O kézépponti koordinata-
rendszert és jelolje A(a), B(b), C(c), és G(g) a pontok affixumait. Innen kévetkezik, hogy

90G? + AB* + AC* + BC? = 9|g/* + |b — al* + |c — a|* + |c — b]*. (2 pont)
Felhasznélva a |z|* = z - 7 Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy (1 pont)
a+b+cl|

9 +1o—al*+|c—al® +|c—bf* =

3
—(a+b+c)a+b+e)+(b—a)(b—a)+(c—a)@—a)+ (c—b)(E—0D)
= a@ + ab + ac + ba + bb + be + ca + cb + ce+

+ bb — ba — ab + a@ + ¢¢ — ca — at + aad + ¢¢ — cb — be + bb
=3lal* +3b|* +3|c?=3-1+3-1+3-1=09, (2 pont)

ahol felhasznaltuk, hogy |a| = |b| = |¢| = OA=O0B =0C = 1.
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b)
A
B
P c
Az AOB haromszogben felirjuk az oldalfelezd tételét:
2(0A? B?) — AB?
OM? = (OA* +0B?) |
4
ahonnan 40OM? = 4 — AB?. Megismételve a fenti gondolatmenetet az AOC, illetve a BOC
haromszogekben, azt kapjuk, hogy
4ON? =4 — AC* ¢és 40P? =4 — BC? (2 pont)
Osszeadva a kapott Osszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy
4(MO? + NO? + PO?) = 12 — (AB? + AC? + BC?). (1 pont)
Az a) alpont alapjan innen kovetkezik, hogy
3=12-9+90G?,
vagyis OG? = 0 és O = G. Tehat az ABC haromszdgben a koré irt kér kozéppontja egybeesik
a sulyponttal, ezért az ABC haromszog egyenls oldalu. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Adott az ABC DEF szabalyos hatszog, melynek O a kézéppontja. Legyen M € (AB) és
N € (BC) ugy, hogy AM = BN. Ha P felezépontja az (INFE) szakasznak, @ felez6pontja az (M P)
szakasznak és R felez6pontja az (AO) szakasznak, igazold, hogy a C, @, R pontok egy egyenesen
helyezkednek el! Turdean Katalin, Zilah

FElsd megoldds. Komplex szamok segitségével oldjuk meg a feladatot. Az xOy koordindta-rendszert
ugy valasztjuk meg, hogy annak kezdépontja egybeessen a hatszog kozéppontjaval, valamint az A
pont affixuma 1 legyen.
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Y

Innen kovetkezik, hogy a szabélyos hatszog csiicsainak affixuma a kévetkezGképpen irhato:

ahol w = cos g + @'sing, vagyis w? = —1 ésw € C\ R. (2 pont)

Mivel AM = BN és AB = BC, kovetkezik, hogy

AM BN
a0 _ 24 hol .
MB NC k7 ahol & >0

A szakaszt adott ardnyban oszté pont affixuma alapjan

2a+kzg 14+ kw & 2g+kze  w+ kw? (2 pont)
z frnd g z = == .
M 1+k 1+ k N 1+ k 1+k p

Felirjuk a P, (), R pontok affixumat. Mivel w? —w + 1 = 0, ezért

wkw?

2N + 2 e W kw?—kw k(w?—w) k
A = = ey = — —
r 2 2 21+k)  2(1+Fk) 201+ k)’
L _amtee _ S 2+ 2%k — K
“ 2 2 A1+ k)
1

Az el6bbi Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

kw—k kw—3k
2Q — %R _ 21_(21+k) - % _ 24(1+l§) _ /{1(2UJ — 3)
20 — 2R w?—1 2‘“22*1 2(14+k)(2w? — 1)
k(2w — 3) k
= = € R* 3 t
20+ k)2w—1—1) 2(1+k) ’ (3 pont)
és ezért a C', ), R pontok egy egyenesen helyezkednek el.
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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Masodik megoldds. Legyen O_,Zl =da és O? = b. Innen kovetkezik, hogy O? = 1@ =b— a, O? =—a

& OF = b, (2 pont)
AM BN

Mivel AM = BN és AB = BC, kovetkezik, hogy ——

VB~ NC k valamilyen k& > 0 esetén. Az
el6z6 Osszefiiggesek alapjan

. OA+kOB G+kb _ = OB+kOC b+k(b—ad) —ki+(1+k)b

OM = = 6s ON = = =
T+k itk O T+ k T+ k 1+ k
(2 pont)
Innen kévetkezik, hogy
— —ka+(1+k)b 7 .
O?ZON+O—E>:%—I)Z ki
2 2 2(1+ k)’
- a+kb a . -
50 OM+0P TR -5t (2—k)a+2kb
B 2 B 2 A1+ k)
Ob — g_ (2 pont)
Az el6z6 Osszefliggések alapjan
k)d+2kb @  —3kad+2kb k -
RO =00 — Ok = e - 3+ 20
RG =00 - 1+k) 2T a0 R Ak e
valamint . .
a - 3a — 2b —3ad + 2b
m:@_w:g_@_@: i )
tehat @ k) Cﬁ Innen kévetkezik, hogy C, @, R kollinearisak. (3 pont)
Hivatalbol 1 pont
p
[ |

4. feladat. Adott az n rogzitett természetes szam. Hatérozd meg azokat az f: (0,+00) — R
fiiggvényeket, amelyekre

(zy)" - lg(zy) < 2"f(y) +y" f(x) < f(zy),

minden z,y > 0 esetén! dr. Bencze Mihdly, Brasso

FElsé megoldds. Ha x = y = 1, akkor a megadott feltétel alapjan 1™-1g1 < 1™ f(1)+1™- f(1) < f(1),
ahonnan

0<f(@)+f(1) <f(1), tehat f(1)=0. (1)

(2 pont)

Ha y = 1, akkor 2" lgax < z"f(1) + 1" - f(x) < f(z). Felhasznélva az (1| Osszefiiggést, kovetkezik,
hogy minden = > 0 esetén

a"-lgx < f(x). (2)

(2 pont)

1
Ha most y = —-et helyettesitiink a kezdeti feltételbe, akkor az
x

(2 )< () e onncr (o2
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Osszefiiggést kapjuk minden x > 0 esetén. Innen kovetkezik, hogy

xn

g1 gf(l) b @) < )

minden = > 0 esetén, amibdl ugyancsak az Osszefliggés alapjan azt kapjuk, hogy

1 1
0§x"-f(—>+—-f(x)§0,
x zn
, ) » 1 1 . 1 1 .
minden z > 0 esetén. Ez alapjan 2" - f { — | + — - f(x) =0, tehat f | — ) = ——- - f (z), minden
T " T vl
x > 0 esetén. (2 pont)
1
A egyenlGtlenséghdl az x — — helyettesitéssel kovetkezik, hogy
x
1 1 1 1
Lo (—) <7 (—) — L @), veso, (1 pont)
n T T e
: 1 1 : , . . 9
vagyis ——lgz < ——— f(z), minden z > 0 esetén. Ezt az Osszefiiggést beszorozva (—x*")-nel, az
" xem
" lgx > f(x), Vr>0 (3)
(1 pont)
egyenlGtlenséghez jutunk. A és egyenlGtlenségek alapjan egyetlen ilyen f fiiggvény létezik és
flz) =2a"-1gz, Vz>0. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Mdsodik megoldds. Ha osztjuk a megadott egyenlStlenségeket az (zy)"™ > 0 szdmmal minden z,y > 0

esetén, akkor az
fly) | flz) _ flzy)

lg(zy) < + < , Vx,y>0 1 pont
(zy) o S e ( )
ekvivalens egyenl6tlenséghez jutunk. Vezessiik be a g: (0,00) = R, g(z) = M fiiggvényt. Az f-re
xn
megadott egyenlGtlenségek igy egyenértékiiek a
lg(zy) < g(x) +9(y) < g(zy), Vo,y>0 (1 pont)

egyenlStlenségekkel. Innen a az alabbi kévetkeztetéseket vonhatjuk le:

a) az x =y = 1 helyettesitésbdl kovetkezik, hogy 0 < 2¢(1) < g(1), tehat g(1) = 0; (1 pont)

1 1 1

b) azy = — helyettesitésbdl kovetkezik, hogy 0 < g(x)+g¢ (—) < g(1) =0, tehat g (—> = —g(z),
x x T

minden = > 0 esetén; (1 pont)
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c) az y = 1 helyettesitésbol kovetkezik, hogy lgx < g(z), minden = > 0 esetén; (1 pont)

1
A ¢) és b) alpontok alapjan az x — — helyettesitésbdl azt kapjuk, hogy
x

1 1
—lgr=1lg— <y (—) =—g(x), Yz >0, (2 pont)

x x
tehat lgz > g(x), minden z > 0 esetén. Innen viszont a c) alpont alapjan azt kapjuk, hogy
g(x) =lgx, vagyis f(z) = 2" -1gz, minden x > 0 esetén. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

Megjegyzés. A masodik megoldasban bemutatott gondolatmenet alapjan teljesiil, hogy ha n € N
és n > 2, akkor a

lg <ka> SZQ(Ik)§g<HIk>, V$1,$2,...,In>0
k=1 k=1 k=1

fliggvényegyenltlenség megoldasa g(z) = lg .
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1. feladat. Az (z,),en+ valos szamsorozatot a kovetkezéképpen értelmezziik:

r1=1 ¢és

barmely n > 1 esetén. Ha

3

Ay =

B
Il

szamitsd ki a kovetkezs hatarétékeket:

a) lim a,;
n—oo

b) lim b,.

n—oo

Megoldads.

a) Mivel 2,41 + 1 =n(z, + 1), minden n € N* esetén, igy rendre irhatjuk, hogy

Tpi1 =N Ty, +n—1,

k-1
2 b — -
e Z1‘|'$1c+1

k=1

dr. Bencze Mihdly, Brasso
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

(1 pont)

tp+1l=(Mn—-1) - (x,_1+1)

Tp1+1=(n—

2) : (*rn—? + 1)

Az egyenleteket Osszeszorozva kapjuk, hogy x, = 2(n — 1)! — 1, minden n € N* esetén.

Innen

an_zl—i-l'k:_z

e
tehat lim a, = =
n—00 2

1/5

(3 pont)

1+1+1+ S
12 (n—1)!)"

(2 pont)



[II. OMMO - XI. osztaly

b) Irhatjuk, hogy

k-1 1 k—1
b, = == _— 1 pont
1 1 —|— ka 2 kZ:; l{f' ( )
BE. ( 1 1 )
D) (k=1 &
2 £~ (k=10 k
BN T R SR B 1
2 1! 12 2! 3! (n—1))! n!
1 1
=3 (1 - m) ) (2 pont)
innen lim b, = —.
n—00 2
Hivatalbol (1 pont)
[
2. feladat. Ha A € My(R), akkor igazold a
gdet(AQ + A+ L) > (1 —det A)? + (1 + Tr A)?
egyenlGtlenséget! dr. Bencze Mihdly, Brasso

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy

Megoldas. Legyen az A matrix karakterisztikus polinomja

pa(r) =det(A —2l) = 2% — ax + b,

ahol a = Tr(A) és b = det(A). (2 pont)
Teljesiil, hogy

det(A% + A+ 1) = det(A — ely) det(A — 1,,) = pa(e) - pa(e?),

ahol e3 =1és¢e # 1. (2 pont)

Azt kapjuk, hogy

det(A>+ A+ L)=(*—a-c+b)(e—a-2+b)=a’>+b*+ab+a—0b+ 1. (2 pont)

Igazoljuk, hogy

g(a2+b2+ab+a—b+1)2(1—b)2—|—(1—|—a)2.

Ezt rendezve kapjuk, hogy

5a* + 8ab + 2a + 5b* — 2b+2 > 0,

ami ekvivalens a

(2a+2b)? +(a+1)*+(b—-1)*>0 (3 pont)

egyenlGtlenséggel, ami igaz barmely a,b € R esetén.
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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k+1

n Y

3. feladat. Az (x,),>1 sorozatot a kovetkezSképpen értelmezziik: z; € (0,1) és xpy1 = T — T
minden n € N* esetén, ahol k € N* rogzitett.

a) Igazold, hogy a sorozat konvergens és szamitsd ki a hatéarértékét!

b) Szémitsd ki a lim n#z, hatérértéket!
n—oo

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Vinyi Emese, Szatmdrnémeti

Megoldds.

a) Indukci6val igazoljuk, hogy ,, € (0, 1), minden n € N* esetén. Ha z,, € (0, 1), akkor z* € (0, 1).
Innen kovetkezik, hogy 1—1zF € (0, 1), tehét z,,1 = x,(1—2%) € (0,1), vagyis (z,),>1 korlatos.

(1 pont)

Ugyanakkor x,,1 — z, = —2*t1 < 0, tehat a sorozat szigortian csokkend. Mivel a sorozat
monoton és korlatos, igy konvergens is. (1 pont)
Létezik lim z,, = [. Hatéarértékre térve a rekurzios osszefiiggésben az [ = [ — [**! Ssszefiiggést

n—oo
kapjuk, ahonnan [ = 0. (1 pont)
b) Legyen y, = nt - ,, ckkor y¥ = n - 2. Kiszémitjuk a lim y* hatarértéket. (1 pont)
n—oo

Teljesiil, hogy

ok
lim y, = lim —.
n—oo n—oo —-
Z

Mivel ¥ € (0,1) és aF szigoran csékkend, valamint lim x, = 0, az = sorozat névekvs és nem
n—oo n

korlatos. (1 pont)
A kovetkezdket irhatjuk:

n+1l—n zk ok xRk (1 — gk)* k(1 — zk)k
lim ——— = lim —2"L — iy L = lim ——*~— 1 pont
S T G T S O T (g (PO
- (1 — ) - (1 —ap)"
= lim 5 5 = lim ) 3
nooo kxk — CraZk + ... — (=1)kak”  nooc kb — CRak 4. — (—1)kak"—+
(1 pont)
1
=
mivel lim 2% = 0, az €l6z6 alpont alapjan. (1 pont)
n—oo
A Cesaro-Stolz tétel értelmében, azt kapjuk, hogy lim y» = 1, ahonnan lim y, = {/+.
n—oo n—oo
(1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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4. feladat. Legyen n > 2 egy természetes szam és A, B € M,,(C), agy, hogy det(A) =1 és a B
matrix Osszes eleme egyes. Igazold, hogy ha det(A™! + B) = 1, akkor A elemeinek sszege nulla!

Kajanto Sdandor, BBTFE
Lukdcs Andor, BBTE

Elsd megoldds. A feltétel alapjan

1 =det(A)det(A™" + B) = det(AB + I,,). (2 pont)
Ha A = [aij]1<ij<n, akkor
ai; Qg ... Qin 11 1 s1 S S1
I LR T ) Ao
ity o am) \L 1 1) \s s s
ahol s jeloli az A métrix k-adik sordban 16v6 elemek Gsszegét, minden k& € {1,2,...,n} esetén.

Ekkor a kovetkezdket irhatjuk

s1+1 S1 . S1 1 1 o 1
I B (B0 90 | S I
s'n S.n . Sn + 1 = s.n s'n .. Sn —{— 1

1 0 ... 0

= <1+i8k> 5:2 1 O :1+isk. (1 pont)
k=1 B o k=1

s, 0 ... 1
Innen kévetkezik, hogy A elemeinek 6sszege i sp = 0. (1 pont)
Hivatalbol = (1 pont)

|
Megjegyzés. Ha 1 = det(A~! + B) det(A) = det(BA+ I,,)-bél indulunk ki, akkor BA métrix elemei

az oszloponkénti Osszegek lesznek és igy az 1 =1+ > o, egyenlséghez jutunk.
k=1

Madsodik megoldds. Eszrevessziik, hogy A elemeinek sszege Tr(AB). Egyrészt
1 =det(A)det(A™ 4+ B) = det(AB + I,) = pap(—1),

ahol pap az AB karakterisztikus polinomja. Masrészt, mivel rang(A) = n és rang(B) = 1, ezért
rang(AB) = 1. A karakterisztikus polinom tulajdonsagai alapjan ez azt eredményezi, hogy

pap(z) = (=1)"2" + (=1)" ' Tr(AB)2" ",
minden = € C esetén. Az el6bbiek alapjan
1 =pap(—1) =1+ Tr(AB),

ahonnan Tr(AB) = 0, vagyis A elemeinek 6sszege nulla. [ |
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Harmadik megoldds. Ha A = [ai;]1<ij<n €8 A™F = [qujli<ij<n, a det(A) = 1 feltételbd] kovetkezik,
hogy ai; = (—1)"§;; az aj; algebrai komplementuma. Hasonloan, az (A™!)™' = A dsszefiiggésbol
(és mivel det(A™1) = 1), kovetkezik, hogy a;; = (—1)"d;; az aj; algebrai komplementuma. Legyen
Oy, az A~! matrix k-adik oszlopa, valamint V = (1 1 ... 1)T a B matrix k-adik oszlopa, minden
ke {1,2...,n} esetén. A determinéans tulajdonségai alapjan irhatjuk, hogy

det(A™' + B) =det(0; + V,02 + V,..., 0, + V)
=det A+ det(Oy,...,04-1,V,Ops1,...,0y)
k=1

=det A + i i(-l)kJrldkl

k=1 I=1

:detA—i—iialk.

k=1 =1

A megadott feltételek alapjan innen kévetkezik, hogy A elemeinek Gsszege nulla.
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1. feladat. Adott az M = {

III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

XII. osztaly — I. fordulo

2m +1
2n +1

m,n € Z} halmaz. Minden a,c € M és b,d € 7Z esetén

értelmezziik a G = M x 7Z halmazon a ,,0” miiveletet az

(a,b) o (¢,d) = (ac,b+d)

szaballyal.

a)
b)

Igazold, hogy az f: G — Q*, f((a,b)) = a - 2° fiiggvény bijektiv!

Igazold, hogy (G, o) Abel-csoport!

dr. Bencze Mihdly, Brasso

Elsé megoldds.  a) Igazoljuk, hogy f injektiv. Tegyiik fel, hogy f((ai,b1)) = f((az,bs)), ahol

by > by. Innen kovetkezik, hogy a; - 2" = a5 - 2°2, tehat

a1

a2

21)271)1

a
Mivel az — tért felirhaté két péaratlan egész szam ardnyaként és by — by € N, innen kovetkezik,
a2

hogy 2%27% = 1, vagyis b, = by. Ez viszont azt eredményezi, hogy a, = as, tehat f injektiv.

(2 pont)
Igazoljuk, hogy f sziirjektiv. Legyen p € Q*. Meghatarozunk egy-egy olyan ¢ € M és k € Z
szamot, amelyre ¢ - 2¥ = p. A p racionalis szam irreducibilis tort alakban vett felirasabol ko-

. or
vetkezik, hogy vagy p = m , vagy p = m2 , ahol m, n paratlan egészek és relativ primek,
n-2"
valamint » € N. Ha p = : ,akkorq:mGMéSk:TEZ,hapedigp: 2,akkor
n n-2"
q= "™ ¢ Mésk=—rcZ. Tehat az f figgvény sziirjektiv. (3 pont)
n
b) Igazoljuk, hogy f mivelettarto. Valoban,

f((a,b) o (c.d)) = flac,b+d) =ac-2""" = (a-2°) - (c-2) = f((a,])) - f((c,d)),
minden (a,b), (¢,d) € G esetén. (2 pont)
Mivel f mivelettarto és bijektiv, valamint (Q*, -) Abel-csoport, kévetkezik, hogy (G, o) is Abel-
csoport és izomorf a (QF, -) csoporttal. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
[
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Masodik megoldds a b) alpontra.

paratlan,,
»paratlan
ilyen alaki, valamint az egész szdmok Osszege bels6 miivelet a Z-n.

e A 0" miivelet bels§ miivelet a G-n, mivel alakt racionalis szamok szorzata ugyan-

A 0" miivelet asszociativ, mivel a szorzas asszociativ a Q* halmazon, tehat akkor az M C Q
halmazon is az, valamint az egész szamok Osszeadésa asszociativ.

e A 0" miivelet kommutativ, mivel a szorzas kommutativ a Q* halmazon, tehat akkor az M C Q
halmazon is az, valamint az egész szamok Osszeadasa kommutativ.

A 0" miiveletre vonatkozoan (1,0) semleges elem, mivel (1,0) € G, illetve (a,b) o (1,0) =
(a-1,b+0) = (a,b) minden (a,b) € G esetén és a kommutativitast mar igazoltuk.

1 2
Ha a € M, akkor — is ,,%” alaku, tehat eleme M-nek, és igy az (a,b) € G inverze a ,,0”
a

1
miveletre nézve az <—, —b) € G elem. (4 pont)
a

Harmadik megoldds a b) alpontra. Igazoljuk, hogy (M, -) részcsoportja a (Q*, ) csoportnak. A rész-
csoportok jellemzési tétele alapjan elég belatni, hogy M nem iires, valamint hogy ha ai,as € M,

a .
akkor — € M. Mindkeét allitas nyilvanval6: egyrészt 1 € M, mésrészt két ,,W”
as paratlan

aranya is ugyanilyen alaku.
Felhasznalva a ,,0” miivelet értelmezését, kovetkezik, hogy a (G, o) algebrai struktura az (M, -) és
(Z,+) Abel-csoportok direkt (Descartes) szorzata, tehat Abel-csoport. (4 pont)

alakt szdm

3

2. feladat. Hatarozd meg az f: (O, Z) — R,

1
cos x(1 — sin 2z)

fz) =

fiiggvény primitiv fiiggvényeit!

Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

FElsd megoldds. A kovetkezd atalakitédsokat végezhetjiik el:

1 1 n 2sinx 1 n 2sinx (2 £)
= = . on
cosx(l —sin2z) cosx 1—sin2x cosz  (sinz — cosx)? p

Ez alapjan a kiszamoland6 integrél felbonthato az I = I; + I, 6sszegre, ahol

1 COS T 1 sinz — 1
L= dr= [ ——F = ——In| ol 4e
! /cosx . / sinz —1 o 2 . sinﬂl:—l—l‘+ !
1 1—sinzx T
() e e (0,1, 2 pont
2n(1+sinx)+ ! ve 4 ( pon)
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valamint I, = 2 - / & S 2 dz. Vezessiik be az
sinx — cosx
sin x Ccos T
/ (sinz — cosx)? v / (sinz — cosx)? ’ (1 pont)

jeloléseket. Innen kovetkezik, hogy

1
sinx — cosx 2 sin (x— E)

2 sin (v — 2 2 Jcos(z—7F)—1
_ £ in (z — §) do — V2 . (- %) e
2 1—cos? (z — %) 4 cos(z— %) +1
2 sin(5—% 2
VG e VR (g (2o T)) e vee (05), (@ pony
2 cos(3-1%) 2 2 8 4
valamint
(sinz — cosx) 1 T
F+G= , de =————+0(C3, Vze (O,—). (1 pont)
(sinz — cosx)? sinx — cos x 4
Az el6bbi Gsszefiiggések alapjan irhatjuk, hogy
\/§ r T 1
I, = 2F — (F — F _ Vo (t (———))—— , 1 pont
2 ( G+ (F+G) 2 S 2 8 sinx—cosx+c (1 pont)
tehat
1 1—sinx V2 r 7 1 T
enanm () VR Ty L e e (0T,
1 b 2n<1—|—sinx)+ o M\ 73 Sinx—cosx+ re 4
(1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
Mdsodik megoldds. Alkalmazzuk a tgg = t helyettesitést. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy a kiszamolandoé integral
1 2
J = 5 - dt
12 (2t—1+t2) 14+ ¢2
1442 1442
(1+)?
=2 dt. 2 t
/ 1—2)(2+2t— 1) (2 pont)
Az egyenld egyiitthatok modszerét alkalmazva irhatjuk, hogy
(1+t%)? A B C D E F
— S = - - -+ - - ,
(I=t)(2+2t—1)2 t+1 t—1 t—1++v/2 (t—14+vV2)2 t—-1-V2 (t—1-+2)2
(1 pont)
ahonnan a szdmolasok elvégzése utan az
1 1 1 -2 2 1 2 2
A:—,B:——,C’:—,D:i,E:—— és F = +v2 (3 pont)
2 2 2v/2 2v/2 2v/2 2v/2
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egyiitthatokhoz jutunk. Tehat

T T 1 T 2 -2 1
Iz—ln’t—+1’+ln‘t——1‘——1n‘t——1+\/§— : +
&3 &2 N VI tgi-1+2
1 x 2+2 1 ™
+—ln‘t ——1—\/5‘—1— . +C, VxE(O,—). 2 pont
oA 2 wIoiovh 1 (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
Harmadik megoldds. Legyen
1
I = dx.
/ cos z(1 — sin 2x) v
At= tgg helyettesitéssel kapjuk, hogy
1 2 2(t2 +1)?
I:/ 1-¢2 12 2t \ 2 dt:/ 2 2( +2) oy
1+t2 (1 _21+t2 1+t2) 1+t (1 —=2)((t2 4+ 1)2 —4t(1 — t?))
4t1—t2 4t(1 —t? 1 4t
/ 1 —#) + 41 )dt:2/ + dt
1—t2 +1)2 — 4t(1 — 2)) 11—t (1241)2—4t(1 —t?)
4t 1 4t
=2 dt =2 dt
/(1—t2 t2+2t—1)) /(1—t2+((t+1)2—2)2)
/ at+1) 4 &t
—e " (t+1)2-2)2 ((t+1)2—2)2
2 (1+1t)?) 1
= dt + 4 dt — dt. 4 t
/1—252 i /((1+1&)2—2)2 8/((t+1)2—2)2 (4 pont)

Mivel ¢ € (0,1), ezért

1+t 4
=1 - —8 dt.
STttt 1z-2 /((t+1)2—2)2

1
A kovetkezdkben kiszamoljuk a J = / W du integralt. Vegyiik észre, hogy
u —

1 u? —2 u?
= —du= | —————du—2J. 1
/ 5 du / [ — 27 du / (= 0)° du —2J (1 pont)

Innen kovetkezik, hogy

1 u? 1 1 1 (u?) 1 1
2/(u2—2)2 “ 2/u2—2 “ 4/(u2—2)2““ 2/u2—2 “
w1 1 1 L
a2 i) w2 2) wr—2

1 u 1/ 1 1 1 \/ﬁ—u
= - — — —du = — —
42 —u?2 4 ) u2 -2 8 2—u2 \/_—l—u
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A fentiek alapjan

1+t 4 2(t +1) 1 |V2—t—1

I=In - - +—In|[——

1—t (t+12-2 2—(t+12 2 |V24+t+1

2t — 2 L+t 1 V2—-1—t

= —|—1Il + —h— 1 ont
(t+1)2—-2 I—t V2 Vo+1+t (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

3. feladat. Adott az a < 1 valés szam. Hatarozd meg az 6sszes olyan x, y, z valos szamot, amelyekre

3(a+1)
2 )

rt+yt+z= Ty +yz + z2x = 3a

és az ryz értéke a lehets legkisebb! dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldas. Tekintsiik az f: R — R,

ft) =t =2)t —y){t - 2)

harmadfoku fiiggvényt. (2 pont)
Irhatjuk, hogy

1
f@) =t~ (v +y+2)t* + (zy +yz + 22)t — ayz = t° — @ﬁ%—?’at—xyz,
igy f'(t) =3t> = 3(a+ 1)t +3a = 3(t — a)(t — 1). (1 pont)
A fiiggvény valtozéasi tablazata
t —00 a 1 +0o0
O + + + - - - 0 + + +
f@) | —o0 2 fla) N N N f(L) S Foo
(1 pont)
Kiszamoljuk az f(a)-t és az f(1)-et:
1 5(3 —
fla) =a®— % -a® +3a* — ryz = - (32 9 Yz,
1 —1
f()y=1- B(CL; ) +3a —xyz = 3a2 — xyz. (1 pont)

Mivel az z,y, z valos szamok f-nek gyokei, ezért az egyik a (—oo, a] intervallumban van, a masik az
[a, 1]-ben, a harmadik pedig az [1,400)-ben. Tehat f(a) > 0 és f(1) < 0, vagyis

a2(3—a)> >3a—1
— > ayz :
2 e

(2 pont)

Innen kovetkezik, hogy ahhoz, hogy zyz minimalis legyen, kell teljestilnie az f(1) = 0 feltételnek,
vagyis az x,v, z koziil kett§ egyenld kell legyen 1-gyel. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy
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3a—1

y = z = 1. Innen kovetkezik, hogy = = , ami kisebb a-nal, mert a < 1. (1 pont)

Osszegezve a fenti eredményeket, a megoldashalmaz

30— 1 30— 1 30— 1
M=2(22"2 1), (1,22== 1) (1,1, . (1 pont)
2 2 2

Hivatalbol (1 pont)

4. feladat. A (G, ) csoportban teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

a) a G elemeinek szama p", ahol p primszam és n > 2 természetes szam;
b) ha H; és H, olyan részcsoportjai a G-nek, amelyekre |H;| = |Hs|, akkor H; = H,.

Igazold, hogy G-ben van olyan elem, amelynek a rendje p™.

Baja Zsolt, Kolozsvar
Lukdcs Andor, Kolozsvdr
Totos Gyorgy, Kolozsvdr

Megoldds. Tegyiik fel, hogy nem létezik olyan x € G, amelyre ord(x) = p™. Innen Lagrange tétele
alapjan kovetkezik, hogy minden z € G esetén ord(x) = p* alaki, valamilyen k € {0,1,...,n — 1}
értékre. (2 pont)
Legyen

Ap={rcG|odr=p"}, Vke{0,1,....,n—1}.

n—1
Mivel G = |J A kovetkezik, hogy

k=0

3
,_.

EES N (1)

0

i

(2 pont)
Legyen zo € G gy, hogy ord(zy) = p*. Ha létezik y € G 1gy, hogy ord(y) = ord(z), akkor

k 3 k
{zo, 25, .. af b es {y.y’. 0"} (2 pont)

ugyanannyi elemi részcsoportjai a G-nek, tehat a b) feltétel alapjan megegyeznek. Ez viszont azt
jelenti, hogy y € {xo, 23, ... ,mgk}. Innen kovetkezik, hogy

Ay = {z € G | ord(z) = ord(zo)} C {z0,22,...,20 }, (2 pont)

vagyis |Ag| < p¥. Felhasznélva az osszefliggést, kovetkezik, hogy

\G\<Zk

’I’L

<p _1<p ‘G’,

ami ellentmondas. Tehat létezik olyan x € G, amelyre ord(z) = p". (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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1. feladat. A valds szamok halmazan oldd meg a kovetkezd egyenletrendszert:

(2* +2)(y* +2) = 2(y + 2)°
(2 +2)(22+2) =2(z+ )2
(2 +2)(2* +2) = 2(z +y)*

dr. Bencze Mihdly, Brasso

Elsé megoldds. Osszeadva a harom egyenletet kapjuk, hogy
(@ +2)(W* +2) + (1° +2)(Z" + 2+ (2" +2) (2" +2) - 2y + 2)* — 2(z + 2)° — 2z +y)* =0,
(1 pont)
4o 4 dy? + 422 + 2% F P 4 222 412 — 2(220% + 297 4 227 + 2oy + 29z + 222) = 0,
22y 22+ 22 — oy — dyz — 4z + 12 =0,

(zy —2)° + (yz — 2)° + (22 = 2)* = 0, (2 pont)
ahonnan zy = 2, yz = 2, zax = 2. (1 pont)
Ezeket Osszeszorozva x2y?2% = 8, ahonnan xyz = +2/2. (1 pont)

—2v/2
Ha zyz = —2v/2, akkor 2z = Tz _ T\/_ — —+/2 és hasonléan = = —v/2, y = —v/2. (2 pont)
Ty
2v/2

Ha zyz = 2v/2, akkor z = e _ T\/_ = /2 és hasonléan = = V2, y = /2.

. Y

Osszegezve, az egyenletrendszer lehetséges megoldasai (z,y, 2) = (—v/2, V2, —V/2) ¢s (z,y,2) =

(V2,V2,v2). (1 pont)

Visszahelyettesitve a kapott két szamhérmast az egyenletrendszerbe, azt kapjuk, hogy azok valéban

megoldasok. (1 pont)

Hivatalbol (1 pont)
[

Madsodik megoldds. A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan barmely z,y, 2 € R esetén

(a® +2)(y° +2) 2 (eV2+yv2)? = 2(z +y)”,
(i +2)(2° +2) 2 (yv2 +2v2)* = 2(y + 2)%,
(22 4+2)(2242) > (2V2 + 2v2)? = 2(2 4 2)%.

Ezeket az egyenlGtlenségeket Osszeszorozva és felhasznalva az egyenletrendszert kovetkezik, hogy
mindharom fenti egyenlétlenségben egyenl@ség all fenn. Innen kovetkezik, hogy

X

Y

ISEIRS
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ahonnan x = y = z. Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy
(z® +2)? = 2(22)?,

amelynek megoldasai z = ++/2, tehét a rendszer lehetséges megoldasai (z,y, 2) = (—v/2, —v/2, —v/2)
s (2,1, 2) = (V2. VZ,\/3)
[ |

2. feladat. Igazold, hogy a 2019, 20192019, ..., 20192019...2019 szamok koziil van olyan, amelyik
2022 db 2019-es

oszthatd 2021-gyel!

Turdean Katalin, Zilah

Megoldas. Legyen
xr = 20192019...2019,
k db%l9—es

ahol k € {1,2,...,2022}.

A 2021-gyel valo osztaskor 2021 kiilonb6z6 maradékot kaphatunk, ezek a 0,1,...,2020. (1 pont)
Mivel 2022 szamunk és 2021 kiilonb6z6 maradékunk van, ezért létezik két olyan szam, amelynek a
2021-gyel val6 osztési maradéka megegyezik. Legyen ez a két szam xy és x;, ahol 1 < k < [ < 2022.

(2 pont)

Innen kovetkezik, hogy az x; — x5, = x;_1, - 10** oszthato 2021-el. (3 pont)
A 10% és 2021 relativ primek, (2 pont)
ezért x;_;, oszthato 2021-gyel. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Az ABCD konvex négyszogben legyen M az atlok metszéspontja. Igazold, hogy

a) VAM - BM ++/CM - DM < \/(AM + MC) - (BM + MD);

b) VTams +VIenme +VIeup +VIpvma < 2v/Tapep.

dr. Bencze Mihaly, Brasso

Elsé megoldds.  a) A feladatbeli egyenl6tlenség mindkét oldalat négyzetre emelve kapjuk a kovet-
kez6 vele egyenértéki egyenlStlenségeket:

VAM - BM +VCM - DM <\/(AM + MC) - (BM + MD),
AM-BM+CM-DM+2vVAM-BM-CM-DM <AM-BM+AM-MD+MC-BM+MC-MD,

0< (\/AM "MD — VMC- BM>2. (2 pont)
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b) Legyen m(fm\B) = «a, igy m(B/]\/[\C’) = 180° — «. Felirjuk a haromszogek teriiletét

MB - MA -sina MC-MD -sina
Tamp = 5 , Temp = 5 ;
MB-MC -sina MA-MD -sina
Tmce = ; Tpma = )
2 2
ahol figyelembe vettiik, hogy sin(180° — a) = sin cv. (2 pont)

Tapcp = Tams + Temc +Tovmp +Toma
[MB-(MA+ MC)+ MD - (MA+ MC)]-sina

:(MA+MC)~(J\/;B—|-]\3[D)~sina' (2 pont)
Hasznélva az a) alpontban kapott egyenlétlenséget kapjuk, hogy

VTans + vVTemp < /Tasep- (1)

Hasonléan VM B - MC +vVMA-MD < \/(MA+ MC) - (MB + MD), ahonnan
VTsye + VToua < /Tasep- (2)
(2 pont)
Az (1)-es és (2)-es egyenlStlenségek megfelels oldalait Gsszeadva megkapjuk a kért egyenlStlen-
séget. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

Mdsodik megoldds.  a) Legyen AM = a*, BM =V*, CM = ¢* és DM = d?, ahol a,b,c,d > 0.
A Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan tudjuk, hogy

(a® + A)(b* + d*) > (ab + cd)*.

Gyokot vonva a fenti egyenlGtlenség mindkét oldalabol kovetkezik az igazolando egyenlGtlenség.
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b) Legyen Tayp = 2%, Teyve = %, Toup = 22 és Tpara = t2, ahol z,y,2,t > 0. Ez alapjan
Tapcp = 22 +y? + 22 +t2. Az x,vy, z,t szamokra felirt szamtani és négyzetes kozepek kozotti

egyenlStlenséghdl kovetkezik az igazolando egyenlGtlenség.
|

Megjegyzés. A masodik megoldas alapjan a feladatban megadott egyenlStlenségek az ABC D kon-
vex tetszéleges M bels6 pontjara fennéallnak.

4. feladat. Felirjuk a tablara 1-t6l 2020-ig az Osszes természetes szamot. Letoroliink két olyan
szamot, melyek kiilonbsége oszthatd 3-mal, és helyettiik a két szam 6sszegét irjuk fel. Ezt az eljarast
addig ismételjiik, ameddig lehetséges. Igazold, hogy az eljaras végén a tabldn pontosan két szam
marad!

Zajzon Csaba, Barot
Madtyads Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Szdsz Szildrd, Marosszentkirdly

Elsd megoldds. Két szam kiilonbsége pontosan akkor oszthatd 3-mal, ha a 3-mal valé osztasi mara-
dékuk megegyezik. A tablan szerepld szémok koziil 674 darab 3k 4 1 alakd, 673 darab 3k + 2 és 673
darab 3k alaku.

(1 pont)

Két 3k alaki szam 0Osszege is 3k alaku, ezért ha két ilyen szdmot valasztunk ki letorlésre, akkor a
tablan lévé 3k alakt szdmok szama egyel csokken. Ezért, ha mar nem folytathatd az eljaras, akkor
a 3k alaku szamok koziil pontosan egy maradt a tablan. (1 pont)

Két 3k + 1 alakt szam Gsszege 3k 4 2 alaki, ezért ha két ilyen szamot torliink le, akkor helyettiik
egy 3k + 2 alaku szam keriil fel a tablara. Ebben az esetben a tédblan 1é6vS 3k + 1 alaki szamok szama
2-vel csokken, mig a 3k + 2 alakd szamoké 1-gyel novekszik. (1 pont)

Két 3k + 2 alaka szam 6sszege 3k + 1 alaki, ezért ha két ilyen szamot torliink le, akkor helyettiik
egy 3k + 1 alakt szam keriil fel a tablara. Ebben az esetben a tablan 1év6 3k + 2 alaka szamok szama

2-vel csokken, mig a 3k + 1 alaku szamoké 1-gyel novekszik. (1 pont)

A fentiek alapjan a 3k + 1 alaka és 3k + 2 alakt szamok szaméanak kiilonbsége 3 t6bbszorosével

valtozik. (2 pont)
Az eljaras elején ez a kiilonbség 674 — 673 = 1, igy a végén a kiilonbség 3-mal val6 osztasi maradéka
1 kell legyen. (1 pont)

Az eljaras befejez6désekor ugy a 3k + 1 alakd szamok szama, mint a 3k + 2 alakt szamok szama
legfeljebb egy. Masrészt az el6z8 észrevétel alapjan ekkor a tablan 3k 4 1 alaku szambol legalabb
egyel tobb kell legyen, mint 3k + 2 alakubol. Ez csak tgy lehetséges, ha 3k + 1 alaki szambol egy
darab marad és 3k 4 2 alakibol egy sem.

Osszegezve, ha mar az eljaras nem folytathato, akkor a tablan maradt egy 3k alaki és egy 3k + 1
alaku szam, vagyis a végén 2 szam marad a tablan. A fenti gondolatmenetet felhasznalva adhato egy
olyan algoritmus, amely végrehajtésaval elérheté hogy a tablan pontosan két szam maradjon.

(2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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Mdsodik megoldads. Vegyiik észre, hogy a tablan 1évé szamok Osszege nem valtozik, illetve az Osszeg

3-mal val6 osztési maradéka 1. (2 pont)
Két 3k alaku szam helyett egy 3k alaki keriil mindig vissza a tablara, tehat az eljaras végén a tablan
marad egy 3k alaku szam. (1 pont)

Héaromnal t6bb szdm nem maradhat a tablan, mert a skatulya elv alapjan ekkor lenne ketts
amelynek a 3-mal valé osztasi maradéka megegyezik, és ez esetben az eljaras tovabb folytatddna.
(2 pont)

Ha harom szam maradna a tablan, akkor azok 3-mal val6 osztési maradéka paronként kiilonb6z6
kell legyen, ellenkezé esetben az eljarés folytatédna. Viszont, ha a maradékok paronként kiilénb6za-
ek, akkor ezeknek az Osszege 3, ami ellentmond annak, hogy a tablan 1év6 szamok 3-mal val6 osztési
maradéka 1. (2 pont)

Ugyanakkor a tablan legaldbb két szamnak kell maradnia, mert biztosan marad egy 3-mal oszt-
hato és tudjuk, hogy a fentmarado6 szamok Gsszegének a 3-mal valo osztési maradéka 1. (1 pont)

Az eljarés sordn minden 1épésben egyel csokken a tablan levé szamok szama, ezért 2018 1épés

utan mindig elérjiik, hogy a tablan két szam legyen. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

5. feladat. Az ABCD négyzet oldalain felvessziik az M € (CD) és N € (BC') pontokat, melyekre

DM CN T 9
Ve -NB= k. Hatarozd meg a k arany értékét ugy, hogy TZJ\;; =13 ahol {P} = DN N AM.

Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Tekintsiik az alabbi dbrat.

A B
N
P
D
M C

Egyrészt az M és N pontok ugyanolyan aranyban osztjék a (C'D), illetve a (BC') oldalakat, ezért
konnyd belatni, hogy ADMa = DCNp, ahonnan m(DAM) = m(CDN) = a. (2 pont)

Masrészt az AP D haromszogben a szogosszegre vonatkozo tétel alapjan

m(APD) = 180° — o — (90° — @) = 90°,
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vagyis AM L DN. (1 pont)
Emiatt az APNB és CNPM négyszogek korbeirhatoak. (2 pont)
Innen mar kovetkezik, hogy az ANM és BPC' héromszogekben két-két szog kongruens, ezért ez a
két haromszog hasonlo. (1 pont)

Harmadrészt, felhasznalva, hogy két hasonlé haromszog teriiletének aranya egyenld a hasonlosagi
arany négyzetével, irhatjuk, hogy

9 TBPC BC2 a2 k2+2k’+1
I _ — - . (2 pont)

13 Tanm AM?2 2 (1 4R ) 2k + 2k + 1

(k+1)2
Innen az 5k% — 8k — 4 = 0 egyenlethez jutunk, ahonnan a k > 0 feltétel miatt & = 2 adodik.

(1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

6. feladat. Legyen z egy olyan valos szam, amelyre 23 + 22 és 25 + 3z racionalisak. Igazold, hogy
az x racionalis szam! dr. Bencze Mihaly, Brasso

Megoldas. Bevezetjik az
a=2>+2x€Q és b=2"+3z€Q

jeloléseket. Ha a = 0 vagy b = 0, akkor x = 0, ami racionélis. (1 pont)
A tovabbiakban az x # 0 esetet vizsgaljuk. A bevezetett jelolések alapjan

—ar® = —(2* + 27)2® = —2° — 22°.
Innen b — ax? = (2° + 3x) — 2° — 22% = —223 + 3. (2 pont)
A b — ax® = —22% + 3x Osszefiiggésbe 13 = a — 2z-et helyettesitve kapjuk, hogy —2(a — 2z) + 3z =
b — ax?, tehat
az® 4+ Tr — (2a + b) = 0. (1)
(2 pont)
Az utébbi osszefiiggést beszorozva z-szel kapjuk, hogy az® + 722 — (2a + b)x = 0. Az utébbi
osszefiiggésbe 13 = a — 2z-et helyettesitve kapjuk, hogy a(a — 2z) + 72? — (2a + b)z = 0, ami

70* — (b+4a)r +a* =0 (2)

alakra hozhato. (1 pont)
Az (1)-es Osszefiiggés T-szeresébdl kivonva a (2)-es Osszefiiggés a-szorosat kapjuk, hogy

x(4a® + ab + 49) = a® + 7(2a + b). (1 pont)

Mivel 4a® + ab + 49 = 28 + 62° + 192* + 2222 + 49 nem lehet nulla, ezért x kifejezhets két racionalis

szam aranyaként
a® +7(2a + b)
Tr =
4a? + ab+ 49’

tehat x racionalis, ha a és b racionélisak. (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
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1. feladat. Oldd meg a valés szdmok halmazéan az

- (244 3v15)® 4210 = 30 - (15 + V15)®°
egyenletet!
dr. Bencze Mihdly, Brasso
Megoldds. Ahhoz, hogy az egyenletnek legyen értelme, x > 0 kell teljesiiljon. (1 pont)

Mivel x = 10'82, ezért a kovetkezd ekvivalens atalakitdsokat végezhetjiik el az egyenleten: (1 pont)

1087 . (24 4+ 3v/15)"8* 4210 = 30 - (15 + V15)'8”,
(240 + 30V/15)'8% — 30 - (15 + V15)'8% 4 210 = 0, (1 pont)

(15 + VT5)°] 30 (15 + VIB)E* 4 210 = 0,
[(15 + \/ﬁ)lgﬂ2 — 30 (15 + v/15)"" + 210 = 0.

Az y = (15 + \/1_5) e jeloléssel az egyenlet y? — 30y + 210 = 0 alakra hozzuk, aminek a gyokei

1 =15+V15 és yo = 15— V15. (2 pont)

Ezeket a gyokoket visszahelyettesitve az y-t megado Osszefiiggésbe. Az elsG esetben a
(15+\/E)lgz =15+15 (1 pont)
Osszefiiggést kapjuk, ahonnan lgx = 1, vagyis z = 10. (1 pont)

A maésodik esetben a 1
(15 +v15)*" =15 - V15

Ig(15—15)

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan lgx = %, vagyis x = 1005+V15) (2 pont)
. 1g(15—15)
Osszefoglalva, a feladatbeli egyenlet megoldasai az z = 10 és az x = 10e(5+V15)

Hivatalbol (1 pont)

2. feladat. Az ABC haromszogben a BAC szoglelez6je a D pontban metszi (BC') oldalt és tudjuk,
hogy AB =15, AC =10, AD = 6. Szamitsd ki az ABC haromszog koré irt kor sugarat!

Madtéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Oldh-1lkei Arpdd, Sepsiszentgydrgy
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ITI. OMMO - X. osztaly

Elsd megoldds.

2. AC - AB BAC

Az A szdghdz tartozo AD sz/é%elezé hosszara Vilitkozé AD = AC T AB cos Osszefliggés
2-10-15 BAC BAC 1 —
1 14 = . h = — 1 — O.
alapjan 6 0115 85  ahonnan cos 5 vagyis m(BAC) =120 (3 pont)
Az ABC haromszog teriilete
AB-AC -sin BAC 1510 - sin 120°
T = C-sinBAC _ 15-10-sin120° _ o o o T5V3 (2 pont)
2 2 2
Kiszamitjuk a BC' oldal hosszat az ABC haromszogben felirt koszinus-tétel segitségével:
BC? = AB*> + AC* —2- AB - AC - cos A,
1
BC? =15*4+10*-2-15-10 - (—é),
BC? = 475,
BC = 5V19. (2 pont)
Végiil kiszamitjuk a koré irt kor sugarat:
AB-BC-AC 10-15-5V19 557
R= = = . (2 pont)
4-T 4. %5 3

Hivatalbol (1 pont)
[
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ITI. OMMO - X. osztaly

Masodik megoldds. Bevezetjik a BD =z, DC = y és m(@) = «a. Az ABC haromszogben felirt

ogfelezs-tétel alapja BD _AB h
szoglelezG-tétel alapjan — = = — =, ahonnan
3
= 2. 1
v =y (1)
(1 pont)
Kifejezziik a cos a-t kétféleképpen. Az ABD haromszogben a koszinus-tétel alapjan
AB*+ AD? - DB? 152+ 6% —2? 261 —a? (1 pont)
= == == on
cone 2. AB - AD 2615 180 p
és az AC'D haromszogben a koszinus-tétel alapjan
AC? + AD?> — DC? 102 +6% —y*> 136 —y? 2)
cosa = = = :
2-AC-AD 2-10-6 120
(1 pont)

261 — % 136 —y?
180 120
tesitve az (1)-es Osszefiiggésben kifejezett z-et kapjuk az 3y? = 228 egyenletet, ahonnan y = 2v/19

és v = 3v19.
Kiszamitjuk az BC = BD + DC = x + y = 5v/19 oldalhosszat és a (2)-es Osszefiiggés alapjan
136 =76 1

Ezeket egyenlévé téve kapjuk, hogy , ahonnan 222 — 3y? = 114. Ebbe behelyet-

csa=—pr— =3, vagyis a = 60° és m(B/A\C’) = 120°. (2 pont)
AB - AC -sin BAC 75v/3
Az ABC haromszog teriilete 7' = 251n =75-sin120° = T\/_ (2 pont)
AB-BC-CA 557

Végiil az ABC haromszog koré irt kor sugara R = T =5 (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Ha ay,as,...,a, valés szdmok, a; > 1 és a,+1 > a, + 1, minden n > 1 esetén, akkor

igazold, hogy

a) Ay Q11 Z 2(&1 —+ as + -+ an)’

b) ajas + asas+ -+ apan1 > 2> (n—k+ 1)ay.
k=1

dr. Bencze Mihdly, Brasso
Vass Ferenc, Szovdta

Megoldds.  a) Belatjuk az allitast n = 1-re.
Mivel a1 > 1 és ay > a; + 1 > 2, ezért aras > 2ay. (1 pont)

Tételezziik, fel hogy agari1 > 2(a; + as + - - - + ax). Ekkor

A1 @ht2 > Ay (ag +2) = apprar, + 2541
> 2(ay +ax + -+ ag) + 20541 = 2(a1 +ag + -+ agqr). (3 pont)
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ITI. OMMO - X. osztaly

A matematikai indukeio alapjan kovetkezik, hogy a,a, 11 > 2(ay +ag+- - - +a,), minden n > 2
esetén. (1 pont)

b) Az a) alpont alapjan teljesiilnek a kovetkezs egyenlStlenségek:
aias > 2aq

QAo03 Z 2(&1 —+ (12)
asay Z 2(&1 + a9 + a3)

Appr1 > 2(a1 +as + -+ + ay). (2 pont)

A megfelels oldalakat 6sszeadva azt kapjuk, hogy

n

ajas + agaz + -+ + apapyy > 2(na; + (n—ag+---+a,) =2» (n—k+1)ag. (2 pont)
k=1

A fenti egyenléStlenségben egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a,, = n, minden n > 1 esetén.
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat. Adottak a kovetkezd halmazok:
{1} {3,5}; {7,9,11}; {13,15,17,19};

Jeldlje S, az n-edik halmaz elemeinek Gsszegét. Igazold, hogy

n

(n—2)(n+5) Z n—2(n—|—3)
24(n+ (n+2) Sk 12n(n+1)

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Spier Tiinde, Arad

Megoldds. Az elsé n halmaz Osszesen

1
1+2+3+~~+n:—n(n;r ) (1 pont)

darab elemet tartalmaz. Mivel az elsé m darab paratlan szam Osszege

L+34+5+--4+(2m—1)=m?,

ezért
5 - (n(ni )" (n(n; D) _ s (2 pont)
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Ha k > 3, akkor rendre az alabbi ekvivalens egyenl6tlenségeket irhatjuk:

(k — 1)k:(k: +1) <k < k(k+ 1)(k +2), (1 pont)

(k+1 kt2) = 133 (k — )1(k+1) (1 pont)

%(k(lirl) k+2 ) <% % o 1 - (k1+ )) (1 pont)
:% (wers~ arnas) < Z%( - T )

Y5 <)
%(3%4_(n+1)1(n+2)><§5% %(2-3_n(n1+1)> (2 pont)

Elvégezve a szamitasokat és tényezGkre bontva a szamlalokat, kdvetkezik, hogy

(n—2)(n+5) (n—2)(n+3)
. 1 t
24(n+ )(n+2) Zsk 12n(n + 1) (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

5. feladat. Egy (a,b) pozitiv egész szamokbol allo szampart dévainak neveziink, ha az a4 egy

valodi tort és az irreducibilis alakjaban a szamlaldo és a nevezs paratlan. Igazold, hogy ha az
A ={1,2,3,...,100} halmazbol kivalasztunk véletlenszertien 8 darab szamot, akkor biztosan lesz
kozottiik két olyan szam, ami dévai szampéart alkot! Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Vegyiik észre, hogy az (a,b) pozitiv egészekbdl allo szampéar akkor és csak akkor dévai, ha
a = 2%a; és b = 2Fb; alak, ahol a; < by, a1, b; paratlan és k € N. (3 pont)

Legyen
Or={a € A|a=2""p, ahol p paratlan},

minden k € {1,2,3,...,7} esetén, vagyis

O, =1{1,3,5,7,...,99},

O, = {2,6,10,14,...,98},
05 = {4,12,20,28,...,100},
O, = {8,24,40,56, . .., 88},
05 = {16, 48,80},

O¢ = {32,96},
= {64}. (3 pont)
A felsorolt hét halmaz paronként diszjunkt és egyesitésiik kiadja az A halmazt. Mésrészt, minden
ke {1,2,...,7} esetén az Oy halmaz elemeibdl alkotott szampéarok dévai szampart alkotnak.
(1 pont)
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Ha az A halmazbol 8 elemet valasztunk ki, akkor viszont a skatulyaelv alapjan létezik kozottiik
ketté amely ugyanabban az Oy halmazban van, emiatt a két szam dévai szampart alkot. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

6. feladat. Az ABC héaromszogben legyen BC' > AC és legyen D a BC' oldal egy olyan pontja,

~

amelyre BD = AC, és m(ADC') < 90°, valamint m(B) = m(@) = 30°.

1 5
a) Igazold, hogy sinb4° = +4\/_, esetleg hasznalva, hogy egy hegyesszog szinusza egyenld a

potszogének koszinuszaval!

b) Szamitsd ki az ABC' haromszog szogeinek mértékét!

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

Megoldds.  a) Felhasznélva, hogy 36° és 54° potszogek, valamint 36° = 2-18° és 54° = 3-18°, ezért

sin 36° = cos 54°, (1 pont)
sin(2 - 18°) = cos(3 - 18°),
2sin 18° cos 18° = 4 cos® 18° — 3 cos 18°,
2sin 18° = 4 cos? 18° — 3,
25in 18° = 4(1 — sin* 18°) — 3, (2 pont)

ahonnan a kovetkez6 masodfokt egyenletet kapjuk a sin 18°-ra
4sin® 18° + 2sin 18° — 1 = 0.

“1+5

1 , mivel sin 18° > 0. Végezetiil

Innen sin 18° =

(1 pont)

2
“1+V6)  1+4V5
4 4

sin 54° = cos 36° = cos(2-18°) = 1 — 2sin” 18° = 1 — 2 (
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Tekintsiik a mellékelt abrat és vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: AC'= BD = a, AD = b és
m(ADC) = «. Innen kapjuk, hogy

m(ADB) = 180° —a, m(C)=150°—a ¢s m(DAB) = a — 30°. (1 pont)
b
Az ADB héaromszogben a szinusz-tétel alapjan ¢ = ahonnan

sin(a — 30°)  sin30°’

a sin(a—30°)
— = 7 1
b sin 30° (1)

a b
Felirjuk a szinusz-tételt az ADC haromszogben is — = , ahonnan

sina sin(150° — «)

a sin o

e a— 2
b sin(a+ 30°) 2)
(1 pont)
Az (1) 6s (2) Gssefitggésekbal kapjuk, hogy S —30%) sina h
z (1) és (2) Osszefuiggésekbdl kapjuk, ho = ahonnan
88 DI, MO8y T 0 300 sin(a + 30°)’
sin(a — 30°) - sin(a + 30°) = sina” - sin 30°,
V3 1 V3 L e
—— - SIn - . . —— . SIn — . = SIn —
5 sina— g - cosa 5 sina+ g -cosa sin
3 . 1 sin o
—-sin“a — = - cos” o = :
4 2
1 :
Z-sinQa—— (1 —sin” o) sn;oc’
. o L.
sin oz—i-smoz——:(),
4sina —2-sina —1=0. (1 pont)

1++5
4 ]

Figyelembe véve, hogy sin a > 0, minden « € (0°,90°) esetén azt kapjuk, hogy sina =
ahonnan a = 54°. Tehat a haromszog szogei m(A) = 54°, m(B) = 30° és m(C) = 96°.
(1 pont)

Hivatalbél (1 pont)
|

Masodik megoldas az a) alpontm Tekintsiink egy olyan ABC' egyenl6 szari haromszoget, amelyben
m(B) =m(C) =72° és a B szoglelezdje metszi az AC oldalt D-ben.
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ITI. OMMO - X. osztaly

Vezessiik be az AB = AC = a, BC'= BD = AD = b jeloléseket. Ezek alapjan CD = a — b.
(2 pont)

b
Mivel ABCx ~ BCDa, azt kapjuk, hogy % =7 Ez az sszefiiggés a b + ab — a®> = 0, b-ben
a —
—a =+ a\/g

masodfoku egyenlethez vezet, amelynek a gyokei by o = 5 (1 pont)
Mivel b > 0, kdvetkezik, hogy
—1 bt

b= +\/_ Ca. (1)

Felhasznalva a koszinusz-tételt az ABC haromszogben, azt kapjuk, hogy

2a% — b?
36° = . 2
cos 53 (2)
1 5 1 5
Az {) és Osszefiiggések alapjan cos 36° = +2\/_, innen pedig sin 54° = +2\/_. (1 pont)
[ |
AD DC AC
Masodik megoldds a b) alpontra. Mivel ADCa NAIZACA, ezért 15— AC — BCO Hasznéalva az
AC = a és DC = z jeloléseket, kovetkezik, hogy — = r__* (2 pont)
AB a a+uzx
Ebbél az Osszefiiggésb6l az 22 + axr — a?> = 0 masodfokt egyenletet kapjuk, amelynek a gyokei
—a+ a5 — )
Tio = QTG\/—. Mivel z > 0, ezért csak z = %a\/_ lehetséges. (1 pont)
DC AC
Az ADC' haromszogben a szinusz-tétel alapjan — = ——, ezért
sinA  sinD
—a+aVh=——. (1 pont)
sin a
V541

Kifejezve ebbdl az Osszefiiggésbdl a sin a-t, azt kapjuk, hogy sina =

. Az a) alpont alapjan

4
ez viszont azt jelenti, hogy a = 54°, mivel a € (0,90°). Tehat m(A) = o = 54°, m(B) = 30° és
m(C) = 180° — 54° — 30° = 96°. (1 pont)
|
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1. feladat. Ha egy haromszog oldalhosszai a, b, c > 0 és a teriilete 7', akkor igazold, hogy

T< ?(ab%— bc + ca),

és egyenlGség csak az a = b = ¢ esetben all fenn! Szilagy: Zsolt, Kolozsvdr

A 0B )
be sin T ca sin T absin C teriilet.

képletek segitségével a feladatban szerepls egyenlGtlenség rendre a kévetkezd formakba irhato:

Elsd megoldds. A szokésos jeloléseket hasznalva, a T =

T< ?(@b%— bc + ca),

3 2T 2T 2T

T< £ - + — + = )
12 \sinC sinA sinB

6 1 1 1

— < : 1
\/§_sinA+sinB+sinC’ (1)

(2 pont)
Mivel A, B,C € (0,7), ezért sin A,sin B,sin C' > 0, igy alkalmazhatjuk a szdmtani és harmonikus
kozepek kozti egyenlStlenséget:

1 1 1
sin A + sin B + sin C' 3

3 ~ sinA+sinB+sinC’

(2)

(2 pont)
Ugyanakkor, mivel a szinuszfliggvény konkav a (0,7) intervallumon, a Jensen-egyenlGtlenség értel-

A+B+C inA+sinB+sinC
mében sin( o ) > A SH; s , ahonnan (3 pont)
3 1 2
n - - > = . (3)
sin A +sin B+ sinC sin ¥ V3
1 1 6

A (2) és (3) Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy (1 pont)

- + - + = > —.
sinA  sinB  sinC ~ /3
Mivel a szinuszfiiggvény a (0, ) intervallumon szigortan konkév, ezért a Jensen-egyenlétlenségben
pontosan akkor van egyenl@ség, ha A = B = C vagyis a haromszog egyenld oldalu, és ebben az esetben

a (2)-es egyenl6tlenségben is teljesiil az egyenldség. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

Megjegyzés. Az (1)-es egyenl6tlenség a kovetkezSképpen is bizonyithato:
1
Tekintsitk az f : (0,7) — R, f(x) = —— fiiggvényt. Ekkor f'(z) = ——0" ¢
sin x

- és
sin? z

sinz -sin®x + cosx - 2sinx - cos sin?x 4+ 2cos? 1+ cos?zx

f//(l'): 4 = -3 - -3 >0;

Si- T s T s T

minden z € (0, 7) esetén, tehat f konvex a (0, 7) intervallumon. Igy a Jensen-egyenlétlenség alapjan

f(x)"‘féy)""f(z) Zf(#)> Va,y,z € (0,m).

Az x = A, y = B, z = C valasztésra

f(A)+ f(B) + f(O) A+B+C
3 > f (T), azaz

(R B >3f<7r>_3_3_6
sinA  sinB sinC — 3/ sinT V3 /3

3 2

Masodik megoldds. A haromszog teriiletére felirjuk Héron-képletet:

b
T=+s(s—a) (s—b) (s—c), ahols:%—i_c.
A gyok alatt szerepl$ szorzoétényezdket az
:(b—irc)—l—a’S_a:(b~|—c)—a’S_b:a—(b—c)jS_C:a+(b—c)7
2 2 2 2

alakba irva a roviditett szamitasi képletek alapjan kapjuk, hogy

(b+c)?—a® a®—(b—0c)

s(s—a)(s—=b)(s—c) = 4 1

%[ (bt (b —d (b )]
4—12[b2+2bc—|—c —((b+¢)-(b—¢)* —a*+a®- (b° — 2bc+ %]
%[QbQ—l—c )-a® = (b —c?)* —a']

:41 (202a —|—2a2b2+2b202—b4—c4—a4).

Mivel a,b,c,T > 0, ezért a feladatbeli egyenl6tlenség atirhato

3 3
T < \1/2_(ab—|—bc+ca) — T? < @(ab+bc+ca)

alakba. Felhasznalva az el6bbi szamolasokat a kovetkezd egyenlGtlenséghez jutunk:

(a262 + % + 2a® + 2a*be + 2b%ca + 202ab) ,

1 1
=z (202a2 +2a%b? + 2% — bt — &t — a4) < 32

Beszorozva 3 - 42-tel és egy oldalra hozva a tagokat kapjuk, hogy

3a* + 3b* + 3¢* — 5a%b? — 5b%c? — 5c¢%a® + 2abe + 2b%ca + 2¢%ab > 0.
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

Az a*, b, ¢* tagok felhasznalaséval teljes négyzeteket alakitunk ki, majd a maradék tagokkal is ha-
sonloan cseleksziink. Ezt a kovetkezs csoportositéasokkal érjiik el:

[3&4 + 3b* + 3¢t — 3a?b* — 3% — 3c2a2] — 2a%b% — 20°¢* — 2¢%a® 4 2a’be + 2b%ca + 2¢%ab > 0,

3

2 [(a* — 220> + b%) + (b* — 26°¢° + ¢*) + (¢! — 2¢a® + )] — (a®b* + b°¢® — 2b°ca)
—(b*c? + a® — 2¢%ba) — (a® + a®b? — 2a*be) > 0,

; [(a® = b°)* + (b* = *)* + (¢® — a*)?] — (ab—bc)® — (be — ca)? — (ca — ab)* > 0.

Az igy kapott teljes négyzeteket a kovetkezSképpen csoportositjuk:

% [(a® = 0% 4+ (07 — 2 + (& — a)?] + [(® — )2 — (be — ca)?] + (B — *)? — (ca — ab)?]+
+[(¢* = a®)* — (ab — be)?] > 0,
% [(a® = 0% + (0 = )? + (¢ = a®)?] + (a = b)* - [(a+b)* =] + (b= ¢)* - [(D+ ¢)* — a®|+

+(c—a)?-[(c+a)> = b*] > 0.

V3

Osszegezve az eddigi szamitasokat, a T < E(ab—i—bc—l—ac) egyenlGtlenség egyenértéki a kovetkezovel

[((@® =)+ (b* = )P+ (= a®)’] + (a=b)* [(a+b)* =]+ (b—c)* [(b+¢)* — a®]+
+e—a)* [(c+a) = b >0. (1)

N —

Igy elég belatni, hogy (a +b)? —c® >0, (b+c)? —a? >0, (c+a)?> — b* > 0, amiket a haromszog-
egyenlGtlenségek négyzetre emelésével kapunk:

a+b>c = (a+b)?>c"
b+tc>a < (b+c)?>a®> <= (b+c)*—a>>0,
cta>b = (c+a) >V —

Az (1)-es egyenlStlenségben az egyenldség pontosan akkor all fenn, ha az 6sszeg minden tagja nulla.
Innen kovetkezik, hogy a = b = c. [ |
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2. feladat. Egy (3n+2) X (4n+3)-es, egységnyi négyzetekbdl 4llo tablazat minden harmadik soranak
és minden negyedik oszlopanak keresztez&désében talédlhatd négyzetét feketére festettiik. Héanyféle-
képpen oszthato fel a tablazat a racsvonalak mentén egyenesekkel gy, hogy minden darabban legyen
legalabb egy fekete négyzet? Az egyben hagyott tdblazat is egy felosztasnak szamit. A kifestett tabla
n = 3 esetén a kovetkezd.

Ddvid Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. Valasszunk ki egy olyan sort, amelyben fekete négyzetek vannak. A felosztas barmely
fiiggbleges vagéasa, valamelyik két szomszédos fekete négyzet kozott kell athaladjon. Ugyanakkor a
kivalasztott sorban 1évé barmely két szomszédos fekete négyzet kozott legtobb egy vagas lehet. Ezért
vagy nincs vagas, vagy pedig egy vagas van a két négyzet kozotti négy darab réacsvonal valamelyike

mentén, ami osszesen Ot lehetGség. (3 pont)
Két szomszédos fekete négyzetet az adott sorban (n — 1)-féleképpen vélaszthatunk ki, ezért a fiiggs-
leges vagasokra 5" ! lehetdség van. (3 pont)
Anal6g modon a vizszintes vagasokra 4" ! lehet&ség van. (2 pont)
Igy a tablazat felosztasara 57! - 4"~! = 20"~! lehetdség van. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

[

3. feladat. Ha p > 3 primszam, akkor mennyi lehet (p — 1) darab szamtani haladvanyban all6 egész
szam szorzatanak a p-vel vald osztasi maradéka?

Kowdcs Bdlint, Székelyudvarhely

Megoldas. Legyen a p — 1 db szam névekvs sorrendben
x, x+r, x+2r, ..., x+ (p—2)r,

ahol z € Z és r € N.
Ha a haladvany valamelyik tagja oszthato p-vel, akkor a szorzat p-vel valo osztési maradéka 0.
(2 pont)
Ha egyik tag sem oszthato p-vel, akkor két esetet kiilonboztetiink meg.

e Ha p osztja az r-et, akkor a szorzat p-vel vald osztési maradéka egyenld 2P~ 1-nek a p-vel valo
osztési maradékaval. Mivel egyik tag sem oszthato p-vel, igy z se, tehat (p,z) = 1. A kis
Fermat-tétel szerint 2P~ !-nek a p-vel valo osztési maradéka 1. (3 pont)
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e Ha p nem osztja az r-et, akkor (p,r) = 1. Megvizsgaljuk, hogy a haladvany két kiilonbozs
tagjanak lehet-e azonos a p-vel valé osztasi maradéka.

Ha z + ir = x + jr (mod p), akkor r(i — j) =0 (mod p).
Mivel (p,r) =1, ezért (i —j) =0 (mod p), de 0 <i,j <p—2ésigyi=j.

Azt kaptuk, hogy a p — 1 tagbol allo haladvany tagjainak a p-vel osztasi maradékai paronként
kiilonbozéek. Mivel egyik tag sem oszthato p-vel, ezért a tagok p-vel valo osztasi maradékainak
halmaza pontosan

{1;2;...;p—1}.
Igy a tagok szorzatanak p-vel valo osztasi maradéka egyenls a (p — 1)-nak a p-vel valo osztési
maradékaval, ami a Wilson-tétel alapjan p — 1. (4 pont)
Tehat a lehetséges maradékok: 0,1, p — 1.Hivatalbol (1 pont)

4. feladat. Egy haromszog koré irt kor sugara 5 cm és az oldalhosszai, centiméterben kifejezve,
természetes szamok. Mennyi lehet a haromszog teriilete?

David Géza, Székelyudvarhely
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldas. Jeldlje a,b,c € N* a haromszog oldalainak hosszat és tételezziik fel, hogy a < b < c.

A szinusz-tétel értelmében 4 4

sin A = SE=10 € Q, (1 pont)

a koszinusz-tétel értelmében pedig

b2 4 2 — g2

A= ——r—— : 1 t
cos b €eQ (1 pont)
Ugyanakkor
100 — a?
2 A=1—g¢i 2 A= -
cOS sin 100 € Q,
igy létezik olyan k € N, amelyre 100 — a® = k?, ahonnan 100 = a® + k2. (1 pont)

Innen kévetkezik, hogy a = 10, vagy (a, k, 10) egy olyan pitagoraszi szamharmast alkot, amelynek a
legnagyobb eleme 10.

Ugyanez a masik két oldalra is fennall.

Mivel azok a 10-nél kisebb szamok, amelyek a 10-zel pitagoraszi szamharmast alkotnak csak a 6
és a 8, ezért a haromszog oldalai csak a 6, 8 és 10 szamok koziil keriilhetnek ki. Ez alapjan csak a

(6,6,6); (6,6,8); (6,6,10); (6,8,8); (6,8,10); (6,10,10); (8,8,8); (8,8,10); (8,10,10); (10,10,10)

oldalhosszt haromszogek johetnek szoba. (2 pont)

Mivel T' = Z—}g szintén racionélis, igy az egyenl$ oldali haromszogek kizarhatoak. Valoban, ha

a € N* akkor T' = #g Z Q. (1 pont)
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Az (a, a,b) oldalhosszu egyenld szart haromszogek esetén, ahhoz, hogy a teriilet racionalis legyen,

b

az alaphoz tartozo magassdg is racionalis kell legyen. A Pitagorasz-tétel értelmében a 3 és a egy

olyan pitagoraszi szamharmasban szerepel, amelyben a a legnagyobb elem. Innen kévetkezik, hogy a
(6,6,8); (6,6,10); (8,8,6); (8,8,10); (10,10,6); (10, 10,8)
esetek nem megfelelGek, mert
(x,4,6); (z,5,6); (x,3,8); (x,5,8); (z,3,10); (x,4,10)
alakt pitagoraszi szamharmasok nem léteznek (a 10-nél kisebb vagy egyenls szamok korében csak a

(3,4,5), illetve (6,8, 10) pitagoraszi szamharmasok léteznek).
Azt kaptuk, hogy a felsorolt tiz lehetdség koziil, csak a (6,8, 10) oldalt haromszoget kell vizsgél-

nunk. (2 pont)
Ez a haromszog derékszogi, mert (6,8,10) pitagoraszi szamharmas. A koréirt korének sugara

10 6-8
R = o 5, oldalhosszai egészek, igy teljesiti a feltételeket, teriilete T = - = 24 cm?. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

5. feladat. Egy 2020 x 2020-as tdblazat minden celldjaba tetszélegesen beirjuk a ,, +7, illetve a ,, —”
elgjelek valamelyikét. Egy 1épésben kivalasztunk egy cellat, majd a cella elGjelét megvaltoztatjuk, a
vele egy sorban és oszlopban levé Gsszes cellaéval egyiitt.

Elérhets, hogy véges 1épés utéan a tdblazatban minden elGjel egyforma legyen? Valaszodat indokold!

Padlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy minden cellaiban megvaltoztathato az elGjel anélkiil, hogy a tobbi
cellaban véltozna az elGjel.

Valoban, valasszuk ki az i. sor és j. oszlop keresztezédésében levd cellat, majd az i. sorban és a
7. oszlopban minden cellanak pontosan egyszer valtoztassuk meg az elGjelét. (3 pont)

Ekkor:

e Az i. sor és j. oszlop keresztez6désében levé cella elGjele 2020 + 2019 = 4039-szer valtozik, azaz
eredeti allapotdhoz képest megvaltozik. (2 pont)

e Az i. sorban, illetve j. oszlopban levs Gsszes tobbi cella elGjele 2020-szor valtozik, azaz eredeti
allapotahoz képest nem valtozik. (2 pont)

e Minden mas cellaban az elGjel kétszer valtozik, egyszer amikor az . sorban és a vele egy osz-
lopban levé elGjelet valtoztatjuk, egyszer pedig amikor a j. oszlopban és a vele egy sorban levé
elGjelet valtoztatjuk. Tehat ezekben a celldkban sem valtoznak az elGjelek az eredeti allapo-
tukhoz képest. (2 pont)
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Tehat az 7. sor és j. oszlop keresztez6désében levs cella elGjelét megvaltoztattuk anélkiil, hogy a

tobbi cella elGjele valtozott volna. Ezért elérhetd, hogy véges lépésben a tablazatban minden elGjel

egyforma legyen. Példéul, ha csak ,, + 7 elGjeleket szeretnénk, akkor az Osszes ,, — 7 elGjeli cella

elGjelét szerre megvaltoztatjuk.

Hivatalbol (1 pont)
[ |

6. feladat. Adott egy ABC' D korbeirhato négyszog és legyen E a négyszog egy olyan belsG pontja,
amelynek az AB, BC, CD és AD oldalra es6 vetiilete P, @), R, illetve S. Igazold, hogy a PQRS
négyszog akkor és csakis akkor paralelogramma, ha E az ABCD koré irt kor kdzéppontja!

Palhegyi-Farkas Laszlo, Nagyvdrad

Megoldds. A megoldashoz tekintsiik a kovetkezd abréat.

,<=" Ha E a kor kozéppontja, akkor EP, EQ, ER és ES rendre felez6merslegese az AB, BC, CD
és DA szakasznak. Ez alapjan az ABC haromszogben P(Q) kozépvonal, az AC' D haromszogben
pedig RS kozépvonal. Igy

PQ || AC' | RS és PQ:%-AC:RS,

vagyis PQRS paralelogramma. (2 pont)

,—" Mivel BAD + BCD = 180°, ezért az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy
BAD nem tompaszog. Vegyiik észre, hogy az APES és EQC R négyszog korbeirhato.

Az APES koré irhato kor F kozéppontja az AE atlo felez6pontja. Ekkor
FA=FP=FE=FS=a ¢ PFS=2-PAS. (1)

(1 pont)
Az EQC R négyszog koré irhato kor G kozéppontja az EC atlo felezépontja. Ekkor

GE=GQ=GC=GR=b é QGR=2-QER=2(180°— QCR). (2)
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(1 pont)
Mivel ABC'D kérbeirhato, ezért BAD + BC'D = 180°, azaz PAS + QCR = 180°, igy az (1)-es
és (2)-es Osszefliggések alapjan

PFS = QGR, (3)
de az F'PS és GQR haromszogek egyenls szartak, ezért minden megfelels szogiik egyenld.
(1 pont)
Mivel PQRS paralelogramma, ezért
PS || QR ¢és PS=QR,
igy a (3)-as Osszefiiggés alapjan FFPSA = GQRA. (1 pont)
Emiatt P =GQ és FP || GQ, igy PQGF paralelogramma, azaz
PQ|| FG ¢ PQ=FG. (4)
Az AEC haromszoghben F'G kozépvonal és igy
1
FG || AC és FG:§AC. (5)
A (4)-es és (5)-0s Osszefiiggésekbd] kovetkezik, hogy
1
PQ || AC és PQ = §AC’, (1 pont)
azaz P() kozépvonal az ABC' haromszogben. Innen kovetkezik, hogy EP az AB szakasz fele-
zémerdGlegese, E(Q) pedig a BC' szakasz felezGmerdlegese. (1 pont)
Mivel ABCD korbeirhato és E két oldalfelez6 merélegesének a metszéspontja, igy E az ABC'D
négyszog koréirt kor kozéppontja. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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