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1. Prolog

Invatamantul este in criza, printre altele din cauza crizei financiare
globale, ce influenteaza toate domeniile vietii, inclusiv invatamantul.
O alta cauza o constituie reglementarile haotice gi deseori contradic-
torii ale politicii, care ar trebui sa asigure buna functionare a sistemu-
lui de invataméant, dar care de multe ori degradeaza si dezintegreaza
sistemul, ficand imposibila functionarea proceselor de dezvoltare de
lungs duratd. Invitdmantul este in crizd si pentru ci se incearca
adaptarea unor modele economice care, pe de o parte, considera ca re-
zolvarea problemelor esentiale ale invataméantului nu este un proces ce
trebuie optimizat, si care, pe de alta parte, au esuat spectaculos si in
domeniul economiei. Pe langa acestea, intervine i asigurarea calitatii,
o aberatie globalizata, avand in vedere ca intotdeauna asigura numai
un nivel minim de calitate si nu insasi calitatea, care se situeaza la
nivel superior. Am mai putea aminti ca alinierea la tendintele inter-
nationale provoaca contradictii la nivel local. Problema este insa mult
mai adanca, mai complexa si mai nuantata — de fapt nici nu exista
acolo unde o sesizam. Noi vedem numai consecintele problemei, ma-
nifestarea ei in interiorul sistemului. A confunda aceastd manifestare
cu problema insasi este o greseala grava.

In privinta continutului, invatamantul s-a concentrat intotdeauna
asupra trecutului, incercand sa reevalueze si sd pastreze intelepciunea
empiricd acumulata de-a lungul timpului. Astfel, rolul fundamental
al profesorilor este pastrarea gi ingrijirea traditiilor. In acelasi timp,
scoala trebuie sa faca fata cerintelor actuale ale societatii. Sa nu
uitam ca extinderea Imperiului Roman a dus la extinderea accentu-
ata a sistemului gcolar institutional, care a constituit baza sistemului
de invataméant traditional, in mod evident corespunzator necesitatilor
Imperiului. Mai tarziu, in sgcolile bisericesti, invatamantul clasic a
fost completat cu doctrinele religioase, iar odata cu aparitia statelor
nationale au fost integrate in invatamaéant ideile si aspiratiile nationale.
In societétile de dup# Iluminism, sistemul necesititilor sociale si obiec-
tivul izvorat din traditii s-au despartit tot mai mult. In societatile
moderne aceste doua principii sunt complet separate. Din acest mo-
tiv au loc discutii tot mai aprinse privind materiile care trebuie pre-
date, precum si metodele utilizate. Mai mult, in zilele noastre, centrul
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de greutate al dezbaterilor s-a deplasat atat de mult, incat subiec-
tul disputelor il constituie competentele care ar trebui dezvoltate in
scoalda. Bineinteles, acest principiu are in vedere doar satisfacerea
nevoilor sociale, deoarece competentele cheie au exclusiv motivatii so-
ciale. Printre aceste competente nu apare aprecierea, gandirea apro-
fundata, transmiterea inteligenta a traditiei si eventual reevaluarea
el (ca si nu mai evocdm competenta morald, competenta responsa-
bilitatii si multe altele, pe care nu le vom aborda aici). Se pare ca
societatea — sau mai degraba economia de piata — nu are nevoie de
aceste competente. Prin urmare, scrisul si cititul par a fi necesare de
fapt doar pentru a nu raméne surzi si muti in fata campaniilor pu-
blicitare, sa fim capabili de a ne adapta la noile trenduri si sa putem
percepe mesajul scris, macar pe calea etichetarii sociale. Poate ca
ar costa prea mult sau ar fi prea poetic sa fim vizionari si indrumati
din interiorul nostru, nu din exterior. Intr-un cuvant, ni se cere ca
functiile noastre de baza, necesare pentru a fi dirijati din exterior,
sd fie activate. Acest lucru reiese foarte bine din terminologia inter-
nationald, unde denumirile instruirii deriva, in cele mai multe cazuri,
din verbul englez to train care, in adevaratul sens al cuvantului, este
de fapt mai aproape de dresaj, decat de invitare sau educare. In
mod firesc acest lucru se reflecta si in scoli, in intregul sistem de in-
vatamant si in exigentele cu care se confrunta. Deoarece gcoala nu
poate nici ea sa slujeasca in acelasi timp la doi stapani, mai ales daca
unul dintre ei este Buddha Manjushri, iar celalalt Mara, situatia exis-
tentiala actuala devine din ce in ce mai grava, haosul si intunericul
spiritual o deformeaza intr-atat, incat in majoritatea cazurilor trebuie
sa decidem daca 1l slujim pe Lucifer sau pe Belial, eventual sa alegem
intre Lucifer si Leviatan. In acelasi timp, in lumea noastra moderna —
accelerata, impanzita de cabluri si digitalizata — cunostintele si convin-
gerile individuale nu mai au importanta. Pentru societate si mai ales
pentru piata este mult mai important ca oamenii sa devina buni con-
sumatori. Numai cd in societatea moderna, bazatd pe cunostinte,
nimeni nu poate deveni un bun consumator fara cunostinte tehnice si
informatice corespunzatoare. Astfel, a aparut necesitatea ca predarea
matematicii, informaticii si a stiintelor naturii sa fie dezvoltata pen-
tru a corespunde intru totul scopurilor mai sus amintite. Altfel spus,
toata lumea trebuie sa ajunga sa se descurce in mod eficient la nivel



PROLOG 11

de consumator gi utilizator. De obicei, aceasta exigenta este sustinu-
ta cu toate argumentele si pretextele posibile, ca toate lucrurile care
necesita o explicatie. Exista doua motivatii larg acceptate: pe de
o parte, raporturile si studiile realizate pentru Comisia Furopeana,
pe de alta parte, cercetarile psihologiei. Potrivit acestora, o parte
tot mai mica a populatiei este dispusa sa-si asume eforturile necesare
pentru intelegerea stiintelor exacte. Pe de alta parte, nu exista trans-
fer automat intre cunogtintele matematice/stiintifice abstracte si ap-
titudinea de a le aplica in practica. Astfel nu exista alta posibilitate
decat cea de a preda matematica si stiintele naturii concentrandu-
se asupra aplicatiilor. Aceasta coincide cu recomandarea majoritatii
forurilor profesionale si a Comisiei Europene, precum si cu asteptarile
elevilor. Singura problema este ca motivatia nu este destul de puter-
nica si, tocmai din acest motiv, se poate preconiza ca problema re-
ala nu se va putea rezolva nici prin introducerea metodei centrate pe
aplicatii. In dezvoltarea matematicii, aplicatiile au avut intotdeauna
un rol de fortd motrice centrala. Cealalta forta motrice, insi, este
tendinta intrinseca a matematicii spre claritate si autonomie. Cele
mai multe notiuni si teorii exacte, formale, ale matematicii au fost
mult devansate de rationamentele intuitive, euristice, folosite pentru
rezolvarea problemelor. Astfel, intelegerea functionarii matematicii
cuprinde de fapt si cristalizarea rationamentelor intuitive mai putin
sau deloc formalizate. Acest lucru poate fi transmis atat prin exercitii
practice, aplicabile in viata cotidiana, cat si intr-un mediu complet
abstract. Totodata, detaliile esentiale pot raméane ascunse atat pe
parcursul rezolvarii exercitiilor centrate pe aplicatie, cat si in cadrul
discutarii problemelor abstracte.

In acest volum prezentam cateva dintre activititile, materialele
si ideile noastre de predare pe care le-am folosit in cadrul proiectu-
lui FP7 ,Promoting Inquiry in Mathematics and Science Education
Across Europe”. Acest proiect (si celelalte proiecte europene la care
am participat) ne ofera posibilitatea de a face accesibile gi eventual
aplicabile ideile gi experientele noastre neformalizate cu privire la
predarea matematicii. Scopul nostru este si punem in evidentd o
abordare a matematicii care — dincolo de proiecte, rapoarte, pretexte si
motivatii — sa considere matematica drept una din activitatile funda-
mentale ale omului.



2. Introducere

In ultimul deceniu ne confruntim cu un fenomen foarte ingrijora-
tor. In secolul tehnologiilor, tot mai putini tineri arata interes pentru
matematici si stiintele naturii. In timp ce numirul persoanclor cu
diploma universitara este in crestere, in Europa si in tara noastra,
scade numarul celor care isi aleg o cariera in domeniul matematicii
sau al stiintelor naturii; in general sunt tot mai putini cei ce doresc sa
se dedice unei cariere stiintifice oarecare. Situatia a fost analizata in
detaliu la nivel european de mai multe comisii de specialisti.

Conform raportului Gago prezentat in aprilie 2004, la Bruxelles,
in Uniunea Europeana existau 5,7 cercetatori la 1000 de locuitori, iar
in tarile care agteptau aderarea, acest numar era de 2,6 cercetatori
la mia de locuitori. Sustinerea dezvoltarii economice si tehnologice
necesita o medie de cel putin 8 cercetatori la mia de locuitori, ceea ce
inseamna ca Europa are nevoie de inca o jumatate de milion de oameni
care ar trebui sa lucreze in cercetare. Situatia este deosebit de grava in
domeniul stiintelor naturii, in special in cel al fizicii si al matematicii.
In unele tari europene, nu numai numarul cercetitorilor, ci si cel al
profesorilor este insuficient in aceste domenii. In alte tari, efectivul
este acum suficient, dar in viitorul apropriat nu va mai fi de ajuns.
Conform studiului MAPS (Mapping Physics Students in Europe) din
raportul Gago, in perioada 1997 — 2002, in Europa, numérul absol-
ventilor facultatilor de fizicd a scazut cu 17%. Raportul analizeaza un
numar mare de cauze si face propuneri pentru imbunatatirea situatiei.
In legitura cu predarea acestor materii, unul dintre factorii impor-
tanti, ce determina acest fenomen, este urmatorul: predarea matema-
ticii si a gtiintelor naturii in gcoli se desfagoara intr-o lume aparte, care
nu poate tine pasul cu dezvoltarea ce are loc in domeniile stiintifice.
Elevii considera ca acest mod de predare este prea abstract, fiindca
incearca sa transmita idei esentiale fara un fundal corespunzator con-
stituit din experimente, observatii si interpretari. Predarea este mult
prea formala, in consecinta nu trezeste suficient atentia si interesul
elevilor. Majoritatea elevilor considera predarea irelevanta si greu de
inteles.

Raportul Rocard (Science Education Now) din 2007 confirma con-
statarile raportului anterior si chiar constata o agravare a situatiei.
O propunere importanta a acestui raport este aducerea in prim-plan
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a predarii bazate pe investigatie. Autorii raportului inteleg prin in-
vatare bazata pe investigatie un proces care urmaregte dezvaluirea
problemelor, analiza experimentelor, gasirea alternativelor, planifi-
carea unor mici cercetari, formularea ipotezelor, adunarea informati-
ilor, construirea modelelor si formularea unor argumente coerente
(Lim, Davis, Bell 2004). Comunitatea profesorilor de matematica
foloseste denumirea de invdtare centratd pe probleme pentru metoda
prin care predarea incepe cu o problema pentru a carei rezolvare ele-
vul de obicei are toate cunostiintele necesare. Pe de alta parte, in
pedagogia generala, acelagi termen (PBL - Problem Based Learning)
este folosit pentru situatiile in care predarea incepe cu o problema, iar
pentru rezolvarea ei elevul trebuie sa-gi insuseasca cunostinte cores-
punzatoare (deci in momentul formularii problemei elevul nu are toate
cunostintele necesare rezolvarii problemei). Invitarea bazati pe cu-
riozitate si investigatie este tot o abordare centratd pe probleme (in
sensul pedagogiei generale), cu urmatoarele specificitati:

e problemele pot s nu fie formulate dinainte (deci putem avea
numai un context, o situatie problema sau o sarcini practica)
si astfel formularea unor probleme concrete legate de context
ii revine elevului;

e este posibil ca instrumentele, cunostintele, informatiile nece-
sare rezolvarii sa nu fie la indeména elevilor (nici mécar
partial, cel putin la prima vedere);

e se pune un accent mult mai mare pe formularea ipotezelor,
a conjecturilor, pe investigarea diferitelor posibilitati, pe ex-
perimente (abstracte, numerice sau de orice fel).

Raportul Miclea din 2007, privitor la situatia sistemului de in-
vatamant romanesc, abordeaza de asemenea problema amintita in
rapoartele de mai sus. Numarul publicatiilor stiintifice raportat la
numarul de locuitori denotd o performantd de 11 ori mai mica in
Roméania fatd de media UE, de cinci ori mai mica fata de Ungaria si
de doua ori mai mica fata de Bulgaria. Indicele capacitatii de inovatie
in Romaénia in anul 2006 a fost de doua ori mai mic fata de Bulgaria,
de trei ori mai mic fata de Ungaria si de cinci ori mai mic fata de
media UE, si prezenta cea mai pronuntata tendinta descrescatoare
printre tarile evaluate. Raportul Miclea considera si el ca una din
cauze starea actuala a sistemului invataméantului si propune transfor-
marea radicala a acestuia. Pe langa mai multe probleme importante
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de rezolvat, un rol deosebit de important se acorda predarii bazate pe
competentele elevilor. Conform raportului, curriculumul actual este
supraincarcat gi irelevant din punctul de vedere al pietei muncii. Co-
municarea informatiilor devanseaza in mod absolut dezvoltarea com-
petentelor care ajuta la rezolvarea problemelor. Nu se stie ce fel de
cunostinte asteptam de la un tanar absolvent de liceu. Toate acestea
duc la un invataméant fara perspectiva si la o evaluare interna care nu
oglindeste absolut nimic. Iar elevii au tot mai putin respect pentru
un sistem de invataméant, care refuza modalitatile actuale de produ-
cere si de difuzare a cunoasterii. Toate acestea reies si din diferitele
evaludri la nivel european. In cadrul evaluirilor PISA si TIMSS din
2003, Roménia se afla pe locul 34 intre cele 42 de tari examinate,
fiind in urma fata de media internationala in privinta tuturor compe-
tentelor evaluate. La evaluarea din 2010, Roménia se afla pe ultimul
loc printre tarile UE, cu toate ca la Olimpiada Internationala din 2009
echipa Romaéaniei a fost pe locul 3 printre tarile UE si pe locul 13 in
clasamentul neoficial general. Aceste rezultate aratd o discrepanta
foarte mare intre nivelul mediu al elevilor si rezultatele obtinute de
elita domeniului.

Toate acestea arata ca situatia deficitara a predarii matematicii si
stiintelor naturii pe plan mondial este si mai grava in tara noastra.
In aceste conditii, fiecare profesor de matematicd ar trebui si se gan-
deasca si sa gaseasca modalitati cu ajutorul carora aceste probleme ar
putea fi diminuate. Exista foarte multi factori care depind mai ales de
deciziile societitii si, in special, de cele ale politicienilor. Aceasta situ-
atie poate fi influentata si ea, intr-o oarecare méasura, cu o interventie
unitara si bine sustinuta, dar pentru aceasta ar trebui sa gtim exact
si in mod unitar, ce vrem sa obtinem. Ceea ce putem face si trebuie
sa facem este schimbarea practicii de predare astfel incat sa devenim
parteneri adevarati ai elevilor nogtri in procesul de invatare gi sa gasim
o solutie durabila la problemele lor, cauzate de schimbarea conditiilor
de viatd. In timpul predarii ne confruntim cu probleme cum sunt:

- dificultati tot mai mari la intelegerea textelor;

- lipsa din ce in ce mai accentuata a capacitatii de abstractizare;

- limbajul tot mai sarac si, prin aceasta, saracirea vietii afective si
intelectuale;

- pragul de excitabilitate tot mai ridicat din cauza expunerii la o
stimulare continua provenita dintr-o multitudine de surse.
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Elevii au nevoie de impulsuri mai puternice pentru a li se capta
atentia gi pentru a deveni participanti activi ai procesului de invatare.
Pentru realizarea acestui scop, trebuie sa folosim metode variate, in
primul rand cele care asigura participarea activa a elevilor la orele de
predare. Trebuie sa fim capabili sa antrenam elevii sa reactioneze in
mod activ la impulsurile primite. De altfel, semnificatia cuvantului
,competenta’, foarte des folosit in ultimul timp, este chiar aceasta:
indemnul interior al individului de a raspunde activ la provocarile unei
situatii — deci nu este sinonim cu cunoasterea si nici cu capabilitatea, le
cuprinde pe amandoua, dar nu este identic cu ele (Blomhgj si Jensen,
2003).

Predarea bazata pe curiozitatea elevilor, pusa in evidenta si in
raportul Rocard, este o metoda care ar merita folosita cu regularitate
in procesul de predare. Astfel competentele ar putea fi dezvoltate
in mai mare masura fata de cunostintele simple. Radacinile acestei
metode sunt aceleasi cu cele ale predarii centrate pe rezolvarea de
probleme. Daca analizam conceptia lui Erich Wittmann referitoare
la dezvoltarea capacitatilor de rezolvare a problemelor, observam ca
aceasta este aproape identica cu cea expusa in raportul Rocard. Erich
Ch. Wittmann sustine ca urmatoarele zece conditii sunt esentiale
pentru dezvoltarea aptitudinii de rezolvare a problemelor:

1. achizitia cunoagterii prin predare si invatare bazate pe des-
coperire;

2. stimularea gandirii divergente la elevi (formulari diferite,
abordarea problemei din directii multiple, conexiuni intre
diferite domenii ale matematicii, sinteza metodelor etc.);

3. reducerea aplicarii exclusive a rationamentelor automatizate;

4. examinarea problemelor deschise (fara intrebari directe, cu

mai multe posibilitati de a formula problema, mici posibilitati

de cercetare etc.);

elevii trebuie incurajati sa formuleze singuri probleme;

6. elaborarea unui ltmbaj care sa permita elevilor exprimarea
ideilor proprii;

7. stimularea argumentelor intuitive, a conjecturilor (un pas

mic, dar facut in mod autonom valoreaza mai mult decéat

fotografierea unui rationament prezentat.);

invatarea strategiilor euristice;

9. dezvoltarea unei atitudini constructive fata de greseli;

ot

*
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10. incurajarea discutiilor, reflectiilor, argumentatiilor.

De altminteri, merita sa examinam natura insasi a problemei. Dupa
Gyorgy Polya: ,,Avem o problema, deci inseamna c&, in mod constient,
cautam o activitate corespunzatoare pentru a atinge un scop clar for-
mulat, dar inaccesibil in mod direct. A rezolva o problema inseamna
a gasi activitatea corespunzatoare. Rezolvarea problemelor, gandirea
determinata si cautarea mijloacelor pentru atingerea scopului dorit
sunt cele mai frecvente activitati umane.”

Alan H. Schoenfeld, definind notiunea de problema, nu cauta starea
de problemd in complexitatea sarcinii sau a intrebarii: ,In definirea
notiunii de problema, dificultatea consta in faptul ca procesul de re-
zolvare a problemei depinde foarte mult de persoana care efectueaza
rezolvarea. Exista exercitii a caror solutionare necesita un efort serios
de la unii elevi, iar pentru altii inseamna exercitii simple, de rutina, iar
pentru un matematician sunt niste trivialitati, date fiind cunostintele
de care dispune. In consecinti, faptul ci un exercitiu reprezintd sau
nu o problema nu constituie un atribut esential al exercitiului, ci mai
degraba caracterizeaza relatia intre individ si exercitiu.”

Definitia lui Polya evidentiaza clar originea comuna a capacitatii
de rezolvare a problemelor si existenta competentelor, iar definitia lui
Schoenfeld demonstreaza faptul ca situatia de problema este diferita
de la un individ la altul. Cu totii simtim ca ne aflam intr-o oarecare
situatie problema cand trebuie sa indeplinim sarcini care necesita mai
multe instrumente decat cele disponibile, deci trebuie sa gasim instru-
mente noi. Introducerea pe aceasta cale a unei notiuni noi sau a unui
instrument nou (atunci cand acest lucru este posibil) ar fi in mod sigur
mai interesant pentru elevi decat o simpla comunicare.

In predarea matematicii centrate pe probleme apare imediat
chestiunea adaptarii si a modelarii. In ultimii 50 de ani, in multe
tari, intrebarea a fost mereu: ce sia preddm — matematicd pura sau
matematica aplicata? respectiv: in ce masura sa combinam cele doua
aspecte? Acul balantei s-a inclinat ori spre una, ori spre alta, in functie
de predominanta momentana a unei tendinte sau a alteia. In ultimele
decenii s-au ficut studii in aceastda directie, in mai multe tari eu-
ropene (Danemarca, Olanda, Germania, Suedia), prezenta activiti-
tilor de modelare in predarea matematicii fiind considerata din ce in
ce mai necesara. Acest lucru este evidentiat de necesitatea integrarii



INTRODUCERE 17

matematicii in activitatile celorlalte domenii ale vietii. Cum se reali-
zeaza aceastd integrare prin aplicare si modelare? Atat aplicarea cat
si modelarea creeaza o legatura intre matematica si realitate. Mode-
larea reprezinta o legatura in directia lume exterioara — matematica.
Atunci cand modelam, ne aflam in lumea exterioara si incercam sa
gasim in lumea matematicii un raspuns la intrebarea: ,,Unde ag putea
gasi un instrument matematic care sa ma ajute in rezolvarea acestei
probleme?” Aplicarea reprezinta o legdatura avand directia matematica
— lumea exterioard. In acest caz, ne aflim in lumea matematicii si
cautam raspuns la intrebarea: ,,Unde ag putea folosi acest instrument
in afara matematicii?”

Marea majoritate a didacticienilor matematicii sunt de acord
cd modelarea are un rol foarte important in predarea matematicii.
Exista doua conceptii: prima considera ca modelarea este importanta
pentru predarea insagi; in aceasta conceptie, modelarea apare ca un
instrument ce poate facilita si sustine predarea matematicii ca obiect
de studiu; cealaltd conceptie considera ca matematica trebuie predata
astfel incat sa dezvoltam competente care ajuta in aplicarea matema-
ticii si in crearea modelelor. In scoala generald aceastd dualitate este
un lucru firesc, fiindca amandoua aspectele sunt foarte importante si
trebuie folosite in predare fara a pronunta cuvantul ,model”. Trebuie
sa cream legatura intre lumea matematicii i lumea copilului, trebuie
sa-l invatam sa foloseasca matematica in diferite contexte si situatii,
trebuie sa-i aratam ca oriunde se poate intalni cu matematica.

Conceptul de aplicatie si modelare pentru invdatarea matematicii
are ca punct de pornire urmatoarele aspecte:

a) trebuie sa dovedim elevilor cd oamenii folosesc intr-adevar
matematica din mai multe motive si in mai multe scopuri — astfel,
elevii vor avea o imagine mai bogata despre natura si rolul matemati-
cii;

b) e necesar si aratam ca invitarea matematicii inseamna for-
marea unor atitudini gi a unor idei mult mai generale decat continutul
matematic studiat.

Conform celui de-al doilea concept:

a) unul dintre scopurile predarii si invatarii matematicii este inzes-
trarea elevilor cu capacitatea de a folosi matematica dincolo de cadrul
formal si abstract al matematicii;



18 INTRODUCERE

b) aplicarea matematicii in afara cadrului abstract se face intot-
deauna prin modele matematice si prin modelare.

In diversele sisteme scolare, apare din cand in cand (la noi inca
mai persistd) conceptia potrivit cireia dacad cineva a invitat mate-
matica pura intr-un mod corect si eficient, atunci va fi capabil sa
aplice matematica in alte domenii si contexte, fara a mai fi pregatit
in acest sens. Cercetarile recente au aratat, insa, ca nu exista transfer
automat intre cunostintele matematice pure si capacitatea individuala
de a folosi aceste cunostinte in situatii care inca nu au fost matemati-
zate. Astfel, daca dorim ca elevii nostri sa dispuna de competente de
aplicare si modelare, ca o consecinta a culturii matematice insusite,
atunci aplicatia si modelarea trebuie sa fie prezente in mod explicit
in programa de predare a matematicii. Insd, pentru a realiza acest
lucru, profesorul trebuie sa fie capabil sa creeze cadre de invatare di-
versificate, si gaseasca situatii si activitati ce ajuta la formarea com-
petentelor de aplicare si modelare in diverse situatii de educatie, in
paralel cu alte competente matematice. Aici, insa, profesorul se va
confrunta cu probleme legate de organizarea timpului (materialul pre-
dat intr-un anumit interval de timp), planificarea continuturilor (ce
sa includa, ce fel de modele?), selectarea activitatilor si a materialelor
de folosit, crearea echilibrului corespunzator intre aplicatie gi celelalte
activitati matematice importante, teoretice sau de alt tip. Asa cum
elevul nu este capabil sa aplice matematica in situatii mai dificile,
adica sa creeze si sa analizeze modele matematice, ca o consecinta im-
plicitda a cunostintelor sale de matematica teoretica, nici profesorul nu
este capabil — pe baza pregatirii sale de matematician teoretic sau de
profesor de matematica in sensul traditional — sa creeze cadre, situ-
atii sau activitati adecvate pentru aplicare si modelare. Dezvoltarea
acestor aptitudini didactice trebuie sa fie introdusa in formarea pro-
fesorilor si s devind parte esentiald a formarii continue. In acelagi
timp, este important sa studiem si sa preluam experientele relevante
existente in alte tari.

E de la sine inteles ca invataméantul bazat pe curiozitate si inves-
tigatie are limitele sale in ceea ce privegte aplicarea, limite care ies
la iveald dupa o utilizare mai indelungata si dupa efectuarea unor
analize (de exemplu, una din problemele méasurarii competentelor este
ca aceste competente nu se dezvolta in acelagi timp la diferite per-
soane, deci faptul ca respectiva competenta nu este inca formata la
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data evaluarii nu inseamna neaparat ca mai tarziu nu poate deveni
operationald). O altd problema este masura in care metodele euris-
tice si capacitatile euristice de rezolvare a problemelor pot fi trans-
mise elevilor. Referitor la posibilitatea de predare a euristicii, Jozsef
Kosztolanyi — in lucrarea sa de doctorat, scrisa pe aceasta tema in
anul 2000 — ajunge la concluzia ca euristica poate fi invatata doar
intr-o masura foarte limitata, dar este foarte important sa ne ocupam
de ea, fiindca predarea unor strategii corespunzatoare, dirijate prin
intrebari bine formulate, poate stimula dezvoltarea ulterioara. De alt-
fel, faptul ca euristica poate fi predata doar intr-o anumita masura nu
inseamna, bineinteles, ca nici nu trebuie sa incercam s-o predam.

Ceea ce este sigur si a fost confirmat de studiile efectuate este ca
importanta maxima o are personalitatea celor care aplica metoda si
modul in care o folosesc. Altfel spus, profesorul entuziast, bine pregatit
profesional si din punct de vedere didactic, care are capacitati bune si
simtul empatiei, nu poate fi inlocuit cu nimic si, indiferent de metoda
pe care o foloseste, atitudinea lui personald va influenta in cea mai
mare masura intregul proces de predare.

In acelasi timp, pand si profesorul cel mai creativ, cu o bung
pregatire, are nevoie de ajutor si de colaborare, de cunoasterea ten-
dintelor noi (sau vechi) si de fertilizarea eforturilor necesare aplicarii.
De aceea sunt din ce in ce mai importante perfectionarile bine gan-
dite si realizate prin concentrarea mai mult pe practica pedagogica
si nu pe continuturile stiintifice, participarile si cooperarile in cadrul
proiectelor nationale si internationale.

O alta problema foarte importanta este situatia manualelor gi ma-
terialelor didactice. Manualele folosite in Roménia seamana inca prea
mult cu nigte cursuri universitare completate cu exercitii, metoda lor
de prezentare foloseste o structura bazata pe ,teorema - demonstratie
- exemplu”, iar daca se intAmpla ca unele carti sa se abata de la acest
stil (daca acest lucru este posibil, avand in vedere cd manualul tre-
buie s corespunda criteriilor de evaluare), profesorii obignuiti cu stilul
traditional nu le vor putea folosi — deoarece manualul profesorilor nu
exista — gi vor opta pentru manualele pe care le cunosc. Este nevoie
de un sistem de manuale redactate pe baza unei conceptii diferite,
care sprijina predarea matematicii bazata pe investigatie. Bineinte-
les, realizarea acestui obiectiv necesita multa munca suplimentara din
partea autorilor, o mai mare stabilitate in sistemul de invatamant, cel
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putin pentru ca planul de invatamant sa nu se schimbe de la an la an,
sau o data la doi ani, asa cum ne-am obignuit in ultima vreme.

Pe marginea unei experiente. In perioada 2007-2010
Universitatea Babeg-Bolyai si Liceul Teoretic ,Bathory Istvan”
din Cluj-Napoca au participat la proiectul european multicultural
DQME2 (Developing Quality in Mathematics Education). Proiectul
s-a ocupat mai ales cu modelarea matematica si, in perioada celor trei
ani, s-au format colaborari in vederea desfagurarii unor microproiecte
tematice specifice. Noi am lucrat impreuna cu Suedia si Danemarca la
proiectul Asthma, care s-a dovedit a fi proiectul ce a necesitat aparatul
matematic si de modelare cel mai complex in acesti trei ani. In afara
de Danemarca si Suedia, doua tari cu experiente serioase in modelare,
numai Roméania si Ungaria gi-au asumat participarea la proiect, dupa
care participantii din Ungaria au renuntat la un moment dat.

Problema destinata modelarii a fost urmatoarea:

Marea majoritate a bolnavilor care sufera de astm brongic sunt
tratati cu teofilind, numita si dimetilxantina, care este un drog alcaloid
din grupul metilxantinelor (ca si cofeina sau teobromina), prezent de
exemplu si in ceaiul verde. Teofilina intra in componenta mai multor
medicamente (combinat uneori cu cofeina), de cele mai multe ori fiind
recomandata pentru tratamentul tulburarilor respiratorii. Modul de
administrare cel mai frecvent este administrarea unei doze de D mg
la interval (fix) de T ore. Un pacient a primit 60 de mg teofilind
intravenos, dupa care, din doua in doua ore, s-a masurat concentratia
teofilinei in sange. Din rezultatele primite a fost alcatuit urmatorul
tabel:

Timp 0 | 2|46 |8 |10]12|14|16] 18
(ore)
Concentratie 10,0 (7,0/501(35(25[1,9/1,3/0,9]0,6/0,5
(mg/1)

Sarcina noastra a fost sa elaboram un model matematic pentru proce-
sul de absorbtie a teofilinei si sa raspundem la urmatoarele intrebari
pe baza modelului si a rezultatelor obtinute in urma masuratorilor:
1. Cum se schimba concentratia teofilinei in timp?
2. Cum trebuie fixate valorile D si T', daca dorim ca, dupa cateva
injectii, concentratia teofilinei sa fie intre 5 gi 15 mg/17
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3. Cum trebuie fixate valorile D gi T" astfel incat sa avem inca de
la inceput o concentratie intre 5 mg/1 si 15 mg/1, dacd am inceput cu
o doza S, si in continuare am administrat o doza D la T ore?

4. Care sunt ceilalti factori ce trebuie luati in considerare?

Sa alcatuim modele pentru urmatoarele cazuri:

[. organismul uman consuma un procent fix p; din teofilina aflata
in sange, pe unitate de timp;

II. intr-o unitate de timp, un procentaj p3 ajunge din sange in ficat;
din sange, respectiv din ficat se absoarbe un procentaj p;, respectiv po
din teofilina prezenta, iar p, la suta din teofilina aflata in ficat ajunge
inapoi in circulatia sanguina;

ITI. intr-o unitate de timp, un procentaj fix p; al teofilinei din
sange se consuma de organism si, in urma dozirii, o cantitate fixa p
de teofilind ajunge in sdnge pe unitate de timp (de exemplu, in cazul
administrarii sub forma de perfuzie sau cu plasturi adezivi);

IV. intr-o unitate de timp un procent fix ps al sdngelui ajunge in
ficat, iar din sange, respectiv din ficat, p; la suta, respectiv ps la suta
din teofilina prezenta se absoarbe, in timp ce p; la suta din teofilina
din ficat revine in circulatia sanguina — in timp ce, datorita dozarii,
o cantitate fixa p de teofilina ajunge in sdnge pe o unitate de timp
(administrat sub forma de perfuzie sau cu plasturi adezivi).

Pentru a raspunde la aceste intrebari, le-am cerut elevilor sa
ajusteze modelele la datele existente, folosind analiza de regresie si
sa dezvolte (cu ajutorul experimentelor numerice si/sau al calculelor
formale) schemele de dozare cerute. Dat fiind ci ne-am confruntat cu
o problema deosebit de complexa, pe langa elevii de liceu am invitat
in echipa noastrd si studenti din anul I. Inainte de a incepe activi-
tatile legate direct de rezolvarea problemei de modelare propriu-zise,
a trebuit sa organizam cateva activitati prin care am asigurat o baza
corespunzatoare:

- cu elevii de liceu am avut activitati pregatitoare pentru notiunile
de baza ale analizei matematice (derivate, ecuatii diferentiale), analiza
de regresie (estimarea parametrilor, ajustarea curbelor) si utilizarea
unor programe speciale (Excel, Matlab);

- cu studentii am avut activitati speciale pentru analiza de regresie
si de utilizare a software-urilor.

Acestea au insumat 10 activitdti pentru elevii de liceu si 4 activi-
tati destinate studentilor. Toate activitatile s-au desfasurat in mediul
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scolar obignuit. Pentru derularea activitatii de modelare propriu-zise
am format 4 grupuri; fiecare grup a primit sarcina de a lucra cu unul
din modelele date. Intr-un grup au lucrat impreund 3-4 studenti si
2-3 liceeni. Fiecare grup a avut un calculator propriu, pe care au
putut sa execute calculele in Excel. Participantii au avut la dispozitie
un videoproiector pentru prezentarea rezultatelor. Pe parcursul ac-
tivitatilor pregatitoare, toti participantii au avut ocazia sa cunoasca
modelele (ecuatiile diferentiale ce descriu modelele si solutiile aces-
tora), dar nu si intrebarile la care trebuia si raspunda la sfargitul
activitatii. Initial, durata planificata a activitatii a fost de 3 ore, insa
pregatirea si desfasurarea prezentarilor au necesitat cinci ore si juma-
tate. In acest interval de timp am rispuns la toate intrebarile tehnice
formulate corect si precis, fara sa influentam grupurile de participanti
in proiectarea gi realizarea calculelor (am incercat sa respectam regu-
lile descrise de Tong). La sfarsitul activitatii, fiecare grup a tinut o
prezentare pe baza propriului tabel Excel.

Pentru noi a fost foarte instructiv sa urmarim atitudinea echipelor
si modul in care au tratat problema.

Echipa care a lucrat cu primul model a raspuns corect la prima
intrebare (au folosit programul de ajustare a curbelor din Excel). O
parte a schemelor lor de dozare a fost corecta, dar au dat si scheme
eronate. Tabelul lor nu a continut dozele minime gi maxime in cazul
unui 7' fixat, insa in cazul valorilor T' corecte doza de medicament
calculata de ei s-a incadrat intre dozele minime gi maxime corespun-
zatoare. La un moment dat, au renuntat la determinarea analitica a
calcularii dozelor gi au recurs la experimentari numerice. Astfel au
reusit sa calculeze concentratia pentru valori 1" si D date in momentul
kT si au obtinut mai multe valori pentru care dozarile au fost corecte,
dar nu au observat valoarea superioara admisa a lui 7', asa ca au rea-
lizat gi cateva scheme gresite. Dupa o jumatate de ora de acumulare
a ideilor, membrii grupului s-au si apucat de calcule. Pe parcursul
celor trei ore de lucru nu au avut nicio intrebare. Prezentarea lor a
fost absolut clara, dar din pacate nu a continut unele elemente cheie
ale fenomenului (periodicitatea asimptotica a fenomenului, necesitatea
dozei initiale gi efectul acesteia). Cea mai mare probleméa pe parcursul
intregii activitati a fost faptul ca participantii nu au reusit combina-
rea tehnicilor numerice cu calculele formale si ca au incercat sa obtina
rezultatele numai prin metode numerice.



INTRODUCERE 23

Sarcina grupei a doua a fost dificila, fiindca ei ar fi trebuit sa-si dea
seama ca datele existente nu sunt suficiente pentru a da un raspuns
corect si verificabil la intrebarile puse. Nu si-au dat seama ca modelul
nu poate functiona pe baza specificatiilor gi datelor. Singurul punct
de sprijin cu ajutorul caruia ar fi putut controla dozarea data a nece-
sitat intelegerea mai profunda a bazei teoretice. Echipa nu a observat
aceasta problema, li s-a parut prea bizar si neasteptat ca trebuie sa
schimbe specificatiile (modelul) pentru a da raspunsuri corecte si ve-
rificabile, desi intelegerea mai profunda a modelului matematic ar fi
facut posibila identificarea problemei. Din toate acestea rezulta ca nu
au ajuns la un nivel metacognitiv al activitatii lor.

A treia grupa a avut cel mai mare succes. Ei au imbinat metodele
numerice cu metodele simbolice. Au gasit si valoarea T" maxima posi-
bila si, prin experimente numerice, au aflat dozele minime gi maxime.
Acest grup a pus mai multe intrebari pe parcursul activitatii. De
cate ori au intalnit ambiguitati sau daca intre membrii grupului nu
era consens cu privire la anumite aspecte, au formulat intrebari refe-
ritoare la ideile, probleme lor gi au cerut sfaturi. Cred ca succesul lor
se datoreaza acestui stil de munca si colaborarii extrem de eficiente.

Se pare ca a patra grupa a avut cele mai slabe rezultate, atat
ca timp de lucru cat si in privinta raspunsurilor, cu toate ca au avut
probabil cea mai buna conceptie de rezolvare, pe care insa nu au reusit
s-0 implementeze si nu au cerut ajutor; au observat si o parte din
gregelile comise, dar nu au putut sa le corecteze.

Seria activitatilor a luat sfargit cu numeroase concluzii interesante:

1. Deoarece elevii nu au experientd in astfel de procedee (problema
reald+modelare+date statisticet-simulare pe calculator), au incercat
deseori sa creeze formule si in cazuri in care acest lucru nu era posibil.
De aici putem trage concluzia ci anumite notiuni matematice (cum
ar fi functia, functia inversa, ecuatia, solutia unei probleme) trebuie
reexaminate si din perspectiva aplicatiilor practice. Utilizarea cal-
culatorului este necesara si inevitabila la anumite ore de matematica.
Curriculumul din Roméania ar trebui sa includa modelarea si simularea
pe computer.

2. Munca in echipa i-a ajutat in mare masura pe participanti
sa evite traseele inaccesibile in timp ce descopera rezolvarea. Opinia
elevilor a fost ca nu toti ar fi fost capabili sd ajunga singuri la acelasi
rezultat. Acest lucru confirma constatarea lui McCartney dintr-un
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articol (din 1990) despre necesitatea cregterii timpului destinat mo-
delarii, conform céreia aceste activitati nu sunt eficiente in evaluarea
elevilor.

3. Pe parcursul pregatirii activitatii de modelare ne-am dat seama
cat de greu este sa gasesti profesori dispusi sa colaboreze la astfel de
activitati. Aceasta experienta ne-a convins ca procesul de formare a
profesorilor necesita cursuri de modelare si de predare a matematicii
cu ajutorul calculatorului, aceste subiecte trebuie sa aiba un rol im-
portant si in formarea continua a profesorilor.

4. Cea mai importanta concluzie a fost constatarea ingrijoratoare
ca, pe parcursul unei activitati de modelare mai complexe, de multe ori
se ivesc situatii in care elevul sau profesorul nu dispune de criterii cu
ajutorul carora si-ar putea valida modelul sau calculele, ceea ce poate
avea consecinte foarte grave (sd ne imagindm doar o schema gresita
de dozare a medicamentelor in viata reald). Tocmai din acest motiv
putem sa ne ocupam cu astfel de modele doar daca avem timp destul
pentru a le discuta si a le corecta in amanunt (aga s-a intamplat,
de exemplu, in cazul problemei grupului al doilea); in caz contrar,
putem ajunge la interpretari gresite cu consecinte serioase. Deoarece
in scoli timpul avut la dispozitie este foarte scurt (Nagy, 2007), trebuie
sa alegem foarte atent problemele de modelare cu care dorim sa ne
ocupam, dar in orice caz trebuie sa procedam astfel incit elevul sa
observe limitele posibilitatilor de aplicare.

Rezolvarea mai detaliatd a problemei o gisim in cartea [1] sau in
articolele [4], [5]. In capitolele urmatoare ne vom stradui si prezentam
materiale didactice gi activititi care (intr-o oarecare masura) pot fi
realizate in scoali, fara pregatire speciald. In acelasi timp, incercam sa
scoatem in evidenta faptul ca, in cadrul planului de invataméant actual,
toate capitolele pot fi restructurate in intregime pe baza principiilor
predarii matematicii bazata pe investigatie.



CAPITOLUL I
PREA PUTINE BICICLETE

1. Problema de baza

PROBLEMA 1. Distanta dintre doua localitati este de 40 de kilo-
metri. Doi copii trebuie sa o parcurga in cel mai scurt timp posibil, in
urmatoarele conditii:

e au la dispozitie o singurad bicicletd, pe care nu o pot folosi
simultan;

e cand merg pe jos au viteza v; = 5 km/h, iar cand merg pe
bicicletd au viteza vy = 20 km/h;

e cei doi copii pornesc simultan din acelasi loc.

Determinati lungimea intervalului de timp minim de care au nevoie
pentru a ajunge amandoi in cealalta localitate?

Problema poate fi prezentata si in cadrul unui context ce poate
furniza mai multe oportunitati pentru intelegerea fenomenului. Doi
bicicligti pleaca intr-o excursie, in timpul careia calatoresc cu trenul
pana in localitatea A, de acolo se deplaseaza pe bicicletd pana in
localitatea B, iar din B se intorc acasa cu trenul. Pe portiunea dintre
A si B, in punctul C, una dintre biciclete nu se mai poate folosi (si
nu se poate repara), de exemplu pentru ca a cazut intr-o prapastie.
Distanta dintre C' si B este de 40 kilometri, distanta intre A si C'
este 60 km, iar trenul care i-ar duce acasa din B pleaca peste 5 ore si
jumatate. Pot sa ajunga améandoi la timp in B pentru a prinde trenul,
daca nu pot folosi simultan bicicleta?

In cele ce urmeazi vom analiza accastd situatie. Distanta data
este parcursa pe jos in 8 ore — deci, daca unul dintre ei merge pe jos,
pierde trenul. Pentru ca améandoi sa parcurga distanta in mai putin de
8 ore, fiecare trebuie sa parcurga o parte din drum pe bicicleta. Prin
urmare trebuie sa plece améandoi simultan din C, unul pe jos, celalalt
pe bicicleta, iar cel care a plecat cu bicicleta trebuie sa o lase undeva
pe drum, pentru ca si celalalt sa o poata folosi. Eventual pot imparti
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drumul in mai multe parti si s faci schimb de mai multe ori. In acest
caz, merita studiate distantele parcurse cu bicicleta si cele parcurse
pe jos. Daca unul ar abandona bicicleta atunci cand este in spatele
celuilalt, timpul atingerii obiectivului ar putea fi redus dacd ar mai
merge putin cu bicicleta (gi nu o abandoneazd). Din aceasta cauzi,
este evident ca, daca bicicleta nu ajunge in B, timpul de deplasare nu
poate fi cel minim. Astfel, daca notam prin x distanta parcursd pe
jos de unul dintre biciclisti, el parcurge distanta 40 — z pe bicicleta,
in timp ce celalalt parcurge distanta = pe bicicleta si distanta 40 — x
pe jos. Prin urmare, intreaga distanta este parcursa in

r 40—=x i r 40—z
t1 = 5 + 50 respectiv to = 20 + 5
De exemplu, daca x = 10 km, atunci t; = 3,5 ore si t; = 6,5 ore, deci

amandoi ajung la destinatie dupa 6,5 ore. In acest caz unul dintre ei

ore.

pierde trenul. Daca xz = 15 km, atunci t; = 4% ore gi ty = 5% ore,
deci nici in cazul acesta nu prind amandoi trenul. Daca x = 20 km,
atunci t; = ty = 5 ore gi astfel pot ajunge améandoi inainte de ple-
carea trenului. Continuand experimentul, constatam ca, daca = > 20
km, unul dintre ei parcurge distanta in mai mult de 5 ore; in plus,
observam ca pentru z si pentru 40 — z obtinem un timp identic (daca
r = 25 km atunci t, = 4% ore gi t; = 5% ore, in timp ce pentru x = 30
km, t, = 3,5 ore si t; = 6,5 ore). Cu aceasta am rezolvat problema
practica, dar solutia problemei matematice nu este completa. Pen-
tru aceasta trebuie sa demonstram ca avem nevoie de cel putin 5 ore
(intr-un interval de timp mai scurt nu se poate ajunge din C' in
B). Ar fi bine dacd am rezolva problema in general, adicd am gasi
timpul minim necesar in functie de distanta si de cele doua viteze.
Daca z < 20, atunci

x ) . 40—x

20 ¥ T3
adica in acest fel nu putem decide daca suma este mai mica sau mai
mare decat 5. Pe de alta parte,

40 — 11 3
=Sy sz—x(———>:8——m>5,

>4,

20 5 5 20 20
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pentru z < 20 si
40 — 1 1 3
tlzf—i- x:2+x(———):2+—x>5,

pentru z > 20. Acest lucru ne arata ca cineva care parcurge pe jos
mai mult de jumatate din drum va ajunge in B dupa mai mult de 5

ore, adica cei doi ar avea nevoie de cel putin 5 ore pentru parcurgerea
distantei de 40 km in conditiile date. Este evident ca una dintre
solutiile posibile este ca unul dintre copii sa parcurga 20 kilometri pe
bicicleta gi restul pe jos. Tovarasul sau de drum pornesgte pe jos si
dupa 20 de kilometri continua drumul pe bicicleta. Aceasta este doar
o solutie posibila; acelasi lucru poate fi realizat si daca cei doi merg
alternativ pe bicicleta gi pe jos mai multe portiuni mici. Daca primul
copil parcurge 10 km cu bicicleta, o abandoneaza si merge 10 km pe
jos, atunci va ajunge la jum#tatea drumului in 2, 5 ore. In acest timp,
celalalt copil parcurge 10 km pe jos, apoi 10 km pe bicicleta, deci si el
va ajunge la jumatatea drumului in 2,5 ore. Daca repeta toate acestea
si pe a doua jumatate a drumului, atunci vor ajunge la destinatie tot
in 5 ore. Putem vedea ca schimburile pot fi efectuate intr-un numar
infinit de variante, astfel incat ambii sa ajunga la destinatie in 5 ore.

In vederea clarificirii notiunilor si scriem cu ajutorul simbolurilor
matematice timpul minim necesar. Daca timpul in care copiii parcurg
distanta data este t; respectiv ty, atunci pentru ca améandoi sa ajunga
in B, au nevoie de un timp ¢ = max{t¢;,t3}. Deci améandoi vor ajunge
in B intr-un timp

; {t t} x+40—x x+40—x
= Imax = Imax — —_— .
b 5 20 20 5

Pentru a determina timpul minim necesar in care este parcursa dis-
tanta data, trebuie sa calculam expresia

) T . 40—z = i 40 —z
min max-< — — .
0<2<40 5 20 20 5

Cu ajutorul rationamentului de mai sus am demonstrat ca

. T . 40 -2 == . 40 — z 5
min max< — + —— — = 5.
0<2<40 5 20 20 5
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Sa repetam rationamentul anterior in cazul general, in care vitezele
sunt vy gi ve (de valori neprecizate, ce indeplinesc conditia v; < vs),
iar distanta este d. Daca notam cu x distanta parcursa pe jos de
primul copil, atunci acesta va parcurge pe bicicleta distanta d — x, iar
tovarasul sau de drum va parcurge distanta x pe bicicleta si d — x pe

jos. Astfel, timpul in care parcurg distanta data este t; = o+ dv_;”,

. _ oz | d—=z . A o o
respectiv tp = ;= +<-%. Timpul necesar pentru ca amandoi sa parcurgd
distanta d este

r d—zr x d—=x
t = max{ty,to} = max< — + ,— +
U1 (%) Vo U1
si trebuie sa calculam valoarea expresiei
_ { r d—x v d-ux }
min maxq — + — + .

0<z<d (%1 (%) Vo V1

d 1 1 d d Vo — VU1 V1 + Vg
U1 U1 Vo U1 2 V1 * Uy 2’011)2
iar dacd = > %l, atunci
d 1 1 d d Vo — U1 V1 + U9
h=—+z|——— |2 —+= =d .
V2 U1 () V2 2 V1 * Uy 21)1’02
Prin urmare, valoarea minima a maximelor t; si t poate fi obtinuta
cu exactitate in cazul in care x = g, iar in acest caz
= dU1 -+ Vo
21)1’2]2

adica viteza medie a celor doi copii calculata pe distanta d este tocmai
21)11)2
v = ———,
medie vy + vy

adica media armonica a valorilor vitezelor vy si vs.

OBSERVATIE. Solutia problemei de mai sus arata ca media armo-
nica poate intr-adevar si exprime o valoare medie. Merita amintit gi
un alt context, in care valoarea medie se calculeaza cu ajutorul mediei
armonice. De exemplu, daca o cursa de autobuz parcurge distanta d
de doua ori pe zi gi viteza medie in cele doud cazuri este vy, respectiv
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V9, atunci parcurge in total distanta 2d in intervalul de timp % + %,
adica viteza medie este
2d 2 20109

d d L 17 '
v T o P e V1 + Vg

Este important sa subliniem care sunt conditiile in care media ar-
monica apare ca valoare medie. Eventual putem da exemple unde
media unor marimi se calculeaza cu ajutorul altor medii (aritmetica,
geometricd, patratica).

2. O generalizare a problemei de baza si solutia ei

Dupa rezolvarea problemei de baza, merita sa propunem elevilor
urmatoarea problema:

PROBLEMA 2. Generalizati problema 1. Formulati cat mai multe
probleme cu caracter similar, incercati sa le ierarhizati dupa dificul-
tate. Elaborati o strategie pentru analiza cazurilor complexe.

De obicei, elevii formuleaza repede generalizari pentru care in-
tuiesc rezultatele corecte, dar in unele cazuri schiteaza rapid solutii
gresite sau incomplete. In vederea intelegerii aprofundate si elimi-
narii greselilor, se recomands analiza problemelor formulate. In cele
ce urmeaza enumeram cateva generalizari ale problemei de baza si
solutiile lor. Generalizarea cea mai fireasca este aceea in care se con-
sidera mai multi copii si mai multe biciclete si se cere determinarea
timpului minim necesar pentru ca ei sa parcurga cu bicicletele exis-
tente, o distantid data d, in aceleasi conditii (adica bicicletele nu pot fi
utilizate simultan de mai mult de o persoand). Pentru a intui solutia
situatiei generale, trebuie mai intai sa studiem cazurile particulare
(cel putin pentru a evita formularea unui caz general pornind de la un
singur caz particular). Pentru inceput, si studiem urméatoarele cazuri:

PROBLEMA 3. n = 3 copii trebuie sa parcurga o distanta d in
timpul cel mai scurt posibil. Ei se deplaseaza pe jos cu viteza vy, pe
bicicleta cu viteza vy, au o singura bicicleta, pe care nu o pot folosi
doi sau mai multi copii in acelasi timp. Care este timpul cel mai scurt
in care pot parcurge toti trei distanta d? Care este viteza lor medie
in cazul in care parcurg distanta in intervalul de timp minim?
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PROBLEMA 4. n = 4 copii trebuie sa parcurga distanta d in timpul
cel mai scurt. Ei se deplaseaza pe jos cu viteza vy si pe bicicleta cu
viteza vy, au la dispozitie o singura bicicleta, pe care nu o pot folosi
doi sau mai multi copii in acelasi timp. Care este timpul minim in
care cei patru parcurg distanta d? Care este viteza medie a copiilor
in acest caz?

PROBLEMA 5. n copii (n € N*, n > 2) trebuie sa parcurga distanta
d in timpul cel mai scurt. Ei se deplaseaza pe jos cu viteza vy si pe
bicicleta cu viteza v,, au o singura bicicleta, pe care nu pot urca
simultan doi sau mai multi copii. Care este timpul minim in care toti
copiii pot parcurge distanta d? Care este viteza medie a copiilor in
acest caz?

PROBLEMA 6. n = 3 copii trebuie sa parcurga distanta d in timpul
cel mai scurt. Ei merg pe jos cu viteza vy si pe bicicleta cu viteza v,
au la dispozitie doua biciclete, pe fiecare se poate urca cel mult un
singur copil la un moment dat. Care este timpul minim in care toti
trei pot parcurge distanta d? Care este viteza medie a copiilor in acest
caz?

PROBLEMA 7. n = 4 copii trebuie sa parcurga distanta d in timpul
cel mai scurt. Ei merg pe jos cu viteza v; si pe bicicleta cu viteza vy, au
doua biciclete, pe fiecare se poate urca cel mult un singur copil la un
moment dat. Care este timpul minim in care toti patru pot parcurge
distanta d? Care este viteza medie a copiilor in acest caz? Analizati
situatia in care sunt 2 biciclete gi n copii, unde n € N*, n > 3.

PROBLEMA 8. Rezolvati problema anterioara pentru n = 5 copii
si k = 3 biciclete.

PROBLEMA 9. Rezolvati problema anterioara pentru n € N* si
k € N* arbitrare, unde n este numarul copiilor, k este numarul bici-
cletelor, iar n > k.

OBSERVATIE. Este de la sine inteles ca ar fi de ajuns sa rezolvam
doar ultima problema. De fapt, pe celelalte le-am formulat separat
pentru a exersa modul de construire a solutiei, a formularii teoriei
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plecand de la cazuri particulare. Obiectivul nostru este rezolvarea
ultimei probleme, dar dacd abordam din start ultima problema, atunci
este posibil ca elevii sa nu isi dea seama care sunt pasii cheie ai solutjiei.
De aceea este important sa constientizam faptul ca ,putina observatie
si multe speculatii duc la greseli, multa observatie si putine speculatii
duc la adevir” (Alexis Carrel).

Inainte de a studia situatiile mai complexe, transcriem solutia
problemei de baza, astfel incat sa fie adecvata pentru generalizari.
In acest scop, introducem notatii simetrice. Fie x; si x5 distantele
parcurse pe jos de cei doi copii si y1, y» distantele parcurse pe bici-
cleta. Atunci 1 +1y; = d si 22 + yo = d, dat fiind ca améandoi copiii
parcurg distanta totald. In acelasi timp, bicicleta parcurge si ea dis-
nu este bine ca bicicleta sa circule in sens opus (pentru ca s-ar pierde
timp) — deci y; + y2 = d si x1 + x5 = d. Daci t; §i t5 reprezinta durata
deplasarii celor doi copii, atunci

T . T
t1:—1+&§1t2:—2+%
U1 V2 U1 V2
Astfel, dacid t = max{t;, {2}, atunci
T T
p> 2 Mgy > 2 2
U1 Vo U1 Vo

Pe baza celor de mai sus
T+ 2o " y1+927
U1 (%)

d(l 1)
t>-(—+—=).
2 U1 (%)

Egalitatea are loc daca si numai dacd 1 = 29 = y; = Yo = g. Aceastd
situatie poate fi obtinuta dacd unul dintre copii merge pe bicicleta

2t >

adica

pana la jumatatea drumului, o lasa acolo si isi continua drumul pe
jos. In acest timp, celilalt copil parcurge pe jos prima jumitate a
distantei, la jumatatea drumului ia bicicleta si merge mai departe pe
bicicleta. Astfel, timpul minim necesar pentru parcurgerea distantei

deste%(i—kL

v1 v2
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Aceasta descriere a solutiei este mai avantajoasa pentru ca obtinem
conditiile rezolvarii optime si rezultatul final din calcule.

SOLUTIA PROBLEMEI 3. Fie x1, 25 si z3 distantele parcurse pe jos
de cei trei copii, iar y1, y2, si y3 distantele parcurse pe bicicleta. Astfel
au loc relatiile x; + y; = d, pentru 1 < ¢ < 3. Am vézut ci, pentru a
obtine timpul minim de deplasare pe distanta data, bicicleta nu trebuie
abandonata pe drum si trebuie sa fie folositd numai pentru apropierea
de destinatie — de aceea y; + yo + y3 = d si 1 + x5 + v3 = 2d. Daca
t1,1t9 si t3 sunt timpii de deplasare ai celor trei copii, atunci

b=y ¥ <ics,
vy Vg
deci, dacd t = max{ty, ts,t3}, atunci
t>"t 2
vy U
t>22 4 2
vy U
>0y B
U1 (%)
Pe baza celor de mai sus
T1+ 22+ 23 " Y1ty + Y3

(%1 (%)

d(2 1)
t>—-(—+—1.
3\v1 v

Egalitatea are loc daca i numai daca 1 = ¥, = x3 = %d sty =
Yo = Y3 = %l. Aceste valori se pot realiza daca unul dintre copii merge
pe bicicleta o treime din drum, al doilea parcurge pe bicicleta a doua
treime, iar cel de-al treilea, ultima treime. Restul distantei se parcurge
pe jos de cei trei copii. Astfel, viteza medie este

3t >

adica

3
Ymedie = 2, 1>
U1 Vg
adica o medie armonica ponderata a valorilor vitezelor vy si vs. O

SOLUTIA PROBLEMEI 4. Notam cu xy,xs, x3 si x4 distantele par-
curse pe jos de cei patru copii si cu yi, 2, y3, si y4 distantele parcurse
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pe bicicletd. Astfel au loc relatiile z; +1; = d, unde 1 < i < 4. Pentru
a parcurge distanta data in timp minim, bicicleta nu trebuie abando-
nata pe drum si trebuie folosita doar pentru apropierea de destinatie,
nu in sens opus, de aceea Yy, +yo+ys+ys = d, deci x1+xo+x3+74 = 3d.
Daca tq,t9,t3 si t4 sunt timpii de deplasare ai celor patru copii, atunci
t':——l—&, pentru 1 <7 < 4,
U1 V2
deci, dacad t = max{ty,ts,t3,t4}, atunci
i>2 O
U1 (%)
p>22 P2
1 V2
(> 5
U1 V2
p>T Y
U1 U2
Pe baza celor de mai sus
T1+ o+ X3+ 24 I Y1+ Y2 +ys+ ya

(%1 V2

d(B 1)
t> - (—=+—).
4 (%1 V2

Egalitatea are loc daca si numai daca

3d . d
$1=£B2=£E3=£E4=Z§1y1=y2=yszy4=z
Observam ca trebuie sa studiem daca este posibil ca in practica aceste
distante sa fie parcurse astfel incat relatiile de mai sus sa fie indeplinite.
Copiii sunt reprezentati prin by, by, b3 si by. Predarea bicicletei trebuie
organizata cu precizie. Ca si in cazul problemelor precedente, se poate
realiza parcurgerea de catre b; a sfertului ¢ de drum pe bicicleta, iar

restul pe jos, pentru oricare 1 < i < 4. Viteza medie este

4

Ymedie = 3, 1>
U1 Vo

4t >

adica

adica o medie armonica ponderata a valorilor vitezelor vy si vs. O
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SOLUTIA PROBLEMEI 5. Notam cu x, 2o, ..., z, distantele par-
curse pe jos de catre cei m copii, si cu yi,¥s,...,y, distantele par-
curse pe bicicleta. Este evident ca x; + y; = d, pentru 1 <1 < n i
Y1 +y2+ ... +y, =d, deci z; + 9+ ... +x, = (n — 1)d. Daca notam
copiii cu by, bs, . . ., b, si timpul de deplasare al copilului b; cu ¢; pentru
1 <1 < n, atunci

Ti | Yi

ti = —+ R

U1 ()

iar numarul ¢t = max{t,,ts,...,t,} satisface inegalitatile
tz—+£,1§zsn
v V2

Pe baza celor de mai sus
x1+x2+...+xn+y1+y2+...+yn

U1 (%

dn—1 1
t>— +—.
n U1 V2

Egalitatea are loc daca si numai daca v1 = 29 = ... =, =

nt >

Y

adica

(n—1)d
n
respectiv y; = 9o = ... = Y, = %. Ca si in cazul problemelor prece-
%, iar pentru

fiecare 1 < i < n copilul b; parcurge fractiunea ¢ cu bicicleta si restul

dente, drumul este impartit in n parti egale, de lungime

drumului pe jos. Viteza medie in acest caz este

n

Ymedie = n=1 , 1°
U1 v2

care este o medie armonica ponderata a valorilor vitezelor, cele doua
ponderi fiind numaérul copiilor fara bicicletd (n — 1) i numarul bici-

cletelor (1). O

SOLUTIA PROBLEMEI 6. Fie x1, x5, x3 distantele parcurse de copii
pe jos si y1, yo, y3 distantele parcurse pe bicicleta. Este evident ca
ri+y;, =d, pentrul <i < 3siy +y2+ys = 2d, deci x1 +x2+ 23 = d.
Daca notam copiii cu by, bo, si bg si pentru 1 < ¢ < 3 timpul de
deplasare al lui b; cu t;, atunci

z Yi

i
ti= =+,
(%1 (%
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i pentru numérul ¢ = max{tl, t9,t3} sunt valabile inegalitatile
p>B Y <<
U1 )
Daca adunam partile corespunzatoare ale inegalitatilor de mai sus,

aveln
x1+x2+x3+y1+y2+y3

U1 V2

d(l 2)
t> o —+—).
3 U1 (%)

Egalitatea are loc pentru xy = x9 = x3 = %l Sy =Y = Y3 = %d. In
acest caz, schimbul bicicletelor trebuie organizat cu multa atentie.
Pentru a putea urmari mai bine schimbul bicicletelor, drumul se

3t >

adica

imparte in trei gi in tabelul urmator reprezentam modul cum sunt
folosite bicicletele. Se poate verifica faptul cd planul din tabel este

\0 | |
b

wl&
Wi

—2d ) 2d_ g4
3 13

selloviiav

bo
bs
TABELUL 1. Trel copii si doua biciclete

realizabil, adica estimarea inferioara data pentru t¢ este intr-adevar
timpul minim necesar parcurgerii distantei date. Viteza medie este

3
Umedie = T T2
v1 Vg

adica media armonicd ponderata a vitezelor, cele doud ponderi fiind
numérul copiilor fara bicicleta (1) si numarul bicicletelor (2). O

SOLUTIA PROBLEMEI 7. In cazul n = 4 folosim un rationament
similar cu cel precedent si obtinem estimarea

d(2 2)
t>—(—+—.
4 \v; v
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Tabelul 2 contine un mod posibil de utilizare al bicicletelor astfel incat
in inegalitatea de mai sus sa aiba loc egalitatea. Astfel, estimarea
inferioara obtinuta este chiar timpul minim cautat.

é‘d 2_d _d_3_d‘3_d_d
412 414 434
b1 B B P P
b| B P B P
bs| P B P B
by| P B

TABELUL 2. Patru copii si douz‘i biciclete

Pentru a rezolva cazul general este necesar sa descriem modul in
care folosesc copiii bicicletele pe care le au la dispozitie. In acest scop
utilizam in locul tabelului 2 tabelul 3 sau 4 drept model.

‘0_4‘4 2_d _d_3_‘3_

412 414 44

by | B B P P
b| B P P B
bs| P P B B
by| P B

TABELUL 3. Patru copii si doua blclclete - 11

Observam ca, incepand cu linia a doua, liniile din ultimele doua
tabele se obtin plecand de la linia precedenta, in care primul element
trece pe ultima pozitie si restul elementelor se deplaseaza cu o pozitie
spre stanga sau ultimul element este adus pe prima pozitie si restul
se migca cu o pozitie spre dreapta. Astfel de schimburi pot fi folosite

0o-gls-F[F-%[¥-d
b| B | B P | p
b| P | B B | p
by| P | P B | B
b B | P P B

TABELUL 4. Patru copii si doua biciclete - III.
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F1GurA 1.1. Studiul cazurilor particulare

si in cazul general — de aceea putem afirma ca, pentru orice n > 3, n
copii care au doua biciclete pot parcurge distanta d in timpul minim

d(n—Z 2)
t=— +— .
n () Vo

Lucrul acesta poate fi realizat practic printr-o serie de schimburi

de biciclete ca cea descrisa in tabelul 5. Viteza medie este
n

Ymedie = n—2 Tz
U1 Vo

In acest tabel, B se situeazi pe diagonala principald, pe diagonala
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[o—d|d_2d|2_3d| |@Dd_,
b, | B B P P
by | P B B P
b; | P P B P
NI = o =

TABELUL 5. n copii si doua biciclete

vecina aflatda deasupra ei si in coltul din stanga jos, celelalte elemente
fiind P. In acest caz B-urile de pe diagonala principala reprezinta uti-
lizarea primei biciclete, iar restul B-urilor se refera la a doua bicicleta.
Pentru a demonstra ca acest tabel reprezinta intr-adevar o solutie posi-
bila, trebuie verificat faptul ca, in momentul in care un copil trebuie
sa foloseasca o bicicleta la un moment dat, atunci bicicleta este deja
in punctul respectiv (deci nimeni nu trebuie si agtepte). O

SOLUTIA PROBLEMEI 8. In cazul a n = 5 copii si k = 3 bici-
clete notam cu x1,x9, x3, x4, x5 distantele parcurse de copii pe jos si
cu Y1, Y2, Y3, Ya, Y5 distantele parcurse cu bicicleta. Astfel x; + y; = d,
pentru 1 < 7 < 5. Am vazut mai sus ca toate bicicletele trebuie
sd ajunga la destinatie si sa fie folosite numai pentru deplasarea in
directia destinatiei finale, pentru ca timpul in care este parcursa dis-
tanta data sa fie minim. De aceea, y; + yo + y3 + y4 + y5 = 3d si
r1 + o + x3 + x4 + x5 = 2d. Daca notam copiii cu by, by, b3, by, b5
si pentru fiecare ¢ (1 < ¢ < 5) cu ¢; timpul in care copilul b; parcurge
distanta d, atunci

(%1 Vo
si pentru numarul ¢t = max{ty, ts, t3, t4, t5}, are loc
p>T Y <<
L
Pe baza celor de mai sus,

x1+x2—|—x3+x4—|—x5+y1—|—y2+y3+y4+y5
(o % 7

ot >
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d(2 3)
t>-(—+—).
5 U1 (%)

Egalitatea are loc daca si numai daca x| = x9 = 13 = 14 = T5 = %d si
Y =Yg = Y3 =Yg = Y5 = %d. Viteza medie este
5

Ymedie = 2 T3
V1 Vo

adica

Aceasta este o medie armonica ponderata, cele doua ponderi fiind
numarul copiilor fara bicicletd (2) si numarul bicicletelor (3). Trebuie
sa demonstram ca exista un mod de utilizare a bicicletelor astfel incat
estimarea inferioara obtinutd mai inainte sa fie atinsa. O metoda de

‘O_g‘g_%d‘m 3d‘3d Ad | 4d _ g

5 515 515
bp| B B B P P
by| P B B B P
bs| P P B B B
by| B P P B B
bs| B B P P B

TABELUL 6. Cinci copii si trei biciclete

folosire a bicicletelor pe care copiii le au la dispozitie este ilustrata in
tabelul 6. Conform tabelului, pentru orice 1 < s < 3 daca

J=1+s—1 mod 5,

atunci bicicleta cu numarul s va fi utilizata de copilul b; pe portiunea

de lungime %l cu numarul j a distantei d. U
SOLUTIA PROBLEMEI 9. Notam cu xy, 2o, ..., z, distantele par-
curse pe jos de cei n copii si cu y1,¥s,...,Yy, distantele parcurse pe

bicicleta. Este evident ca z; + y; = d, pentru 1 < i < n. Asa cum
am observat deja, bicicletele trebuie sa ajunga la destinatie si sa fie
folosite numai pentru deplasarea in directia destinatiei finale, pentru
ca distanta data sa fie parcursa in timp minim. Din acest motiv,
y1+ys+ ... +y, = kd, §i astfel x1 + 9 + ...+ x, = (n — k)d. Daca
notam copiii cu by, by, ...,b, si pentru oricare 1 < ¢ < n timpul de
deplasare al lui b; este t;, atunci
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ti - & &7
(%1 V2
deci pentru numarul ¢ = max{t, ta,...,t,},
t>" 4 1<i<n,
U1 (%)

Pe baza celor de mai sus
x1+x2+...+xn+y1+y2—|—...+yn
U1 (%

d(n—k k:)
t>— + ).
n U1 V2

Egalitatea are loc pentru

nt >

adica

(n—Fk)d . kd
Ti=ay=. . =a =i == =y = —,
n n
iar viteza medie este
n
Umedie = =& |, &
TR

adica media armonica ponderata a vitezelor, unde ponderile sunt

numarul bicicletelor existente si cel al bicicletelor lipsa. Trebuie sa

demonstram ca schimbul bicicletelor poate fi organizat astfel incat sa
oo e —k)d .

aiba loc egalitatile z; = . .. :xn:% Sly1 =Y =... =y, = %d.

O distribuire posibild a bicicletelor este datd in tabelul 7. In acest

L L | L | I [ Do | o [ Taes | T | T |
bp | B|B|...| B | B| P |...| P P | P
b ' P|B|...| B |B| B |...] P P | P
b.k:l PP B |B| B |...[ P P | P
b, | P | P p  / B| B |...| P P | P
bpe1| PP P |P| B P P P
el s el e e s s
b, | B | B B | P | P P P | B

TABELUL 7. n copii si k biciclete



PREA PUTINE BICICLETE 41

tabel, pe diagonala principala si pe cele (k — 1) diagonale superioare
vecine cu aceasta sunt B-uri, iar in coltul stanga jos (k — 1) diago-
nale contin B-uri, restul elementelor sunt P-uri. Conform tabelului,
pentru oricare 1 < s < k, daca

j=14+s—1 modn,

atunci bicicleta cu numarul s va fi utilizata de copilul b; pe portiunea

de lungime % cu numarul j a distantei date. Astfel nici un copil nu
trebuie sa astepte la schimburile de biciclete. O

3. Alte probleme

O alta generalizare naturala a problemei de baza este determinarea
lungimii minime a intervalului de timp in care este parcursa o distanta
data folosind mai multe mijloace de transport. De exemplu, determi-
nati intervalul minim in care 3 copii parcurg o distantd data, daca
au la dispozitie o bicicleta si un scuter, stiind ca fiecare vehicul poate
transporta o singura persoana la un moment dat. Bazandu-ne pe ex-
perienta acumulata rezolvand problemele anterioare, am putea gandi
ca timpul minim se atinge cand fiecare copil parcurge o treime din
drum cu un mijloc de deplasare (pe jos, cu bicicleta sau cu scute-
rul). Viteza medie ar fi media armonicd a valorilor celor trei viteze.
Diferenta fatd de cazurile studiate pand acum apare la schimbul ve-
hiculelor. Daca am imparti drumul in parti egale, atunci pe prima
coloana a tabelului 8 ar trebui sa apara un S, un B si un P. Dupa S nu
poate urma B (pentru c&, dupa parcurgerea primei treimi de drum pe
scuter, copilul nu poate lua bicicleta intrucat cel care o foloseste n-a
parcurs inca prima treime din drum), astfel prima linie trebuie sa fie
S-P-B. Liniile 2 si 3 se completeaza in mod unic, deoarece bicicleta si
scuterul trebuie sa parcurga a doua treime de drum. Aceasta reparti-
zare a vehiculelor este data in tabelul 8. Dar b; parcurge mai repede
primele doud treimi ale drumului decat b3 (pentru ca se deplaseaza
pe scuter gi pe jos, in timp ce by merge pe bicicleta si pe jos), deci
pentru a folosi bicicleta pe ultima treime de drum trebuie sa astepte
ca bicicleta sa parcurga primele doua treimi. De aceea, in acest caz
nu mai putem folosi intocmai metoda aplicata la deplasarea pe jos si
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0§15 -F % —d]
bl S | P | B
| B S|P
by| P | B

TABELUL 8. Trei copii, o blclcleta si un scuter

cu bicicleta. Prima parte a rationamentului precedent ar functiona in
mod similar daca z;,y; si z; ar fi lungimile parcurse de b; pe jos, cu
bicicleta si cu scuterul, iar vitezele ar fi v1 < vy < w3 — atunci timpii
de deplasare ar fi

vy vy Uy
Daca bicicleta gi scuterul parcurg distanta totala, atunci
Y1+ Yo +ys = dsi 21 + 29+ 23 = d, deci 1 + 29 + 23 = d si
astfel timpul in care este parcursia intreaga distanta indeplineste

inegalitatea
d (1 1 1
t>-(—4+—+—).
3 ( (%) Ug)

Timpul minim nu mai corespunde egalitatii din relatia de mai sus
pentru ca nu avem o metoda practica de schimb a vehiculelor ce sa
permita atingerea valorii minime — de aceea solutionarea problemei
necesita analize noi, de care nu ne vom mai ocupa in cele ce urmeaza.
In mod similar putem generaliza problema, daci pornirea se face din
mai multe puncte si, eventual, punctul final nu este acelagi. O alta
problema generala este cazul cand avem la dispozitie mai multe tipuri
de vehicule, care pot duce mai multe persoane (de ex. automobile cu 5
locuri). Bineinteles, in acest fel situatia se complica foarte mult (poate
fi eficientd parcurgerea distantei de mai multe ori cu magina etc.), dar
putem studia cateva cazuri particulare. Daca problema apare com-
plet generalizata (mai multe vehicule cu capacititi diferite, mai multe
puncte de plecare, puncte de sosire diferite, eventuale restrictii privind
gruparea calatorilor in anumite circumstante, conditionari referitoare
la viteza vehiculelor etc.), atunci pana gi un algoritm in timp real
ce duce la un rezultat aproximativ reprezinta o solutie foarte buna.
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Toate acestea demonstreaza ca prin seria generalizarilor ajungem re-
pede la probleme pe care nu le putem rezolva. Aceasta este una
dintre caracteristicile esentiale ale predarii matematicii pe baza in-
vestigatiei. Daca suntem intr-adevar interesati de situatia problema,
putem ajunge usor la probleme nerezolvabile. Insi nu putem si stim
dinainte care generalizare poate fi tratata si care nu. Prin urmare,
trebuie sa-i sprijinim pe elevi in formularea problemelor, trebuie sa-i
ajutam sa-si recunoasca limitele. Trebuie sa stim, si sa-i congtientizam
si pe elevi, ca situatia de baza naturala este cea in care ne confrun-
tam cu multe probleme de nerezolvat. Formularea cea mai adecvata
ii apartine probabil lui Earl C. Kelley: ,Nu am reusit sa raspundem
la toate intrebarile. Intr-adevar, cateodats simtim ci nu am obtinut
niciun raspuns. Raspunsurile gasite sunt bune numai pentru a scoate
la suprafata o serie de noi intrebari. Poate ca suntem mai nedumeriti
ca niciodata, dar consideram ca suntem mai nedumeriti la un nivel
superior si in privinta unor probleme mai profunde.”

4. Observatii

1. Am testat aceste activitati cu elevi de gimnaziu, cu liceeni si
cu studenti. Participantii au gasit solutia problemei de bazé (eventual
dupa cateva incercéri) aproape intotdeauna (in majoritatea cazurilor
lucrand in grupuri mici) gi au intuit rezultatele in multe cazuri mai
complexe. In general, pentru a redacta solutiile, demonstratiile au
avut nevoie de putina indrumare si, in unele cazuri, de ajutor.

2. Activitatile in grupuri mici au insemnat un mare avantaj in
cursul conceperii incercarilor si organizirii schimburilor. In aceste
etape, eventualele greseli comise au putut fi eliminate inca la nivelul
grupului. Munca in comun a asigurat intelegerea de catre elevi,
aproape fara exceptii, a modului de realizare a schimburilor — de multe
ori au luat nastere mai multe planuri pentru organizarea schimburilor
in cazul general. Totodata, putem sa economisim timp daca grupurile
studiaza cazuri particulare diferite, iar pentru partajarea informati-
ilor gasim o solutie cooperativa (astfel reugim sa aplicim principiile
de baza ale invatarii cooperative).
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3. Activitatile s-au desfagurat in general in 2 — 3 ore. Este bine sa
discutam solutia problemei de baza in cadrul unei activitati separate,
iar generalizarile cu ocazia unei alte activitati.

4. Este important de subliniat diferenta dintre problema prac-
ticd (prinderea trenului) si rezolvarea problemei matematice, insem-
nitatea fiecarui pas al demonstratiei — de exemplu cel al organizarii
schimburilor. Uneori, importanta devine evidenta doar daca prin ea
putem elimina o neintelegere. In cadrul activitatilor, elevii au for-
mulat aproape intotdeauna ipoteza gregita in cazul celor doua tipuri
de vehicule si au observat ca este gresita doar in cursul analizei mai
aprofundate a schimburilor.

F1GURA 1.3. Rezolvarea problemei de baza si planifi-
carea schimburilor de biciclete in cazul general



CAPITOLUL II

DE LA PROBLEME DE TURNARE LA
ECUATII DIOFANTICE LINIARE

1. Introducere

Solutia problemei de mai jos a fost gisita de matematicianul
francez Siméon Denis Poisson in secolul al XVIII-lea ([33]):

PROBLEMA 1. Un om a avut 12 pinte! de vin, din care a dorit si-i
dea 6 pinte vecinului sau. Pentru a masura vinul pe care voia sa-1 dea
vecinului, a avut la dispozitie numai doua vase de 5 pinte, respectiv 8
pinte. Ar fi putut sd masoare cele 6 pinte in vasul de 8 pinte?

Probleme asemanatoare intalnim des in culegerile de matematica,
propuse uneori elevilor din clasa a 5-a. O problema de acest tip este
urmatoarea:

PROBLEMA 2. Aveti la dispozitie trei vase, unul de 4 litri, unul de
7 litri si unul de 11 litri. Masurati 1 litru de apa in conditiile in care
vasul cel mai mare este plin cu apa, iar celelalte doua sunt goale.

In acest capitol vom analiza metodele de rezolvare a problemelor
de acest tip. Analiza va fi pe de o parte matematicia: vom stu-
dia strategii de rezolvare, vom observa ca gradul de umplere a
vaselor date poate fi modelat folosind migcarea unei bile de bili-
ard pe o masa speciala i ca, urmarind miscarea bilei, obtinem
un algoritm ce ne conduce la solutia problemei, daca aceasta exis-
ta. Pe de alta parte, analiza noastra va avea un caracter didactic.
Ea a stat la baza unui studiu efectuat in anii 2009 si 2010, des-
fagsurat in cadrul programului Comenius numit Developing Quality
in Mathematics Education II, in mai multe scoli din Transilvania
(Liceul Teoretic ,Bathory Istvan” din Cluj-Napoca, Liceul Teoretic
,Bolyai Farkas” din Targu Mures, Liceul Teoretic ,Marton Aron” din
Miercurea Ciuc). Multumim colegilor nogtri Hajnalka Csapo, Jutka

10 pinta este egald cu aproximativ 568,26125 ml.
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Szilagyi, Eméke Szilagyi si [stvan Matéfi pentru sprijinul dat in timpul
desfagurarii studiului. Capitolul acesta reprezinta o versiune revizuita
a articolului nostru publicat in revista The Electronic Journal of
Mathematics and Technology (vezi [3]). Motto-ul articolului a fost ur-
matorul citat din Nietzsche: ,I cook every chance in my pot. And only
when it hath been quite cooked do I welcome it as my food.” — adica:
,Pun toate intamplarile la fiert in oala mea si numai dupa ce sunt
bine fierte, le socotesc drept excelente, ca feluri din bucataria mea.”
(Nietzsche: Asa grait-a Zarathustra, traducere de Stefan Augustin
Doinag). Citatul sintetizeaza obiectivul acestui capitol, care poate
fi obiectivul general in predarea matematicii, si anume: majoritatea
elevilor nu stiu sa obtina solutia generala a problemelor de masurare a
unei cantitati de lichid, cand nu au un vas gradat adecvat, dar au alte
vase de capacitate cunoscuta — de aceea rezolvarea pare intamplatoare
chiar gi pentru cei ce rezolva ugor probleme de acest tip. Scopul nostru
este sa aflam cauzele acestor ,intamplari”.

2. Solutii si probleme noi

Pentru a rezolva prima problema, Poisson a folosit un graf, in care
a redat umplerea vaselor si provenienta vinului din ele. In varfurile
grafului a reprezentat gradul de umplere a vaselor sau starea lor, iar
pe muchiile lui, de unde provine vinul din vas. Umplerea vaselor a
exprimat-o cu ajutorul unui triplet, componentele lui reprezentand
cantitatea de vin din vasul cel mai mare, din vasul de 8 pinte, respectiv
din vasul cel mai mic. Pentru a simplifica graful, noi vom reprezenta
numai muchiile lui, care au o structura arborescenta. La inceput,
vasul de 12 pinte era plin, de aceea radacina arborelui este (12,0,0).
Din aceasta se pot obtine doua stari noi: prin umplerea vasului mic
sau a celui de 8 pinte. Astfel, din starea initiala ajungem la starile
(4,8,0) sau (7,0, 5) printr-o singura turnare. Din aceste stari, printr-o
singurd turnare, putem obtine stari diferite: (0,8,4), (4,3,5),(0,7,5),
respectiv (7,5,0). Aceste stari sunt ilustrate in figura 2.1. Daca la
fiecare pas reprezentam la nivelul urmator numai starile, care nu se
gasesc printre starile deja ilustrate, atunci obtinem un graf ce contine
toate starile posibile. Din acest graf se poate observa daca problema
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y\
(4,8,0) (7,0,5)

(0,8,4) (4,3,5) (7,5,0) (0,7,5)

(8,0,4): : (9,3,0) (2,5,5) : : (5,7,0)

v v v v

FIGURA 2.1. Reprezentarea lui Poisson

are solutie, adica daca putem umple un vas cu cantitatea ceruta de
problemd, precum si numarul minim de operatii (turniri) necesare.
Continuand graful de mai sus, putem gasi o solutie posibila:

(12,0,0) — (4,8,0) — (0,8,4) — (8,0,4) — (8,4,0) — (3,4,5) —
— (3,8,1) — (11,0,1) — (11,1,0) — (6,1,5) — (6,6,0).
Prin urmare, cele 6 pinte de vin pot fi masurate in vasul de 8 pinte.
Solutia problemei poate fi gasita si fara graf. Cu ajutorul lui, gasim
solutia cea mai simpla folosind numarul minim de operatii.
Solutia problemei 2 se obtine imediat din:

(11,0,0) — (7,0,4) — (7,4,0) — (3,4,4) — (3,7,1).
Rezolvarea acestor probleme genereaza intrebari noi:

e Care sunt cantitatile de vin care pot fi masurate in cazul
problemelor 1 gi 27

e In ce misurd depinde solvabilitatea problemei de capacitatea
vaselor gi de cantitatea de lichid ce trebuie masurata?

e Ce cantitati de lichid pot fi masurate cu trei vase de capacitate
data?

e Cum se modifica raspunsul dat la cele trei intrebari de mai
sus, dacd numarul vaselor cregte?

Din studiul cazurilor particulare ne dam seama ca reprezentarea lui
Poisson nu poate fi folosita pentru analiza problemelor generale. Ca
urmare, cazurile generale vor fi abordate altfel. Pentru inceput for-
mulam problemele pe care le vom rezolva in continuare.
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PROBLEMA 3. Consideram trei vase negradate, de capacitate a, b,
respectiv ¢ litri, unde a,b,c € N* si ¢ > a + b. Initial, cel mai mare
vas este plin cu apa, iar celelalte sunt goale. Caracterizati cantitatile
ce pot fi masurate in fiecare vas.

PROBLEMA 4. Consideram n + 1 vase negradate, de capacitate

n
a1,y .. .,y §i apeq litri; unde a; € N1 <@ <n+ 1§ a1 > D a;.

i=1
Initial, cel mai mare vas este plin cu apa, iar celelalte sunt goale.

Caracterizati cantitatile ce pot fi masurate in fiecare vas.

Despre problema 3, autorul cartii [16] afirma: | Este limpede ca o
problema de acest tip (unde ¢ = a + b) admite solutie pentru orice
valori ale lui a si b, daca a si b sunt numere relativ prime”, solutia nu
apare in carte si nu pare a fi evidenta. Vom rezolva problema 3 si vom
da solutia ei, astfel incat aceasta sa poata fi folosita pentru rezolvarea
problemei 4. Dupéa ce vom clarifica bazele matematice ale rezolvarii
problemei, vom prezenta rezultatele studiului nostru. Studiul a aratat
ca, pentru rezolvarea acestor probleme, elevii folosesc mecanisme de
tipul ,incercarea moarte n-are” (adicd toarna apa dintr-un vas in altul
la intdmplare si eventual au grija sa nu revina la stdri anterioare).
Am testat aceastd metodad prin simuldri pe calculator si am ajuns
la concluzia ca turnarea la intdmplare duce — mai devreme sau mai
tarziu — la atingerea tuturor starilor posibile. Daca in cursul pasilor
aleatorii avem grija sa nu repetam stari deja intalnite, atunci numarul
de pagi necesar pentru a rezolva problema scade (acest lucru poate fi
demonstrat cu ajutorul unor instrumente, care depagesc cunostintele
unui elev de liceu, de aceea nu vom aborda aceastd problemd aici).
Observam ca problemele de acest tip nu sunt potrivite pentru a verifica
aptitudinile combinatorice ale elevilor, deoarece rezolvarea problemei
le cere mai degraba rabdare, asiduitate si atentie, decat deprinderi
combinatorice.

3. Modelul, o abordare algoritmica si proprietati
matematice

Consideram un paralelogram de laturi a, b pe o latice infinita, ge-
neratda de un romb cu latura egala cu unitatea si unghi ascutit de
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60°. Presupunem ca aceasta este o masa de biliard, pe care studiem
migcarea unei bile. Consideram ca bila se migca fara frecare pe masa,
plecand din punctul O(0,0) de-a lungul laturii OA unde A(a,0).

FIGURA 2.2. Masa de biliard

Miscarea bilei corespunde turnarilor posibile. Notam diagonalele
conform figurii 2.2. gi atribuim fiecarui punct P al mesei coordonatele
sale si numarul diagonalei, care trece prin punctul dat. Aceste trei
numere corespund cantitatilor de apa aflate in cele trei vase. Originea
tul A este reprezentat prin (a,0,c — a), adicd vasul de volum a este
plin, iar restul apei se afla in vasul cel mai mare. Astfel bila se va
deplasa doar de-a lungul diagonalelor trasate si pe segmente paralele
cu laturile paralelogramului. Fiecare punct laticial de pe laturile pa-
ralelogramului ce se afla pe traiectoria bilei reprezinta o stare posibila
a vaselor. Pentru o mai buna intelegere, pentrua =4, b=7gi c =11
am indicat in figura 2.3 traseul bilei si am marcat umplerea vaselor
in punctele de intersectie cu laturile paralelogramului. In acest caz,
traseul bilei trece prin toate punctele laticiale aflate pe laturile parale-
logramului, deci in fiecare vas pot fi masurate toate cantitatile intregi,
care nu depigesc capacitatea vasului respectiv. In paragraful urméator
vom demonstra ca acest lucru este posibil daca a si b sunt numere
relativ prime. Are loc urmatoarea teorema:
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TEOREMA 2.1. Daci c = a+0b sid = (a,b), atunci traiectoria bilei
de biliard contine punctul laticial (z,y) aflat pe laturile paralelogra-
mului de laturi a, b daca gi numai daca d|x si dly, unde cu (a,b) am
notat cel mai mare divizor comun al lut a st b.

OBSERVATIE. Daca d = 1, atunci traiectoria bilei atinge toate
punctele laticiale aflate pe marginea mesei, prin urmare in vasele co-
respunzatoare pot fi masurate toate cantitatile intregi care nu depasesc
capacitatea maxima a vasului respectiv.

(0,0,11)  (2,0,9)
4,0,7)  (0,2,9)
047)  (42)5)
4,43)  (0,6,5)
1,7,3)  (4,6,1)
(1,0,10) (3,7,1)
(0,1,10)  (3,0,8)
416)  (038)
05,6)  (4,34)
SS ) 652 (074
43210 (@712 (4710

FIGURA 2.3. Traseul bilei de biliard si starea vaselor

OBSERVATIE. Daca d = (a,b), atunci pot fi masurate (daca la
umplerea vaselor nu se pierde apd) cantitatile divizibile cu d, deci
solutia problemei 3 se reduce la teorema de mai inainte.

Algoritmul de mai jos genereaza o serie de umpleri ale vaselor, ce
corespund intersectiilor traiectoriei bilei de biliard cu laturile parale-
logramului. Astfel:

e daca este posibil, toarna din a in b %

e daca b este plin, toarna din b in c;

e daca niciunul din pasgii de mai sus nu este posibil, atunci
toarna din ¢ in a.

2Aici am notat cu a, b, ¢ atat vasele cat si capacitatea lor a, b, respectiv c.
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Aceasta face posibila generarea cu ajutorul unui program simplu
a seriei care contine toate umplerile posibile.

OBSERVATIE. Sa presupunem ca a < b gi d = (a,b). Daca in al
doilea vas masuram d litri de apa, in timp ce din vasul mai mic am
turnat in cel mijlociu de x ori, iar vasul b l-am golit de y ori, atunci
ax —by = d, deci din algoritmul de mai sus obtinem o solutie a ecuatiei
diofantice liniare ax — by = d. Cu ajutorul lui, putem genera toate
solutiile ecuatiei. Reciproca acestei proprietati nu este adevarata, pen-
tru ca daca cunoastem solutiile ecuatiei ax — by = d nu avem solutia
problemei turnarilor. De aceea, rezolvarea problemei masurarii unei
cantitati de lichid, cand nu avem la dispozitie un vas de capacitate
adecvata, nu este echivalenta cu rezolvarea ecuatiei diofantice liniare
cu doua necunoscute.

In cazul mai multor vase, problema se complicd. In primul rand,
ne-am putea imagina ca am avea nevoie de o reprezentare in mai
multe dimensiuni. Dar, cand turnam apa dintr-un vas in altul, se
modifica cantitatea de apa din doua vase. Daca reprezentam datele
folosind o structura multidimensionala (de exemplu o prisma), atunci
umplerea unui vas este reprezentatda pe una dintre fetele ei. Aceste
fete pot fi desfasurate in plan, prin urmare putem folosi o reprezentare
bidimensionala. Daca aq,as, ..., an, a,1 reprezinta volumul vaselor si
cel mai mare divizor comun al lui a;,as, ..., a; pentru oricare j > 2
este d;, atunci

ds :(Clbamas) = ((alua’2)7 as) = (d2,a3)
dy Z(al,azy@&%) = ((G17@2,a3),a4) = (d37a4)

si in general
djy1 = (dj,aj41), J=>2.

Consideram paralelogramele de laturi ay X as, as X as, ..., a,_1 X a, si
a, X ap, de unghi ascutit 60°, pe care le agezam unul langa altul ca in
figura 2.4. Acestea sunt noile mese de biliard. Pentru 1 < j <n —1
miscarea bilei pe masa cu numarul j corespunde modificarii cantitatii
de apa din vasele a;, a1 i anq1, vasele ag, ag, ..., a;—1 sunt pline, iar
vasele a;y2,...,a, sunt goale. Pe ultima masa, miscarea corespunde
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turnarilor cu vasele avand volumele a,,, a; si a,41 in timp ce celelalte
vase sunt pline. Pe prima masa, de laturi a; si as, marcam toate
punctele de intersectie dintre traiectoria bilei gi laturii comune cu masa
a doua. Din aceste puncte pleaca cate o bila de biliard, ce se misca
pe masa a doua. Marcam toate punctele de ciocnire, care apar pe
latura comuna a meselor a doua si a treia. Continuam acest procedeu,
astfel, pentru fiecare 2 < 7 < n — 1 din toate punctele de ciocnire de
pe latura comuna a meselor (j — 1) si j, ldsdm sd porneasca o bila de
biliard pe masa cu numarul j gi marcam printr-un semn toate punctele
de ciocnire care apar pe latura comuna a meselor j si (j + 1). Daca
pentru fiecare 1 < j < n—1 notam cu S; latura comuna a meselor j si
(j+1), atunci lungimea lui S; este a;4; si trebuie sa studiem punctele
notate pe segmentele Sy, Ss, Ss, ..., S,_1. In acest scop, reformulim
teorema 2.1 astfel:

TEOREMA 2.2. Consideram un divizor d' a lui b gi traiectoria bilei
de biliard care porneste din punctul de coordonate (0,kd") de pe masa
de laturi a si b, unde k € N este arbitrar si kd' < b. Punctul laticial
(x,y) aflat pe marginea mesei apartine traiectoriei bilei dacd si numai
daca d|z gi d|y, unde d = (d',a).

Conform acestei teoreme, pe segmentul S; marcam punctele lati-
ciale ale caror coordonate sunt multiplii lui d;4;. Pe segmentul S,,_;
(a cdrui lungime este a,,) marcam punctele laticii de coordonate divizi-
bile cu d = (aq, as, . .., a,). Datoritd simetriei, aplicim acest procedeu
pentru fiecare segment, schimband ordinea meselor in mod corespun-
zator. Rezulta ca in orice vas putem masura cantitati intregi, multiplii
ai lui d, mai mici decat volumul vasului dat.

Folosind un rationament similar cu cel de mai sus, putem demon-
stra urmatoarele teoreme:

TEOREMA 2.3. Consideram trei vase negradate, de volum a, b res-
pectiv ¢, unde ¢ > a+b si a,b,c € N*. La inceput, vasul cel mai mare
este plin cu apa, celelalte douda sunt goale.

e Dacic=a+b si(a,b) =d, atunci in vasul de volum a putem
masura 0,1 -d,2-d,...,a—d,a litri de apa, in cel de volum
b putem masura 0,1 -d,2-d,...,b—d,b litri de apa, iar in
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FIGURA 2.4. Fetele desfasurate

vasul de volum ¢ putem masura 0,1-d,2-d,...,c—d,c litri
de apa.

e Dacdc> a+b si(a,b) = d, atunci in vasul de volum a putem
masura 0,1 -d,2-d,...,a—d,a litri de apa, in cel de volum

b putem masura 0,1-d,2-d,...,b—d,b litri de apa, iar in
vasul de volum ¢ putem mdsura ¢ —a —b,c —a —b+1-d,
c—a—b+2-d,...,c—d,c litri de apa.

TEOREMA 2.4. Consideram n + 1 wvase negradate, de wvolum
1,02, ...,0y § Qpi1, UNde ay,as, ..., 0y, ane1 € N* tar d este cel
mat mare divizor comun al numerelor aq,as, ... ,a,. La inceput, va-

n
sul cel mai mare este plin cu apd. Dacd an+1 > Y a;, atunci pen-
Jj=1
tru oricare j € {1,2,...n} in vasul cu volumul a; se pot mdsura
0,1-d,2-d,...,a; —d,a; litri de apa, iar in vasul de volum a,q
n
c,c+d,c+2d,... an41 — d,angq litri de apd, unde ¢ = ap41 — Y, a;.
i=1
OBSERVATIE. Am creat o interfata grafica in Matlab, care repre-
zinta pentru n < 5 migcarea bilei de biliard si inregistreaza ciocnirile
ei cu marginea mesei. Codul sursd a programului poate fi descarcat
de la adresa

http://www.math.ubbcluj.ro/~andrasz/filling/animation /animation.html
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4. Demonstratii

In acest paragraf demonstram teoremele formulate mai sus si com-
pletam golurile din rationamentele anterioare.

DEMONSTRATIA TEOREMEI 2.1. Demonstratia consta in gasirea
legaturii dintre coordonata punctului de plecare de pe o latura a mesei
si cea a punctului de intersectie a traiectoriei bilei cu latura opusa.
Daca bila pleacd din punctul de coordonate (a — x,0) si atinge latura
opusd in punctul (a —y,b), atunci y este restul impéartirii lui 2 +b la a
(vezi figura 4). Prin urmare, pe latura opusa coordonatele punctelor de
ciocnire sunt resturile impartirii numerelor b, 2b,3b, ..., (a; — 1)b, a;b
la a, unde a = a1d si d = (a,b). Aceste resturi au una dintre valorile
0,d,2d,...,(a;—1)d, deoarece acestea sunt divizibile cu d gi sunt doua
cate doud distincte (iar numarul lor este exact a;). Astfel demonstratia
este completa. O

FiGURA 2.5. Relatia dintre punctul de plecare a bilei
si cel de intersectie a traiectoriei ei cu latura opusa

DEMONSTRATIA TEOREMEI 2.2. Folosind acelasi rationament,
putem scrie ca pe latura opusa coordonatele punctelor de ciocnire sunt
resturile impértirii numerelor (a—kd')+1b la a, unde k,l € N*. Acestea
sunt multiplii lui (d’, a) — prin urmare, teorema este adevarata. OJ

DEMONSTRATIA TEOREMEI 2.3. Afirmatiile teoremei 2.3 rezulta
din teorema 2.1 si din reprezentarea starilor pe masa de biliard.
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Conditia ¢ > a + b asigura cd putem folosi intreaga masa, dar
diagonalele trebuie numerotate invers, incepand cu c. O

OBSERVATIE. Daca ¢ < a + b, atunci nu in toate cazurile pot fi
masurate toate cantitatile intregi care nu depasesc capacitatea vasu-
lui. Cu ajutorul reprezentarii lui Poisson putem demonstra ca pentru
a="T,b=11s¢l ¢ =13 nu se poate masura 1 litru de apa. Analiza
acestui caz nu va fi prezentata aici.

DEMONSTRATIA TEOREMEI 2.4. Pe baza teoremei 2.2 i a con-
structiei descrise (vezi fig.2.4) putem afirma ca in vasul a; se pot ma-
sura toate cantititile intregi divizibile cu d, care nu depigesc a;. In
mod similar, prin schimbarea corespunzatoare a vaselor, putem obtine
pentru orice 1 < j < n posibilitatea masurarii in vasul cu volumul a;
a tuturor cantitatilor intregi divizibile cu d, care nu depasesc a;. Pen-
tru ca si in a,; sa putem obtine toate cantitatile posibile, in timp ce
studiem migcarea bilei pe masa cu lungimea laturii a; §i ;41 (precum
si starile corespunzitoare), atunci pentru oricare 1 < k < j — 1 lasam
vasul cu volumul a4 plin cu apa, vasele ajs,...,a, goale, restul de
apa ramanand in a,.1. O

OBSERVATIE. Vom utiliza rationamentul folosit mai sus pentru re-
zolvarea unor cazuri concrete.

5. Evaluarea si rezultatele ei

Am dat o lucrare de control scrisa, la 120 de elevi, cu urmatoarele
doua probleme:

1. Se dau trei vase negradate, de capacitate 7 litri, 17 litri res-
pectiv 24 litri. La inceput, vasul cel mai mare este plin cu
apa.

a) Masurati 1 litru de apa in unul dintre vase.

b) Masurati 1 litru de apa in vasul cel mai mare.

c) Pentru toate cele trei vase precizati toate cantitatile
ce pot fi masurate in vasul respectiv.

2. Se dau trei vase negradate, de capacitate 21 litri, 34 litri res-
pectiv 55 litri. La inceput, vasul cel mai mare este plin cu
apa. Masurati 1 litru de apa in unul dintre vase.
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Jumatate dintre elevi erau din clasele a 5-a si a 6-a, restul fiind
elevi din clasa a 8-a. In functie de varsti, ei pot fi impartiti in dous
categorii: 60 elevi in categoria 10-12 ani si 60 elevi in categoria 13-14
ani. Participantilor la lucrare le-am cerut sa-gi noteze ideile proprii
despre solutia problemei, despre incercarile nereusite, precum si opinia
lor despre aceste probleme. Acesti elevi nu au mai rezolvat probleme
de acest gen, lucrarea de control i-a pus in fata unor probleme complet
noi.

Natura problemelor gi numéarul minim de pasi necesari pentru re-
zolvarea lor ne-a asigurat ca elevii nu vor intui solutia inca de la in-
ceput. Ne-am asteptat ca vor executa pasi aleatorii si vor descoperi
repede ca e bine sa evite starile deja intalnite. Totodata, ne-am astep-
tat sa execute destul de multi pasi inainte de a abandona si ca intre
cele doua grupe vor exista diferente semnificative in privinta pasilor
executati pentru a obtine solutia.

La prima grupa (10-12 ani), am gésit foarte putine solutii bune
pentru punctele a) si b) ale primei probleme si niciuna pentru punctul
c) si problema a doua. La cealaltd grupd, am géasit mult mai multe
solutii pentru punctele a) si b) ale primei probleme, cateva solutii
aproape corecte pentru punctul c) si niciuna pentru cea de-a doua
problema. Presupunerile noastre privind algoritmii de rezolvare s-au
adeverit.

Spre surprinderea noastra, 60% din prima grupa si 45% din grupa
a doua nu au inteles problema (au vrut sa deseneze gradatii pe vase,
cantitati injumatatite, au propus sa procuram un vas de 1 litru sau
au vrut si méasoare 1 litru aproximand din ochi etc.). Urmatoarea
surpriza a fost faptul ca majoritatea elevilor din prima grupa, care au
inteles problema (si au efectuat cel putin 7-8 pasi), dupa un timp au
abandonat pur i simplu turnarea sau au comis o greseala. Cei mai
multi au abandonat lucrul dupa 6-9 pasi. A treia surpriza a fost faptul
ca elevii care au rezolvat primele doua puncte ale primei probleme, in
cazul problemei a doua au abandonat dupa mult mai putini pasi fata
de cei efectuati in cazul primei probleme (desi, in mod logic, in cazul
vaselor mai mari sunt mai multe stari, deci ar putea fi nevoie de mai
multe operatii). Ei au executat practic cu 20% mai putini pasi decat
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la prima problema. Aceasta demonstreaza ca memoria de lucru a fost
epuizata din cauza operatiilor cu numere mai mari, adica adunarea si
scaderea cu numere mai mici de 100 nu este intru totul operationala
in cazul elevilor de 14 ani. Acest lucru este sustinut si de observatiile
elevilor: ,mi s-a umplut creierul”, ,trebuie sa masori pana obosesti”.

Niciunul din elevi nu a observat cd deciziile lor (privind vasele
folosite la turnare) sunt aleatorii gi niciunul nu a incercat si calculeze
pana la sfarsit mai multe posibilitati in acelagi timp. Multi si-au dat
seama ca este bine sa evite starile anterioare, cu toate acestea s-au
oprit dupa mai putin de 10 pasi. Din cealalta grupa, 23% au rezolvat
punctele a) si b) ale primei probleme, cauza reusitei fiind, in mod
evident, numéarul mare de pasi executati (au fost doar doi elevi care
nu au reusit rezolvarea dupa ce au executat mai mult de 10 pasi).

Comparand histogramele realizate pe baza numarului de pasi
corecti, observam o diferenta semnificativa intre cele doua grupe, elevii
din grupa a doua efectuand in medie mult mai multi pasi.

6. Observatii, concluzii

e Problema de baza si teoremele legate de aceasta au fost rezol-
vate si analizate impreuna cu elevii participanti la tabere speciale de
matematica, cu studenti si cu profesorii care au participat la cursuri
de perfectionare. Cand problema a fost bine pusa si activitatea a fost
indrumata corespunzator, participantii au reusit sa descopere detaliile
demonstratiei.

e In literatura de specialitate gisim multe studii referitoare la im-
portanta folosirii diagramelor si figurilor in rezolvarea problemelor
(vezi |32| si referintele din aceasta lucrare). Reprezentarea lui
Poisson este un exemplu tipic pentru structurile ierarhice (vezi [31]),
pe cand reprezentarea cu bile de biliard poate fi considerata un fel
de diagram# dinamicd. In cazul nostru, elementul cheie al demon-
stratiei rezulta din structura dinamica si nu este prezent in structura
ierarhica. Suntem convingi ca utilizarea diagramelor dinamice poate
cregte eficienta gi la multe alte demonstratii.
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e Problema studiatd ne aratd in mod clar cadt de mult se poate
rata intelegerea aprofundata a problemei in cursul activitatilor didac-
tice. Problemele concrete cu turnari pot fi rezolvate in mod direct,
prin enumerarea starilor posibile. Aceasta poate parea in clasi ca si
cum s-ar petrece vreo minune, facand pasi si ajungand dintr-o data
la rezultat. Din pacate, experienta ne arata ca majoritatea elevilor
s-au obignuit cu acest mod de lucru: pentru ei este absolut normal sa
obtina rezultatul fara intelegere sau motivare. Acest fapt poate deveni
un obstacol foarte serios in calea intelegerii matematicii si face practic
imposibila formarea unei mentalitati de invatare constiente, active.

e Simularile pe calculator ne arata ca ambele probleme de baza
puteau fi solutionate si prin executarea pasilor aleatorii, deci rezultatul
slab general nu poate fi explicat prin lipsa talentului matematic sau
prin deficienta aptitudinilor combinatorice. Pur si simplu, elevii nu au
avut rabdarea necesara pentru a efectua un numar corespunzator de
pasi relativ simpli. Poate ca intelegerea problemei si a esecului ajuta la
perceperea sensului cuvintelor lui Jim Watkins: A river cuts through

rock, not because of its power, but because of its persistence.”?

3Un rau strapunge roca nu din cauza fortei, ci din cauza perseverentei sale.



CAPITOLUL III
BETE DE CHIBRITURI SI PATRATE

1. Introducere

La baza acestui capitol sta proiectul lui Spencer Kagan, denumit
,Sa cream patrate” ([12], 15:4-15:9). In timpul acestei activitati, elevii
se impart in grupe de cate 4 si fiecare elev primeste 3 fasii de hartie
identice (20 cm lungime, 1,52 cm latime). Fiecare grupa trebuie sa
creeze (aranjeze) si sd deseneze configuratii in care apar 1,2,3,...
patrate respectand urmatoarele reguli:

e in configuratia desenata fiecare fasie de hartie este impor-
tanta, adica daca se inlatura una din ele, se schimba numarul
patratelor din figura;

e fiecare grupa trebuie sa foloseasca toate fasiile de hartie pe
care le are la dispozitie;

e nu exista extremitati libere, adica la fiecare capat al unei fasii
se atageaza capatul altei fasii;

e nu exista acoperiri partiale sau totale, adica fagiile paralele nu
au parti care se suprapun — lucru care nu exclude intersectia
fagiilor de hartie neparalele.

In primele 15 — 20 minute ale activititii, elevii trebuie si aranjeze
fasiile de hartie in diferite configuratii, apoi timp 10 — 15 minute sa
deseneze configuratiile posibile. Apoi fiecare grupa trebuie sa deseneze
configuratiile obtinute pe un poster comun. In locul fagiilor de hartie
pot fi folosite betisoare sau chibrituri mari.

In etapa urmitoare a activititii, elevilor li s-a cerut si for-
muleze intrebari legate de activitatea lor (inclusiv despre configuratiile
obtinute), apoi sa ordoneze problemele dupa gradul de dificultate (fara
a cunoagte solutia lor, pe baza ipotezelor) si din aceste probleme sa
aleagd cateva pe care cred ci le pot rezolva si si le rezolve. In conti-
nuare vom prezenta problemele formulate de elevi si cateva solutii.
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2. Probleme care apar

Prima intrebare ce apare in mod firesc este data de formularea
imprecisa (deschisa) a problemei initiale:

PROBLEMA 1. Aflati numerele n € N pentru care cele 12 fagii de
hartie date se pot aranja fara a fi suprapuse partial sau total, fara a
exista capete libere, astfel incat sa obtinem exact n patrate?

Analizand cazuri particulare ale problemei, constatam ca aceasta
nu este triviald, nici macar atunci cdnd avem la dispozitie 12 fasii de
hartie. O generalizare fireasca a problemei este cea in care numarul
fasiilor este 4m, unde m € N*. Aceasta conduce la urmatoarea pro-
bleméa (formulatd de aproape toate grupele de elevi):

PROBLEMA 2. Aflati numarul maxim de patrate obtinute folosind
12 fasii de hartie identice, fara a le suprapune partial sau total si fara
a crea extremitati libere.

Aceasta problemé se poate formula gi pentru un numar mai mare
de fagii de hartie. In general, elevii gisesc solutia acestei probleme
destul de repede (fard demonstratie).

PROBLEMA 3. Aflati numarul maxim de patrate obtinute folosind
4m (m € N*) fagii de hartie identice, fard a le suprapune partial sau
total si fara a crea extremitati libere.

Ultimele doua probleme sunt accesibile, solutia lor poate fi intuita
ugor, de aceea marea majoritate a elevilor, dupa ce s-au gandit putin,
la sfarsitul activitatii initiale au desenat figura formata din numérul
maxim de patrate. De regula, aceasta figura este un patrat. Fiecare
laturad a patratului este impartita in 2m — 1 parti egale. Pentru m = 3
figura are forma unei retele de 5 x 5 drepte, ca in figura 3.1 si contine
in total 55 de patrate.

Pentru a arata ca figura cu cele mai multe patrate este cea intuita,
vom demonstra cateva proprietati simple. Pentru aceasta observam
ca figura ce are cele mai multe patrate este intotdeauna un patrat, pe
care il impartim cu segmente intr-o retea de linii orizontale gi verticale.
Dupa aceasta impartire a lui, comparam retelele de drepte obtinute.
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n=>55

Ficura 3.1. Configuratia cu cele mai multe patrate,
obtinuta din 12 fasii identice

Acest rationament ne conduce la reformularea problemei initiale sub
forma de mai jos. Ea poate fi considerata ca parte a problemelor 2 si
3, dar solutia ei nu mai pare evidenta.

PROBLEMA 4. Consideram un patrat ce are doud laturi orizontale
si doud verticale. In interiorul acestui pétrat desendm k segmente
orizontale gi [ segmente verticale, de lungime egala cu latura patratului
(ca in figura 3.2). Care este numéarul maxim de pétrate ce se obtin
astfel, daca k + [ = p si p este un numar natural constant dat?

Kl @==cfecfpecctanan T — k—i—l:p

[[ PR SN R FEYR pa—

%

FIGURA 3.2. | segmente verticale §i k segmente
orizontale, k + [ = p constant

PROBLEMA 5. Consideram un patrat ce are doua laturi orizontale
si doud verticale. In interiorul acestui pétrat desendm k segmente
orizontale gi [ segmente verticale, de lungime egala cu latura patratului
(ca in figura 3.3). Care este numarul maxim de patrate ce se obtin
astfel, daca k si [ sunt numere naturale date?
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FIGURA 3.3. | segmente verticale si k segmente
orizontale, k si [ sunt constante

Pot sa apara probleme diferite de cele de mai sus. Uneori, grupele
de elevi care au participat au desenat acelagi numar de patrate pe
configuratii diferite; mai mult, s-a intamplat ca o grupa sa construiasca
mai multe figuri diferite cu acelagi numar de patrate. De aceea apare
urmatoarea intrebare:

PROBLEMA 6. Daca m si n sunt date, cate figuri distincte putem
construi folosind 4m segmente, pe care apar exact n patrate?

Aceasta problema ne da ocazia sa lamurim ce intelegem prin ,figuri
diferite”. Problema este foarte dificila, chiar si pentru valori m si n
fixate (de exemplu m = 3 gi n = 7) — de aceea nu ne vom ocupa
cu rezolvarea ei. In mod similar, se pune intrebarea: dacid pentru o
valoare data m, numarul maxim de patrate este M,,, este adevarat
ca, pentru fiecare n intre 1 si M,,, putem construi o configuratie in
care apar exact n patrate? Se pot formula generalizari de alta natura,
spre exemplu: ce se intampla in cazul unei probleme tridimensionale
(sectiondm un cub cu plane gi cautdm numéarul maxim de cuburi nou
create)? sau ce se intdmpla dacd desenam pe figura dreptunghiuri
asemenea cu un dreptunghi dat? etc. In cele ce urmeazi vom rezolva
problemele 2, 3, 4 si 5, precum si problema 1, dar nu ne vom ocupa
de problema 6 sau de alte probleme posibile.

3. Solutii

Vom presupune, fara a restrange generalitatea, ca lungimea seg-
mentelor este egala cu o unitate. La primul pas vom demonstra ca,
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daci o figura contine numéarul maxim de patrate, atunci figura respec-
tiva este un patrat, pe care il vom imparti in parti mai mici cu ajutorul
segmentelor ramase. Observam ca:
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e Daca latura celui mai mare patrat dintr-o configuratie nu are

lungimea egala cu unitatea, atunci putem construi o figura in
care exista mai multe patrate decat in configuratia initiala.
Pentru a obtine aceasta figura, este suficient sa micgoram
latura celui mai mare patrat, spre a deveni egala cu o unitate,
apoi sa prelungim segmentele mai scurte, create in interiorul
patratului, pana la lungimea de o unitate. Astfel, se pot crea
segmente libere, cu care pot fi construite patrate noi, iar in
patratul micsorat vor fi cel putin atatea patrate ca in patra-
tul initial. Aceasta constructie este reprezentata in figura 3.4.
Folosind aceasta metoda, figurile cu laturi mai mari de o uni-
tate pot fi transformate in patrate de latura egala cu unitatea
si diviziuni ale acestora.

micsorare prelungirea
i > >
Cd

Cd
segmentelor

FIGURA 3.4. Micsorarea lungimii laturii gi prelungirea segmentelor

e Dacd lungimea laturii celui mai mare patrat (V) este egala

cu o unitate gi in afara acestui patrat existd un alt patrat,
atunci in interiorul lui N se poate construi copia micgorata
a patratului exterior si in figura astfel formata numarul pa-
tratelor va fi iarasi mai mare decat in figura initiala. Cea
mai buna metoda pentru a realiza aceasta configuratie consta
in micgorarea patratului exterior pana la marimea patratului
celui mai mic ce aparea initial in N. Aceasta constructie este
ilustrata in figura 3.5.

Daca lungimea laturii celui mai mare patrat (N) este o uni-
tate si IV intersecteaza alte patrate, atunci prin translatia
segmentelor, ce intersecteaza laturile lui N, vom obtine fi-
guri in care sunt mai multe patrate decat in patratul initial.
Practic, realizam copia micgorata a unui patrat in interiorul
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translatia completarea

segmentelor segmentelor

FIGURA 3.5. Inliturarea patratelor exterioare

celuilalt patrat si prelungim segmentele micgsorate. Aceasta
constructie este ilustrata in figura 3.6. Ea poate fi folosita si
pentru a inlatura mai multe patrate care intersecteaza laturile
lui N (muténdu-le in interiorul lui N).

micsorare prelungirea
>

G
L

7
translatie segmentelor

FIGURA 3.6. Indepartarea pitratelor unitate care
intersecteaza patratul initial

e Numarul patratelor dintr-o figura poate fi marit si in cazul
mai multor patrate ce se intersecteaza ciclic intre ele, daca o
copie micgorata a figurii determinate de celelalte se muta in
interiorul unui patrat.

Tinand seama de cele de mai sus, este clar ca, daca intr-o confi-
guratie numarul de patrate create este maxim, atunci configuratia res-
pectiva este un patrat cu laturi egale cu unitatea, care este impartit in
pitrate mai mici cu ajutorul unor segmente. Astfel, este suficient sa
numaram péatratele formate pe una dintre grile (in general de forma
neregulata) si apoi sd identificim cazul in care acest numar ia cea
mai mare valoare. Dificultatea acestui demers consta in faptul ca pe
o retea de drepte oarecare trebuie sa punem in evidenta marimile ce
ne permit sa numaram patratele care apar. Daca avem nevoie de o
caracterizare univoca a locului unei linii pe grild (de exemplu pentru a
le desena sau pentru a concepe un algoritm ce ar putea fi implementat),
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atunci observam ca e bine sa indicam coordonatele xq, xs, ..., 2110 si
Y1, Yo, - - -, Yrso ale punctelor de diviziune de pe laturi. Folosind aceste
Iy ) O o
Ty @
Z., @ .

ol ] !

6 O Comt O
b oY% LYy % Y%

FiGURA 3.7. Coordonatele punctelor de diviziune

coordonate, vom stabili daca un dreptunghi oarecare al retelei este sau
nu este patrat. Daca dreptele suport ale laturilor dreptunghiului trec
prin punctele de diviziune de coordonate z, < z, si ys < y;, atunci
conditia necesara si suficienta pentru ca dreptunghiul considerat sa fie
un patrat este:
Lg = Tp =Yt — Ys-

Astfel, numarul patratelor se reduce la calculul tuturor diferentelor de
forma z, — x,, respectiv y, — ys, pentru toate elementele multimilor

X = {56'1,.752, cee 7xl+2} §1 Y = {yhyQa s 7?Jk+2}

si la numararea concordantelor intre diferentele calculate. De exem-
plu, in cazul X = {0,1/2,1} si Y = {0,1/2,1} diferentele dintre
elementele multimii X sunt 1/2,1/2,1, iar cele dintre elementele lui
Y sunt 1/2,1/2,1. Numaérul concordantelor posibile este 5 (1 se
potrivegte numai cu 1, insa fiecare 1/2 obtinut din elementele lui X
corespunde cu oricare 1/2 obtinut din elementele lui Y'). Rezulta ca,
impartind patratul cu segmente care unesc mijloacele laturilor sale
(paralele cu laturile patratului), se formeaza 5 patrate. Solutia aceasta
pare destul de complicata, dar ea are la baza un algoritm ce poate

“Dacs ludm in calcul si laturile, avem k + 2 respectiv [ + 2 segmente. Varfurile au
fost considerate si ele puncte de diviziune.



BETE DE CHIBRITURI S| PATRATE 67

fi ugor transformat intr-un program de calculator. Algoritmul este
prea greoi pentru a-l folosi in constructia unui rationament pentru re-
zolvarea problemelor date, de aceea in continuare il vom simplifica.
Conditia x4 — x, = y: — Y, este echivalenta cu

xq—i_ys :xp—i_yt?
deci este suficient sa gasim valori egale ale sumelor de forma x, + ys.

Numarul maxim de patrate corespunde cazului in care apar cele mai
multe egalitati intre aceste sume. Rezulta ca, daca din multimile

X:{xlax27"'7$l}7 Y:{ylay%"'ayk}
construim multimea
X+Y ={r,+y1<q<1,1<s<k},

atunci numarul maxim de patrate se obtine cand in multimea
X + Y numarul elementelor este minim. Aceasta este ideea de baza
a demonstratiilor ce urmeaza. Pentru o intelegere cat mai buna a
rationamentelor vom considera fiecare problema separat.

SOLUTIA PROBLEMEI 2. Este suficient sa rezolvam problema 4
pentru p = 8 si pentru aceasta este de ajuns sa rezolvam problema
5 pentru perechile (0,8),(1,7), (2,6),(3,5) si (4,4).

incazu1(4,4)0:x1 < Ty < T3 < x4 < x5 < x6 = 1 81
0=y1 <ya<ysz<ys<ys <ys =1, deci

O=zi4+mn<zet+mym<zs+y <zat+y <zs+y1 <+ 1y <

<Te+ Y2 < Te+Ys < Te+ys < Te+Ys < Te+ Ys = 2.
De aici rezultd cid |X + Y| > 11. In acelasi timp, intre sumele de
forma x, + ys suma s; = x; + y; poate sa apara o singura data, suma
S9 = x93 + y1 de cel mult doua ori, suma s3 = x3 + y; de cel mult trei
ori si in general suma s, = x, +y1, 1 < u < 6 poate aparea de maxim
v ori. In mod similar, suma Se+u—1 = T+ Yy pOate aparea cel mult de
(7 — v) ori, deci numarul maxim al patratelor ce apar pe figura este:

C3+C5+Ci+C2+Ci+ C2+Ci +C3 + C3 =55,

Pentru a determina toate figurile in care numarul patratelor este
cel maxim, trebuie sa examinam, prin rationamentul de mai inainte,



68 SOLUTII

posibilitatea ca fiecare suma sa apara de cele mai multe ori posibil.
Sumele s1, 9, . . ., S¢ se afla in intervalul [0, 1], iar sumele sg, s7, ..., s11
in intervalul [1, 2]; deci, pentru ca sumele de forma z; +y; si nu creeze
elemente noi in multimea X + Y, in afara celor 11 elemente deja enu-
merate, este necesara conditia

{Y2, Y3, Ya, s} C {xa, T3, 24, x5}

De aselenea, este necesar ca:

{1'2, X3, T4, :C5} g {3/27 Y3, Y4, y5}7

deci z; = y;, 1 < i < 6. In acelasi timp, 2o+ x5 < o+ si astfel suma
o+ x5 poate fi intre cele 11 sume enumerate, numai daca zs + x5 < 1.
In acest caz, insa, sumele xq + 1, To+ T9, To+ X3, Lo+ T4 S T2+ T5 SE
situeaza intre x5 si 1. Din acest motiv, aceste sume se vor afla intre cele
11 elemente enumerate doar daca x5 = 1 — 29, 14 = 5 — 29 = 1 — 229,
T3 = X4 — Xy = 1 — 329 51 19 = 1 — 4xy, deci x; = y; = i’Tl, daca
1 < i < 6. In cazul acestor numere, numirul pitratelor care apar pe
figura respectiva este intr-adevar 55, adica numarul maxim de patrate
pentru k =1 = 4.

Daca k=31l =5, atunci 0 = 21 < 29 < 23 < x4 < x5 = 1 i
O0=y1 <yo<ysz<ys<ys <Ys < yr =1, deci

Ole—l—yl<x1+y2<x1—|—y3<x1+y4<x1+y5<

<T1+yYs <T1t+yr(=1)<a5+ Y2 <w5+Ys <
<T5+Ys <T5+Ys < Ts +Ys < Ty +yr = 2.
Astfel | X + Y| > 13. Totodatd, intre sumele de forma z, + ys suma
x1 + Y, poate aparea de cel mult u ori, pentru u < 4, de 4 ori in cazul
in care u € {5,6} si de 5 ori dacd u = 7. Analog, suma x5 + ¥y, poate
aparea cel mult o singura data in cazul in care v > 5 si de 6 — v ori,
daca 2 < v < 4. Rezulta ca numaéarul patratelor poate fi cel mult:

Cy+C5+Ci+Ci+Ci+C2+C+C5 + Ch = 42.

Acest lucru poate fi realizat daca z; = y; = %, 1<i<4dsgiy = %,

5 <4 < 7. Figura 3.8 reprezinta o configuratie corespunzatoare acestor
valori.
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L

Ficura 3.8. Numarul maxim al patratelor pentru
k=3sil=5

Pe baza unui rationament asemanator, pentru £k = 2,1 = 6 se
formeaza maxim 24 de patrate, pentru k = 1,/ = 7 maxim 11 patrate
si pentru k£ = 0,1 = 8 avem un singur patrat. Astfel, numarul maxim
de péatrate ce se pot construi cu 12 segmente este 55. Acest numar
poate fi obtinut pentru k = [ = 4 si grila echidistanta (vezi figura
3.1). U

SOLUTIA PROBLEMEI 3. Analog cu demonstratia de mai sus, pen-
tru 0 < k < 4dm —4 sil = 4m — 4 — k este suficient sa deter-
minam numarul maxim de patrate si apoi sa comparam aceste numere
maximale. Repetand rationamentul anterior, pentru fiecare k,[ fixat
obtinem cele mai multe patrate in cazul impartirii uniforme, iar cand

k si [ sunt variabile, atunci cele mai multe patrate se vor obtine pentru
m(2m—1)(4m—1)

—_—
Detaliile demonstratiei le lasam in seama cititorului. O

k=1=2m —2. In acest caz, numirul patratelor este

SOLUTIA PROBLEMEI 4. Daca p = 2w, w € N, cele mai multe
patrate apar pentru k = [ = w §i in cazul impartirii uniforme. In

acest caz, numarul patratelor este: (w+1)(w—;2)(2w+3). Daca p = 2w + 1,
w € N cele mai multe patrate apar pentru k = w, [ = w + 1 in cazul

dreptelor trasate in punctele de diviziune x; = y; = ;112, 1 <@ <wH+l,
i—1

w73 ¢ > w+ 1§z = 1. In acest caz, numarul

w+1)(2w2+10w+6) 0
5 .

respectiv y; =

patratelor va fi (
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SOLUTIA PROBLEMEI 5. Dacd k£ < [, atunci cele mai multe pa-

trateaparpentruxi:yi:;:—i, 1§i§k3+2§iyi:f;—},i2k—l—2.
-1

X k
In acest caz, numarul patratelor este EHUEED L S™(fjy(141—5). O

7=0

SOLUTIA PROBLEMEI 1. In solutia problemei 2, am constatat ci
in figura apar cel mult 55 patrate. Pe de alta parte, nu pentru oricare
n < 55 exista o configuratie in care apar exact n patrate. Folosind un
rationament similar cu cel utilizat pentru a rezolva problema 2, putem
demonstra ca nu exista nicio configuratie in care apar exact n patrate,
daca 47 < n < 55 sau 44 < n < 47. Pentru celelalte valori ale lui n
figurile din anexa dau o solutie pentru fiecare. O

4. Comentarii, concluzii

e Activitatea prezentata in introducere a fost efectuatd cu mai
multe grupe de elevi. La activitate au participat elevi de liceu, studenti
si grupe mixte alcatuite din elevi si studenti. Am incercat activitatea
intr-o clasa obignuita, precum si in tabere speciale de matematica (de
exemplu tabdra SimpleX de la Rimetea din iunie 2010). In majori-
tatea cazurilor, elevii au rezolvat partial problema 1 si au formulat
problemele 2, 3 si 6, eventual si alte probleme. In cele mai multe
cazuri, elevii gsi-au dat seama de importanta reprezentarilor corespun-
zatoare, dar nu au observat ca merita sa lucreze cu multimea X + Y.
Cu putin ajutor, insa, elevii au reusit sa gaseasca marginea inferioara
a cardinalului multimii X + Y si prin acesta au gasit si configuratiile
corespunzatoare.

e Problemele astfel formulate oglindesc una din dificultatile funda-
mentale ale predarii matematicii bazate pe investigari: intr-un mediu
propice, elevii formuleaza probleme foarte complexe, interesante,
uneori complicate sau chiar nerezolvabile. Aceasta este o forma de
manifestare naturald a curiozitatii. In general, elevii formuleazi mult
mai multe probleme in raport cu numarul celor pentru care pot obtine
solutii sau, eventual, pentru care profesorul poate sa propuna solutii
(s& nu uitdm cad timpul este limitat, deci multe exercitii nu pot fi re-
zolvate din cauza lipsei de timp). Din acest motiv, pe parcursul unei
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activitati de acest gen, rolul profesorului este cu totul diferit fata de
activitatile frontale, traditionale. Profesorul trebuie sa-i ajute pe elevi
in alegerea problemei ce trebuie studiata mai temeinic; de aceea este
foarte important ca profesorii sa aiba experienta in activitati de acest
gen. Experienta profesorului are un rol important si pentru a evita
cazurile extreme (exercitii prea ugoare sau prea complicate). In clasa
apar deseori probleme cu totul diferite decat cele planificate initial
de catre profesor. Tocmai din aceasta cauza, alegerea problemei si
a mediului de invitare este o sarcini grea pentru profesori. Intr-un
context de probleme planificat corespunzator, aproape intotdeauna
apar si acele probleme care merita sa fie studiate (de exemplu cazul
configuratiei care contine cele mai multe patrate).
e In urma analizei rezolvirii problemelor, observam ci am realizat
cativa pasi esentiali, si anume:
e am formulat problema geometrica, cateva cazuri specifice si
probleme partiale;
e am creat un model algebric (am introdus variabilele adecvate
si multimea X +Y);
e in modelul algebric am rezolvat problema (am determinat
situatia in care multimea X +Y are cele mai putine elemente);
e pe baza solutiei obtinute din modelul algebric, am rezolvat si
problema geometrica initiala.

Acest proces seamand foarte mult cu modelul Blum al modelérii (vezi
[13]), unde la inceput credm un model de situatie, apoi un model
matematic, rezolvim modelul matematic si in final, pe baza solutiei
obtinute din model, dam un raspuns la intrebarea aparuta in modelul
de situatie (sau eventual la problema initiala). Aceasta similitudine in-
dica faptul ca pe parcursul rezolvarii problemelor putem activa aceleasi
mecanisme ca pe parcursul activitatilor de modelare. Totul depinde,
bineinteles, de natura problemelor de rezolvat.

e Activitatea desfiaguratd in echipe mixte (elevi-+studenti) este
foarte utila din punctul de vedere al studentilor, deoarece ei experi-
menteaza situatia gi ca viitori profesori. Ei sunt ajutati de aceasta ac-
tivitate in intelegerea fenomenelor care au loc si a diferitelor roluri, in
clarificarea problemelor si in perceperea modului de gandire al elevilor.
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Datorita faptului ca apartin aceleiagi echipe, elevii devin mult mai
comunicativi cu studentii (sau chiar cu profesorul), care sunt acum
colegii lor, fata de alte situatii. Acest lucru este avantajos pentru am-
bele parti, fiindca ofera posibilitatea unei colaborari diferite fata de
cea de la orele obignuite. Suntem convinsi ca uneori merita sa lucram
i in echipe mixte (studentitelevi sau profesori+elevi), eventual cu
participarea mai multor profesori de specialitate.

e Cazuri particulare ale problemelor 1, 2 si 6 au fost formulate de
aproape toate grupele ce au participat la activitati, dar numarul gru-
pelor care au reusit sa gaseasca raspunsuri complete sau sa formuleze
ipoteze referitoare la rezolvare a fost mult mai mic. In cadrul orelor de
matematica obignuite, acest fapt ar crea numeroase probleme, avand in
vedere ca foarte putine dintre problemele formulate au fost rezolvate
in intregime; deci, in cazul unei evaluari centrate strict pe rezultat,
eficienta poate fi consideratd slaba (elevii formuleaza 10 probleme si
rezolva una singurd). Pe de alta parte, numéararea patratelor care apar
in configuratii ofera un prilej bun pentru exersarea si perfectionarea
tehnicilor de calcul (fiecare echipa a examinat figurile construite de
celelalte echipe si a decis daca acestea sunt corecte sau nu). Pe parcur-
sul activitatii, elevii rezolva in mod absolut firesc probleme care apar
sl in materia gcolara (numararea patratelor pe o grila dreptunghiulara
regulatd); in plus, mediul diferit duce uneori la gasirea unor solutii de
cu totul alta naturd. S& ne gandim ca patratele vizibile pe reteaua
de 5 x 5 drepte sunt numaérate in general dupa marimea lor gi astfel
obtinem numarul maxim de patrate

12 4+ 2% 4 32 + 4% 4 5° = 55,

Pe parcursul activitatilor au aparut practic doua tehnici de numarare
total diferite. In acelasi timp, faptul ci elevii reusesc si rezolve pro-
blema partial si ca intuiesc solutia corectd produce in majoritatea
elevilor o disonantad cognitiva (|14]), care ii stimuleaza in discutarea
ulterioara a rezolvarii problemei.

e Programa predarii matematicii in Roménia cunoaste in ultimii
ani o schimbare completa de mentalitate. Programa initiala, axata
in mod aproape exclusiv pe continut, se orienteaza mai recent spre
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dezvoltarea competentelor, incearca sa se centreze pe elev i pune un
accent deosebit pe invatarea bazata pe curiozitatea elevilor (vezi de
exemplu planul de invatamant pentru clasa a 12-a, aprobat in anul
2006, sau programa completd destinata claselor 5-8). Acest lucru nu
poate fi realizat fara regandirea continuturilor si a activitatilor con-
crete. Reorganizarea continuturilor fara o experienta suficienta este
inutila, in unele cazuri poate fi chiar daunatoare. Pe baza activitatilor
de pand acum (vezi |2|, [4]), putem afirma c&d planul de invatamant
poate fi restructurat in intregime, astfel incit sa se impuna viziunea
bazata pe curiozitatea elevilor. Unul din cele mai mari riscuri ale re-
organizarii este faptul ca esenta se poate pierde tot atat de usor in
cazul noului plan de invataméant ca si in cazul vechii programe si a
vechii mentalitati. Mai mult, in cadrul unei organizari a invataméan-
tului care nu urmeaza indeaproape traditiile, personalitatea, flexibili-
tatea, creativitatea si eventualele lipsuri profesionale ale profesorului
se evidentiaza mai mult decat in cadrul predarii traditionale, bazata
in mare parte pe predare frontala. Din acest motiv exista pericolul
ca invatamantul fondat pe o conceptie noua sa dea dovada la inceput
de o eficientd mult mai redusa, decat cel traditional. Acest fenomen
poate fi contracarat doar prin recrutarea, selectarea, instruirea prac-
ticd a viitorilor dascali gi prin sprijinirea corpului profesoral existent
in realizarea unei transformari de esentd. Conceptia conform careia
aproape oricine poate deveni profesor si ca profesorii pot fi schimbati
prin cursuri de formare (care nu se desfagoara in gcoli) este un miraj
periculos.
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Anexa
n=1 n=2 n=3
n=4 n=>5 n=>6
n=10 n=11 n=12

OBSERVATIE. Pe unele figuri nu sunt trecute dimensiunile, deci
verificare acestora necesita o analiza suplimentard. Astfel acestea pot
fi folosite gi pentru activitati independente.
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1l
n=13 n=14 n=15 n=16
n=17 n=18 n=19 n=20
n=21 n=22 n=23 n=24
n=25 n=26 n=27 n=28
2
- [
5 4
n=29 n=30 n=31 n=32
Vv
.
2
n=33 n=34 n=35 n=36
n=37 n=38 n=39 n=40



76

ANEXA

n=41

n—=42

n=47

n=>55

n—44



CAPITOLUL IV
OPERATII DE BAZA

1. Intelegem sau stim?

Unul dintre obiectivele fundamentale ale predarii matematicii in
scoala elementara si in clasele V-VIII este asimilarea de catre elevi
a proprietatilor operatiilor cu numere (naturale, intregi, rationale),
exersarea pasilor ce duc la obtinerea rezultatului acestor operatii si
dezvoltarea aptitudinilor de calcul la nivel integrat din punct de vedere
functional. In vederea atingerii acestui scop, deseori elevilor li se
predau algoritmi gata fabricati. Adunarea, scaderea, inmultirea, im-
partirea, extragerea radacinii patrate apar ca algoritmi (sau reguli),
care trebuie invitati pe de rost. Acest lucru are anumite avantaje,
deoarece, daca elevii inteleg repede, pricep si asimileaza cu putin
exercitiu tehnicile necesare, se pot ocupa apoi de lucruri mai compli-
cate. Din pacate, in majoritatea cazurilor, acest avantaj raméane neex-
ploatat. In acelagi timp, exista si cAteva aspecte negative: majoritatea
elevilor risca sa-gi formeze o imagine falsa despre matematica, pentru
cd nu pot intelege ca matematica nu inseamna doar rezultatul final
(algoritmul finit, regula, teoremele, notiunile), ci include si activitatea
matematici, ce are ca rezultat final produsele finite. Un alt aspect
negativ foarte important este ca, prin aceastd metoda, ne concentram
doar asupra laturii tehnice a lucrurilor si izolam aproape total conti-
nutul ideatic, cu toate cd asimilarea aspectelor formale (executarea
operatiilor, formulele de calcul prescurtat etc.) nu garanteaza dez-
voltarea mecanismelor de gandire. Trebuie sa ne concentram si asupra
dezvoltarii mecanismelor de gandire, a schemelor cognitive generale.
Modul cel mai simplu este sa aratam nu numai cum functioneaza
algoritmii si la ce pot folosi, dar si cauza si limitele functionarii lor.
Daca nu facem acest lucru, elevii — in cazul cel mai fericit — vor sti
si foloseascd, dar nu vor intelege ceea ce le predam. In acest capi-
tol incercam sa ,redescoperim” algoritmii operatiilor fundamentale,
folosind cateva activitati bazate pe diferite tipuri de reprezentare si
pe manipularea obiectelor concrete.
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2. Probleme

In timpul acestei activitati avem nevoie de cateva (3-4) obiecte de
tipuri diferite si din fiecare tip trebuie sa avem destul de multe obiecte
identice. Putem folosi boabe de fasole de culori diferite, bomboane,
nasturi, benzi de hartie etc. Prin conventie, alegem obiectele (sim-
bolurile) care desemneaza unitatile, zecile, sutele, miile, respectiv ze-
cile de mii, pentru ca in timpul acestei activitati vom reprezenta cifrele
prin obiecte. Pentru simplificare, in descrierea noastra utilizim sim-
boluri, dar din fotografii se va vedea ca in cadrul activitatilor practice
realizate cu studentii, am folosit benzi de hartie colorate sau nasturi
colorati din plastic pentru copii mici. Tabelul 9 cuprinde simbolurile
pe care le-am folosit si valorile numerice corespunzéatoare.

Valoare numericéH 1 10 100 1000 10000

Simbol H O o A \V4 O
TABELUL 9. Simbolurile folosite si valorile lor numerice

O problema de baza este reprezentarea zecimala a numerelor cu
ajutorul simbolurilor. Pentru aceasta, le cerem copiilor sa reprezinte
diverse numere cu ajutorul obiectelor existente. De exemplu:

PROBLEMA 1. Reprezentati numerele 12, 23, 38, 49, 52, 98, 124,
342, 891, 1871 si 12321 cu ajutorul obiectelor (simbolurilor), folosind
semnificatia acestora.

Scopul principal al acestei probleme este sa-i faca pe elevi sa in-
tuiasca posibilitatile de reprezentare, sa observe ca reprezentarea care
utilizeaza cele mai putine simboluri este reprezentarea zecimala. Daca
nu-si dau seama singuri de acest lucru este bine sa le propunem pro-
bleme auxiliare asemanatoare cu urmatoarea:

PROBLEMA 2. Cate moduri diferite exista pentru a reprezenta cu
ajutorul simbolurilor date numéarul 247 Dar 1327

In tabelul 10 sunt date cateva solutii distincte ale primei probleme.
Observam ca, in general, acelagi numéar poate fi reprezentat in mai
multe moduri, iar dintr-o anumita reprezentare putem obtine alta daca
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transformam simbolurile: folosind mai multe simboluri cu valoare mai
mica in locul unuia cu valoare mai mare, sau unul care are o valoare

mai mare in locul mai multor obiecte cu valoare mai mica.
Numar H Reprezentare prin simboluri

12 [000000000000
8O0
2 000000000000

00000000000
0000000000000 0
100000

33 |D0000000000

124 | A000000
342 | AAADDOOO O

1871 || VAAAAAAAADOOODOOOO

12321 || OVVAAADOO
TABELUL 10. Reprezentarea numerelor prin obiecte sau simboluri
Utilizand reprezentarea prin simboluri putem defini adunarea,

scaderea, inmultirea gi impartirea. Scopul nostru este sa ajungem de la
nivelul operatiilor cu obiecte la algoritmi eficienti. In prima fazi exe-
cutam, cu ajutorul reprezentarilor, operatii de baza (adunare, scadere,
inmultire, impartire) fard a cunoagte algoritmii. In faza urmitoare ur-
marim pas cu pas operatiile efectuate cu simboluri, folosindu-ne si de
cifre; apoi incercam sa formulam un algoritm utilizabil in general, doar
cu ajutorul reprezentarii prin cifre.

OBSERVATIE. Este util sd organizam cautarea solutiilor pro-
blemelor ca activitate de grup, sa cerem grupelor — ca problema de
baza — sa descopere cum se efectueaza operatii diferite si apoi sa le
cerem sa-gi impartageasca experientele prin metoda mozaicului.

PROBLEMA 3. Folosind reprezentarea numerelor cu ajutorul sim-
bolurilor, aflati rezultatele operatiilor de mai jos

a) 14439;  b) 36+87; ) 168 + 277 + 59;
d) 246 — 98; €) 526 — 349; f) 1001 — 213.
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SOLUTIE. a) In prima fazi reprezentam termenii sumei cu ajutorul
simbolurilor

4~ JOOOO
39 ~ DOODOOOOO0OOO0O0O.

Daca adunam 14 cu 39 reprezentarea sumei este

oo OO000000000000

In aceasta reprezentare avem mai mult de 10 unitati, prin urmare
putem inlocui 10 unitati cu un zece, iar rezultatul devine

OoO0o0O O OO,
adica 53. Deci 14 + 39 = 53.

OBSERVATIE. Este important ca la inceput sa efectuam operatiile
cu obiecte (simboluri) i sa citim rezultatul din reprezentarea concreta.

b) Reprezentarea termenilor sumei este

36 ~ 000000000kt
87 ~ OO00ODDOCDOOO0OO0O000,

deci

36487 ~ OO00000O0COO0O000000000000.

Observam ca am putea efectua schimbarile si de la celalalt capat
— sa schimbam 10 zeci cu o suta, apoi zece unitati cu un zece.
Reprezentarea rezultatului va fi

AUOO OO,

adica 36 4+ 87 = 123. Bineinteles, vom avea acelagi rezultat si in cazul
in care schimbam prima data unitatile in zeci, apoi zecile in sute.
c¢) Reprezentarea termenilor sumei este

168 ~ ADOOOODOOO000000,
277~ AADDOOOOOO0O0O0000Q s
5 ~ OO0 O0O00O0O0000,



OPERATII DE BAZA 81

deci

168 +2774+59 ~ AAA
I O |

0000000000
0000000000
OO00O.

Daca schimbam 10 zeci cu o suta si 20 de unitati cu doua zeci,
reprezentarea rezultatului va fi

168 4+277+59 ~ AAAA
I

OO0O00O.

Aceasta nu este cea mai simpla reprezentare, deci trebuie sa inlocuim
in continuare 10 zeci cu o suta. Astfel, rezultatul va fi

168+ 277459 ~ AAAAAOOOO,

adicd 1684277459 = 504. Observam ca transformarile pot fi efectuate
in ordine aleatorie, rezultatul fiind acelagi. Daca vrem sa schimbam
fiecare tip cel mult o data, este indicat sa incepem cu transformarea
unitatilor si sa continuam cu zecile si asa mai departe. Din acestea
rezulta, practic, algoritmul adunarii, daca descriem procedeul cu cifre.

d) Una dintre reprezentarile posibile ale lui 246 este AAOOOO O
OOOO0), din care ar trebui sa scadem 98, adica JODOOOOOO0)
OOOOOOQO. Pentru ca reprezentarea lui 246 nu contine atatea
unitati ca reprezentarea lui 98, e util sa transformam o unitate mai
mare. Deci un O va fi inlocuit cu 10 (). Astfel, din numarul

AAOODOOO0O000O0O0O0000O0O00O0O0O
trebuie sa scadem OOOOCOOOOO0 O O O O O O O O. Unitatile

pot fi scazute, deci in continuare din numarul

AAOODOOO0O0000O0

trebuie sa scadem UOOOOOOON. Deoarece reprezentarea din care
scadem nu contine destule zeci, vom transforma 100 in zeci. Din
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numarul
ADODODOODOOC00 O O OO0 OO0 00O
putem scadea DOOOOOOON, iar rezultatul va fi

AODOOIOO00O00000,

adica 148. Observam ca scaderea poate fi efectuata gi de data aceasta
in mai multe feluri; am fi putut transforma prima data o suta si numai
la sfarsit zecile, sau puteam sa schimbam o suta in unitati si pe urma
sa transformam restul. Daca dorim sa obtinem rezultatul cu un numar
minim de pasi si sa determinam o cifrd a rezultatului intr-un singur
pas, atunci trebuie sa incepem cu unitatile si sa lucram la fiecare pas
cu elemente (obiecte, simboluri sau cifre) ce reprezintd urmatoarea
marime superioara. Astfel, obtinem algoritmul cunoscut al scaderii.

e) Vom descrie acum sciaderea 526 — 349 prin cifre, dar ne gandim
pe parcurs si la operatiile efectuate prin reprezentari. 526 contine doar
6 unitati, din care nu putem scadea 9, deci vom schimba un zece si
din cele 16 unitati vom scadea 9. Astfel, ne raméan 7 unitati, care
indica numarul unitatilor din rezultat. Din cele 5 sute si 1 zece ramasi
trebuie sa scadem 4 zeci si 3 sute. Pentru aceasta schimbam o suta
in zeci, iar din cele 11 zeci scadem 4 zeci. Restul de 7 zeci indica
numarul zecilor din rezultat. Din restul de 4 sute ramase scadem 3
sute si obtinem 1 suta, adica rezultatul va fi 177.

f) In cazul sciderii 1001 — 213 trebuie si descompunem mia din
reprezentarea lui 1001 astfel incat sa avem cel putin 10 unitati. Putem
obtine acest lucru prin descompunerea

1000 =10-100 =9-100 +10-10 =9-100 +9 - 10 + 10 = 990 + 10

(prima datd o descompunem in 10 sute, apoi 1 suta in 10 zeci si in
sfargit schimbam 1 zece in unitati). In acest fel, trebuie si efectuim
scaderea 99(11) — 213, unde parantezele exprima ca numéarul unitatilor
este 11. Aceasta operatie este echivalenta cu scaderea 998 — 210, care
are ca rezultat 788. U

OBSERVATIE. Efectuarea operatiilor de mai sus ne-a fost utila pen-
tru a intelege pasii executarii adunarii si scdderii. Se cuvine sa le
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efectuam in cadrul activitatii si sa-i lasam pe elevi sa analizeze posibi-
litatile de care dispun, eventual sa le ddm un numar suficient de pro-
bleme pentru a-i convinge ca algoritmul cunoscut (pe care multi elevi il
vor descoperi ei ingisi in cursul activitatii) este intr-adevar cel mai efi-
cient posibil. Prin aceasta demonstram si functionarea unui principiu
matematic general - exigenta matematicii cu privire la puritatea si
ordinea interna, potrivit careia la orice problema trebuie sa propunem
solutia cea mai simpla si totodata generald. Aceasta poate insemna
pentru elevi o importanta invatatura strategica pentru viitor, care nu
ar putea fi identificatd doar prin invatarea algoritmilor gata facuti.
Atragem atentia asupra acestui lucru pentru ca, in calitate de profe-
sori, trebuie sa fim constienti de informatia secundara transmisa de
metodele alese de noi, dincolo de continutul obiectivului principal. Pe
termen lung, aceste informatii secundare vor contribui in mare masura
la dezvoltarea mecanismelor gandirii, la formarea opiniei. Unul dintre
trucurile fundamentale ale predarii prin investigare este reprezentarea
in cadrul unei activitati concrete a unor fenomene care la inceput pot
fi calificate secundare gi care constituie sursa unor noi intrebari si mo-
tivatii. Asemenea unei excursii, nu este important doar telul de atins
— frumusetile ni se dezvaluie de multe ori in timpul mersului.

Urmaétoarele doua probleme au ca obiectiv descoperirea algoritmu-
lui impartirii si al inmultirii.

PROBLEMA 4. Folosind reprezentarile numerelor, efectuati im-
partirile de mai jos si apoi formulati un algoritm general pentru exe-
cutarea Impartirii

a) 96:3; b) 385:7; c¢) 4164:12; d) 24123:43.

SOLUTIE. a) Reprezentarea lui 96 este

OO0oooooo0 O OO0 000,
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care trebuie sa fie impartita in 3 grupuri identice. Putem obtine acest
lucru daca reorganizam simbolurile:

0000 O
00000
nunfeYe}

rezultatul impartirii fiind 32.

b) Impartirea ar putea fi efectuata si prin schimbarea tuturor ele-
mentelor in unititi, pe care le distribuim pe urma in 7 grupuri. Acest
lucru insa ar necesita un timp destul de lung. Daca ne straduim sa
facem cat mai putini pasi, merita sa incepem cu distribuirea unor
bucati cat mai mari, adica sa executam impartirea de la simbolurile
cu cea mai mare valoare. Una din reprezentarile numarului 385 este
AAAOOO0OO00OO0 O O O OO unde cele 3 triunghiuri nu pot fi
distribuite in 7 grupuri identice, prin urmare le preschimbam in pa-
trate. Astfel vom avea 38 de patrate si 5 cercuri. Din acestea putem
forma 7 grupuri identice prin distribuirea, la inceput, a unui numar
maxim de patrate, dupa care patratele ramase vor fi schimbate, iar
din unititi vom alcitui din nou 7 grupuri identice. In prima etapi
obtinem configuratia

(I [ [

(I [ [

([ [

(I [ [ OooOO0O0O00

([ [

([ [

([ [
iar dupa schimbare vom putea forma cele 7 grupuri identice gi putem
citi rezultatul. Pe baza celor de mai sus, 385 : 7 = 55. Bineinteles,
grupurile pot fi formate si incepand cu unitatile, insa trebuie sa dis-

tribuim de mai multe ori zeci in unitati, iar daca impartirea nu poate
fi efectuata fara rest, ea poate dura mai mult timp.
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([
([
([
o0od
Loood
Ho0od
Oo0od

00000
00000
00000
00000
00000
OO0000
OO0000

¢) Reprezentarea lui 12 este O O ; inmultit cu 10 va fi AOO,
inmultit cu 100 va fi VA A, adica, pornind de la reprezentarea lui 4164
sub forma VVVVAOOOOOO O O O O, ar fi suficient sa alcatuim
grupuri de forma [0 (O O, AOO, respectiv VAA. Ne diam seama ca

putem separa trei grupuri VAA dupa care ne raméne

AAAAADDOOOOO OO O.

Din acest grup putem forma 4 grupuri AOO si ne raméne inca

000000000 O O 0.

Prin schimbarea unui patrat vom putea forma 7 grupuri J() (), adica

4164 ne apare in forma

300-12+40-12+7-12.

Din aceasta cauza, rezultatul impartirii este 300 + 40 + 7 = 347. Or-
dinea formarii grupurilor este urmatoarea

VVV VVV AAA
VVVVA TAVAVA AAA OO0
OOooood AVAVA AAA OO0
O000 ANAAAADOOOOO AN
OO 0O

0000
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VVV AAL VVV AAAA
iii ggg AAaLoon | VYV AAAA OO
AAA OOOO AAADOOO OO
o AAATOOD OO
0000000000 I —
OO0 0O O00O
VVV AAAA OO
AAA OOOD OO VVV AAAA OO00000
ANADOOO OO  AAA0HOHO OO0O00O000
0ooog AAATOOO OO OO0 00
001000100000,

Rezultatul final poate fi citit de pe ultima schema.

d) Executam aceasta impartire pe baza planului de mai sus, insa
nu o scriem cu simboluri, ci cu cifre. 43000 este mai mare decat deim-
partitul, de aceea in prima etapa vom alcatui doar multiplii lui 4300.
6 asemenea grupuri ar da un numar mai mare decat deimpartitul, de
aceea vom forma 5 grupuri de acest fel. Apoi continuam cu impartirea
numarului 2623. Din acest numar alcatuim multiplii lui 430 In acest
caz, putem alcatui 6 grupuri, deoarece 6-430 = 2580 < 2623, adica ne
mai raméan 2623 — 2580 = 43. Astfel, am reusit sd obtinem numarul
24123 sub forma 5-4300+6-43041-43 =500 -43 4+ 60 - 43 + 1 - 43,
adica rezultatul final al impartirii este 500 + 60 + 1 = 561. Acesti pasi
sunt deja etapele algoritmului cunoscut al impartirii, daca ii descriem
in mod corespunzator. U

OBSERVATII. 1. Efectuarea impartirii la nivelul obiectelor ne con-
duce in mod clar si la teorema impartirii cu rest.

2. In cursul executdrii, practic nu mai avem nevoie de in-
multire, trebuie sa cunoastem doar valoarea divizorului inmultit
cu 10,100, 1000, ... grupurile pot fi formate si cu ajutorul scaderii
repetate. Inmultirea poate fi utilizatd pentru a reduce numirul de

pasi.
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PROBLEMA 5. Folosind reprezentarile numerelor, efectuati in-
multirile de mai jos si pe baza lor formulati un algoritm general pentru
inmultire

a)5-6; b)14-4; ¢) 34-23; d) 256-23; e) 214 -321.

SOLUTIE. Reprezentarea lui 6 este O O O O OQ, deci
reprezentarea lui 5 - 6 este

000000
000000
000000
OO00000
000000

Acest rezultat poate fi citit fie prin numararea cerculetelor, fie prin
scrierea lui intr-o reprezentare mai simpld (inlocuind ceea ce poate fi
inlocuit). Astfel, obtinem reprezentarea (JOJO, adica rezultatul este
30.

b) 14 - 4 este egal cu 4 - 14, deoarece, daca dispunem de 14 ori céte
4 cerculete (in forma de 14 randuri i 4 coloane), este acelagi lucru
ca i cum am fi aranjat de 4 ori cate 14 (4 coloane gi 14 randuri).
Reprezentarea lui 14 este O O O O O, deci reprezentarea lui 4 - 14
este

DoOO00O0O
DoOO00O0O

DoOO00O0O
DOO0OO.

Daca schimbam unitatile, obtinem inca un [ si sase (), astfel
reprezentarea rezultatului este

Dooo O 00000,

deci rezultatul este 56. Observam ca, pentru a obtine rezultatul, am
calculat numarul cerculetelor, adica 4-4 = 16, iar 6 a indicat numarul
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unitatilor in rezultat, in timp ce 1 a fost adaugat la numarul zecilor
(4-1).

c¢) Pentru a calcula 34 - 23, ar trebui sa scriem 23 de 34 de ori
si sd citim rezultatul printr-o serie de schimbéari. Acest procedeu
ar trebui efectuat in modul cel mai simplu posibil. Reprezentarea
lui 23 este O O O O . Dacd schimbam toate simbolurile cu altele
de ordin superior, obtinem numarul inzecit, adica reprezentarea lui
10-23 = 230 este AALO. 34 poate fi scris sub forma de 3-10+4; alt-
fel spus, rezultatul este compus din trei grupuri AAOOO si 4 grupuri
000 OQ. In acest fel, reprezentarea rezultatului este

AAO0OO
AAOOO
AAOOO

oo 00
oo 0O
oo 00
HNQIGION

Aceasta reprezentare o simplificim in masura posibilului. Mai intai
schimbam zece cercuri cu un patrat si scriem cele 2 cercuri ramase.
Schimbam 10 patrate in triunghiuri, scriem cele 8 ramase, apoi scriem
si cele 7 triunghiuri. Astfel, reprezentarea este

JAVAVAVAVAVAVANE R R RN R EIGIO}

rezultatul este deci 782.

d) In loc de 256 - 23 calculam 23 - 256. Reprezentarea lui 256
este AAOOOOO O O O O O O, deci inmultit cu zece va da
VVAAAAADDOOOO, astfel una din reprezentarile rezultatului e
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VVAAAAADOOOOO
VVAAAAADOOOOO

V\unsuslololololo]®
AADOOOODOOO000
AACOOOOO OO 000.

Operand transformarile, reprezentarea rezultatului va fi
VVVVVAAAAANANAACOOOOOOO O OO O OO OO,

rezultatul este deci 5888. Putem observa ca am efectuat practic in-
multirile 3 - 256 si 2 - 256 - 10. Daca mai intai le calculam pe acestea
(incepem schimbaérile in interiorul grupurilor), una din reprezentarile
rezultatului va avea forma

vvvvvAOO
AANAAAAADDODOD OO OO0 000

din care obtinem acelagi rezultat final 5888. Scriind cu cifre, vedem
ca am efectuat operatiile 3 - 256 + 2 - 2560 = 768 + 5120 = 5888, ceea
ce ne duce in mod vizibil la algoritmul cunoscut al inmultirii.

e) Executam inmultirile 214 -3 = 642, 214-2 = 428 i 214 -1 = 214,
pe urma calculam suma numerelor 64200, 4280 si 214. Rezultatul este
68694. O

OBSERVATIE. In timpul activititilor elevii descoperd deseori in-
multirea inceputa din stanga.

3. Reprezentarea vizuala a formulelor de calcul prescurtat

In acest paragraf vom da cateva reprezentari care ii ajuta pe
elevi s& memoreze formulele de calcul prescurtat si sa-si clarifice
nelamuririle legate de acestea. Elevii sunt capabili sa descopere sin-
guri reprezentari de acest tip; de aceea, inainte de a incepe predarea
formulelor de calcul prescurtat, e bine sa organizam activitati care au
ca obiectiv descoperirea acestor reprezentari.
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PROBLEMA 6. Gasiti o reprezentare vizuald a marimilor a2, b? si
(a + b)? stiind c& a,b > 0.

PROBLEMA 7. Gasiti o reprezentare vizuald a marimilor a?, b2, ¢?

si (a+ b+ c)? stiind ca a,b,c > 0.

PROBLEMA 8. Gésiti o reprezentare vizuald a marimilor a?, b?, ¢2,
d* i (a+ b+ c+ d)? stiind ca a,b,c,d > 0.

PROBLEMA 9. Gisiti o reprezentare vizuald a marimilor a®, b3 si
(a + b)? stiind c& a,b > 0.

PROBLEMA 10. Gasiti o reprezentare vizuald a marimilor a®, b3,

A st (a+ b+ c)? stiind ca a,b,c > 0.

PROBLEMA 11. Descompuneti in factori marimea a? — b? cu aju-
torul reprezentarii geometrice, stiind ca a > b > 0.

PROBLEMA 12. Reprezentati inegalitatea a®+b*+c* > ab+bc+ca
in cazul a,b,c > 0.

PROBLEMA 13. Reprezentati inegalitatea a® + b® + ¢ > 3abc in
cazul a, b,c > 0.

SOLUTIA PROBLEMEI 6. Impartim patratul cu lungimea de latura
a+ b, astfel incat sa realizam un patrat cu latura a si unul cu latura b.
Una din metodele posibile este reprezentata pe figura 4.1. Aria celor

a b
bl ab b’ b
a a? ab a
a b

FIGURA 4.1. (a+b)? = a* +b* + 2ab
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patru parti este pe rand a2, b?, ab, ba, iar aria patratului original este
egald cu suma ariilor partilor, adica
(a+0b)* = a* + b* + 2ab.
O

SOLUTIA PROBLEMEI 7. Laturile patratului cu lungimea laturilor
a + b + ¢ sunt impartite in segmente de lungimile a,b respectiv c,
conform figurii 4.2, apoi unim punctele de diviziune corespunzatoare.
Suma ariilor celor 9 dreptunghiuri mici rezultate este egala cu aria

a b c
cl ac be c? |c
bl ab B2 be b
a a? ab ac |a
a b c

FIGURA 4.2. (a+ b+ c)? = a® + b* + ¢* + 2ab + 2bc + 2ca

patratului original, adica obtinem relatia
(a+b+c)* =a®+b>+ ¢ + 2ab + 2bc + 2ca.
OJ

SOLUTIA PROBLEMEI 8. Ca si in cazul celor doua probleme an-
terioare, impartim laturile patratului cu lungimea laturilor egala cu
a+b+c+d in segmente avand lungimile a, b, ¢ si d conform figurii 4.3,
apoi unim punctele de diviziune corespunzatoare. Daca scriem aria
patratului original in doua feluri, obtinem egalitatea

(a+b+c+d)?* = a®+ b+ +d*+2ab+ 2ac + 2bc + 2bd + 2cd + 2da.
U
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a b c d
d| ad | bd cd d? |d

¢l ac be c? cd |c

bl ab | b? be bd |b

a|l a? | ab ac ad |a

a b c a
FIGURA 4.3. Reprezentarea patratului unui cvadrinom

OBSERVATIE. Cu ajutorul reprezentarii vizuale putem obtine pa-
tratul polinoamelor cu oricati termeni si se vede clar ca in formule
apar toate produsele posibile cu doi factori. Este important sa subli-
niem acest lucru pentru ca, altfel, o parte a elevilor ar putea crede,
pe baza formulei binomului gi a trinomului, ca in formula patratului
cvadrinomului apar numai produsele ab, be, cd si da.

SOLUTIA PROBLEMEI 9. Sa descompunem un cub cu lungimea la-
turilor de a+b, astfel incat sa obtinem un cub cu lungimea laturii a si
unul cu lungimea laturii b. Descompunerea este ilustrata in figura 4.4.
Pe de o parte, volumul cubului original este (a+ b)3. Pe de alta parte,

FIGURA 4.4. (a+ b)® = a® + b® + 3a®b + 3ab?

acelagi volum este egal cu suma volumelor corpurilor in care cubul a
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fost descompus. Astfel obtinem relatia
(a+0b)* =a® + b* + 3a%b + 3ab®.
O

SOLUTIA PROBLEMEI 10. Sa& impartim laturile unui cub cu
lungimea laturii @ + b + ¢ in segmente avand lungimile a, b, respectiv
¢ si sa descompunem cubul in paralelipipede dreptunghice cu ajutorul
planelor paralele cu fetele laterale, care trec prin punctele de diviziu-
ne corespunzatoare. Astfel, obtinem 27 paralelipipede dreptunghice.

Figura 4.5 ilustreaza corpurile obtinute. Suma volumelor celor 27

FIGURA 4.5. Reprezentarea unui trinom la puterea a treia

paralelipipede dreptunghice este egala cu volumul cubului initial, deci

obtinem identitatea

(a+b+c)’ =a®+b°+c+3 (a®b + ab® + a’c + ac® + b*c + bc®) +6abe.
O
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SOLUTIA PROBLEMEI 11. Din patratul cu lungimea laturii a de-
cupam un patrat cu lungimea laturii b. Daca transformam figura plana
rezultata in forma de dreptunghi, putem obtine o descompunere a lui
a? — b, In urma transformarii reprezentate in figura 4.6, obtinem

N b
a ----------------
a-b (
a
b
b a-b a-b

FIGURA 4.6. a®> — b* = (a — b)(a + b)

descompunerea
a’>— b= (a—0b)(a+b).
0

SOLUTIA PROBLEMEI 12. Sa presupunem ca a > b > c. Aceasta
presupunere nu restrange generalitatea, pentru ca cei doi membri ai
inegalitatii sunt simetrici. Sa desenam trei patrate unul langa al-
tul, care au lungimea laturii a, b, respectiv ¢ (vezi figura 4.7). Aria

/ \
2 PR
a
b2 ab o
c? be
a ) c a b c

FIGURA 4.7. a®> + >+ % > ab+ bc + ca

totald a celor trei patrate este a® + b? + 2. Pe aceasta figura poate fi
reprezentata si expresia ab + bc + ca, care este suma ariilor dreptun-
ghiurilor hagurate de pe desenul din dreapta al figurii 4.7. Aceasta nu
este mai mare decat suma ariilor patratelor initiale, deoarece, dincolo
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de partile comune, aria niciunui dreptunghi hagurat dintre cele indi-
cate cu sdgeatd nu poate depdsi aria perechii sale (cu care are o latura
comuna, iar celelalte doua laturi pot fi comparate pe baza dispunerii
presupuse). Prin urmare a® + b + ¢* > ab + bc + ca. Il

SOLUTIA PROBLEMEI 13. Pe baza exercitiului precedent, putem
spune ca aria primului dreptunghi din figura 4.8 este cel putin egala
cu aria dreptunghiului al doilea. Aria primului dreptunghi este

CQ
ab
b2
ca
2
@ be
a b c a b c

FIGURA 4.8. a® + b3 + ¢ > 3abc

a® + 0+ + a’b+ a’c + bPa + Ve + Pa + P,
iar aria celui de-al doilea este
3abc + a*b + a*c + b*a + b*c + Fa + *b.
Dupa excluderea partilor comune, obtinem inegalitatea
a® 4+ b + & > 3abe.
O

OBSERVATIE. Pentru studiul importantei gandirii vizuale si pentru
a analiza alte demonstratii vizuale, recomandam cartile [22], [15], [29]
si [30].

4. Extragerea radacinii patrate

PROBLEMA 14. Reprezentati prin obiecte (vezi paragraful al
doilea) sau prin simboluri sub forma unui patrat numerele patrate
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perfecte mai mici de 500 si simplificati cat mai mult posibil reprezen-
tarile.

PROBLEMA 15. Reprezentati prin simboluri numerele 2342, respec-
tiv 23142 si simplificati cat mai mult posibil reprezentirile.

PROBLEMA 16. Pe baza reprezentarilor similare cu cea dinainte,
decideti dacd numerele urméatoare sunt patrate perfecte sau nu, si
daca da, calculati radacina patrata a numerelor: 189, 128, 1156, 45369,
1234321.

SOLUTIA PROBLEMEI 14. In cazul numerelor 12,22 32, ...,9?
reprezentam configuratii in forma de patrate cu lungimea laturii egala
cu numadrul care trebuie ridicat la puterea a doua. Acestea nu pot fi
simplificate, daca dorim ca formele patrate si ramana nemodificate.

O O O O
5 00 888 0000
O O OO0 O O O O O
O O O O
In schimb, dacd reprezentam 10? = 100, cele 100 de cercuri pot fi

inlocuite cu un triunghi. Sa transformam reprezentarea numerelor
112,122,132 conform figurii de mai jos. Cele 10x 10 cerculete din coltul
din stanga sus se transforma intr-un triunghi, primele 10 elemente din
ultima coloana gi primele 10 elemente din ultimul rand se transforma in
cate un patrat, iar cercul din coltul din dreapta jos raméane neschimbat.

AD
0o

OOO00OO0OOOOOO
OOO0OO0O0OOOOOOO
OOO0O0OO0OOOOOO
OOO0O0OO0OOOOOOO
OOO0OO0O0OOOOOOO
OOO0O0OO0OOOOOOO
OOO0O0OO0OOOOOOO
OOO0OO0O0OOOOOO
OOO0OO0O0OOOOOOO
OOO00OO0OOOOOO
OOO0OO0O0OOOOOO
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Reprezentarea obtinuta este practic reprezentarea egalitatii
112 = (10 + 1)? in mod similar reprezentérii din solutia proble-
mei 6; aici insa nu reprezentam arii, ci numarul de unitati. In
mod analog, in cazul numerelor 122, 132, respectiv 23% obtinem
reprezentarile de mai jos:

Ooodp>

Ooodb>
O0OoO
OO O
OO0
OJOIONN
OJOIONN
ooo> >
ooo> >
OOOoo
OOoOooo
OOOooo

Pe baza reprezentirilor putem citi 112 = 121, 122 = 144, 13? = 169,
respectiv 23% = 529. U

OBSERVATIE. La inceput este bine sa-i incurajam pe elevi sa
efectueze transformarile folosind figurile compuse din cercuri. Ast-
fel, pasii ce trebuie facuti sunt identificati usor si este clar ca, in cazul
patratelor pozitionate pe diagonala (formatiunile in forma de patrat
care corespund patratelor numerelor), fiecare element trebuie si fie
el insugi un patrat perfect (1,100, 10000). Acest lucru devine impor-
tant pentru extragerea radacinii patrate, pentru ca atunci trebuie sa
impéartim numarul in grupe de doua cifre, incepand din dreapta.

SOLUTIA PROBLEMEI 15. Pentru a reprezenta 2342 folosim expre-
sia 234 = 200 + 30 + 4 si patratul expresiei cu trei termeni.

O 0 VVVAAAA
O 0 VVVAAAA
VVAAADDIDODO
VVAAADDODOROODRD
VVAAADDORDODRD
AADDOOOOO
AADDOOOOO
AADDOOOOO
AADDOOOOO
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Pe baza reprezentirii putem citi rezultatul: 234% = 54756. Pentru
reprezentarea lui 23142, folosim reprezentarea patratului expresiei cu
patru termeni — de aceea avem nevoie de doua simboluri noi pentru a
ilustra 10° si 10°. Fie aceste doua simboluri % si ©.

© 0 % % * O V V V V
V0 x k K O vV V
* *x O O O VA A A A
*x * O O O V. A A A A
*x * O O O V. A A A A
O ¢ VV VA DODODO
VVAAADOOOODO
VVAAADOOODO
VVAAADOOODO
VVAAADOOODO

Pe baza reprezentirii, putem citi: 2314% = 5354596. Folosirea pitra-
tului expresiilor cu mai multi termeni nu este obligatorie, deoarece
reprezentarile pot fi realizate si pas cu pas, folosind la fiecare pas
doar patratului binomului. In cursul reprezentirii numarului 23142,
primul pas ar putea fi reprezentarea formei corespunzatoare prezentarii
(2 - 1000 + 314)%, adica patratul de 2 x 2, din stanga sus, celelalte
elemente ale primelor doud randuri si coloane (produsele duble). In
continuare, in locul lui 3142, adica in p#tratul de 8 x 8 numaérat din
coltul din dreapta jos, continuam descompunerea lui 314. Il

SOLUTIA PROBLEMEI 16. Reprezentarile de mai sus pot fi con-
struite si pe baza unui rationament invers, obtinand astfel un algoritm
natural al extragerii radacinii patrate. Descrierea formala a acestuia
este algoritmul binecunoscut al extragerii radacinii patrate. 196 poate
fi reprezentat in forma ADOOOOOOO0 O O O O O O. De aici
incepem si alcatuim configuratia in forma de patrat, la inceput prin
formarea celui mai mare patrat al sutelor, care este 1 x 1, apoi con-
tinudm cu dispunerea unitatilor (cate una) si, dupa fiecare unitate,
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completam fiecare figura prin agezarea zecilor lipsa, obtinand forme
patrate.

A A O

JAN
& o ©o -

O A O O
O O O o O
O O O o O
Urmaétoarea ,incadrare” poate fi efectuata doar daca schimbam un zece
in unitati. Astfel, pe langa simbolurile deja asezate in configuratie,
avem la dispozitie inca 4 patrate si 12 cercuri.

A O O 0O O
o066 20000
03398 ©0000
- 50000
COO0 0000

Din acestea putem compune inca exact doua randuri si doua coloane,
deci din 196 am putut compune un patrat, prin urmare 196 este un
numar patrat perfect. Din configuratie putem citi de asemenea ca
radicalul de ordinul doi al numarului 196 este 14.

Procedeul de mai sus este, de asemenea, util pentru a decide daca
numarul este sau nu un patrat perfect. Pornind de la 128 putem forma
112 = 121, cele 7 cercuri rdamase nu sunt suficiente pentru a forma si
un patrat mai mare. In consecintd, 128 nu poate fi patrat perfect
(intre patratele a doud numere naturale consecutive nu poate exista
alt patrat perfect).

In cazul lui 1156, in reprezentarea VAOOOOO OO OO OO
schimbam mia in sute, pentru ca 1000 nu este un patrat perfect. Astfel,
avem 11 sute, adica putem construi din ele un patrat de 3 x 3.

> D> D>
> D> D>
> D> D>
Ooob>D>Db
oob>D>Db
Ooo>D>D>

OO ooao
OOoooag
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Schimbam cele doua sute ramase in zeci gi incepem sa construim
si urmatorul patrat compus din unitati. Din cele 25 de zeci si 6
unitati putem construi fara schimbare urmatoarele doua randuri si
doua coloane. Din cele 13 zeci ramase schimbam unul gi vom avea 12
zeci si 12 unitati. Din acestea putem construi exact urmatoarele doua
randuri si doua coloane:

A A A OO OO
A A A OO OO
A A A OO OO
bodooo0oo0o
oo dooo0o0
Do dooO0O0
boooOoO0oO0o

—_

De pe figura obtinuta putem citi ca 1156 este un patrat perfect, iar
radacina sa patrata este 34.

In cazul lui 45369, in prima etapi reprezentim patratul de 2 x 2
din {¢-uri, apoi incepem patratul al doilea cu sutele, completand intre

timp forma in patrat (cu miile).

qc <
qc <
> <14

VARV
VARV

Dupa ce am realizat un rand si o coloana, ne raman numai 1 mie, 2
sute, 3 zeci si 9 unitati. Cu acestea nu putem completa sutele astfel
incat sa obtinem o forma de 2 x 2, iar daca am schimba mia in sute,
din cele 11 sute putem construi o forma de 3 x 3, dar nici aceasta nu
va putea fi completata cu mii, agsadar putem continua cu unitatile.

6o 0V A A A
QQVAgggii 6 0V A A A
00V JU oS VVaADDDCD
VVAD S, 050 440000
AATO AAgldg 4240000
AA DO QO O O
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Dat fiind faptul ca am reusit sa obtinem forma de patrat, numarul
analizat este un patrat perfect, iar pe baza figurii observam ca radacina
patrata a lui 45369 este 213. U

OBSERVATII. 1. Procedeul prezentat este potrivit si pentru cal-
culul zecimalelor radacinii patrate a numerelor care nu sunt patrate
perfecte.

2. Cu aceeasi metoda, pe baza reprezentarii in spatiu a cubului
unui binom, putem efectua si extragerea radacinii cubice.

3. In acest capitol ne-am ocupat doar de efectuarea cu ajutorul
simbolurilor a operatiilor de bazi cu numere naturale. In mod simi-
lar, putem concepe un procedeu in care caracteristicile operatiilor cu
numere negative, respectiv cu fractii rationale, apar in mod natural.

4. Observam ca, in timpul efectuarii operatiilor cu ajutorul sim-
bolurilor, folosim anumite proprietati ale operatiilor si, pe deasupra,
aceste proprietati apar inaintea algoritmilor de executare a operatiilor.
De exemplu, la efectuarea inmultirii am folosit comutativitatea si dis-
tributivitatea inmultirii fatd de adunare. In mod evident, extragerea
radacinii patrate este operatia inversa a ridicarii la patrat. Este bine-
venit sa formulam aceste proprietati abstracte in cursul activitatilor
(la momentul potrivit) si sd punem in evidentd, pe de o parte, impor-
tanta lor si, pe de alta parte, aparitia lor pe cale naturala.



CAPITOLUL V
CIFRE SI CONFIGURATII

In acest capitol vom analiza cateva tipuri de probleme care, desi
sunt studiate in invataméantul elementar si mediu, sunt rezolvate fara
a se pune in valoare experimentarea gi descoperirea, aplicand formal
metode de demonstrare (de exemplu inductia matematicd) sau de cal-
cul (de exemplu suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice).
Subliniem ca, daca activitatile ar fi organizate intr-un mod mai flexi-
bil si problemele ar fi formulate deschis, problemele de acest tip ar
facilita o experienta a matematicii mult mai intensa fata de abordarea
traditionala.

1. Probleme si strategii de rezolvare

PROBLEMA 1. Efectuati operatiile de mai jos:

a) 352, 3352, 3335
b) 332, 3332, 33332,
c) 112,1012,1001%;
d) 112,1112, 11112,
e) 113,1013,10013.

Pe baza operatiilor efectuate (si eventual pe baza altor experimente
si calcule), rezolvati urméatoarele probleme:

1. Identificati configuratiile generale (daca existd) in rezultatele
de mai sus si justificati-le.

2. Cu ajutorul calculatorului (sau al calculatorului de buzunar),
gasiti configuratii similare cu cele de mai sus.

3. Cautati probleme asemanatoare in culegeri de probleme, pu-
blicatii de specialitate sau pe internet.

4. Justificati toate regularitatile descoperite.

Dupa cateva calcule (la care este bine sa folosim calculatorul de
buzunar), observim ca numarul 33...352 are forma 11...122..25. In
—— — =

n—1 n—1 n
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aceasta abordare, gasirea configuratiei exacte si formularea exacta con-
stituie unul din momentele importante ale activitatii. Pe baza punc-
tului a), formulam urméatoarea proprietate:

Pentru orice numar natural n > 1,

33..35% = 11...122...2 5.
=== — =
n—1 n—1 n

Daca am reusit sa formulam proprietatea generala, avem mai multe
posibilitati de demonstratie. Una dintre acestea este efectuarea
inmultirii, cealalta este folosirea reprezentarii numerelor in sistemul
zecimal si folosirea formulei pentru suma termenilor unei progresii ge-
ometrice si a formulelor de calcul prescurtat. Noi vom descrie prima
posibilitate (a doua fiind de fapt identica cu rezolvarea problemei ur-
maétoare).

DEMONSTRATIE. Efectuam inmultirea pe partea stanga:

3 3 3 3 3 5 x 3 3 3 3 3 5
-_—-——
1 6 6 ... 6 6 7 5 ]
1 0 0 O .. 0 O0 5
1 0 0 0o 0 5
1 0 0 5
1 ...1 1 2 2 ... 2 2 2 2 5
-_ -——
n-1 n

Pe baza algoritmului inmultirii si al adunarii, demonstratia este com-
pleta. U

Bineinteles, problema poate fi formulata si invers.

PROBLEMA 2. Demonstrati ca numerele de mai jos sunt patrate
perfecte:

a) 11..122..25, Vn > 1; b) 11..1—22..2, Vn > 1.
W;’W—’ T S~
n— n n n

Si in acest caz, una din strategiile de rezolvare este sa incercam
sa aflam numarul al carui patrat poate fi numarul studiat pornind
de la cazurile particulare n € {1,2,3,4}. Dacd am reusit sa intuim
proprietatea, atunci demonstratia poate fi efectuata prin metoda cea



104 PROBLEME S| STRATEGII DE REZOLVARE

mai eficientd. Aceasta solutie permite (mai ales in liceu) justificarea
proprietatii cu ajutorul unui calcul formal, in numele eficacitatii.

SOLUTIE. a) Pe baza reprezentarii in sistemul zecimal, putem scrie
ca:

_ n n+1 2n—1\ __
11..122..25 =5+2 (104 ... +10") + (10" + ... + 10*"") =

n—1 n
12n—1_1 1n_1 4 12n 1n+1_2
:5_’_10.0—_‘_10. 0 _ 54 10" + 10 O:
9 9 9
25 (4-10%72 4 410" 4 1) 25-(2-10 1)
— 5 — 5 -
S(2-10" 1+ 1)7?
= 5-( ({)), +1) , Vn>1.

Prin urmare, este suficient si demonstram ca (2 - 107! + 1) : 3.
Numaérul 2 - 107! 4 1 este exact 3, pentru n = 1 — in timp ce pentru
n > 2 incepe cu 2, se termina cu 1, iar celelalte cifre ale numarului

sunt 0, adica suma cifrelor este 3. De aici rezultd ca (2- 10" +1) : 3,
(2:107-1
deci w € N gi astfel numarul dat este un patrat perfect.

b) Cu ajutorul progresiilor putem scrie ca:

_ 2 2n—1
11..1-22.2=(1+104+10"4 ...+ 10" —

2n n
—2(1+104..+10"") =
102" — 1 10" — 1
= —92. 0
9 9

107 —1—2-10" +2
N 9

0" —1\?
:(03 ),Vnzl.

In acelasi timp, 10" —1 = 99...9, deci (10" — 1) : 3 si astfel numarul
—

n
dat este un péatrat perfect. Mai precis putem observa si faptul ca
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=1 — 33...3, deci

n

(1) 11..1-22..2 = 33..3%.
\\2,./ S~ N——"

g

Bineinteles, este important ca elevii sa poata efectua si asemenea
demonstratii in liceu; daca, insa, asemenea proprietati nu sunt asoci-
ate cu incercari, cu experimente concrete, majoritatea elevilor le vor
include in categoria calculelor formale, goale.

PROBLEMA 3. Calculati primele 200 zecimale ale numarului

Determinarea cifrelor inseamna practic necesitatea de a avea es-
timari inferioare gi superioare suficient de stranse, sau ca trebuie pur
si simplu, sa efectuam impartirea. Pentru a avea o imagine mai precisa
despre procesul impartirii, este bine sa incepem cu efectuarea completa

1 1 1
a Impartirilor —, , .
1,1° 1,01" 1,001 1,0001

PRIMA SOLUTIE. Impartirile cerute se efectueazi astfel incat si
obtinem zecimale in numar dublu fata de zecimalele din numitor. In
acest fel, obtinem pe rand urmatoarele egalitati:

7 = 0.9%-
1 —
o7 = 9900
1 —
Too7 — 0 999000...
o001 — - 99990000...

Mai mult, daca observam cu atentie impartirile, vom descoperi faptul
ca, pentru egalitatile de mai sus, in membrul drept obtinem fractii pe-
riodice si ca cifrele obtinute sunt chiar cifrele perioadei. Astfel putem
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formula ipoteza potrivit careia

1
=0,(99...900...0).
1,00..01 ~

Aceasta poate fi demonstrata fie pe baza scrierii in sistem zecimal
(insuménd progresiile geometrice corespunzatoare), fie prin efectuarea
impartirii. U

A DOUA SOLUTIE. Daca a = 0,00...01 , atunci

99
1 1 14a-a a a+a2—a2_
1,00.01 1+a  14a l1+a l+a
99
a2 3 a3
=1-— =1- 2 _ =0,99..900..01 — .
a~|—1+a a+a T+ a ,\?&]_/\3( 1~ a

o a3 3 _ 1 1
Pe de alta parte 0 < 2 < a” = {5509, deci 57 = 0,99..900..0.... 0
100 100
OBSERVATIE. Cautati regularitati similare (pornind fie de la for-
mule, fie de la operatii).

2. Alte proprietati

In acest paragraf vom enumera cateva identitati formulate (sau
gasite) de elevii nogtri in cursul activitatilor - bineinteles, fara pre-
tentia exhaustivitatii.

a) 11..122..25 =33..35% neN;
R T e

n n+1

b) 11...155..56 = 33..342, n € N*;

n n—1 n—1

) 44..4622..24 =66..68%, neN;
N N~ \\14
n n n—+
d) 44..488..89 =66..6 7>, n € N*;
\-V_/\_ZT/ \—Z?/

e) 99...900...025 = 99..95% n €N;

n n n

f) 99..9800..01 = 99..9*>, neN;

n n n+1
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g) 544..4755..56 = 233..342, neN;
N—— N~ ——

h) 277..788..89 =166..67%, ncN*
—— =~ ——

n—1 n n—1

i) 6399..98400...01 = 799...9>, n € N*;
\\;1./ N—— \\:1./
j) 44..4—-11-44..4+9=66..63%, n € N*;
T N— \;1_/

k) 100...0200..01 =1 n € N;
—_— N~

00...0.12,

N——

1) 100...0300...0300...01 = 100...013, n €N;
N TN~ —

n n n TL— 4 )
m) 100...0400...0600...0400...01 = 100...01*, n € N;

n) 100...0200...0200...0200...01 = 100...0100...01%>, n e N.
NGl i i — N~

n n n n n n

OBSERVATII. 1. Exercitiile de acest gen sunt adecvate pentru des-
coperirea/exersarea formulelor de calcul prescurtat (vezi ultimele pa-
tru proprietati).

2. Pentru studierea configuratiilor se preteaza si alte tipuri de
probleme. Propunem alte trei probleme:

e Determinati lungimea perioadei in cazul reprezentarii zeci-

male a fractiei o7
e Determinati cel mai mic multiplu comun al numarului 99...9
-

n
care nu contine cifra 9, daca n € N* este un numar fixat.

e Demonstrati ca pentru orice n € N* existd un numar infinit
de numere (in sistemul zecimal) care pot fi scrise numai cu
cifrele 1 si 2, care sunt divizibile cu 2.



CAPITOLUL VI
TRAVERSAREA DESERTULUI

1. Problema de baza

PROBLEMA 1. Cu ajutorul unui vehicul de teren, care are un rezer-
vor 100 de litri capacitate, trebuie traversat un degert in care nu exista
statii de alimentare cu combustibil. Stiind ca vehiculul consuma 10
litri de combustibil pentru a parcurge o suta de kilometri, propuneti
(elaborati) un plan care si permita traversarea degertului, daca

e latimea degertului este 1100 km;
e latimea degertului este 1600 km.

Determinati cantitatea minima de combustibil necesara traversarii in
fiecare dintre cazurile de mai sus.

PROBLEMA 2. In conditiile date mai sus, determinati litimea
degertului, notata cu D, pentru care traversarea este posibila si sta-
biliti dependenta de D a cantitatii minime de combustibil necesara
traversarii desertului.

OBSERVATIE. Este recomandabil ca, pentru a rezolva aceasta pro-
blema, elevii sa lucreze in grupuri, iar la sfarsitul activitatii sa prezinte
si sa discute solutiile propuse de diferitele grupuri.

SOLUTIA PROBLEMEI 1. In ambele cazuri trebuie amenajat un de-
pozit in degert. Locul amplasarii depozitului si cantitatea de com-
bustibil depozitata acolo trebuie stabilite. O solutie posibila pentru
primul caz este sa amplasam depozitul la 300 km de punctul de ple-
care. Acolo am putea depozita 40 litri de combustibil, dupa care ne-am
intoarce in punctul de plecare. Pentru a parcurge cei 800 km de la de-
pozit pana la destinatia finala avem nevoie de 80 litri de combustibil,
deci la urmatoarea pornire este suficient sa alimentam cu 70 litri de
combustibil. Din aceasta cantitate consumam 30 de litri pana la de-
pozit, deci in rezervor raman 40 de litri care, impreuna cu cei 40 de
litri depozitati, ne ajung pentru parcurgerea drumului ramas. Prin ur-
mare, putem traversa desertul cu 170 litri de combustibil. Intrebarea
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este daca traversarea este optima sau nu. Daca amenajam depozitul
la 200 km de la punctul de plecare, atunci ne-ar ajunge 150 litri, iar
la 100 km am consuma 130 litri. Daca notam cu 100 - d distanta din-
tre punctul de plecare si depozit, atunci pentru a ajunge la destinatia
finala trebuie sa fie indeplinita inegalitatea d > 1. Pe de alta parte,
amenajarea depozitului necesita parcurgerea unei distante de 200 - d
si dupéa aceasta trebuie sa parcurgem inca o data distanta completa,
deci cantitatea combustibilului consumat este 110420d. Astfel, solutia
optima este sa amenajam depozitul la 100 km de punctul de plecare.
Totodata, daca amenajam mai multe depozite sau daca elaboram un
plan de traversare mai complex, atunci consumam o cantitate de com-
bustibil cel putin egala, deci aceasta solutie este una optima.

OBSERVATIE. Din punctul de vedere al indeplinirii sarcinii pri-
mite, nu este singura solutie, deoarece, daca la prima plecare punem
in rezervor 80 de litri de combustibil, am putea lasa la depozit 60
de litri. Daca la a doua plecare alimentam cu 50 de litri, putem
traversa degertul. Cantitatea de combustibilul consumat si locul de
amplasare a depozitului sunt identice cu prima solutie, dar modul
de indeplinire a sarcinii este diferitd. In consecintd, dacd considersm
cantitatile alimentate ca variabile, atunci obtinem un numar infinit de
posibilitati pentru a realiza solutia optima.

Observam ca in al doilea caz nu ne ajunge un singur depozit, pen-
tru ci acesta, pe de o parte, nu poate fi amplasat la o distanta mai
mare de 500 kilometri de punctul de plecare si, pe de alta parte, nu
poate fi la o distantd mai mare de 1000 km de la cealaltd margine
a desertului. Astfel, avem nevoie de cel putin doua depozite. Daca
amenajam primul depozit la 300 km, iar pe al doilea la 300 km fata
de primul, atunci la primul depozit putem aduna 200 litri de com-
bustibil parcurgand de 5 ori drumul de la punctul de plecare si inapoi.
In acelasi timp, putem transfera din cantitatea aceasta 80 de litri la
al doilea depozit (inainte de ultima reintoarcere la punctul de plecare
efectuam de douda ori drumul intre cele doua depozite). Astfel, daca
alimentam 80 litri de combustibil la punctul de plecare, la cel de-al
doilea depozit vom avea in rezervor 20 de litri, care, adunate cu cei
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F1GURA 6.1. Planul unei traversari posibile in cel de-al
doilea caz

80 de litri aflati acolo, ne dau o cantitate suficienta pentru traversare.
Este posibil ca aceasta sa nu fie solutia optiméa, pentru ca in acest
caz am consumat 580 litri de combustibil (vezi fig. 6.1). Este clar ca,
amenajand doar doua depozite, cel de-al doilea trebuie pozitionat la
600 km fatd de punctul de plecare. Daca primul depozit se afla la o
distanta 100d; fata de punctul de plecare, atunci distanta dintre cele
doua depozite trebuie parcursa de cel putin 3 ori gi, in consecinta, dis-
tanta intre punctul de plecare si primul depozit trebuie parcursa de cel
putin 5 ori. Daca parcurgem aceste distante de mai multe ori, creste
consumul, deci vom studia daca exista o traversare in cursul careia
parcurgem prima distanti de 5 ori, iar a doua de 3 ori. In acest caz
am consuma cel mult 300 litri de combustibil (pentru c& am porni de
trei ori de la punctul de plecare) si astfel am parcurge intreaga distanta
o singura data, primii 600 km de doua ori, iar prima distanta 100d;
de doua ori. Atunci are loc inegalitatea 280 + 20d; < 300. Pe de alta
parte, la primul depozit va ajunge cel mult o cantitate de combustibil
2(100 — 20d;) 4+ 100 — 10dy, ceea ce nu poate fi mai putin de 100 si mai
mult de 200. De aici decurge inegalitatea 2 < d; < 4. Aceasta este
in contradictie cu inegalitatea d; < 1, de aceea traversarea nu este
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posibila in aceste conditii. Daca prima distanta este parcursa de 7 ori,
a doua de 3 ori si ultima o singura data, atunci la primul depozit va
ajunge o cantitate de combustibil de maxim 3(100 —20d;)+ 100 — 10d,
litri. Aceasta cantitate va fi consumata cu ocazia a doud plecari mai
departe, deci

100 < 3(100 — 20d;) + 100 — 10d; < 200.

Rezulta ca % <d; < 3—70. Pe de alta parte, la al doilea depozit poate
ajunge o cantitate de combustibil de 400 — 70d; — 30d, litri. Pentru
a putea merge mai departe, aceasta cantitate nu poate fi mai mica
de 100 de litri si nici nu avem nevoie de mai mult pentru a traversa.
Astfel ajungem la sistemul

7dy + 3dy = 30
d1 + d2 - 6
a carui solutie este dy = dy = 3. Aceasta indeplineste conditia

2—70 < d < %, deci cu ajutorul ei am obtinut amplasamentele de-
pozitelor si o solutie pentru problema data.

. 300 km 300 km 1000 km |
| | | 1
. 1 . . .
wo{, 2 40
—
.3 :
e ——
100{{ 4 40
.5 :
100{: 6 140
100 — 7 70 8
: 9 40
: 10 > 60 11 5

FIGURA 6.2. Planul unei traversari posibile in cel de-al
doilea caz

Planul traversarii este ilustrat in figura 6.2. Observam ca pentru a
traversa sunt necesari 400 de litri de combustibil. Rationamentul de
mai sus arata ca, daca avem doua depozite, nu putem traversa desertul
cu combustibil mai putin. S& studiem si cazul in care amenajam 3
depozite. In acest caz, ultima etapi a drumului va fi efectuata doar
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o data, penultima de cel putin 3 ori (pentru ca trebuie sa amenajim
ultimul depozit), a doua etapa de cel putin 5 ori (dacd am parcurge
acest segment doar de trei ori, depozitul ar fi de prisos sau am putea
reduce consumul total), iar prima de minim 7 ori (din motive similare
cu cele de mai inainte). Daci parcurgem prima etapa de mai mult
de 7 ori, atunci consumul total depaseste 400 de litri, deci nu mai
trebuie si examindm alte cazuri. In cazul de fatd, pornim de patru
ori de la punctul de plecare, astfel cantitatea alimentatd acolo este
300 4+ v, unde 0 < v < 100. La primul depozit ajunge o cantitate de
combustibil de 3004+v—70d; litri, la al doilea 300+v—70d; —50ds litri,
iar la ultimul 3004 v — 70d; — 50dy — 30d3 litri. Astfel, consumul total
(300 + v) poate fi scris sub forma 70d; 4+ 50ds + 30d3 + 100, expresie al
cirui minim trebuie determinat. In acelasi timp, trebuie si aiba loc
urmétoarele inegalitati (care exprima faptul plecam de la depozite de
céte ori am presupus):

v < 70d; <100 +wv
100 +v < 70d; + 50dy, < 200+ v

v __ 100 __ 3 — 10
70,d2— 50 —2§1d3— 3 -

Pentru parcurgerea acestor distante sunt necesari 300 + L;‘)O litri de

Consumul total este minim daca d; =

combustibil, aceasta fiind cantitatea de combustibil minima necesara
pentru a parcurge distanta data. U

2. Cazul general

Solutia prezentata mai sus a fost elaborata in cursul unei activitati
practice; ea este mai usor de inteles decat solutia problemei generale
pe care o vom prezenta in continuare. Mai mult, din solutiile cazurilor
abordate mai sus putem intui care sunt caile ce merita a fi urmate
si care trebuie evitate. In cursul descrierii solutiei problemei generale
vom urma un rationament mai eficient.

SOLUTIA PROBLEMEI 2. Pentru a parcurge distanta D, in punc-
tul aflat la distanta D — 1000 trebuie sa dispunem de 100 litri de
combustibil. Totodata, in punctul D — 1000 — I%ﬁ trebuie sa avem cel
putin 200 litri de combustibil (chiar daca depozitul nu este amplasat
in acest punct), pentru ca va trebui si parcurgem ultima etapa de cel
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putin trei ori, iar penultima de si mai multe ori. In mod similar, in

punctul D — 1000 — % — % trebuie sa avem cel putin 300 de litri

si, In general, in punctul D — 1000 > Tlﬂ trebuie sa avem cel putin
k=0

100(n + 1) litri de combustibil. Deoarece girul cu termenul general

o 1 o . .
Ty = kz:om nu este marginit, putem traversa un desert de orice

lstime. In acelasi timp, daca litimea degertului este exact

—~ 1
D, = 1000 ,
£ 2k + 1

atunci distantele intre depozite (incluzénd punctul de plecare gi punc-
tul de sosire) sunt pe rand
1000 1000 1000 1000
2n+1'2n—-1"""5 " 3
Daca D, < D < D,y1, atunci lungimea primului segment de drum

, 1000.

este D — D,, si trebuie parcursa de (2n + 3) ori, deci cantitatea de

combustibil minim4 necesara este 100(n 4+ 1) 4+ (2n 4 3) - 2522 O

OBSERVATIE. Solutia problemei a fost publicata in 1947 de N.J.
Fine, in revista American Mathematical Monthly (pag. 24-31.). Pro-
blema a trezit interesul a numerosi profesori si matematicieni, astfel
incat poate fi gasitd in numeroase culegeri de probleme interesante
(de ex. in L.A. Graham: Ingenious Mathematical Problems and
Methods, Dover Publications, 1959; Martin Gardner: The Second
Scientific American Book of Mathematical Puzzles and Diversions,
University Of Chicago Press, 1987; Martin Gardner: My Best
Mathematical and Logic Puzzles, Dover Publications, 1994) — si a
cunoscut pana astdzi mai multe generalizari si variante (cele mai multe
articole se refera la problema originala sub denumirea ,,Jeep problem”).
Problema a fost propusa si elevilor cu ocazia concursului Mathematics
B-Day din Olanda gi poate fi gasita si pe site-ul proiectului Primas
(www.primas-proiect.eu).
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CAPITOLUL VII
TRIUNGHIURI PODARE

In acest capitol plecdm de la o problem# de geometrie, pentru
care incercam sa gasim cat mai multe generalizari. Pentru a demon-
stra problema de baza si generalizarile ei, folosim numere complexe si
vectori. La activitatile organizate am utilizat software-uri geometrice
dinamice (Geonext, Geogebra, Cabri) pentru a descoperi generalizirile
proprietatilor si pentru a verifica ipotezele.

1. Problema de baza

PROBLEMA 1. M;, Ms si M3 sunt proiectiile ortogonale ale unui
punct oarecare M pe laturile A3 Ay, AsAz si A3A; ale triunghiului
echilateral A;AsAs. Demonstrati ca centrul de greutate al triunghiu-
lui M7 My M3 este mijlocul segmentului OM, unde O este centrul tri-
unghiului A; A Ajz.

OBSERVATIE. In cele ce urmeazi vom numi triunghiul M; My M3
triunghi podar determinat de M.

F1GURA 7.1. Centrul de greutate al triunghiului podar

Scopul nostru este ca, pornind de la solutia problemei, sa formulam
unele generalizari si sa demonstram cateva dintre ele. Pentru aceasta
vom incepe cu prezentarea unei solutii a problemei date.

DEMONSTRATIE. Consideram un reper care are originea in cen-
trul triunghiului A; A5A3, axa Ox coincide cu dreapta OAjz, iar raza
cercului circumscris triunghiului este egala cu unitatea.
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In raport cu acest reper, numerele complexe corespunzatoare var-
furilor (afixele varfurilor) A;, A, si Az sunt

a1 =¢, ay=¢esiag=¢e,

unde > =1 s§i € # 1. Am notat cu literd mica afixul varfului consi-
derat, conventie pe care o pastram in continuare. Ca urmare a alegerii
sistemului de coordonate, m; poate fi calculat usor, dat fiind ca partea
sa reala este —% (fiind situat pe dreapta A;As) si partea sa imaginara
este identicd cu partea imaginard a lui m (din cauza proiectiei orto-
gonale). Astfel,
1 m-m
mp = ——= +

2 2
Pentru a calcula ms, rotim figura in sens trigonometric cu a = %’r. In

acest fel, punctul M, se transforma in proiectia ortogonala a punctului
Q(e% - m) pe latura A; Ay, deci

52-m—<82~m>

m2-€2:—§+ 9 s
adica | )
_6 .
mg——§~6+m 9 n
Analog . o
m3 — — — .€2+u
2 2

Pornind de la relatiile de mai inainte putem scrie ca
mp+mg+mz M
3 2
adica centrul de greutate al triunghiului M; M;M; este mijlocul seg-
mentului OM. O

2. Ipoteze si demonstratii
Sunt posibile generalizari multiple. Ca prim pas, putem incerca
inlocuirea triunghiului echilateral cu o alta figura, cum ar fi un tri-
unghi oarecare, un poligon regulat, un tetraedru regulat sau un sim-
plex regulat. In acelasi timp, putem modifica modul de constructie
a proiectiilor sau putem studia un alt punct remarcabil in locul cen-
trului de greutate. Merita sa examinam toate aceste posibilitati cu
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ajutorul unui soft de geometrie. Dupa cateva incercari, ne dam seama
ca o proprietate similara este valabila si in cazul unui poligon regulat.
Acest lucru este formulat in teorema urmatoare.

TEOREMA 7.1. Daca notam cu M;, 1 < i < n, proiectia ortogonald
a punctului M pe latura A;A;1 1 a poligonului requlat A1 AsAs ... A,
(Ans1 = Ay) si cu O centrul poligonului regulat, atunci centrul de
greutate al poligonului My My Ms . .. M, este mijlocul segmentului OM .

A

Ay A

F1GURA 7.2. Centrul de greutate al poligonului podar

DEMONSTRATIE. Pentru inceput studiem cazul in care n este
numar impar. Putem alege varfurile poligonului ca puncte de afixe
. 29T . 27 .
a; = ¢’ :cosj——i-z-smj—, 1<j<n.
n n
Deoarece n = 2k + 1, A Ag11 || Oy , urmeaza ca

2k +m—m
mip — COS
k 2% + 1 9
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Folosind rotatiile, putem scrie ca

ke 2km Lme eI — (m - ek~7)
m; - & = COS
J 2k +1 2

daca 1 < j <2k—+1.Darg= g2k = g1 deci

, 2km m—e¥tl.m
_ k+j+1 o .
=€ coS daca 1< <2k+1.
i ST 2 ’ =TSR
n—1
Din cele de mai sus si din egalitatea > e’ = 0, rezulta ca
v=0

1 — m
2 _.E R
() n j:1m3 2

Daca n este numar par (n = 2k), atunci varfurile poligonului pot
fi definite in punctele cu afixele
j 29T 2w .
a; = zpe’ = 2 COST—FZ'SIDT , 1<53<n,

unde
2 :COS£+i-Sinl
0 2k 2k’
In acest caz,
2k—1)mr m-m
+ ;
2k 2

Mk_1 = COS
si astfel, folosind rotatiile,

F=i=1l = cos (2k = 1) + m-eF 7 (m - 5k_j_1>7

2k 2
daca 1 < j < 2k. Din aceste egalitati rezulta ca

®) Sy =

J=1

mj-a

Pe baza egalititilor (2) si (3) demonstratia proprietitii este completa.
U

OBSERVATIE. Daca n = 2k, atunci punctul corespunzator numaru-

lui complex ——5=** este proiectia punctului M pe axa de simetrie
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paralela cu latura A;A;.,. Astfel, identitatea

1 n 1 mj + mHk m

exprima si faptul ca centrul de greutate al poligonului definit prin
proiectiile lui M pe axele de simetrie paralele cu laturile este mij-
locul segmentului OM. Aceasta proprietate poate fi considerata ca
proprietatea 7.1 aplicata unui poligon regulat degenerat cu k laturi
(poligonul fiind de fapt originea).

Observatia de mai sus sugereaza ca nu doar proiectiile definite pe
laturi pot fi (si merita) studiate, ci si proiectiile pe axele de simetrie.
Cu ajutorul unui program de geometrie dinamic, putem efectua cateva
experimente. In acest fel, putem formula proprietatea urméatoare:

TEOREMA 7.2. Centrul de greutate al unui poligon definit prin
protectitle unui punct oarecare M pe azele de simetrie ale unui poligon
requlat cun laturi este mijlocul segmentulut determinat de M si centrul
poligonului original.

DEMONSTRATIE. Demonstratia este similara cu cea a teoremei 7.1.
Daca alegem sistemul de coordonate in aga fel incat una din axele de
simetrie sa fie tocmai axa Oy, atunci partea reald a afixului proiectiei
pe aceasta axa este 0, iar partea imaginara corespunde partii imaginare
a lui M. Astfel, trebuie sa efectuam de fapt aceleasi calcule ca in
cazul demonstratiei teoremei 7.1, cu deosebirea ca, in timp ce calculam

. L . . %1 A

partea reala, trebuie sa folosim 0 in loc de cos @k—1)m T )”, respectiv in loc
2k . o o

de cos 575 . Astlel, proprietatea este adevarata. O

OBSERVATIE. In cursul celor 4 activititi pe care le-am organizat,
toate grupele au reugit sa formuleze teorema 7.1, dar teorema 7.2 a
fost formulata doar de o singura grupa.

Primul pas in generalizarea proprietatii de mai sus la mai multe
dimensiuni consta in formularea unei proprietati similare pentru un
tetraedru regulat. Pentru a experimenta aceasta proprietate, avem
nevoie de un program de vizualizare tridimensionala (de exemplu Euler
3D) sau de un model fizic (se poate folosi setul UBIM).
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F1GURA 7.3. Proiectii pe axele de simetrie ale unui
poligon regulat

TEOREMA 7.3. Fie O centrul tetraedrului requlat A1AsAzAy, M;
(1 < i < 4) proiectiile unui punct oarecare M pe fetele tetraedrului gi
Qi, 1 <1 <6 proiectiile lui M pe muchii. Sunt adevarate urmatoarele

enunturs:
a) Centrul de greutate Gy al tetraedrului My MsMsM, se afla pe
segmentul OM si are loc egalitatea gc]\:j = %

b) Centrul de greutate Gy al sistemului de puncte

Q1Q20Q3Q4Q5Qs se afia pe segmentul OM si are loc

. oGy __ 1
egalitatea 53+ = 3.

DEMONSTRATIE. Pentru inceput, demonstram ca cele doua pro-
prietiti sunt echivalente intre ele. Pe baza problemei 1 (vezi fig. 7.4):

00, + OM,  0Q; + 0Qs + 0Q,

2 3
005 +0M,  0Qy+ 0Q; + 0Q;
2 N 3 ’
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FI1GURA 7.4. Proiectii referitoare la tetraedre

00, +O0M,  0Qs+ 0Qs + 0Qy

2 3

si

00y +OM;  0Q1 +0Qs+ 0Qs

2 3
(unde Q1 € A1 A3, Q2 € A1A4, Q5 € A1 Ay, Qs € AyA3, Q5 € ArAy,

Qs € A Az, AB este vectorul directionat din A spre B, iar O; centrele
fetelor). Din aceste egalitati rezulta ca

1 o 2 o
520—%:5;0@“

L

4
2 —

deoarece (ﬁ = (. Astfel

=1
%O—G;:O—GL

deci cele doua proprietati sunt echivalente.
Pentru a justifica prima proprietate alegem varfurile tetrae-

drului in punctele A; (0,0,‘?), A2< L —%3,()), As (1 —\/73,())7

o 29
Ay (O, ‘/Tg, 0) (acest lucru este echivalent, de fapt, cu alegerea originii,
a axelor gi a unitatii) si calculam coordonatele punctelor M;. Ecuatiile
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fetelor sunt
AjAyAs . — 2\/§y +V32 V2= 0,
A1 A3 Ay 32z —Vby — V32 + V2 =0,
A1A3A, 3\/§x+\/6y+\/§z—\/§:() si
A3AsAy . 2=0.
Pe de alta parte, coordonata x a proiectiei punctului cu coordonatele

(%0, Yo, 20) pe planul definit prin ecuatia A-x+ B-y+C -2+ D =10

este
‘A-a:0+B-yo+C'-zo~l—D

A2y B2 1 (7 ’

r=x9— A

deci
T1 = T4 = Xo,

3\/5_3\/§'$0+\/6'?Jo+\/§'20—\/§

Lo = Ty — o7 §1
3V2-x29g—V6-yo— V3 2
$3:$0_3\/§‘ V2 -1 \/_Qy; \/_Zo—i‘\/—‘

Din aceste egalitati rezulta ca

$1+LE2+$3+ZE4_2JJO

4 3
O relatie similara este valabila si in cazul coordonatelor y si z, deci
OGy _ 2 D

G se afla pe segmentul OM si are loc egalitatea 557 = 3.

Pe baza proprietatilor de mai sus putem formula urmatoarea teo-
rema pentru un simplex de n dimensiuni:

CONJECTURA 7.4. Daca in cazul simplexului regulat cu n di-
mensiuni A; Ay As...A, A1 notam prin Gy centrul de greutate al sis-
temului de puncte definit prin proiectiile unui punct M oarecare pe

fetele cu k dimensiuni, atunci G, € OM si indeplineste egalitatea
0Gj
oM

= %, 1 <k <n—1, unde O este centrul simplexului.

OBSERVATIE. In cursul activititilor, toate grupele au formulat teo-
rema 7.3, dar o singura grupa a enuntat teorema 7.4. Cu ocazia ana-
lizei demonstratiei teoremei 7.3, grupele au sustinut unanim ca este
necesara o abordare diferita pentru studiul cazului general.
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Pentru conjectura de mai sus se poate da o demonstratie analoaga
cu cea a teoremei 7.3, dar calculele sunt mai complicate. Pentru
a simplifica demonstratia in cazul general, trebuie sa gasim inainte
de toate o generalizare pentru varianta bidimensionala, care poate fi
demonstrata usor si prin alte mijloace, si a carei generalizare multi-
dimensionald s& cuprinda si conjectura formulati. In acest scop, tre-
buie sa formulam problema initiala astfel incat sa nu contina proiectii
ortogonale, ci doar notiuni, ce pot fi generalizate mai ugor (centre de
greutate, proportii, paralelism). Intr-un poligon regulat, segmentul
care unegte centrul cu mijlocul laturilor este perpendicular pe latura,
deci proiectia ortogonala ar putea fi inlocuita cu intersectia dreptei
ce trece prin punctul M, este paralela cu segmentul ce uneste centrul
O cu mijlocul laturii, notat O;, cu latura pe care se afla O;. Con-
structia aceasta poate fi facuta si intr-un triunghi oarecare. Dat fiind
ca centrul unui triunghi echilateral este totodata centrul de greutate,
conjectura de mai jos este generalizarea problemei initiale.

CONJECTURA 7.5. In triunghiul oarecare A;As;As punctele
0O, € AyAsz, Oy € A3A; si O3 € A1 Ay sunt mijloacele laturilor si
A101 N A0y N A305 = {O}. Daca M este un punct oarecare in
plan si My, € AyAsz, My € A3A;, respectiv Mz € A;A,, astfel incat
MM, ]|OOy, M Ms||OO,, respectiv M M;||OOs, atunci centrul de greu-
tate al triunghiului M; M, M3 este mijlocul segmentului OM.

Ficura 7.5. Triunghi podar generalizat intr-un
triunghi oarecare

Generalizarea proprietatii referitoare la poligoane este urmatoarea:
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CONJECTURA 7.6. In poligonul A;A,...A,, si notim prin
01,0y, ..., 0, mijloacele laturilor A1 Ay, AsAs, ..., A,A; (in aceasta
ordine) si prin O centrul de greutate al poligonului. Daca, in cazul unui
punct M oarecare, consideram punctele M; € A;A;1 1, 1 <1 < n astfel
incat M M;||O0;, 1 < i < n, atunci centrul de greutate al poligonului
MM, ... M, este mijlocul segmentului OM.

Cu ajutorul programelor de constructie geometrica, putem verifica
daca ipotezele de mai sus sunt valabile pentru anumite cazuri parti-
culare. Astfel, conjectura 7.5 pare adevarata, dar pentru conjectura
7.6 putem gasi contraexemple cand n > 4.

OBSERVATIE. Nu ne-am ocupat de studiul conditiilor suplimentare
pe care ar trebui sa le indeplineasca poligonul pentru ca afirmatia 7.6
s fie adeviiratd. In cursul unei activititi, una dintre grupe a observat
valabilitatea conjecturii 7.6 in cazul trapezelor.

DEMONSTRATIA IPOTEZEI 7.5. In continuare vom nota cu litera
mica vectorul de pozitie al punctului corespunzator. Astfel, pe baza
ipotezei putem scrie ¢ o = (a1 + as + a3), o = 3(as + as),
0y = %(ag +ay) si oz = %(al + ay). Deoarece M este un punct oarecare
din plan, exista ag, as, a3 € R astfel incat

m = q1a1 + Q0o + (u3as

siap +ag +az = 1. In acelasgi timp, M; € Ay As, deci exista \; € R
astfel incat m; = Ajas + (1 — A\j)as. Conditia M M, ||OO; inseamna ca

m—my = c(o— o)

pentru un ¢ € R oarecare. Pe baza acestor relatii,

3 6 6

Daca luam originea vectorilor de pozitie in afara planului A;AsAs,

1 1 1
ai1aq + (Oég — )\1) as + (Oz3 —1 + )\1) as3 = C (—Cll — —=a9 — —a3> .

atunci vectorii aq, as si ag sunt liniar independenti si obtinem urma-
torul sistem de ecuatii:
aq
ay — Ay
3 — 1+ )\1

Il
| corm
olo ol O
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Pe baza acestuia,

2 2

Pe baza unui rationament similar putem scrie ca
1 1 .
me = | a3 + 50&2 as + | a1 + 5@2 ap Sl

1 1
ms = (Oél + 5043) a + (Oéz + 5043) as,

1 1
my =m —3ai(o—o01) = (Oég + —oq) as + (ag + —oq) as.

deci
1 1
g= g(m1+m2+m3) = §(m+0),
ceea ce trebuia demonstrat. O

Examinand demonstratia teoremei 7.3 si a ipotezei 7.5, formulam
urmatoarea proprietate:

TEOREMA 7.7. (Zsolt Szldgyi, Szilird Andrds) In simplezul
n-dimensional Ay . .. A,, M este un punct oarecare $i O centrul simple-
zului. Fie Oy, ;. centrul de greutate al fetei A;, ... A;, si My, i,
seclia dintre fata A;, ... A;, sivarietatea paraleld prin M cu varietatea
liniara Oy, ;, A . Daca in cazul unui k fizat (k € {1,...,n—1})
G}C reprezinta centrul de greutate al sistemului de puncte M;

inter-

ik+l~~~Ain

o.ip Unde
1o ...1 ta toate wvalorile posibile, atunci punctele M, O, G;C apargin

aceletasi drepte si

0G, k
OM n’

DEMONSTRATIE. Vom nota in R" vectorul de pozitie al unui punct
cu litera mica corespunzatoare. M este un punct oarecare si 4y ... A,
un simplex n-dimensional, deci exista ag,...,q, € R astfel incat

n n k k
Yoo; = 1sim = ) aja;. Dacd m := ) cja;, (unde ) c; = 1)
i=0 =0 Jj=0 J=0

este intersectia fetei A;,...A;, cu paralela la Oy 3, A;,,, ... A;, prin

atunci conditia

k
M si o 4, = k—}rl > a;; este centrul fetei A;, ... A;,
=0
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FIGURA 7.6. Tetraedru podar generalizat intr-un
tetraedru oarecare

de paralelism este:
m-—-—-m=-=c¢ ( Z )\j(aij — Oio---ik)> s
Jj=k+1
unde \; € R, pentru orice j € {k+1,...,n}si > N =1

j=k+1
Acest lucru poate fi scris sub forma

k n n k
1

Z(aij — cj)ai]. + Z Q;;Qi; = C (Z )\jai]. — kj——|—1 Zaij) s

J=0 j=k+1 j=k+1 j=0
deci/\j:a%, daca k+1 <75 <n, §icj:aij+k%rl,dac50§j§k.

n
Din aceste egalitati rezulta ca c= ) o si astfel
Jj=k+1

m=my,. i =

M-

1
|:O[Z'j + k——H(aik+1 + ...+ O[Zn):| (Iij.
J=0
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In simplexul n-dimensional numarul fetelor cu & dimensiuni este C’Sﬂ,

deci

/ 1
Ie = bolas] Z Mig...ix

ntl ieCh 41 k41
1 i 1

= W Z <Z {aij+k—ﬂ(aik+l+...+ain)] ai]) s
ntl e,y g1 \j=0

unde C,11 41 este multimea tuturor combinarilor posibile de
{0,1,...,n + 1} luate cate (k 4+ 1). Numé&rul combinéarilor i pen-

tru care | € {ip,...,ix}, unde [ este un element fix al multimii
{0,1,...,n + 1}, este exact C¥, in timp ce numarul combinarilor 4
pentru care | € {ig,... i1} $i j € {irt1,...,in} este exact C*_; (j

este de asemenea fix). Din aceasta cauza,

, 1 < ck
9, = WZ C’,’jal—i—zk_i_laj ajp
n+l =0 J#l
1 { Cch_y
= CkCMl+ " (1 —Cw) ay
k n
Ccitl ; k+1
“~(k+1 n—k
= 1—
(n+1 l+n(n+1)( al)) “

> (st

1=0
1 n
Centrul simplexului este 0 = =5 ;)ai, deci
1=

—7 - 1 k n—k
0G, = ;(-er +5a,+—n(n+1)>al

n

(4) =S (—ﬁ ; ga)

=0
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Pe de alta parte, OM = ) (al — n+r1) a;, deci OG,, = %OM, ceea ce
1=0

trebuia demonstrat. O

OBSERVATIE. Pe baza teoremei 7.7, conjectura 7.4 este ade-
varata, deoarece intr-un simplex n-dimensional regulat varietatea
(@) A .. A;, este perpendiculara pe fata A4;,... A

0. ik gy - in in

Daca studiem demonstratia teoremei 7.5, apare in mod natural
intrebarea daca centrul de greutate al fetei poate fi inlocuit cu alt
punct de pe aceea fati. In cazul bidimensional raspunsul la aceasti
intrebare este continut in teorema urmatoare.

TEOREMA 7.8. Consideram triunghiul A1AsAs si numerele reale
wy, Wo, w3, a caror sumd este 1. Fie O un punct in planul triunghiului
avdnd coordonatele baricentrice (wy,wq, w3) st fie M un punct oare-
care in acest plan. Construim punctele My € AyAsz, My € AsA;
st My € AyAy astfel incit MM,;||OA;, MM,||OAs si MMs||OAs,
atunci centrul de greutate al triunghiului My MsMs coincide cu cen-
trul de greutate al triunghiului MO P, unde coordonatele baricentrice
ale lui P referitoare la My MyMs sunt (wq,wsq, w3).

OBSERVATIE. Daca w; = wy = ws, atunci P este centrul de greu-
tate al triunghiului M; M, M;, astfel teorema de mai sus se reduce la
conjectura 7.5.

DEMONSTRATIE. Fie 7y, 72,73 coordonatele baricentrice ale punc-
tului M. Astfel,
m = 7141 + Y202 + Y303
si
0 = wWia1 + Waag + Wsas,
unde a1, as, a3 sunt pe rand vectorii de pozitie ai varfurilor, iar m si o
sunt vectorii de pozitie ai lui M, respectiv O.
M, € Ay As, deci exista A\; € R astfel incat my = A\jag + (1 — Aq)as.
Conditia M M;||OA; poate fi scrisd sub forma m; — m = ¢(o — a1),
unde ¢ € R. Pe baza acesteia,

(5) AMag+(1=A1)ag—y1a1 —Y2a2 —y3a3 = c(wia; +weas+wsaz—ay).
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FiGUrRA 7.7. Triunghi podar generalizat intr-un
triunghi oarecare

Daca luam mijloacele vectorilor de pozitie in afara planului A;AsAs,
atunci ay, as, az sunt liniar independenti, deci, pe baza egalitatii (5)
—v1 = c(wy; — 1), \y =72 = cws 51 1 — Ay — 3 = cws. Pe baza acestora,

(6) = + w2 + + w3
m Y a Y 0% as.

Urméand un rationament similar

(7) +yy—2 + (3 +p—r
mo = — | a — ] ai,
2 REE w1 + W3 K e w1 + w3 !

6 o= (g (rrngi)
ms = ——— )a —— ) as.
3 gt 73w2+w1 1 V2 73w2+w1 2
Pe baza relatiilor (6), (7) si (8)

mi(1 —wy) +mae(l —ws) +ms(l —w3) =m+ o,

deci
1 1
g(ml +mg +m3) = g(m+0+p),
ceea ce trebuia demonstrat. O

OBSERVATIE. Teorema 7.8 poate fi formulatd si pentru simplexe,
insa calculele necesare demonstratiei sunt mai complexe.

OBSERVATIE. Ar fi interesanta o proprietate afind generala care sa
cuprinda toate proprietatile demonstrate (inclusiv teorema 7.1).
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3. Comentarii, concluzii

e Activitatea a avut mai multe obiective paralele. Primul a fost
sensibilizarea participantilor cu privire la faptul ca noi si noi dificultati
pot aparea chiar si in legatura cu problemele cele mai cunoscute si ca,
in consecinta, merita sa privim problema initiala dintr-un unghi com-
plet diferit. Al doilea obiectiv a fost ca profesorii si vada limpede anu-
mite caracteristici importante ale activitatilor bazate pe investigatie
— de exemplu faptul ca pot aparea mult mai multe probleme decéat
am putea rezolva, ca aceste probleme trebuie sa fie formulate precis si
ca trebuie sa decidem ce vom studia si ce nu. Profesorii trebuie sa-gi
dea seama de importanta experimentelor, a ipotezelor si examinarii
acestora, sa observe ca demonstratia in sine atrage si motiveaza un
numér foarte mic de elevi (de obicei nici profesorii nu sunt interesati
de cazul n-dimensional). Al treilea obiectiv a fost intelegerea faptului
ca invatarea bazata pe investigatie nu depinde de masura in care ma-
teria aleasa este sau nu apropiata de realitatea vietii, ci mai degraba
de modul in care abordam gi tratam problema data.

e Observatiile ne arata ca intrebarile formulate — si deseori raspun-
surile — conduc la investigatii noi. Acest lucru ofera o imagine mai
aproape de realitate despre activitatea matematica (si despre cea a
matematicienilor) decat totalitatea demonstratiilor cuprinse in manu-
ale.

e Unii participanti la activitatile noastre au spus ca aceasta
le-a fost utila, in primul rand, pentru a intelege importanta pe care o
are in rezolvarea problemei studiul alternativelor, alegerea mijloacelor,
a modului de a vedea lucrurile, capacitatea de a alterna toate aceste
elemente, cat de important este modul in care organizam demonstratia
unei proprietiti cunoscute pentru a invita cat mai mult din ea. In ace-
lagi timp, participantii au scos in evidenta cat de important este sa
lucram cu situatii ce sunt suficient de bogate in probleme.



CAPITOLUL VIII
CUTII

In acest capitol prezentdm doud activititi desfigurate in cadrul
proiectului PRIMAS, in tabara de sprijinire a talentelor organizata de
Asociatia SimpleX si cu ocazia Zilei Talentelor organizata de Liceul
Teoretic ,Marton Aron”. Aceste douid activititi sunt recomandate
elevilor de clasa a IX-a.

1. Dimensiunile cutiei de conserve

PROBLEMA 1. In conditiile unui volum de umplere dat, ce dimen-
siuni trebuie sa aiba o cutie de conserve, dacda dorim sa folosim o
cantitate minima de material (tinichea) pentru confectionarea ei?

PROBLEMA 2. Cum trebuie sa arate o cutie de conserve, daca
un procent p al materialului folosit se pierde in timpul confectionarii
fundului i capacului cutiei (din cauza formei decupajului si formei
materialului initial), iar producéatorul doregte s foloseasca o cantitate
minima de material pentru volumul de umplere dat?

SOLUTIA PROBLEMEI 1. Fie R raza cercului de baza gi h inaltimea
cutiei. Volumul cutiei este

V =nR%h
cantitatea de tinichea folosita pentru confectionarea suprafetei este
F =2nRh + 27 R?,

deci cautam valoarea minima a lui F in cazul unui V dat. Astfel

h = WLRQ, deci cautam valoarea minima a expresiei
Vv

F(R)=R*+ —
(R) R+7TR

in cazul unui V' dat. Pe baza inegalitatii intre media aritmetica si cea
geometrica

1% V 5/ V2
F S o A, e
(R) = R*+ 21 R + 2T R 3 472
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iar egalitatea are loc daca gi numai daca R = ¢/ % In acest caz, h =

29/ 21 deci, pentru a realiza un consum de material minim, trebuie sa

fie indeplinita egalitatea
h

2R

- Do .. 0]

OBSERVATIE. In practica existd multe cutii de conserve care au
exact aceastd forma. Pe parcursul activitatii, valoarea minima a

1.

functiei F' poate fi determinata si prin alte metode, de exemplu cal-
culam valorile functiei intr-un tabel Excel si pe baza valorilor numerice
putem determina valoarea minima.

SOLUTIA PROBLEMEI 2. Fie R raza cercului de baza si h inaltimea
cutiei. Volumul cutiei este
V = 7nR?h,
cantitatea de tinichea folosita pentru confectionarea suprafetei este
F =2nRh +2(1+ p)7R?,

deci cautam valoarea minima a lui F' pentru o valoare V' data. Astfel

h = WLRQ, deci cautam valoarea minima a expresiei

Vv

F(R)=(14+p R+ —

(R)= (1 + D) +

pentru o valoare V' data. Pe baza inegalitatii intre media aritmetica
si media geometrica

V V 1 V2
F(R)=(14+p R+ —+-—>3{ d+pV?

2rR  2rR ~ 472
iar egalitatea are loc daca si numai daca
R=7¢ v .
2m(1 + p)

Astfel, h = 2(1+p) ¢/ m, deci, pentru a obtine cutiile cu un consum

minim de material, trebuie sa aiba loc egalitatea: % =1+p. O

OBSERVATIE. O cutie cu diametrul de 7,5 cm si cu indltimea de 11
cm se considera, de asemenea, de dimensiuni standard. Aceste méarimi
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sunt optime in cazul in care capacul gi fundul cutiei (initial un disc
cu diametru de 8 cm) se taie dintr-un patrat cu laturi de aproximativ
8 cm, iar inelul de 0,25 cm grosime obtinut pe margine, se foloseste
pentru imbinare (acest inel este indoit gi presat pe suprafata lateral).
Putem cauta pe internet filmul intitulat ,Cum se confectioneaza cutia
de conserve?” (poate fi descarcat de pe YouTube, a fost realizat de
Discovery Channel). Pe baza acestui film, putem construi un model
si mai realist.

2. Cutia cu Finetti

Avem nevoie de doua cutii nedesfacute cu betigoare Finetti, una
de 140 grame si una de 400 grame, precum si de un liniar gi un cantar.

PROBLEMA 3. Cate betigoare Finetti contine cutia din figura de
mai jos?

FiGurA 8.1. Cutia cu Finetti de 140 g

PROBLEMA 4. Ce diametru are cutia care contine 400 grame de
betisoare de napolitane, umpluta cu betisoare de aceleasi dimensiuni
ca cele din cutia de mai sus?

PROBLEMA 5. Ce fel de probleme de matematica ridica problemele
3 i 47
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SOLUTIA POSIBILA A PROBLEMEI 3. Este util sa méasuram di-
ametrul cutiei gi ar fi bine sa cunoagtem diametrul betigsoarelor. Sa
presupunem ca (in vederea folosirii optime a spatiului) betigoarele
sunt agezate perpendicular pe fundul cutiei, astfel este suficient daca
examinam o sectiune transversala, paralela cu baza cutiei. Diametrul
betigoarelor este necunoscut, deci avem nevoie de o estimare a aces-
tuia. In imaginile de pe cutie diametrul betigsoarelor este 1,1 cm, de
aceea vom lua in calcul un diametru de aproximativ 1, 1 cm (desi se gtie
ca in cazul majoritatii produselor, fotografiile de pe ambalaj nu coin-
cid cu marimea produsului). In linii mari, am obtine aceeasi estimare
si in cazul in care, pe baza figurilor 8.2 si 8.3, am lua in considerare
numarul betisoarelor si diametrul cutiei. Diametrul exterior al cutiei
este aproximativ 7 cm; din aceastd marime trebuie sa scadem aproape
1 cm pentru a obtine diametrul deschizaturii de pe capacul cutiei.
Problema matematica consta in determinarea numarului de discuri cu
diametrul de 1,1 cm, care pot fi agezate — fara a se suprapune — in
interiorul unui disc dat cu diametrul de 6 cm. Bineinteles, in realitate

AVAAVAAN

FIGURA 8.2. Aranjarea optima

betigoarele nu stau atat de strans unul langa altul, deci diametrul de
1,1 cm cuprinde si marimea spatiului dintre betigoare. Astfel, pe un
diametru de 6 cm se pot ageza cel mult 5 betigsoare cu diametrul de 1, 1
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cm. Daca incercam sa agezam discurile mici pornind din centru, vom
obtine configuratia din figura 8.2. Aici pot fi puse unul langa altul 19
discuri mici. Prin urmare, numarul betisoarelor Finetti din cutie este
aproximativ 19. U

OBSERVATIE. Dupa deschiderea cutiei se poate verifica faptul ca o
cutie contine intr-adevar 19 — 20 betisoare, deci greutatea unui betisor
este de aproximativ 7,35 grame. Dupa cantarirea betigoarelor, putem
constata ca greutatea medie a unui betigor este 8 g, deci cutiile contin
in medie un betisor in plus fata de numarul necesar pentru ca greutatea
continutului cutiei sa fie 140 g.

S AV AVAN
NSRS SREN ‘I%.
// W‘Aé?ﬁ%'é"' '#\\\V$

« ¢ 9 7%@<

‘ v% ?@O@@ X
\ e A‘QAéAvA A% /
\‘{::g;ﬁm:‘;?%’WA

FIGURA 8.3. Aranjarea betisoarelor in cutia mai mare

SOLUTIA POSIBILA A PROBLEMEI 4. Pe baza problemei ante-
rioare, greutatea medie a unui betisor este de 8 grame, deci o cutie
de 400 contine aproximativ 50 de betisoare Finetti. Sa incercam sa
agezam aceste betigsoare corespunzator configuratiei de mai sus. Se
poate observa ca pe un disc cu diametru de 9-1,1 = 9,9 cm se pot
ageza 61 de discuri mai mici cu diametrul 1,1 c¢m, prin urmare di-
ametrul discului mare poate fi micsorat.
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Daca reducem un pic acest diametru, la aproximativ 9,3 cm, inca
mai pot fi agezate 61 — 6 = 55 discuri mai mici. Daca micgoram
diametrul discului mare la 8 - 1,1 = 8,8 cm, atunci cele 50 de discuri
mici nu vor incapea pe suprafata lui. Astfel diametrul cutiei este
aproximativ 10,3 cm (avand in vedere ca diferenta intre diametrul
interior al gaurii si diametrul exterior este 1 cm). U

OBSERVATIE. Daca masuram cutia, vom vedea ca are un diametru
de 10,2 cm si contine aproximativ 52 de betisoare, deci estimarea
noastra este buna.

SOLUTIA PROBLEMEI 5. Enumeram cateva dintre problemele
matematice care pot aparea:

e Determinati numarul maxim de discuri mici cu raza r care pot
fi agezate fara a fi suprapuse in interiorul unui disc mai mare cu raza
R.

Alta formulare: daca in interiorul unui disc cu raza R asezam
numarul maxim de discuri mai mici cu raza r, fara a le suprapune, cat
la suta din suprafata discului dat raméne neacoperita?

e Determinati cate discuri cu raza r pot fi agezate in interiorul unui
poligon dat (de ex. un dreptunghi) sau in interiorul unui domeniu
oarecare din plan, fara sa se suprapuna.

Alta formulare: daca in interiorul unui domeniu bidimensional se
agaza numarul maxim de discuri cu raza r, cat la suta din suprafata
lui rdméane neacoperita?

e Sa determinam cate sfere cu raza r pot fi agezate in interiorul
unui corp dat.

e Daca intr-un plan agezam numarul maxim de discuri cu raza r,
cate procente raman neacoperite?

e Ce se va schimba daca in problemele de mai sus folosim nu numai
discuri si sfere cu raza r, ci mai multe feluri de discuri si sfere cu raze
7"1,7“2,...,’/%?

e Cum putem construi algoritmi de rezolvare eficienti pentru pro-
blemele de mai sus care, chiar daca nu ofera solutia optima, pot aproxi-
ma suficient acoperirile cele mai bune? O
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3. Observatii didactice

Pe parcursul activitatilor matematice, gasirea solutiei nu este in-
totdeauna lucrul cel mai important. Este bine sa fim constienti de
acest fapt mai ales atunci cand exista mai multe rezolvari posibile sau
cand cdutam numai o estimare a solutiei exacte. A doua activitate, in
contextul sistemului de invataméant traditional, poate da impresia ca
problema nu a fost o problema reala si ca rezolvarea nu a fost corecta.
Tocmai de aceea am ales aceasta activitate care, in tabara Asociatiei
SimpleX, a fost votata in unanimitate de elevi ca activitatea preferata.
Pentru a inlatura orice dubiu, se cuvine sa clarificam scopul activitatii.
In esentdl, a doua activitate urmareste dezvoltarea sensibilititii pen-
tru diferite probleme si poate justifica cercetari ulterioare, dat fiind ca
cele mai multe probleme formulate sunt foarte grele si unele nu sunt
rezolvate in totalitate. Pentru a ilustra configuratiile legate de proble-
me de ambalare, v propunem site-ul [35], respectiv articolul [21] si
cartea [20]. Trebuie sd mentionam ca activitatea a fost experimentata
si cu elevi de scoala generala, iar forma aranjarii optime a fost intuita
si de copii de clasa VI-VII. Optimizarea acestei aranjari a constituit
o problema nerezolvata intre anii 1969-1999 (rezolvarea se giseste in
articolul [21]). In acelasi timp, problema practica nu poate fi rezol-
vata exact, deoarece magina automata de ambalat nu ia in considerare
numarul de bucati — astfel se poate intdmpla ca numarul betigsoarelor
din cutii sa fie diferit. Din toate acestea reiese ca, in cazul problemelor
practice, notiunea de rezolvare trebuie redefinita. Este vorba de o
problema de echilibru foarte primejdioasa, deoarece elevii isi formeaza
conceptele despre rezolvare si demonstratie pe baza exercitiilor rezol-
vate si a teoremelor demonstrate. Prin urmare, daca nu punem accent
atat pe rationamentele corecte din punct de vedere teoretic, cat si pe
argumentarile practice, atunci una dintre aceste componente va avea
de suferit. Din perspectiva predarii, este clar ca diferenta dintre cele
doua componente trebuie scoasa in evidenta de cate ori avem ocazia
sa o facem.

In final, vd prezentam cateva idei privind demersul practic:
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FIGURA 8.4. Masurarea si crearea modelelor

e Ambele activitati merita sa fie organizate in grupe mai mici,
fiindca in acest fel apar mai multe solutii alternative si mai multe
probleme matematice.

e Cu ajutorul acestor doua activitati se poate ilustra importanta
pagilor in activitatea de modelare (vezi modelul Blum: construirea
modelului de situatie gi a celui matematic, validarea modelului etc.).
In acelasi timp, in cazul al doilea se contureazi foarte bine o deose-
bire importanta intre modul de abordare matematica traditionala si
activitatile orientate spre practica: in cazul abordarii practice, clari-
ficarea fundalului teoretic nu are o importanta primordiald, mult mai
important fiind rezultatul numeric, care are utilitate practica.

e In cazul primei activitati este bine sa incepem cu prima pro-
blema si sa-i lasam pe elevi sa elaboreze modele cat mai apropiate
de realitate. Astfel, ei vor fi cei ce introduc diferiti parametri (p) si
examineaza problemele care apar pe parcursul confectionarii (pierdere
de material, restrictii datorate formei de decupare, cantitatea materi-
alului necesara pentru presarea marginii etc.).
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SCHEME DE DOBANDA SI FUNCTIA
EXPONENTIALA

Scopul capitolului este introducerea functiei exponentiale si
demonstratia proprietatilor sale folosind notiunea de limita. Nou-
tatea consta in abordarea temei gi in demonstratiile prezentate, care
se bazeaza pe compararea diferitelor scheme de dobanda. Astfel pro-
prietatile functiei exponentiale gi ideile de baza ale demonstratiilor pot
fi intuite. Practic, prezentam activitati si exercitii care permit analiza
proprietatilor functiei exponentiale, fara ca functia exponentiala sa
apara formal in exercitii. Astfel, pe de o parte, proprietatile primesc
semnificatie si explicatie intuitiva foarte puternica; pe de alta parte,
motivarea studiului lor devine o reactie normala, deoarece intrebarea
de baza este aceeasi aproape intotdeauna: care este investitia mai
favorabila?

1. Notiuni financiare

Avem nevoie de cateva notiuni financiare de baza.

Dobanda este o taxa platita de un debitor catre proprietarul unui
capital pentru folosirea capitalului respectiv. Altfel formulat, este
o compensare acordata proprietarului capitalului pentru amanarea
folosirii unui capital.

Rata dobénzii: raportul dintre dobanda realizata intr-o unitate
de timp (de exemplu un an) si capitalul pentru care se realizeaza
aceasta dobanda.

Dobanda simpla: dobanda este produsa doar de capitalul de
baza, deci dobanda pe o unitate de timp este egala cu rata dobanzii
capitalului de baza pe aceeagi unitate de timp.

Dobanda compusa: in fiecare perioada de timp, dobanda este
produsa de capitalul actual, deci capitalul creste cu rata dobdnzii ac-
tuale a capitalulu.
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OBSERVATIE. Dobanda simpla nu se adauga la capitalul de baza pe
parcursul folosirii capitalului, in timp ce, in cazul dobéanzii compuse,
la sfargitul fiecarei perioade de timp la capitalul de baza se adauga
si dobanda. In cele ce urmeazi vom numi capitalizare adiugarea
dobanzii la capitalul de baza. Observam ca, in cazul dobanzii simple,
nu exista capitalizare in perioada pentru care se calculeaza dobanda,
iar in cazul dobanzii compuse, capitalizarea are loc la sfarsitul fiecarei
unitati de timp.

Sa dam cateva exemple. Daca rata dobanzii este de 10% si suma in-
vestita este de 100 unitati de bani, atunci, in cazul producerii dobanzii
simple, dupa 1 an avem

100 + 100 - 0,10 = 110,

dupa 2 ani avem
110 4+ 100 - 0,10 = 120

unitati de bani. Pentru a verifica in ce masura elevii au inteles noti-
unea de dobanda, le vom da sa rezolve problema 1 din testul intro-
ductiv. Ei vor observa linearitatea dobanzii simple, adica faptul ca
atdt dobanda cat si suma totala dupa o perioada de timp se poate
exprima in functie de timp printr-o functie de gradul 1. Astfel, daca
rata dobanzii anuale este p, suma investita este S, atunci dupa n ani
suma care poate fi retrasa este

In cazul dobanzii compuse, folosind o ratd a dobanzii de 10%, dupa
1 an avem 100 4 100 - 0,10 = 110 unitati de bani, apoi aceasta suma
totala va produce dobanda; astfel dupa 2 ani vom avea

110 +110-0,10 =121

unitati de bani.

Pentru a verifica in ce masura elevii au inteles notiunea, vor rezolva
problema 2 din testul introductiv. Ei isi vor da seama ca suma creste
in fiecare an de 1, 1 ori si vor deduce ca, daca rata dobanzii anuale este
p si suma investita este S, atunci, in cazul dobanzii compuse, suma
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rezultata ce poate fi scoasa dupa n ani este
S =S1+p)".

Rezolvand problemele 3 si 4 din testul introductiv, elevii vor con-
stata ca, folosind aceeasi ratd a dobanzii, este mai profitabil sa in-
vesteasca cu dobanda compusa decat cu dobanda simpla, iar daca
rata dobanzii este mai mare in cazul dobanzii simple fata de dobanda
compusa, atunci pe termen scurt merita sa investeasca cu dobanda
simpla, dar pe termen lung dobanda compusa este mai profitabila.

In cazul exemplelor de mai sus, perioada de acumulare a dobanzii
a fost un an. In viata de fiecare zi, intalnim deseori cazuri in care
perioada de acumulare a dobanzii este mai mica de un an, deci capi-
talizarea se poate efectua mai des. In aceste cazuri, trebuie folosita
rata dobanzii cu termen de valabilitate echivalent cu perioada produ-
cerii dobanzii. Daca, de exemplu, suma investita este de 100 unitati
de bani, rata dobanzii anuale este 10% si capitalizarea se face lunar,
atunci rata dobéanzii lunare este %%. Astfel, in cazul dobanzii com-
puse, dupa o luna vom avea 100 + 100 - % = 100, 8(3) unitati de

12-100

bani, dupa 2 luni 100, 8(3) 4 100,8(3) - 555 = 101,6736(1) unitati,

dupa 1 an 100(1+ 1;?00)12 ~ 110,471 unitati, iar dupa 2 ani vom avea

la dispozitie 100(1 + 52=)* ~ 122,039 unitati. In cazul dobanzii

simple, valoarea crescutd a capitalului investit va fi dupa 1 luna
100 + 100 - 52— = 100, 8(3) unitdti de bani. Dupa 2 luni aceastd

12-100
valoare va fi 100 + 100 -2 - 12?300 = 101, (6) unitéti de bani, iar dupa 1
an 100 (1 + 12 - =) = 110 unitéti de bani.

Sa analizam ce se intAmpla cu suma de bani in cazul in care capita-
lizarea se face saptaméanal. In acest caz, valoarea crescuta a capitalului

nostru va fi dupd 1 an 100(1 + %)% &~ 110, 506.

Din aceste exemple reiese ca dobanda efectiva depinde nu numai

de rata dobanzii, ci gi de schema de dobanda, adica si de numarul si
esalonarea capitalizarilor. Aceastd dependenta poate fi inteleasa mai
bine daca examindm mai multe cazuri (vezi problemele 5 si 6 din testul
introductiv).
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2. Studiul sirului (e,),5,, en = (1+ %)”

2.1. Monotonia sirului. Incepem studiul sirului e, = (1 + %)n
cu rezolvarea testului nr. 1. Rezolvand problemele devine evident
intelesul practic al lui e, si monotonia sirului (ey),>1. Observam c4,
daca depunem la banca o unitate de bani cu o dobanda anuala de
100% si efectuim n capitalizari intr-un an (la intervale egale de timp,
astfel incat ultima capitalizare sa aiba loc la sfargitul anului), atunci
peste un an putem retrage din cont

(1)

unitati de bani. Monotonia sirului (e,),-, reiese din solutia proble-
melor, deoarece in cazul capitalizarilor repetate vom avea in mod clar
mai multi bani, deci

() (1+%>n< (1+ni1>n+l.

Acesta este un argument intuitiv, deoarece nu conteaza doar

numarul capitalizarilor, ci si esalonarea lor. De exemplu, daca efec-
tuam o singura capitalizare, la jumatatea anului, atunci la sfarsitul

51:5(1+§)2

bani, pe cand daca efectuam o capitalizare gi la 10 gi la 11 luni, vom

avea 5 )
_ oP ra
52_5(1+ 6)(1+12) .

Cu un mic calcul ne putem da seama ca pentru p < 18 primul caz

anului vom avea

este mai avantajos, deci numarul capitalizarilor in sine nu este deci-
siv, conteaza si periodicitatea lor. Din acest motiv, este important
sd demonstram ca presupunerea referitoare la monotonie este corecta.
Pentru aceasta merita sa urmarim cresterea sumei de bani cu ajutorul
celor doua scheme de dobanda (conform primei scheme, capitalizarea
se efectueaza de n ori, conform celei de-a doua, de (n+ 1) ori, in inter-
vale egale in ambele cazuri). Acest lucru se poate realiza cu ajutorul
unui program de calculator (simulare) sau prin calcule simple. Daca
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FIGURA 9.1. Capitalizare de n, respectiv de (n+ 1) ori
timp de un an.

urmarim continuu evolutia sumei de bani, este evident ca in momentele
12 3 ntl iv1 2 3
T L T m respectiv =, =, =,

corespunzatoare celor doua scheme. Sa examinam cati bani avem la

.. % trebuie sa calculam suma

sfargitul partii % a anului, in caz de n capitalizari, respectiv in caz de
(n 4+ 1) capitalizari. In acest scop, elevii vor rezolva pentru inceput
problema 3 din primul test. Daca elevii igi dau seama ca trebuie sa
urmareasca cresterea valorii conform celor doua scheme de dobanda
in momentele capitalizarilor, atunci au gasit ideea de baza a demon-
stratiei; altfel, trebuie sa dedicam mai multe exercitii clarificarii acestei
probleme, pana cand elevii reugesc sa formuleze generalizarea pe care
o pot justifica prin inductie matematica. In cazul capitalizirii de n
ori, dupé capitalizarea k (la sfargitul primei parti % a anului) vom avea

(-2

unititi de bani. In cazul capitalizarii de n + 1 ori, dupa k capitaliziri
niﬂ parti din an (mai putin decat % din an), si astfel, in cazul
capitalizarii de (n+ 1) ori, dupa capitalizarea cu numarul k trebuie sa
k. _ _ k
n+l — n(n+l)

au trecut

calculam dobanda pe o perioada de % — pentru a obtine
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L3

. . n
Timp (ani) m o n m+1

Suma <1+ l)mn <1+ l)mm_l(H l)m”+2 <1+ l)anrk (1+ l)mm—n
n n n n n

Lt 42 k n
Timp (ani) mo T M T n+ n+1 mt+l
Suma, (HL)m(nH) 1 m(n+1)+2(1+,7)m(n+ )+k (|+ i )(171+1)(r1+1)

n+1 +1 n+1

1+

[, 1 mn+1
( n+1> (H;)m(n-ilﬂ»k(H k ) (H 1
n+1

n(n+ 1) n+l

)'rrL(n+1)+n

FIGURA 9.2. Cele doud scheme in anul (m + 1)

valoarea actuala a capitalului nostru si dupa % parti din an. Astfel,

(” n—li— 1)k (” n(nk+ 1>

unitati de bani. Presupunem ca in cel de-al doilea caz, datorita capi-

voI1n avea

talizarilor mai dese, vom avea o suma de bani mai mare, adica pentru
orice k=1.n

(10) <1+%>k<<1+%ﬂ)k<1+ﬁ).

Aceasta inegalitate poate fi demonstrata prin inductie dupa k si astfel,
pentru k = n obtinem tocmai inegalitatea (9).

In mod similar, elevii isi pot da seama ci in ,momentul” % al
anului (m + 1) vom avea mai putini bani cu n capitalizari decat cu
n—+ 1 capitalizari pe an. Inegalitatea astfel obtinuta poate fi justificata
prin ridicarea la puterea m (m € N*) a inegalitatii (9), astfel obtinem
inegalitatea:

1\ ™" 1 m(n+1)
(11) (1 + —) < (1 + ) :
n n+1

In continuare, obtinem din inegalitatile (10) si (11) inegalitatea

1 mn+k 1 m(n+1)+k k
12 1+ - 1 1+ —
(12) (+n) <<+n+1) (+n(n+1))
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Timp Niunarulgggh;hzérﬂon n bhunaru1525ﬁ§nzérﬂon 0
x| 1+3 | 1+2
2| (1+2) | 1+
2| (1+2)° | 1+
4] (1+4) H 1+

TABELUL 11. Compararea schemelor de dobanda

pentru orice m € N* si k = 1,n. Pe parcursul demonstratiei inegalita-
tilor este bine sa folosim figurile 9.1 gi 9.2 (sau orice altd reprezentare
graficid asemanitoare).

2.2. Marginirea girului. Problema marginirii apare in mod na-
tural, deoarece este important sa stim care este suma maxima de bani
pe care o putem obtine prin cregterea numarului n al capitalizarilor
pe parcursul unui an. In vederea stabilirii unei margini superioare,
comparam schema de dobanda bazata pe n capitalizari pe an si rata
dobénzii p, cu o schema de dobanda simpla, in care rata dobanzii
este mai mare decat p. Compararea se poate efectua cu ajutorul ex-
perimentarii computerizate sau pe baza unor calcule formale. Pentru
inceput, sa comparam schema de dobanda pe baza de o unitate de
bani, cu rata dobanzii anuale de 100% si n capitalizari, cu schema de
dobanda bazata pe dobanda simpla anuald de 200% (vezi problemele
1-4 din testul nr. 2). Tabelul 11 cuprinde sumele de bani rezultate
din cele doua scheme in primele cateva luni (suma initiala fiind 1 in
cazul ambelor scheme).

Putem vedea ca

1 2
14— <1+,
n n

1\’ 2 1 4
1+=) =1+=-+—5<1+-
n n o n n
Examinam daca inegalitatea se mentine si in continuare. Aceasta
inseamna ca dorim sa demonstram inegalitatea
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Timp (ani) 1 2 k.
n n

Rata dobanzii ser 1 ' : R i "
ata dobanzii compuse 1 1+l <1+ l>2 (l+ l) (1+ l)” <l+ l)
n

Rata dobanzii simple: 2 1 2k 2(n - 1)

2
1+ = 1+ﬁ 1+ = 1+
n n n n

Ficura 9.3. Capitalizare de n ori pentru p = 1 si
dobanda simpla pentru p = 2

1\* 2%

n

pentru k < n (vezi problemele din testul al doilea). Incercam si
demonstram inegalitatea (13) prin metoda inductiei matematice. In
cazurile in care £k = 1 si k = 2, am vazut deja ca inegalitatea este
adevaratd. Sa presupunem ci inegalitatea (13) este adevirata pentru
o valoare k si vrem sa o demonstram pentru k + 1. Astfel, ar trebui
sa aiba loc inegalitatea

1\ *! 2k +1
<1+—) <1+u, daci k<n-—1.
n n

Pe de altd parte, daca inmultim ambele parti ale inegalitatii (13) cu
1+ %, obtinem inegalitatea adevarata

(61 0

Daca are loc inegalitatea

<1+%) (1+%)§1+@

pentru £ < n — 1, atunci am obtine inegalitatea dorita. Dupa trans-
formari echivalente, obtinem inegalitatea

2k 1 n
— < —<= k<,

n? " n 2
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care nu se realizeaza in cazul fiecarui £ < n. Rationamentul de mai
sus arata insa ca, pe baza principiului inductiei matematice, inegali-
tatea (13) este adevarata pentru k& < Z. Daca n este un numar natural
n

5 DU este un numar natural, ceea ce insd nu este o pro-
blema, dat fiind ca inegalitatea (13) se realizeaza gi pentru k = %, ast-

impar, atunci

fel, pe baza principiului inductiei matematice, se realizeaza si pentru
ke {%, %, g, cee %} Agadar, in cazul unui numéar natural n oarecare,
inegalitatea (13) este adevaratd pentru orice k € {41 <i <n}. Ast-

fel, ea este adevarata si pentru k = 7, adica (1 + %)% < 2, din care
obtinem prin ridicarea la patrat inegalitatea (1 + %)n < 4, adica sirul
(€n),>; este marginit superior. In acelagi timp e, > e; = 2, pentru
orice n > 1. Deoarece sirul este crescitor si marginit superior, el este
si convergent. Notdm cu e limita sirului (e,),>1 si obtinem pe baza
rationamentului de mai sus

lim e, =e € (2,4].

n—oo

Limita girului (e, ),>1 arata practic suma maxima ce poate fi obtinuta
intr-un an prin capitalizare continua, pornind de la o unitate de bani,
daca rata dobanzii anuale este 100%. Dupa un mic experiment efectuat
pe calculator, putem vedea ca inegalitatea (13) este adevirata pentru
orice k < n si ca e, < 3. Pentru a demonstra estimarea e, < 3 sa
incercam diminuarea ratei dobanzii in cazul celei de-a doua scheme
de dobanda. Astfel, ar trebui sd analizim in ce conditii se realizeaza
inegalitatile de mai jos:

1\" 3k
14 1+4—-—) <1+ —
(14) ( +n> +2n’
1\" 4k
15 1+4—-) <1+ —
(15) ( +n) v
si, in general,
1\* 1)k
(16) (1+—) <14 M+ DE
n mn

Inegalititile de mai sus se realizeaza daca k € {0,1}. Dacad vrem

sd le demonstram prin inductie, obtinem pe rand conditiile & < %,
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E< sk < 2. Ceea ce nu inseamna, desigur, ca inegalitatea
4 m+1 ) )

se realizeaza numai in cazul acestor valori ale lui k. Aceste conditii
inseamna doar ca inegalitatile pot fi demonstrate pe cale simpla, prin

inductie matematica, pentru aceste valori k. Astfel putem spune ca

1\ /(m+1) m4+ 1)
(17) (1+—) < 1+¢.
n mm—ﬂ
adica
1 n 1 m+1
(18) <1+_> < <1+_) mon> 1.
n m

Aceasta demonstreaza ci trebuie s examinam sirul

1 m+1
fm:(1+—) ,m>1

m

deoarece fiecare membru al acestui sir este limita superioara a sirului
(en)n>1. Totodata, din cauza reducerii dobanzii in schema de dobanda,
putem preconiza pe bazad intuitiva (putem s si sustinem acest lucru
prin reprezentare sau experimentare pe calculator) ca sirul (f)m>1
este descrescator. Inegalitatea f,, > f,,_1 este echivalenta cu inegali-
tatea

() )

ceea ce poate fi perceput ca gi cum am lucra cu o rata negativa a
dobéanzii, adica banii nostri s-ar diminua. Daca comparam sumele de
bani nu numai la sfarsit de an, ci si in momentele L, 2, ... ™ ale celor
m’ m m
doud scheme de descregtere (prin sciderea din capitalul actual de m
ori, in cazul primei scheme, respectiv de (m + 1) ori, in cazul schemei
a doua, a unei parti a capitalului & respectiv , putem vedea ca
m

trebuie sa aiba loc inegalitatea

0 (5 (o) (-2) v

care poate fi demonstrata usor prin inductie matematica.

1
mit)
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Pe de alta parte f,, = e, (1 + %) , deci
lim f,, = lim e, =e¢,
m—0o0 m—0o0

prin urmare putem scrie ca

1 n m+1
(21) <1+—) <e< (1—1——) , Vm,n € N*.
n m

Facand un mic calcul, putem vedea ca f5 < 3, deci e € (2,3). Putem
obtine o estimare si mai precisda in cazul in care calculam termenii
celor doua siruri cu ajutorul calculatorului. Aceasta ne permite sa
introducem o notiune intuitiva precum viteza convergentei, adica efi-
cienta aproximarii lui e cu ajutorul sirurilor de mai sus. De exemplu,
pentru n = 10000, e, = 2,718146 si f, = 2,718418, deci prin calcu-
larea primilor 10000 de termeni putem defini e cu o precizie de doar
trei zecimale. Acest lucru arata ca convergenta este lenta, diferenta
fn — e, scade aproximativ cu viteza sirului %

OBSERVATIE. Inegalitatea (13) este valabild pentru orice k < n.
Pentru a demonstra afirmatia aceasta folosim teorema binomiala a lui
Newton. Daca k < n,

<1+%> :1+k-%+w-i+k(l€_l)<k_2)-i+

2 n? 6 n3
k(k—1)(k—2)---(k—(k—1)) 1_
* i kT
k k k1 1 k k1 k2 1
=]l4—-—4—--|l=-==)- 4= === ===])-=---
n o n n o n 2 n n o n n o n 6

—1+k 1+1 1+1 1+1 1+ + L ! <1+2k
N n 2 2 3 3 4 Ek—1 k '
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Timp | n capitalizdri | Capitalizare la inceput
nl Mt 10t a=14at
o I ) M e () it kit
A IR M R ) it kit
B M R () il et

TABELUL 12. Compararea schemelor de dobanda

Prin urmare inegalitatea (13) este valabila pentru orice numar natural
k < n gi astfel (1 + %)n <1+ %, deci proprietatea e € (2, 3] poate fi
obtinuta si pe aceasta cale.

2.3. O alta demonstratie a marginirii. S comparam schema
de dobanda pornind de la o unitate de bani, pe baza capitalizarii de
n ori pe an, cu schema in care, pentru fiecare 1 < k < n, la sfarsitul
primei perioade % a anului suma finala se calculeaza ca si cum pentru
aceasta perioada ar fi valabila dobanda simpla, insa dobanda se adauga
la inceputul perioadei la capitalul de baza, iar dobanda va fi produsa de
totalul acestor sume. Deoarece dobanda este adaugata sumei initiale
inca de la inceputul perioadei si astfel produce dobanda, intuitia ne
sugereaza ca suma finala va fi mai mare fata de cea rezultata din prima
schema. Valorile pentru primele cateva cazuri sunt cuprinse in tabelul
nr. 12. Din aceste valori reiese ca a doua schema este mai avantajoasa
pe perioadele examinate. In continuare vom demonstra acest lucru
prin inductie.

Mai precis ar trebui sa demonstram urmatoarea inegalitate:

1\* 2
(22) (1+—) §1+§+k—2, k<n.
n n n

In cazul in care k € {0,1} inegalitatea este adeviratd. Daci pre-
supunem ca ea este indeplinita in cazul unui k fix, putem scrie:

1)t ko k2 1
1+ = <(1+=+5)(1+=) =
n n n n
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k+1 kK k  k?
_|_

E+1  (k+1)2
+ I
n n
kLH < n, adica kk—jl < n. Pe baza
principiului inductiei matematice, inegalitatea (22) are loc. Astfel,

pentru k£ = n avem
1 n
(1 ; _) <3,
n

<1+

Am mai vazut ca pentru k < n, k —

deci e € (2,3).

3. Definitia functiei exponentiale

In acest paragraf, examindm cum depinde de rata dobanzii suma
obtinuta intr-un an prin capitalizare continua, pornind de la o unitate
de bani. Prin p > 0 notam rata dobanzii anuale. Daca in decursul
unui an capitalizam de n ori (la intervale egale), atunci la sfarsitul

anului vom avea .
(1+7)
n

unitati de bani si, in mod similar cu cazul lui p = 1, putem presupune
o . o p\"™ o .
ca sirul (epn),sys €pn = (14 2)" este crescator. Presupunem deci ca

n+1
PA\" p
2 (1 —) 1 .
(23) —|—n <<+n—|—1> , Vp>0,neN

Pentru a clarifica demonstratia in detaliu, s examinam pentru oricare
k € {0,1,...,n} soldul contului imediat dupa prima perioada % a
anului (vezi problemele din testul nr. 3). Dupa n capitalizari vom
avea (1 -+ %)k unitati de bani, iar in cazul a (n + 1) capitalizari,

() ()
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FIGURA 9.4. Capitalizare de n respectiv de (n + 1) ori
in cursul anului m + 1

unitati de bani. Prin urmare presupunem ca

(24)

k k
<1+3> <(1+-2 1+ N vheN1<k<n
n n+1 n(n+1)

Este evident ca din aceasta inegalitate rezulta inegalitatea (23) pentru
k = n. Demonstratia inegalitatii (24) poate fi efectuatd cu usurinta
prin inductie matematica.

Pe baza unui rationament similar, este evident ca

m(n+1)+k
P (1 —) 1+ L 1+ —2 )
(25) 4 << +n—|—1) ( +n(n+1))

dacam e N*, 1 < k <n.
Aceasta inegalitate poate fi demonstrata si pe baza inegalitatilor
(23) si (24).

OBSERVATIE. In mod similar putem demonstra pentru p > 0 ca

(26) (1—%ﬂ>k(l—%)><1—%>k, k<m

. . 1 g : s
si astfel sirul f,, = (1 + %)m este descrescator. Pe baza inegalitatii
epn < fpn, rezulta ca sirul (e,,),>1 este marginit superior, iar sirul
(fpn)n>1 este marginit inferior, adica ambele giruri sunt convergente.
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Rata dobéanzii anuale: p,
Numarul capitalizarilor: n

Rata dobéanzii anuale: 2p
Numarul capitalizarilor: 0

L [ L
(1+8) | L+
(1+28) | L+
1+ | L+

TABELUL 13. Compararea schemelor de dobanda

2

. . 1
Timp (ani) - d k
0 n n p 1
Dobéanda compusa 1 L (1 . 3)2 (1 . E)k (1 N ﬁ) nl (l N E) n
cu rata p n n n n n
Dobanda simpla 1 1+ A M 20 Dp
cu rata 2p " n n n

F1GURA 9.5. Capitalizare de n ori pentru p si dobanda
simpla pentru 2p

Pe baza inegalitatii f,, = e, (1 + %) cele doua siruri au aceeasi
limita. Dacd notam aceasta limitd prin [(p) putem scrie cd pentru
p=0

(27) <1+§>n<l(p) < (1+§)nﬂ, Vn € N*.

3.1. Analiza marginirii. In vederea demonstrarii marginirii
linebreak sirului (e, ),>1 comparam schema bazata pe n capitalizari
cu o alta schema de dobanda, ce ar putea avea un beneficiu anual mai
mare. Putem concepe o astfel de schema de dobanda prin marirea
ratei dobanzii si a perioadei de producere a dobanzii. Ca o prima
problema, sa analizam cazul in care producerea dobanzii are loc fara
capitalizare, rata dobanzii fiind 2p (vezi problemele din testul nr. 4).
In tabelul nr. 13 am inclus cantititile corespunzatoare celor doui
scheme de dobanda pentru k € {1,2,3,4}.



154 DEFINITIA FUNCTIEI EXPONENTIALE

Examinand primele randuri ale tabelului, am putea crede ca valo-
rile din coloana din dreapta sunt intotdeauna mai mari decat cele din
coloana din stanga. Daca incercam sa demonstram acest lucru prin
inductie matematica, avem nevoie (la pasul inductiei) de inegalitatea
k< %. Este, deci, adevarata teorema urmatoare:

TEOREMA 9.1. Dacan € N, p >0 si k < 2%, atunci

(28) (1+£>k<1+@.
n n
DEMONSTRATIE. Pentru £ = 1 obtinem inegalitatea adevarata
1+ 2 < 1+ 2. Si presupunem ci inegalitatea (28) este adevirata
in cazul unui k fixat gi sd demonstram acest lucru pentru (k +1). Ar
trebui deci sa demonstram inegalitatea

k+1 2k +1
(1_1_2) <1+M
n n

pentru k < 5 — 1. Dacd inmul{im ambele parti ale inegalitatii (28) cu

9

1 + £, obtinem inegalitatea adevarata

) (102 (02)

Intrebarea este daci inegalitatea
2k 2(k+1
<1+—p) (1+2) < P Gl
n n n

este adevarata pentru orice numar natural £ < zﬂp — 1. Aceasta este
echivalenta cu inegalitatea

2kp? n
Pelop<c X
n? n 2p
Prin urmare, inegalitatea (28) este adevdratd pentru numerele naturale
k< g O

OBSERVATIE. Similar putem face comparatia cu alte scheme de

dobanda. De exemplu, cu scheme in care rata dobanzii este mT“p,

pentru un oarecare m € N.
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n capitalizari H Capitalizare la inceput
1+2 | 1+ 1+2)£=1+ﬁ+ﬁ
1+ [ 1+(e)2 =142 97
1+2)° [1+(+2)2=1+24%
(1+2)" |1+ 1+4”)4”_1+4”+16”

TABELUL 14. Compararea schemelor de dobanda

Din inegalitatea (28) rezultd si marginirea sirului (epn)n>1,

deoarece pentru k = [ﬂp] avem

<1+£)[2”]<1+2—p§1+2—p_2.
n n n
Astfel
n 2p| 2 |42 2
(29) (1+3) <(1+3) L 22P(1+p>p<42p,
n n
daca n > p.

3.2. Alta demonstratie a marginirii. Sa examinam schema de
dobanda in care rata dobanzii este de asemenea p, dar in cazul oricarui
1 < k < n, dupa prima perioada % a anului, suma de bani se calculeaza
ca gi cum dobanda produsa in perioada % ar fi adaugata la capitalul
de baza la inceputul anului, iar dobanda ar fi produsa de suma astfel
obtinuta, ca dobanda simpla. Tabelul numarul 14 cuprinde valorile
corespunzatoare celor doud scheme pentru k € {1,2,3,4}.

Din tabel observam ca, pentru p < 1, valorile din coloana din
dreapta sunt mai mari decat cele din stanga. Astfel, putem formula
teorema:

TEOREMA 9.2. Daci n,k € N*, k <n s 0<p <1, atunci

k ]{322
(30) <1+§> <1+—p+ e
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DEMONSTRATIE. Pentru & = 0 si £k = 1 inegalitatea este triviala.
Daca presupunem cé aceasta are loc pentru o valoare fixata a lui k,

atunci )

k+1 k k2

(1+2) §(1+—p+ f)<1+£>:
n n n n
E+Dp k2P kgt K2
LS
n n n n
k41 E2p?  2kp? 2
PG AT
n n n n

2.2

§1+(k+1)p+(k‘+1)p'

n n2

<

.. . . k2p _ kp
Pe parcursul demonstratiei am folosit relatia ;=5 = k <

deoarece p < 1. O

OBSERVATII. 1. Pentru k£ = n obtinem

(1+5) <1+p+p”

Aceasta este o aproximatie mult mai buna decat cea obtinuta prin
inegalitatea (29), dar ea se poate utiliza numai daca 0 < p < 1.
2. Daca p > 0 este arbitrar si n este destul de mare, atunci

1 p 2
<1+—> <1424
n n n

Este suficient sa demonstram inegalitatea pentru p numar rational.
Daca p = ¢, atunci pe baza teoremei de mai sus, pentru bn > a,

1\ g
(1+b—) <1442

Pe de alta parte,

deci .
1\? 1\
(1) <(iod)’
n bn
astfel, inegalitatea de mai sus este adevarata.

Pe baza celor de mai sus, pentru p > 0, sirul (ep,) -, este
marginit superior gi crescator, adica convergent. Astfel, limita
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lim (14 2)" = I(p) € R exista. Similar se poate demonstra ca,
n—oo

pentru p < 0, sirul este descrescator gi marginit inferior, deci si in
acest caz existd limita I(p). In continuare examindm functia definit
prin corespondenta p — [(p). Mai intai obtinem o relatie mai con-
creta cu ajutorul numarului e pentru /(p), apoi studiem monotonia,
convexitatea, continuitatea si derivabilitatea acestei functii.

3.3. Expresia functiei [(p). Stiind ca [(1) = e cautdm expresia
functiei [(p) pentru p arbitrar. Pe baza inegalitatii

(=)= (3= (@2 >

e? > I(p) daca p > 0. Din experimentele efectuate pe calculator, ob-
servam ca valorile lui I(p) si e? sunt foarte apropiate, deci putem pre-
supune ci [(p) = eP. Pentru a confirma aceasta egalitate trebuie sa
demonstram ca e < [(p), dacd p > 0. Pentru aceasta scriem:

(o)) =) = (0d)) = (i)

prin urmare, daca am putea demonstra ca
2\ " n M
(1+3+p—2) <(1+8)+=,
n o n n n
unde M > 0 este un numar real, atunci, trecand la limita, ar rezulta

ca e? < I(p). Folosind notatia a = 1+ £, conform teoremei binomului
lui Newton putem scrie:

2\ " 2 n—1 n 2k
p _n pa k n—kp
(a + ﬁ) =a +n 3 + E Cna W
k=2

n

In acelasi timp,

Ckanfkp_zk<ann-(n—1)~...-(n—k+l)]ﬁ< W
" n2k kInk nk “ nk
si
n 2k 4 1
v
nk. 21_172’
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deci

2\ " 2 4
1
(a+p—2) <+l 4 arl
n n nl_%

si astfel

2\ " n
(1+£+p_2) <(1+2)
non n
adica, trecand la limitd, e? < I(p). Rezultd ca pentru p > 0 I(p) = €P.
Pe de alta parte, daca p < 0, atunci

up):1ﬂn(}+-§)"

n?i1_

2 4 1
1+3+&——4,
n p

n—oo
B 1

lim 1+ 55)
:L = ep

eP ’

adica [(p) = e?, Vp € R.

OBSERVATIE. Pe baza inegalitatii (27) putem scrie cd pentru p > 0

n n+1
<1+£> <ep<<1+£> , Vn € N*,
n n

3.4. Alta demonstratie pentru expresia functiei /(p). La in-
Tn
ceput demonstram ca daca z,, — 0o, atunci lim (1 + xi) = e. Daca
n—oo n
[z,,] reprezintd partea intreaga a lui x,,, atunci

[2,) <y < [m,] +1

si astfel

1 [zn] 1\ %" 1 [zn]+1
(1+—) <(1+—) <(1+—) |
[z,] + 1 T (2]

. o 1. n—1 . n+1 c oA
Dat fiind ca lim (1 + l) = lim (1 + l) = e si ca, in cazul
n—00 n n—0o n
unui sir convergent, toate subsirurile acestuia sunt de asemenea con-

Tn
vergente, pe baza teoremei clestelui rezultd ca lim (1 + a%) = e.
n—oo n
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Astfel, insa,

n\ P
n 1 P
lim <1+£) = lim (1—}—;) = éP.
n—00 n n—o0 =
p
Aici am folosit practic proprietatea de mai sus in cazul girului z,, = %
si faptul ca, daca u,, — e, atunci u?2. — e (adica continuitatea functiei

de putere 27 in e).

4. Proprietatile functiei exponentiale

4.1. Monotonia functiei exponentiale. Se pune in mod na-
tural intrebarea: cum influenteaza cresterea ratei dobanzii suma de
bani care poate fi obtinuta dupa 1 an, cu capitalizare continua? Mai
mult, raspunsul este aproape evident, deoarece cresterea ratei dobanzii
atrage dupa sine cregterea dobanzii, astfel si suma finala trebuie sa
creascd, deoarece conditiile dobanzii sunt aceleasi (vezi problema 1
din testul nr. 5). S& transcriem in limbaj matematic acest lucru.

Daca x < y, atunci
Y

.
Daca n este suficient de mare, putem presupune ca cele doua expresii

1+2 <1+
n

anterioare sunt pozitive. Atunci prin ridicarea la puterea n obtinem

inegalitatea
€ n n
(1+2) < (1+4)",
n n
din care, pentru n — oo rezulta ca
e® < Y.

Prin urmare, monotonia functiei este intr-adevar evidenta, monotonia

strictd insd mai putin, fiindca pentru x < y trebuie demonstrat ca
e’ # €Y. Daca © < y, atunci existd numerele rationale %,2—3 cu

q1,q2 > 0 astfel incat z < 2—1 < 2—2 < y, pentru care, pe baza rationa-
mentului de mai sus,

L 2
e <en <en <eY.
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s r2
Rezulta ca este suficient sa demonstram ca eu # ee2. Vom face acest
lucru prin metoda reducerii la absurd. Daca

N r2
eIl = e,

atunci

e — 67"2(]1’
ceea ce intr-adevar este imposibil, deoarece rige,roq1 € Z si
riga < raq;. Prin urmare, functia exponentialda x — e este strict
crescatoare pe R.

4.2. Alta demonstratie a monotoniei. Pe baza proprietatilor
ridicarii la putere stim ca

ePrtp2 — opP1 | epz) vp1’p2 cN

si putem presupune ca aceasta este valabila si pentru py,p. € R
(vezi problema 2 din testul nr. 5). Pentru a demonstra egalitatea
el P2 = Pt . eP? consideram sirurile (ay), <, (bn),>; §i (¢n),, astfel
incat a, = (1+ %)n, by = (1+ %)n sic, = (1+ @)n pentru orice
n € N*. Stim ca

lim a, = e, lim b, = e’ si lim ¢, = 172,
n—oo n—oo n—oo

Ar trebui sa demonstram ca limita sirului (a,b,),~, este identica cu
cea a sirului (¢,),;-

Pentru inceput sd demonstram ca e? > 1, pentru orice p > 0. Sirul
((1 + %)n)n21 este strict crescator gi convergent, iar limita lui este e?,
deci

P\"™ .
1<l+p< <1+—) < €P, pentru orice n > 1.
n

Aplicand formula binomului lui Newton:

+ n
a,b, = <1 4 D1 T P2 i pﬂ;z) _
n n

n n n—k
1+ P2 k D1+ D2 pip2\*
— (1 Yok (1 <—) .

k=1
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Daca py = p1 + p2 > 0, atunci
n—k
ok (1o PLtpe <p1p2)k < 0 (p1p2>’f
" n n?2 n ’

D1 +p2)n+ep0'p1p2. 1

n n 1_101102‘
n

deci

anb, < <1 +

Este evident ca pentru pi,ps € R, ¢, < a, - b,, adicd din teorema
clegtelui rezulta, pe baza celor doua inegalitati de mai sus, ca

. . . . +
lim a,b, = lim ¢, = eP*"P2,

n—oo n—oo
adica
eP1tP2 = Pt . P2 daca py,ps € Ry
Deoarece e ? = eip, egalitatea de mai sus poate fi extinsa pen-

tru numere reale arbitrare. Pe baza egalitatii de mai sus, analiza
monotoniei devine simpla, deoarece daca p; < p, sunt numere reale
sl p3 = pa — p1 > 0, atunci eP? = eP11P3 = Pl . eP3 > ¢P1 pentru ci
e’ > 1. In consecinta, functia f este strict crescatoare.

4.3. Convexitatea functiei exponentiale. Convexitatea
functiei exponentiale apare si in practica. Sa presupunem ca putem
alege intre doua investitii:

e constituim un depozit din 1/2 unitate de bani cu rata dobanzii
p1 si un depozit din 1/2 unitate de bani cu rata dobanzii p,
in ambele cazuri cu capitalizare continué;

e constituim un depozit dintr-o unitate de bani cu rata dobanzii
P1+ D2

2
Intrebarea este care dintre aceste investitii este mai avantajoasa.

, In conditii de capitalizare continua.

Asemenea intrebari apar deseori in cazul analizei investitiilor (redac-
tarii portofoliilor). Mai mult, cele doud componente ale primei in-
vestitii nu trebuie pornite de la un capital de baza identic. Se poate
imagina c& in cazul unui A € (0,1) oarecare, producem dobanda
din suma initiald A cu rata dobanzii p; si din suma initiala 1 — A
cu rata dobanzii p,, iar aceasta suma va fi comparata cu investitia
prin care producem dobanda dintr-o unitate de bani cu rata dobanzii
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Ap1+ (1= X)ps (vezi problemele 3-6 din testul nr. 5). Producerea con-
tinua a dobéanzii am definit-o cu trecere la limita, de aceea la inceput
examinam aceleasi scheme de investitii cu capitalizare de n ori, unde
n € N* este arbitrar. Pentru aceasta vom analiza sirurile (a,),~,
(bn),>; §1 (€n),>, definite prin egalitatile -

an:)\<1+%>n, bn:(l—A)(1+%>n si

o = (1+ Apr+ (1 — )\)PQ)

n

Mai precis, dorim si ardtdm ci are loc inegalitatea a, + b, > ¢, (la
care am ajuns dand valori parametrilor modelului). Dacd comparam
schemele de investitii nu numai pe baza sumei finale, dar si prin analiza
sumele potrivit celor doua scheme in mod separat, in prima perioada
% a anului, putem observa ca, in cazul primei scheme de investitii,
vom avea mai multi bani nu numai la sfarsit, dar si in cursul anului,

adica are loc inegalitatea

(31) /\<1+%>k+(1—)\) (1+%>’“> (1+Ap1+(1—x)p2)k

n

pentru orice 0 < k < n. Aceasta inegalitate, pentru un k fixat,
inseamna convexitatea functiei * — (1 + z)*. Pentru completitu-
dine, sa demonstram aceasta inegalitate prin inductie dupa k. Definim

sirurile (anvk)n,kZI’ (bnk), x>q Si (Cak), p>q Prin inegalitatile

k k
an,k:A<1+%), bn,k:(1—A)(1+%> si

A 1=\ k
cn,k:(l—l— p1+( )p2> .

n

Daca k = 1, atunci
P1 P2
an1 + bna :/\<1+—) +(1=X) <1+—) =
n n

(L= Npo _ Mt (1= Ao
n n

A
A+ 2oy
n

= Cn,l-
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Daca k = 2, atunci

an72+bn,2=/\<1+&>2+(1—>\) (1+f2>2:

n n
- 24 (1= \)p?
140t )\)p2+)\p1+(2 Mps
n n
2
cn,2:<1+Ap1+<l_)‘)p2) SR TtV
n n
LA (1= %5+ 201 = Vpaps
n? '

Trebuie deci sd comparam expresiile
By = Mpi + (1= \pj
si
By = Npi + (1= A)?ps + 2A\(1 — N)p1ps.
Pe de alta parte,
By — By = \pt + (1= N)py — X°pi — (1= A)*ps — 2A(1 — M)pipz =
= A1 = X)pi + AL = A)p3 = 201 = N)papa =
= A1 =X (p1 —p2)* >0,

deci an o + b2 > Cpo.
Prin metoda inductiei matematice demonstram ca inegalitatea

(32) A(1+[£)k+(1_A) <1+%)’“> (1+Ap1+(1—k)pz)k

n n

este valabila pentru orice k£ > 1 numar natural Ine-
galitatea (32) este adevaratda pentru k& = 2, presupunem
ca este adevarata pentru k fixat si o demonstram pentru
(k + 1). Inmultim ambii membri ai inegalitatii (32) cu

1+ M. Prin aceasta obtinem inegalitatea adevarata:

(1+Ap1+<i_A>p2) (A<1+%)k+(1—A)<1+%>k) >

><1+ 1+ ( )PQ) .

n
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Daca este adevarata inegalitatea

A(1+ %)Hl +(-0 (14 %)kﬂ >

> (1+>\p1+(i—>\)p2) ()\<1+%>k+(1_>\)<1+%>k)7

atunci rezulta inegalitatea dorita. Pe de altd parte, aceasta inegalitate

este echivalenta cu inegalitatea

g A 1—\
A@+@)O+@_L_m+( mﬁ+
n n

n

k A+ (1= A
+(1—)\)<1+%> (1+p2—1— Pt )p2>>0,

n n

adica

AL —=A) (P — p2) (<1+%>k_ <1+@>k) > 0.

n n
Aceasta inegalitate este adevarata pentru ca ordonarea numerelor
(1 + %)k si (1 + %)k este identica cu ordonarea numerelor p; si ps.

Prin urmare, inegalitatea (32) este adevidratd pentru orice numar
natural k£ > 1, astfel si in cazul lui & = n, adica a,, + b, > ¢,, pentru
orice n € N*. Deoarece la demonstratia inegalitatii (32) nu am folosit
conditia ca numerele p; si po sunt pozitive, putem enunta ca pentru
orice numar real p; si ps si pentru orice numar natural n > 1

(33) /\<1+%>n+(1—)\) (1+%)n> <1+Ap1+<;_A)p2)n.

Daca in inegalitatea de mai sus trecem la limita, obtinem inegalitatea
AePt 4 (1 — N)eP? > e P1H(1=A)p2

deci functia exponentiald f: R — R, f(p) = e” este convexa. In mod
similar cu monotonia stricta, putem intelege de asemenea ca functia
exponentiala este strict convexa.

Astfel am demonstrat ca si in cazul capitalizarii continue a
dobéanzii, este mai avantajos si depunem o parte din bani cu o
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dobéanda, iar cealalta parte cu alta dobanda, decat sa depunem in-
treaga suma cu o dobanda egala cu media ponderata a celor doua
dobanzi.

OBSERVATIE. Convexitatea functiei exponentiale se mogteneste de
la functiile de putere x — (1 + 2)*, deci putem sa evitim demon-
stratia prin inductie de mai sus daca demonstram separat convexitatea
functiei putere.

4.4. Continuitatea functiei exponentiale. Problema continu-
itatii se ridica in mod natural, pentru ca trebuie sa examinam daca
rezultatul final e? poate fi modificat cu o cantitate mica oarecare, prin
modificarea corespunzatoare a ratei dobanzii. Pentru o banci poate
fi importanta cantitatea cu care trebuie sa modifice ratele dobanzii
pentru a scidea platile cu o cantitate data (vezi problemele 7 si 8 din
testul nr. 5).

Daca p € R gi elementele sirului (p,,)m>1 indeplinesc conditia
p—1<pn <p+1 n > 1, respectiv n%l_rgopm = p atunci pentru

Pm > p putem scrie ca

Pm\" P\" P =D S P\ Lk p\*
(1+—) —<1+—) - . (1+—> (1+—) .
n n n n n
k=0
Totodata,

k n
(1 + B) < (1 + B) < el < Pt
n n

o\ V1K 1\"
<1+p—> <(1+Ii) < ePth
n n

deci . .
(1 + @) - (1 + B) < (pm — p)e .
n n
O inegalitate similara obtinem si in cazul p,, < p, deci pe baza cri-
teriului de majorare gi conditiei lim p,, = p obtinem lim e’ = eP.
m—0o0 m—0o0

Aceasta asigura continuitatea functiei f: R — R, f(p) = e in fiecare
punct p € R.

4.5. Alta demonstratie a continuitatii. Este suficient sa exa-
mindm continuitatea in 0, pentru cd, daca limita sirului (p,),>, este
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p € R, atunci limita sirului (p, — p),>, este 0, si eP» = eP»7P - eP. 5S4
consideram un sir (p,),~;, & carui limita este 0. Intrebarea este daca
limita sirului ("), ., este egald cu 1. Sa definim girul (z, )

k
am (14)

si s& examindm comportamentul sirului (z,; — 1)

n,k>1"

ST Pe baza teo-

remei binomului lui Newton

(34)

BRI U S TS (L NI e
deci
35) e = 1< ol (1 Il + I ) <l 7=
Deoarece lim p, = 0, rezulta ca exista ny, pentru care |p,| < 1, pentru

n—oo
orice n > ny. Deci, daca n > nq, atunci pe baza lim x,;, = eP" rezulta
k—o00 ’

din inegalitatea (35) ca

|pn’

epn_l S—
|
1_‘pn|

pentru orice n > ny. Insa lim Pal 0, deci pe baza criteriului de

majorare lim e’ = 1, adica functia f este continua in 0, prin urmare
n—oo

este continua pe R.

4.6. Derivabilitatea functiei exponentiale. In stiintele eco-
nomice, flexibilitatea unei functii f in punctul xy arata cu cate pro-
cente se modificd valoarea functiei dacad valoarea lui xy creste cu 1%.
Studiul flexibilitatii functiei de plata poate fi important in cazul ca-
pitalizarii dobanzii. Aceasta problema necesitd calcularea derivatei
functiei, adica limita

ep — epo
lim ——.
p—po P — Do

Daca py € R si elementele sirului (p,,)m>1 indeplinesc conditia
Po—1<pm <po+1, m>1, respectiv lim p,, = pg, atunci, in cazul

m—00
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in care p,, > po, putem scrie

n n — nol n—1—k k
<1+@> —<1+@> =Pm—Po p0-2<1+%> (1+@) .
n n n ‘ n n
Totodata,

k k n—1—k n—k—1
(1+2) < (1+22)si(i+22)" s (14 2)
n n n

n
deci
po n—1 1 n—l pm n—1—k po k pm n—1
(B B (e ) ()
n n n n n
k=0
astfel , .
erm —e
e < — < e,
Pm — Do
prin urmare, pe baza continuitatii functiei exponentiale, obtinem
epm — epo
lim ———— =€,

M=o Pm — Po
adica functia f : R — R, f(p) = eP este derivabila in oricare punct
pERsi f'(p) =¢€", VpER
4.7. Alta demonstratie a derivabilitatii. Pe baza definitiei

derivatei trebuie sa studiem existenta limitei
ePn — eP
lim
daca limita sirului (p,,),, este p. Deoarece
Pn _ P Pn—p _
N et |
Pn—Pp Pn—Pp
este suficient sd examinam derivabilitatea numai in 0. Astfel, putem
presupune ca limita sirului (p,),~, este 0 si definim sirul (x, )

k

) . Pe baza egalitatii (34)
n,k>1

n,k>17

wn,k_l

n

Trebuie sa examinam girul <

Tpg — 1 k—1 (k=1)(k—-2) , L oea
=1 .
o + ok Pn t+ e P, + + kkpn
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Deci
1

1= |pa|
Si in acest caz exista ny astfel incat |p,| < 1, pentru orice n > nq,
adica, dacd m > nj, atunci din inegalitatea (36) pentru k — oo

xnk_l

(36)

_ 1\ < Ipal (L4 [pal -+ IpalE2) < [pal -

n

lpnl

|—O,pe

obtinem inegalitatea

Pn .
=1 1| < el Deoarece lim
Pn 1—|pnl n—o0 1—|pn

baza criteriului de majorare lim ep;_—1 =1, adica functia f : R — R,
n—o0 n

f(p) = e? este derivabila in 0 si f'(0) = 1. Daca limita sirului (p,),>,

este p € R, atunci

DPn __ P Pn—p __
. € e . e 1
lim —— = lim e’ - ——— =¢€P,
n—0o0 pn—p n—0o0 pn—p

adica functia f este derivabild in orice punct p € R si
f(p)=¢", VpeR.
5. Teste

Observatie: utilizarea calculatorului sau a calculatorului de buzu-
nar este permisd (in anumite cazuri este indispensabila).

Testul introductiv

PROBLEMA 1. Depunem la banca suma de 1000 lei sub forma de
depozit cu dobanda simpla. Rata dobanzii anuale® este de 10%. Cati
bani putem retrage

a) dupa 1 an?

b) dupi 2 ani?

¢) dupd 3 ani?

d) dupa 10 ani?

e) dupa 20 de ani?

Ce observati? Formulati o generalizare.

PROBLEMA 2. Depunem la banca suma de 1000 lei cu capitalizarea
dobanzii (la sfarsitul anului). Rata dobanzii anuale este de 10%. Céati
bani putem retrage

5Tn fiecare test rata dobanzii inseamni intotdeauna rata dobanzii nominale.
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a) dupd 1 an?

b) dupa 2 ani?

¢) dupa 3 ani?

d) dupa 10 ani?

e) dupa 20 de ani?

Ce observati? Formulati o generalizare.

PROBLEMA 3. Comparati rezultatele celor doua probleme de mai
sus. Ce observati?

PROBLEMA 4. Examinati modul in care valoarea capitalului in-
vestit se modifica in urmatorii 10 ani, daca rata dobanzii anuale este
de 10% si nu se capitalizeaza, respectiv daca rata dobanzii anuale este
de 7% sgi se capitalizeazad la sfargitul fiecarui an. Care ar trebui sa
fie valoarea ratei dobanzii in cel de-al doilea caz, pentru ca valoarea
investitiei sa fie egala cu cea din primul caz?

PROBLEMA 5. Depunem la banca suma de 1000 lei. Rata dobanzii
anuale este de 12%. Cati bani putem retrage, daca

a) suma este capitalizata dupa primul trimestru?

b) capitalizam dupa jumatate de an?

¢) capitalizam dupa 3 luni gi dupa jumatate de an?

d) capitalizam dupa 3 luni, dupa jumatate de an gi dupa 8 luni?

Ce observati? Formulati o generalizare.

PROBLEMA 6. Depunem la banca suma de 1000 lei. Rata dobanzii
anuale este de 10% si avem posibilitatea capitalizirii de doua ori pe
an. Care este suma maxima de bani de care putem dispune la sfarsitul
anului? Cum ar fi mai avantajos sa planificam capitalizarile? Dar daca
am putea capitaliza de mai multe ori (3,4,...,n)?

Testul nr. 1

PROBLEMA 1. Depunem la banca o unitate de bani. Rata dobanzii
anuale este de 100%. Exprimati valoarea capitalului investit la sfarsitul
anului in cazul in care capitalizam de n ori, in intervale egale, astfel
incat ultima capitalizare sa aiba loc exact la sfargitul anului. Calculati
valoarea capitalului pentru n € {1,2,3,4,5}. Ce observati?
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PROBLEMA 2. Depunem la banca o unitate de bani. Rata dobanzii
anuale este de 100%. Exprimati valoarea capitalului investit la sfarsitul
fiecarei luni in conditiile capitalizarii
de doua ori
de trei ori
de patru ori
de cinci ori

a
b
¢
d

pe an, in intervale egale, astfel incat ultima capitalizare sa aiba loc

)
)
)
)

exact la sfarsitul anului. Ce observati?

PROBLEMA 3. Ce puteti constata pe baza problemelor de mai sus?
Justificati rezultatul prin metoda inductiei matematice.

Testul nr. 2

PROBLEMA 1. Depunem la banci o unitate de bani. In care dintre
situatiile de mai jos vom avea mai multi bani peste 1 an:

a) daca rata dobanzii anuale este de 200% si in cursul anului nu
se face capitalizare sau

b) daca rata dobanzii anuale este de 100% si capitalizdm la sfarsi-
tul primului semestru?

PROBLEMA 2. Depunem la banca o unitate de bani. In care dintre
situatiile de mai jos vom avea mai multi bani peste 1 an:

a) dacd rata dobanzii anuale este de 200% i in cursul anului nu
se face capitalizare sau

b) daca rata dobanzii anuale este de 100% si capitalizam la
fiecare sfarsit de trimestru?

PROBLEMA 3. Depunem la banci o unitate de bani. In care dintre
situatiile de mai jos vom avea mai multi bani peste 1 an:
a) daca rata dobanzii anuale este de 200% si in cursul anului nu
se face capitalizare sau
b) daca rata dobanzii anuale este de 100% si capitalizam lunar?

PROBLEMA 4. Ce puteti constata pe baza problemelor de mai sus?
Incercati si formulati o proprietate generali.
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PROBLEMA 5. Comparati variatia valorii capitalului de baza de 1
unitate de bani potrivit urmatoarelor scheme de dobanda:

e rata dobanzii anuale este de 200% si nu se capitalizeazi;
e rata dobanzii anuale este de 100% si capitalizam de n ori pe
an, unde n € {1,2,3,4}.
Capitalizarile se efectueaza in intervale regulate, ultima capitalizare
avand loc la sfargitul anului. Incercati sia formulati o proprietate ge-
nerala.

Testul nr. 3

PROBLEMA 1. Depunem la banca o unitate de bani. Rata dobanzii
anuale este p. Exprimati valoarea capitalului investit la sfarsitul anu-
lui in conditiile capitalizarii de n ori, in intervale regulate, ultima
capitalizare avand loc exact la sfarsitul anului. Calculati valoarea
numerica a capitalului pentru n € {1,2,3,4,5}. Ce observati?

PROBLEMA 2. Depunem la banca o unitate de bani. Rata dobanzii
anuale este p. Exprimati valoarea capitalului investit la sfarsitul
fiecarei luni, daca in cursul anului se fac

a) doud
b) trei
¢) patru
d) cinci
capitalizari, in intervale egale, ultima capitalizare avand loc la sfarsitul
anului. Ce observati?

PROBLEMA 3. Ce puteti constata pe baza problemelor de mai sus?
Justificati rezultatul prin metoda inductiei matematice.

Testul nr. 4

PROBLEMA 1. Depunem la banci o unitate de bani. In care dintre
situatiile de mai jos vom avea mai multi bani peste 1 an:

a) daca rata dobanzii anuale este 2p si in cursul anului nu se face
capitalizare sau

b) daca rata dobanzii anuale este p si capitalizam la sfargitul
primului semestru?
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PROBLEMA 2. Depunem la banca o unitate de bani. In care dintre
situatiile de mai jos vom avea mai multi bani peste 1 an:

a) daca rata dobanzii anuale este 2p si in cursul anului nu se face
capitalizare sau

b) dacd rata dobéanzii anuale este p si capitalizam la sfarsit de
trimestru?

PROBLEMA 3. Depunem la banci o unitate de bani. In care dintre
situatiile de mai jos vom avea mai multi bani peste 1 an:

a) daca rata dobanzii anuale este 2p si in cursul anului nu se face
capitalizare sau
b) daca rata dobanzii anuale este p si capitaliziam lunar?

PROBLEMA 4. Ce puteti constata pe baza problemelor de mai sus?
Tncercat;i sa formulati o proprietate generala.

PROBLEMA 5. Comparati variatia valorii capitalului de baza de 1
unitate de bani potrivit urmatoarelor scheme de dobanda:

e rata dobanzii anuale este 2p si nu se capitalizeaza,
e rata dobanzii anuale este p si capitalizam de n ori pe an, unde
ne{l,2,3,4}.
Capitalizarile se efectueaza in intervale egale, ultima capitalizare
avand loc la sfarsitul anului. Incercati sa formulati o proprietate ge-
nerala.

Testul nr. 5

PROBLEMA 1. Studiati variatia cantitatii de bani care poate fi
obtinuta dintr-un capital de bazd de o unitate de bani in decursul
unui an, cu dobanda continua, in functie de rata dobanzii.

PROBLEMA 2. Depunem la banca o unitate de bani. Calculati
suma ce poate fi ridicata peste un an in conditii de capitalizare lunara,
daca rata dobanzii anuale este

a) 10%;
b) 20%;
c) 30%.
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Inmultiti rezultatul din punctul a) cu rezultatul din punctul b). Ce
observati? Examinati diferenta dintre acest produs si rezultatul din
punctul ¢) dacd numarul capitalizarilor cregte.

PROBLEMA 3. Depunem la banca 1000 lei. Calculati suma ce
poate fi ridicata peste un an in conditii de capitalizare lunara respectiv
zilnica, daca

a) depunem 500 lei cu dobandd anualda de 10% si 500 lei cu
dobanda anuala de 12%7
b) depunem intreaga suma cu dobanda anuala de 11%7

PROBLEMA 4. Depunem la banca 900 lei. Calculati suma ce poate
fi ridicata peste un an in conditii de capitalizare lunara respectiv zil-
nica, daca

a) depunem 300 lei cu dobandd anuald de 9% si 600 lei cu
dobanda anuald de 12%?

b) depunem intreaga suma cu dobénda anuala de % - 9% + % :
12% = 11%7

PROBLEMA 5. Depunem la banca o unitate de bani. Calculati
suma ce poate fi ridicata lunar in conditii de capitalizare lunara, daca
a) depunem % din suméa cu dobanda de 10% si % din suméi cu
dobanda de 15%;
b) depunem suma cu dobanda de 2 - 10% + £ - 15% = 13%?

PROBLEMA 6. Formulati o proprietate generala pe baza ultimelor
doua probleme de mai sus. Examinati ce se schimba in aceste doua
probleme in conditii de dobanda continua, apoi formulati o proprietate
generala.

PROBLEMA 7. Depunem la banca o unitate de bani. Cati bani
putem ridica peste un an in conditii de capitalizare lunara respectiv
zilnica, daca rata dobanzii anuale este
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PROBLEMA 8. Depunem la banca o unitate de bani. Céati bani
putem ridica peste un an in conditii de capitalizare lunara respectiv
zilnica, daca rata dobanzii anuale este

a) 0,1%; b) 0,01%;
¢) 0,001%; d) 0,0001%?

6. Observatii, comentarii, concluzii

6.1. Observatii didactice. Experienta de profesor arata ca in-
teresul pentru matematica gi, in special, pentru analiza matematica a
scazut foarte mult in rdndul liceenilor in ultimul deceniu. Cauzele sunt
multiple. Printre altele, elevii au tot mai putina rabdare sa rezolve
probleme care necesita gandire creativa; daca ,rezultatul nu iese” dupa
cinci minute, renunta si nu au suficienta curiozitate sa vada rezolvarea
finala a unei probleme pur matematice. Desigur, exista gi exceptii,
insa, din pacate, numai in randul elevilor ce participa la concursuri si
chiar si printre ei unora le lipseste motivatia pentru a reflecta indelung
asupra unor probleme mai dificile. Acest lucru se poate explica prin
accelerarea lumii in care traim sau prin faptul ca majoritatea copiilor
folosesc instrumente bazate pe tehnologii avansate ce permit un grad
ridicat de interactivitate. Nu trebuie sa excludem posibilitatea ca noi,
pedagogii, sa fim vinovati, pentru cd ne grabim (88 avansam cu mate-
ria”) gi propunem idei gata formulate, fard sa lasam timp suficient la
ora pentru ca elevii sa-gi dea singuri seama, si nu suntem pregatiti sa
raspundem la intrebarile tot mai frecvente de genul ,La ce ne foloseste
asta in viata?”

Laszl6 Gerées — in articolul siu ” Quo vadis predarea matematicii”®
— explica foarte bine de ce nu putem (de ce nu trebuie) sa justificim
intotdeauna utilitatea, in viata de zi cu zi, a notiunilor matematice
predate: ”Intr-adevdr, un brutar sau un mecanic auto, un functionar
de birou, un manager, un filolog sau un jurist nu vor avea niciodatd
nevoie de identitatile logaritmilor. Ar fi bine insa daca si factorii de
decizie ar intelege: nu predam toate aceste lucruri pentru ca elevul sa le
foloseasca intr-o zi, ci pentru ca, in timp ce creierul elevului trece prin
etapele gandirii, panda cand diferitele niveluri ale intelegerii, explorarii
st aplicarit se integreaza in structura gandirit sale in mod independent,
capacitatea lui de a gandi se va fi dezvoltat gi cizelat (fara ca el sa-si fi

6Quo vadis matematikaoktatés in Népszava, 9 iunie 2007
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dat seama), astfel incat la sfarsitul procesului (in preajma ezamenului
de bacalaureat) va (putea) deveni realmente un om care gandeste cu
cap limpede, logic si disciplinat. Indiferent de locul pe care acest elev
il va ocupa in viata, el va avea, inevitabil, foarte mare nevoie de aceste
capacitati, pe care le va putea pune in aplicare ortunde cu mult profit,
la locul de munca din viitor. Aceasta inseamna cu adevdrat stiinta
convertibila, de aceea trebuie (ar trebui) sa punem accentul maxim pe
dezvoltarea acestor cunostinte.”

Aceasta explicatie, insd, 1i multumeste doar pe foarte putini dintre
elevi. Ei au nevoie sa vada tot mai multe abordari practice.

In cursul ultimului deceniu, materia a fost ,reorganizata”, ,redusa”,
saerisita” de foarte multe ori; continutul sau, insa, a ramas cel de acum
20 de ani, diferenta constand in numarul redus de ore in care trebuie
predat. Notiunile nu trebuie explicate in toate cazurile, ele trebuie
predate doar in mod formal, ceea ce, bineinteles, vine in detrimentul
dezvoltarii gandirii creative, cu toate ca aceasta face parte din ca-
pacitatile cele mai importante de dezvoltat. Modelarea, aplicarea in
practica a notiunilor apar si ele in partea introductiva a programei de
predare — doar ca partile de continut si timpul alocat lor nu permit ca
elevii sa aprofundeze cate o aplicatie sau problema de modelare.

Din cauza exigentelor examenului de bacalaureat, predarea
matematicii este, din pacate, tot mai centratd pe informatie, in pofida
agteptarilor elevilor gi ale societatii (si chiar impotriva exigentei ex-
plicite a curriculei gcolare, care vizeaza dezvoltarea capacitatilor si
competentelor).

Am testat introducerea functiei exponentiale pe baza schemelor
de dobanda pe un grup de studenti de la matematica (viitori profe-
sori) si pe un grup mixt, compus din elevi de liceu (elevi din clasele
IX-XII, participanti la tabdra organizatd de Asociatia SimpleX) si
studenti. In cazul acestora din urma testul a fost un experiment in-
teresant, dat fiind ca elevii din clasele IX si X nu aveau nicio baza
privind analiza matematicia. Cu toate acestea, au observat imediat,
printre altele, monotonia sirului (1 + %)n Mai mult, pentru a-si sa-
tisface curiozitatea, ei au calculat cu ajutorul calculatorului termenii
sirului pentru indici de ordinul milioanelor. Am avut unele retineri
privind utilitatea acestei abordari, gandindu-ne ca nu va fi suficient la
indeména elevilor mai mici; reactiile au fost, insa, satisfacatoare. Un
raspuns primit de la un elev de clasa a [X-a:
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Cred ca toatd lumea a putut fi mulfumita cu aceastda prezentare; eu
cel putin nu am intdmpinat greutdti, imi amintesc ca a fost unul dintre
lucrurile pe care le-am inteles cum trebuie, in cursul acestei tabere.

Cei din clasele XI si XII au fost si ei incantati de acest mod de
abordare, in ciuda faptului ca ei cunosteau deja functia exponentiala si
proprietitile ei. In cursul activititilor s-au auzit asemenea exclamatii:
A, vad deja ce va iesi din asta.”, ,Hei, n-am mai intdlnit functia
exponentiald in forma aceasta.” etc.

[ata opinia unui elev de clasa a XlI-a despre activitate: ,,Dupa
mine, abordarea unor segmente ale matematicit din alte puncte de
vedere (care {in de economie, fizica, chimie etc.) este absolut pozitiva,
deoarece tmbinarea teoriei cu practica este, pe de o parte, utila, iar pe
de alta parte, aduce elevul mai aproape de esenta problemei, provoacad
mat mult interes st mai mult entuziasm din partea lui. La urma urmet,
este logic ca, daca cineva intelege la ce i1 poate servi in practicda o noti-
une sau o teorema $i reuseste sa o si aplice in viata zilnicd, o va privi
cu mai mult entuziasm decdt in cazul in care ar fi vorba doar de niste
cifre si formule pe o bucata de hdrtie. Desigur, acest lucru este mai
putin valabil pentru not, cer carora le place st matematica abstracta; eu
am fost tot atdt de entuziasmat de aceasta materie si in clasd, cand am
invatat-o cu metoda clasica. Pentru mine aceste cifre si formule pe o
bucata de hartie inseamna intotdeauna un pic mai mult. Abordarea a
fost interesanta si cred ca aceasta metoda de predare ar trebui aplicata
st in scoli. Una dintre problemele majore ale sistemului educational
este lipsa legaturilor intre diferitele materii. Elevii ar invata mult mai
mult dacd s-ar pune accentul pe tmbinarea matematicii cu fizica, cu
chimia, cu stiintele economice, cu biologia, in loc de predarea de cdtre
fiecare profesor a materiei proprii obligatorii, independent de celelalte
discipline. La urma urmei, creierul uman acumuleazd informatia prin
crearea unor conexiuni intre diverse notiuni.”

Intr-adevir, cunostintele ar trebui si fie aplicabile in mod direct.
Pare un paradox faptul ca acest lucru nu se realizeaza tocmai in acele
domenii (adica in cel al matematicii si al gtiintelor naturii) care sunt
cele mai adecvate acestui scop in cadrul invatamantului teoretic.

6.2. Observatii de ordin metodologic. Introducerea functiei
exponentiale poate fi realizata pe baza mai multor conceptii diferite.
Abordarea aleasa de noi are avantajul ca fiecare proprietate studiata
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isi are sursa intr-o problema concretd, de multe ori practica. Ma-
joritatea proprietitilor examinate sunt sau pot fi intuite de elevi,
mai ales daca pot folosi si calculatorul. Astfel, o parte importanta
a demonstratiilor poate fi efectuata pornind de la fapte empirice. In-
tuirea fenomenelor, executarea calculelor sau rezolvarea unor probleme
secundare pot fi facute si prin activitati in grupuri. Demonstratiile
alternative ale diferitelor proprietati incearca sa oglindeasca faptul ca,
in general, exista mai multe demonstratii posibile. Desigur, in cursul
activitatilor pot aparea si demonstratii care difera de cele prezen-
tate aici. Este important sa consideram demonstratiile prezentate ca
alternative posibile, nu ca unica solutie posibila (si nicidecum reco-
mandata). Scopul principal al unei introduceri de acest gen este ca ele-
vii sii perceapd problemele si s incerce gisirea unor solutii. In aceasts
privinta sarcina profesorului nu este prezentarea demonstratiei, ci,
mult mai mult, sd indrume elevii sa calculeze ei ingisi, sa experi-
menteze, sa faca incercari, sa formuleze presupuneri etc. Bineinteles,
nu trebuie sa incepem toate acestea la un asemenea nivel. Pentru a
avea succes, trebuie sa-i obignuim pe elevi cu acest mod de lucru sau
sa prelungim in mod suficient timpul dedicat activitatilor, avand in
vedere ca, potrivit experientei didactice, astfel de activitati pot avea
succes si daca elevii nu sunt familiarizati cu stilul de munca, dar au la
dispozitie timp destul.

Abordarea prezentatd pune in evidenta unele probleme esentiale
cu care ne confruntam in predarea analizei matematice. Problema cea
mai importantd este, probabil, faptul cd modul tratarii (ca gi majori-
tatea demonstratiilor analizei matematice) se bazeazi pe manipularea
inegalitatilor, o metoda care nu este pregatita, sprijinita de materia
claselor IX si X. A doua caracteristica foarte importanta a abordarii
este ca, in cazul majoritatii demonstratiilor, trebuie sa intuim ceva ce
poate fi justificat relativ ugsor. Este bine sa exersam cu elevii si aceasta
gandire inductiva — altfel se vor dezobignui pur si simplu sa observe
si sa& denumeasca lucruri evidente. Din pacate, partea de continut a
materiei se afla in completd contradictie cu tendintele metodicii de
a promova dezvoltarea competentelor, astfel incat, prin concentrarea
asupra continutului, experimentarea, traseul

intuitie — proba — eroare — presupunere — demonstratie
poate fi eliminat cu usurinti din practica cotidiani. Insd pretul acestei
eliminari va fi platit pe termen lung si inca cu dobanda la dobanda,
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pentru ca tot mai putini elevi vor intelege notiunile fundamentale,
inca si mai putini vor percepe relatiile intre notiuni si doar cateva
rare exceptii vor avea acces la miracolele de necrezut ale functionarii
matematicii, cu toate ca mecanismele vietii de zi cu zi si calitatea ei
depind tot mai mult de existenta acestor miracole.



CAPITOLUL X

ALGEBRA LINIARA INTR-O
ABORDARE CENTRATA PE
PROBLEME SI INVESTIGATII

In acest capitol incercim si dezvoltim o parte din capitolul dedi-
cat algebrei liniare din programa de invataméant, pe baza principiilor
predarii centrate pe probleme, cu scopul de a sprijini invatarea bazata
pe investigatie. De regula, vom porni de la o aplicatie si vom introduce
notiuni noi elaborand un model adecvat. Vom incerca sa construim
rationamentele in aga fel, incat problemele sa preceada teoria, pentru
ca elevii sa-gi dea seama de unde si cum apar notiunile, proprietatile,
cum pot fi utilizate mijloacele matematice descoperite si sa-si formeze
o imagine despre constructia modelelor (chiar gi in mod neexplicit).

1. Probleme introductive

PROBLEMA 1. Pe laturile AC' si BC' ale triunghiului ABC' consi-
deram punctele N € (AC) si M € (BC) astfel ca 3CN = AC si
3BM = BC. Notam cu P mijlocul laturii AB. Stergem triunghiul
initial i pastram doar punctele M, N, P. Reconstruiti triunghiul initial
folosind punctele M, N si P.

Olimpiada de Matematica a Liceelor Maghiare din Europa, 2009
Lajos Kovacs, Odorheiu Secuiesc

SOLUTIE. Daca notam vectorii de pozitie ai punctelor cu literele
mici corespunzatoare lor, atunci 3m = 2b+c¢, 3n = 2c+a si 2p = a+b.
Astfel, pentru a exprima a, b, ¢ in functie de m, n, p, trebuie sa rezolvam
sistemul de ecuatii

2b+c 3m
(37) a+2c = 3n
a+b = 2p

Solutia sistemului este b = %(Qp — 3n + 6m), deci dacd alegem M ca
origine a vectorilor de pozitie, atunci b = £(2p—3n). Rezulta ci B este
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punctul care imparte P(Q) in proportie de 3 : 2, unde () este simetricul

lui N fata de M. Daca nu alegem M ca punct de origine, atunci se

va construi () ca gi simetricul lui N fata de O, se ia punctul R pe
PR

segmentul P(Q) astfel ca 70 = %, dupa care se adauga la r vectorul

6
2. O

PROBLEMA 2. Pe o insula traiesc 13 cameleoni gri, 15 bruni si 17
verzi. Daca doi cameleoni de culori diferite se intalnesc, améandoi isi
schimba culoarea pielii in cea de-a treia culoare. Este posibil ca, dupa
un timp, toti cameleonii sa aiba aceeagi culoare? Dar daca sunt 19
cameleoni gri, 13 bruni si 20 verzi?

SOLUTIE. Problema este dificila din doua motive: in primul rand
pentru cd avem de-a face cu trei feluri de intalniri; in al doilea rand
pentru ca nu cunoastem ordinea intalnirilor. Dacad ne imaginam ca
trebuie sa calculam doar numarul cameleonilor gri, atunci practic nu
facem altceva decat scadem cate unu sau adaugam doi la numarul
actual al cameleonilor, in functie de tipul intalnirilor. Rezultatul final
nu depinde de ordinea operatiilor, ci doar de cate ori au fost efectuate,
adica de numarul intalnirilor de diferite tipuri. Daca notdm numarul
celor trei tipuri de intalniri cu a (cind se transforma in gri), b (cand
se transformd in brun) si ¢ (cand se transforma in verde), atunci,
independent de ordinea intalnirilor, la sfargit vom avea 13+2a—b—c¢
cameleoni gri, 15 — a + 2b — ¢ cameleoni bruni i 17 — a — b + 2¢
cameleoni verzi. Daca toti cameleonii au aceeasi culoare, primele doua
numere sunt 0, iar al treilea numar este 45. Astfel trebuie sa studiem
urmatoarele sisteme de ecuatii:

134+2a—b—c=0 134+2a—b—c=0
15—a+2b—c=0 15—a+2b—c=45
17T—a—b+2c=45 17T—a—-b+2c=0

134+2a—b—c=45
15—a+2b—c=0
17T—a—b+2c=0

Daca inlocuim o necunoscuta exprimata dintr-o ecuatie in alta ecuatie
din acelagi sistem, ajungem la o contradictie, pentru ca un numar
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divizibil cu 3 ar trebui sa fie 2 sau 4. Prin urmare nu este posibil ca
toti cameleonii sa aiba aceeasi culoare.

OBSERVATIE. Acest lucru arata, practic, ca diferenta dintre
numarul cameleonilor care apartin la doud grupuri distincte (fixate)
este invarianta fata de restul impartirii cu 3.

In cazul al doilea ajungem la sistemul de ecuatii

194+2a—b—c=0
13—a+2b—c=0
20— a—b+2¢c =52

(si alte doud sisteme similare). Solutiile naturale ale sistemului sunt
de formaa=b—2,c=b+ 15, unde b e N, b > 2. Dacaa=0,b=2
si ¢ = 17, obtinem situatia dorita. Aceste intalniri sunt posibile, deci
in cazul acesta se poate ajunge la situatia in care toti cameleonii de
pe insula au aceeasi culoare. U

OBSERVATIE. Aceasta problema este utila deoarece pune in evi-
denta faptul ca in cursul problemelor de modelare pot aparea sisteme
de ecuatii; in acelasi timp, este evident ca proprietatile solutiilor pot
fi importante din punctul de vedere al situatiei modelate. Cele doua
probleme de mai sus reprezinta practic toate cazurile caracteristice:
sisteme care admit solutie unica, sisteme incompatibile gi sisteme nede-
terminate. Vom vedea ca sistemele incompatibile apar si in cazul in
care necunoscutele apartin lui R.

PROBLEMA 3. Trei statii de epurare Ay, Ay gi A3 primesc apa din
trei surse: de la o fantana F), de la un lac L, si de la un rau R. Calculati
cantitatea de apa primita de cele trei statii, daca x,y, respectiv z sunt
cantitatile livrate de cele trei surse (F, L, R), iar cantitatile furnizate
de cele trei surse se distribuie astfel:

1 1 1
o [ 3 la Ay, = la Ay, = la Ag;

3 3
1 1 1
o [: 3 la A, 1 la As, 1 la As;

1 1
e R:01la A1> § la AQ, 5 la Ag.
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Studiati, de asemenea, problema inversd: cata apa se consuma din
fantana, din lac, respectiv din rau, daca se cunosc debitele hq, hs, h3
ale statiilor de epurare?

1 1
SOLUTIE. Debitul primei statii este hy = CCg + y§ + 2z - 0, debi-

. 1 1 1. - .
tul statiei a doua e hy = 1:5 + yZ + 25 iar cel al statiei a treia e
1 1 1
hy = xg + o + 25 Solutia problemei inverse inseamna sa studiem

sistemul de ecuatii

(11
11 1

(SN IS
| 37T YTy T

Este evident ca pentru hy # hz nu exista solutie, in timp ce pentru
hy = hg existd un numar infinit de solutii. Solutiile sistemului pot fi
reprezentate in forma x = 3 (hl — %y) , 2 =2 (hQ — hy + }ly) ,y eR,
aceasta insa nu ofera o solutie pentru problema originala pentru orice
y € R, deoarece consumul de apa nu poate fi negativ. Astfel, trebuie
sa fie indeplinite conditiile y > 0, y < 2h; siy > 4(hy —hs), deci solutia
problemei date exista doar in cazul in care y > max{0,4(h; — h2)} si
y < 2hy. Prin urmare, pentru 0 < h; < hy obtinem y € [0,2h4], iar
pentru 2hy > hy > hy obtinem y € [4(hy — hy), 2h4]. In acelasi timp,
pentru 2hs < h; problema initiala nu are solutie. Se poate vedea ca, in
ultimul caz, sistemul are un numar infinit de solutii; cu toate acestea,
problema reala initialda nu are nicio solutie. U

PROBLEMA 4. (modelul fortei de munca) Intr-o societate, un indi-
vid apt de munca se poate gasi la un moment dat ¢ in una din situatiile
de mai jos:

e s lucreaza in propriul domeniu de activitate;

e s, lucreaza in alt domeniu;

e 53 nu lucreaza.
Fie p;; raportul dintre numarul indivizilor care in intervalul de timp
[t,t + At] se muta din situatia s; in situatia s; si numéarul indivizilor
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din situatia s; la momentul ¢. Notam cu x,, y,, respectiv z, numarul
indivizilor aflati in cele trei situatii in momentul considerat ¢,, = n-At.

a) Determinati numerele z,, y,, 2, in functie de numerele x,
Yo, 20 St (Pij); j—13-

b) Analizati in ce constd situatia de echilibru. Studiati ce
inseamna ca raportul efectivelor celor trei categorii nu se mo-
difica.

¢) Cum poate fi examinat comportamentul sistemului pe termen
lung?

SOLUTIE. In momentul ¢,,, = t, + At cei care se afla in situatia
s; provin din situatiile si, so si s3, si anume py;x, din sq, py;z, din ss
si p3;r, din s3. Astfel putem scrie urméatoarele relatii recursive:

Tnt1l = P11Tn + P21Yn + P312n
Ynt1 = P12Tn + P22Yn + DP322n
Zntl = DP13Tn + P23Yn + P332n

Observam ca la punctul a) se cere rezolvarea recurentei, adica deter-
minarea termenului general, la b) situatia de echilibru se obtine prin
rezolvarea unui sistem de ecuatii, iar la c), pentru studiul comporta-
mentului pe termen lung, se va studia marginirea, monotonia, limita,
periodicitatea girurilor definite mai sus. U

2. Matrice

2.1. Notiunea de matrice. In viata de zi cu zi unele situatii nu
pot fi caracterizate cu ajutorul unui numéar. Uneori avem nevoie de
un sir sau de un tabel cu numere pentru a le exprima. De exemplu,
bugetul unei familii este mai usor de urmarit daca introducem valorile
intr-un tabel:

Luna Cheltuieli comune | Hrana | Imbracaminte | Diverse
Noiembrie 250 700 500 850
Decembrie 400 1000 800 1100

Analog, daca vrem sa studiem distantele intre oragele A, B, C si
D, tinand cont de faptul ca intre doua orage putem calatori pe sosea
sau cu trenul, o solutie comoda este folosirea tabelului de mai jos in
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care distantele pe cale ferata se gasesc sub diagonala principala, iar
cele pe sosea deasupra acesteia:

A|B|]C|D
0 | 120|200 | 155
100 O | 80 | 110
190 90 | 0 |160
150 | 100 | 150 | O

Daca stim semnificatia fiecarei cantitati in parte, cele de mai sus pot

R @Rvel-

fi scrise si sub forma unui tabel simplificat:

250 700 500 850
( 400 1000 800 1100 ) ’
respectiv
0 120 200 155
100 0 80 110
190 90 0 160
150 100 150 O

Asemenea tabele putem intalni foarte des. In matematica, ele se
numesc matrice.

DEFINITIE 10.1. O matrice de tipul m X n este un tabel compus
din m linii si n coloane.

aii a2 Coe A1p

a91 a92 Coe Aop,
A=

Am1 Am2 . . . AOmn

Numerele a;; (1 <i<m, 1 <j <n) se numesc elementele matricei.

OBSERVATII. 1. Pentru reprezentarea matricelor, folosim modul
de scriere compact

A= (aij)i:Lm?
j=Ln
care inseamna ca pe linia ¢ si coloana j a matricei se afla elementul

Qjj.
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2. Notam cu M,,,(X) multimea matricelor m x n ale céror
elemente sunt din multimea X. De exemplu, multimea matricelor
cu elemente reale, avand m linii si n coloane se noteaza cu M,, ,(R).

3. Daca m = n, atunci matricea este o matrice patratica si folosim
notatia M, (X). Multimea matricelor n x n cu elemente complexe se
noteaza cu M, (C).

4. Daca m = 1, atunci matricea contine o singura linie. Aceasta
matrice se numegte matrice linie. De exemplu, multimea matricelor
linie cu elemente intregi si n coloane se noteaza prin M, ,,(Z).

5. Daca n = 1, atunci matricea are o singura coloana si se
numeste matrice coloana. De exemplu, multimea matricelor coloana
cu elemente rationale si m linii se noteaza prin M,, 1(Q).

6. Matricele linie si matricele coloana sunt de fapt vectori din X",
respectiv X,

7. O matrice din M,,,(X) poate fi conceputa si ca o functie
f:{1,2,...m} x{1,2,...,n} — X.

Bineinteles, notiunea de matrice ne va fi cu adevarat de folos daca,
prin intermediul acestor tabele, vom putea descrie nu numai anumite
cantitdti intr-o forma ugor perceptibild (ceea ce ne este deja de ajutor),
dar putem crea gi anumite relatii intre aceste cantitati, ce ne ajuta in
rezolvarea usoara gi rapida a unor probleme care altfel sunt dificil de
tratat. In consecinti, vom studia in cele ce urmeazi cateva probleme,
care pot fi abordate cu ajutorul matricelor, in cautarea unor instru-
mente ce fac posibila examinarea, respectiv rezolvarea cat mai usoara
si transparenta a problemelor.

2.2. Inmultirea unei matrice cu un numar. Gospodinele se
confrunta uneori cu probleme de tipul urméator. Pentru a prepara
doud torturi (sau prajituri), au nevoie de urmatoarele materii prime:
pentru primul tort trebuie zahar, faina, oua, cdpsuni si unt, iar pentru
al doilea: zahar, faina, oua, ciocolata si unt. Cantitatile fiecaruia
dintre ingrediente sunt cuprinse in urmatorul tabel:

zahar | faina | oua | capsuni | ciocolata | unt
S1]150 g {120 g |8 buc. | 300 g 0 100 g
Sy | 120 g | 80 g | 6 buc. 0 200g [150 g
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Tabelul poate fi scris sub forma matricei de mai jos:

150 120 8 300 0O 100

< 120 80 6 0 200 150 >
Daca dorim sa pregatim doar o jumatate de portie din fiecare praji-
turd, atunci folosim o jumatate din cantitatea ceruta de reteta pen-
tru fiecare ingredient, sau daca pentru un eveniment mare in familie,
vrem sd preparam trei torturi din fiecare fel, atunci trebuie sa in-
multim fiecare ingredient cu trei. Daca scriem cantitatile necesare in
tabele noi, tabelul ingredientelor necesare pentru jumatatea cantitatii
va arata astfel:
- | zahar | faina | oua | capsuni | ciocolatd | unt
S1| g | 60g|4buc.| 150 g 0 50 g
Sy | 60 g | 40 g | 3 buc. 0 100g g

iar pentru cantitati triple:

- | zahar | faina | oua | capsuni | ciocolata | unt
S1 1450 g | 360 g | 24 buc. | 900 g 0 300 g
Sy | 360 g | 240 g | 18 buc. 0 600 g (450 g
Matricele asociate tabelelor de mai sus sunt urmatoarele:

75 60 4 150 0 50
< 60 40 3 0 100 75 ) ’

respectiv

450 360 24 900 0 300
360 240 18 0 600 450 )°

Ultimele doua matrice se obtin din matricea initiala a ingredientelor
prin inmultirea fiecarui element cu 0,5, in primul caz, si cu 3, in cel
de-al doilea caz.

In continuare, daci inmultim cu acelagi numar toate elementele
unei matrice, spunem ca inmultim matricea cu numarul respectiv.
Prin aceasta am definit de fapt o operatie: inmultirea unei matrice
cu un numar real (complex etc.).

DEFINITIE 10.2. Daca A = (aij);—1; € Mx(C) si a € C, atunci

j=1n
produsul dintre numarul « si

denumim matricea U = (a - a4);—1m
j=1ln

matricea A. Matricea obtinutd o notam prin a - A.




ALGEBRA LINIARA 187

Exemple

(1)4'<—4 3 20 9 O ):(—16 12 80 36 0 )
6 2 -8 0 =5 24 8 =32 0 -—-20

-0 3 42 —0 1,5 2v2

-2t -8 0,5 = — -4 0,25
7T 44+ 1 3,5 2+ 0,5

DO | —

(2)

3. Adunarea matricelor

Daca urmeaza o saptamana aglomerata, in care vom avea multi
musafiri si dorim sa facem prajituri de doua ori, prima data o canti-
tate dubla, apoi o cantitate tripla, dar vrem sa cumparam toate in-
gredientele odata, este evident ca trebuie sa ne procuram o cantitate
de cinci ori mai mare decat valorile cuprinse in tabelul pentru o sin-
gura prajiturda. Putem calcula aceste cantitati in doua moduri diferite:
adunand elementele matricei X = 2A cu elementele corespunzitoare
ale matricei Y = 3A sau prin inmultirea cu cinci a elementelor matricei

A.
X+Y =2A+3A

~( 300 240 16 600 0 200
S\ 1240 160 12 0 400 300

n 450 360 24 900 0 300
360 240 18 0 600 450

(750 600 40 1500 0 500
~\ 600 400 30 0O 1000 750
=bA

In cele ce urmeazi, dacid aduniam elementele corespunzitoare a doud
matrice de acelasi tip (de aceleasi dimensiuni), spunem ca am adunat
cele doud matrice. Astfel, am definit o altd operatie in multimea
matricelor de acelasi tip: adunarea matricelor.

DEFINITIE 10.3. Daca A,B € My, ,(C), A = (aij)i—tm 51 B =

j=

3

—

s

(bij)i=tmm> atunci A + B = (¢y);=1;, unde

Jj=1n Jj=Ln



188 INMULTIREA MATRICELOR

Cij = Qyj + bij, Vi = 1,TI’L7 \V/] = L_n

Exemple
1
2 =5 ;3 0 g -5
o3 0 [+ i 2 |=|-3+:i 2
-1 ~1 V2 0  —1+v2
7 8 -9 000 7 8 -9
@5 3 0,3 | Tlooo] |3 v3 o3

OBSERVATIE. In contextul dat, proprietitile adunarii matricelor
se pot observa simplu.

4. Inmultirea matricelor

Cand cumparam ingredientele necesare torturilor, nu ne este in-
diferent de unde facem cumparaturile, pentru ca preturile ingredien-
telor variaza de la un magazin la altul. In doud magazine preturile
sunt urmatoarele:

e in magazinul A - 1 kg de zahar costa 3 lei, 1 kg de faina 2,5
lei, un ou 0,3 lei, 1 kg de capsuni 7 lei, 1 kg de ciocolata 20
lei, o bucata de unt 4,5 lei;

e in magazinul B - 1 kg de zahar costa 2,8 lei, 1 kg de faina 3
lei, un ou 0,4 lei, 1 kg de capsuni 6 lei, 1 kg de ciocolata 25
lei, o bucata de unt 4,2 lei.

Datele de mai sus sunt scrise in tabelul urméator:

Zahar | Faina | Oua | Capsuni | Ciocolata | Unt

Pretul in
magazinul A 3 2,5 10,3 7 20 4,5
(lei/kg, bucata)
Pretul in
magazinul B 2,8 3 0,4 6 25 4,2

(lei/kg, bucata)
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Pentru a decide care este magazinul unde merita sa facem cumpara-
turile, calculam pretul ingredientelor necesare pentru primul tort,
respectiv pentru al doilea, in magazinele A, respectiv B.

e Pretul ingredientelor pentru primul tort in magazinul A:
p1=0,15-34+0,12-2,54+8-0,3+0,3-74+0,5-4,5=7,5.
e Pretul ingredientelor pentru primul tort in magazinul B:
p2=0,15-2,840,12-3+8-0,4+0,3-6+4+0,5-4,2=8,03.

e Pretul ingredientelor pentru al doilea tort in magazinul A:

po1 =0,12-3+0,08-2,54+6-0,3+0,2-20+0,75-4,5=9,75.

e Pretul ingredientelor pentru al doilea tort in magazinul B:

P2 =0,12-2,84+0,08-3+6-0,4+0,2-25+0,75-4,2 =11,126.

Observam ca amandoua torturile ar costa mai putin daca am face
cumparaturile din magazinul A. Matricea A a ingredientelor gi ma-

tricea B a preturilor: 3 2.8
2,5 3

A:(O,15 0,12 8 0,3 0 0,5) B 0,3 0,4
0,12 0,08 6 0 0,2 0,75 /)’ 7 6

20 25

4,5 4,2

Putem observa ca p;; se obtine prin inmultirea elementelor din prima
linie a matricei A cu elementele corespunzitoare din prima coloana
a matricei B (primul element al liniei cu primul element al coloanei
etc.) si prin adunarea acestor produse. pjy se obtine in mod similar,
prin inmultirea elementelor din prima linie cu elementele din coloana
a doua, dupd care adunam produsele. Evident, aceste operatii pot fi
efectuate in acest mod doar daca numérul coloanelor lui A este identic
cu numarul liniilor lui B. Valorile p obtinute pot fi descrise cu ajutorul
P11 P2

). Aceasta matrice este produsul
D21 P22

unel matrice noi: P = <

matricelor A i B.
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DEFINITIE 10.4. Produsul matricelor A = ()17 € Mpu(C) si

j=1ln
B = (bij)i—tm € Munp(C) este matricea A- B = (¢i5);—17m € Mmp(C),
R J=Lp J=Lp
in care .
Cij:Zaikbkj; 1§z§m,1§j§p
k=1
Exemple:

( —21 g ) ( 411 :3 ) :( —21' -11++53. -44 —21. -<(_—22)?)++53 ~((_—95)9> >

(22 —49
11 -25 )0

1 0 =2 -2 1
31 —4 1 -4 | =
1 0 O 3 0

1-(=2)4+0-1+(=2)-3 1-1+0-(—4
= 3-(=2)+1-1+(-4)-3 3-1+1-(-4
1-(=2)40-140-3  1-140-(—=4)+0-0

-8 1
= —-17 -1
-2 1

In acest context, putem examina proprietatile inmultirii matricelor.
Noi vom aborda doar distributivitatea inmultirii matricelor in raport
cu adunarea si asociativitatea inmultirii matricelor.

4.1. Studierea distributivitatii inmultirii in raport cu
adunarea matricelor. Daca dorim sa cumparam materia prima pen-
tru un tort sau pentru trei torturi, in oricare din magazine, costul va
fi acelagi daca le cumparam pe toate odata sau daca le cumparam pe
rand: prima data cele pentru portia unica, apoi pe cele pentru portia
tripla, din acelasi magazin. Daca notam cu A, respectiv C' matricea
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materiilor prime gi cu B pe cea a preturilor, atunci:

3 2,8
2.5 3
0,6 0,48 32 1,2 0 2 0,3 0,4 |
(A+C)B_(o,48 0,32 24 0 0,8 3) 76 |
20 25
4,5 4,2
_( 30 32,12)
38,94 44,504 3 23
2.5 3
0,15 0,12 8 0,3 0 0,5 0,3 0,4
AB+CB_<0,12 0,08 6 0 0,2 0,75) 7 6 |
20 25
4,5 4,2
3 2,8
2.5 3
0,45 0,36 24 0,9 0 1,5 0,3 0,4 |
0,36 0,24 6 0 0,6 2,25 76 |
20 25
45 4,2

_ 7,5 8,03 22,5 24,09 - 30 32,12

- ( 9.735 11,126 ) + ( 99,205 33,378 > - ( 38,94 44,504 ) ‘
Proprietatea este valabild pentru orice matrice A, C' € M,,,(C),
B e M,, ,(C), adica (A+C)B = AB+CB. Acest lucru poate fi demon-

strat si in mod formal. Intr-adevir, daca (A4 C)B = D = (di)i=1m
k=

Y

3

=

n n P

die =Y (ai; + cij)bjx = Y _(aizbj + cijbj)-
j=1 j=1
In acelasi timp, dacd AB = E si CB = F, atunci

atunci

n

n
eik:E aijbjk si fikZE Cijbjka
Jj=1

=1
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deci

eik + fir = Z aijbjr + Z Cijbjr = Z (aijbj + cijbjx) = di.
j=1 j=1 j=1

In mod aseminator putem demonstra ca A(C'+ B) = AC + AB, daci
A e M,,,(C) si B,C € M,,(C), deci inmultirea matricelor este
distributiva in raport cu adunarea matricelor.

4.2. Studierea asociativitatii. Daca in cursul lunii anterioare
am preparat cate un tort din materii prime cumpéarate din primul
magazin, respectiv din al doilea magazin, costurile acestora pot fi cal-
culate in doua feluri. Daca notam cu A matricea ingredientelor, cu

1
B matricea preturilor si cu C' matricea ( ) ), matricea cheltuielilor

totale in functie de tipul tortului poate fi calculata prin metodele de
mal jos:

P11 D2 1 P11+ P12 15,53 )
AB O — . frnd — ,
(45) ( P21 P22 ) < 1 ) ( D21 + D22 ) ( 20, 861

unde elementele din prima linie a matricei AB contin preturile ma-
teriilor prime ale primului, respectiv celui de-al doilea tort.

0,15 0,12 8 0,3 0 0,5
A B — Y ) Y ) .
(BC) ( 0,12 0,08 6 0 0,2 0,75 )

3 2,8
2,5 3
0,3 0,4 1\ |
SNICIE
20 25
45 4,2
5,8
5,5

0,12 0,08 6 0 0,2 0,75 13 ~\ 20,861
45
8,7

_<0,15 0,12 8 0,3 0 0,5) 0,7 ( 15,53>
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Aici, matricea BC' contine suma preturilor ingredientelor corespun-
zatoare din cele doud magazine, deci produsul A(BC) ne d&, de
asemenea, matricea costului total. Putem vedea ca proprietatea este
adevarata si pentru orice matrice A € M,,,(C), B € M, ,(C),
C e M, C):

(AB)C = A(BC).

DEMONSTRATIE FORMALA. Daca A € M,,,(C), B € M,,,(C),
C € M, ,(C), atunci elementele matricei D = AB € M,, ,(C) sunt

dix. = Zailblk. In acest caz, (AB)C' = DC =F € M, 4(C), unde
=1

p P n p n
€ij = E dikckj = E it by Crj = E E ailblkckj-
k=1

k=1 1=1 k=1 I=1

p

In acelasi timp, BC = F € M, 4(C), unde f;; = Zblkckj. Astfel,
k=1

A(BC) = AF =G € M,,4(C), unde

n n

n y p
gij = E a fij = E a; E bikCrj = E E aibiiCrj-
=1 k=1

I=1 I=1 k=1
Pentru a demonstra egalitatea (AB)C = A(BC'), nu ne raméane decat
sd observam ca

szij = szi]’, Vmij € C,

i=1 j=1 j=1 i=1
m n

adicd in interiorul unei sume g g x;; ordinea in care adunam ter-
i=1 j=1

menii ei nu modifica valoarea sumei, adunarea fiind comutativa.

LEMA 10.5. Daca z;; € C, i =1,m g1 j = 1,n, atunci

i=1 j=1 =1 i=1
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n
DEMONSTRATIE. Fie X = (24);—17m- Z:Eij este suma ele-

j=1n j=1
m n

mentelor din linia ¢, astfel suma E E x;; este suma sumelor lini-
i=1 j=1

ilor matricei X, ceea ce este exact suma tuturor elementelor matri-
m

cei. In mod similar, E x;; este suma elementelor din coloana j , iar

=1
n.om

suma Z Z x;; este suma sumelor coloanelor matricei X, care este,
j=1 i=1

de asemenea, suma tuturor elementelor matricei. In consecinti, cele

doua sume sunt egale. U

Pe baza acestei leme, inmultirea matricelor este asociativa. U

OBSERVATIE. Contextul este adecvat pentru a deduce pe cale in-
tuitiva asociativitatea inmultirii matricelor; aceasta nu e doar o pro-
prietate abstracta, ci rezultatul unei regrupari conceptuale simple.

Sa revenim la solutia problemei 1. Folosind reprezentarea cu ma-
trice, sistemul de ecuatii poate fi scris in forma

0 2 1 a 3m
102110 |=]| 3n
110 c 2p
Forma matriceala a solutiilor:
a -2 1 4 am
1
b | = R 2 -1 1 | 3n
c 1 2 =2 2p

In cazul problemei 3, am viizut ci descrierea fenomenului a condus la
un sistem de ecuatii, iar pentru a rezolva problema inversa am calculat
solutiile sistemului. Acelasi lucru este reflectat si de egalitatile de mai
sus, scrise sub forma matriceala. Prin urmare, daca inmultirea cu o
matrice descrie transformarea dintr-o stare in cealalta, atunci cazul
de mai inainte demonstreaza ca transformarea inversa poate fi, de
asemenea, descrisa cu ajutorul unei matrice. Astfel, se formuleaza
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ipoteza ca produsul celor doua matrice de mai inainte este matricea
transformarii identice. Acest lucru merita verificat:

0 21 1 -2 1 4 1 00
10 2 |- -= 2 -1 1 =1 010 ],

110 g 1 2 =2 001

-2 1 4 0 21 1 00

= -1 1 102 ]=10120

g 1 2 =2 110 0 01

Matricea care apare in membrul drept al egalitatilor de mai sus se
numeste matrice identica sau matrice unitate si este notata prin I3.
Proprietatea acestei matrice este A- I3 = I3- A = A, VA € M3(C).
In general, daci consideram multimea M, (C) si cdutam in aceasta
multime o matrice I,, pentru care A-1I, = I,- A = A, VA € M,C,
atunci obtinem matricea

1 00 ... 0
0O 10 .. 0

I, = 0O 01 .. 0 = <5ij)i,j:1,7 € Mn(C),
0 00 ... 1

1, daca i=7

unde 0;; = { 0, daca i#j

DEFINITIE 10.6. Matricea [, de mai sus se numeste matrice
unitate.

Mai sus am vazut ca exista matrice al caror produs are ca rezultat
matricea unitate, independent de ordinea factorilor inmultirii. Daca
doua matrice au aceasta proprietate, atunci spunem ca una este in-
versa celeilalte.

DEFINITIE 10.7. Matricea A € M,,(C) se considerd inversabila
daca existd o matrice A’ € M,,(C) pentru care

AA = AA=1,.

Matricea A’ se numeste inversa matricei A si se noteaza prin A1,
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Sa examinam daca inversa matricei, in caz ca exista, este determi-
nata in mod unic. Pentru aceasta consideram o matrice A inversabila.
Intrebarea este dacit poate avea doudt inverse diferite A’ si A”?

Daca A’ ¢i A” sunt inversele lui A: AA" = AA = I, si
AA" = A”A = [,,. Atunci

A// — A”[n — A//(AA/) — (AHA)A/ — InA/ — A/.

Prin urmare, daca A’ si A” sunt inversele matricei A, atunci ele sunt
egale. Prin urmare, daca A este inversabila, atunci inversa ei este unic

determinata.
Iy
In cursul rezolvarii problemei 4, am vazut ca ,daca u, = | y, |,
Zn

atunci recurenta poate fi scrisa sub forma
— Pt
Up4+1 = *Up,.
Din aceasta cauza,

Up=A -ty 1=A - (A upo)=...=A-A-...A-uy,

n

unde A = Pt

DEFINITIE 10.8. Dacid A € M,,(C), putem defini puterile matricei
A in mod inductiv:

AV =T, A'= Agi A" = A"A Vn > 1.

OBSERVATIE. Deoarece operatiile efectuate cu matrice, cu exceptia
comutativitatii inmultirii, poseda proprietati identice cu cele ale ope-
ratiilor cu numere reale, daca ordinea inmultirii a doua matrice poate
fi inversata, atunci sunt adevarate formulele de calcul prescurtat vala-
bile pentru numerele complexe.

TEOREMA 10.9. Daca A, B € M,,(C) si AB = BA, atunci

o AF — B = (A—B)(A* '+ A* 2B + ...+ AB*2 + B*1);
.A2k+1+B2k+1 — (A+B)(A2k_A2kle+ _ABZkfl_'_BQk);
o (A+B)k = AF4 CLAM ' B+ CRAM 2B+ ..+ C} " AB* 1+ B*,

pentru orice k € N, k > 1.
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UN STUDIU MAI DETALIAT AL PROBLEMEI 4. Presupunem  ca
elementele matricei P sunt

0,7 0,2 0,1
P=1|0,1 06 03
0,1 0,1 0,8

si definim starea de echilibru, respectiv studiem comportamentul
sistemului pe termen lung. Putem banui ca, daca =, 7, Z repre-
zinta numarul indivizilor in starea de echilibru, atunci lim z, =7,

n—00

lim y, =7 si lim z, =Z. In cele ce urmeaza vom demonstra acest
n—oo n—oo
lucru.

T x T

Dacd | ¥y | este starea de echilibru, atunci | 7 | =P'| ¥ |,

z z z

deci

T = 0,77+0,1y+0,1%z

y = 0,27+0,6y+0,1z .

Z = 0,1240,35+0,8%
In acelasi timp, T+ 3 + Z = N, unde N reprezintd efectivul total
al populatiei. Solutiile sistemului sunt * = 0,25N, y = 0,25N si
zZ =0,5N. Acest lucru arata ca, in conditiile matricei de tranzitie date
(P), starea de echilibru poate lua nastere exclusiv in cazul in care un
sfert din populatie lucreaza in propriul domeniu, un sfert lucreaza in
alt domeniu si jumatate sunt gomeri.

Pe baza conditiilor din enunt putem scrie:

Tpt1 = Plin + P21Yn + P312n
Ynt1 = DiaZn + P2oYn + P32zn VN € N,
Zn+l = D13%Tn T P23Yn + P332n
adica
Tn41 Tn P11 P12 P13
Yn+1 = P! Yn |, unde P = | pa1 pao po3z |,

Zn+1 Zn P31 P32 P33
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iar P! este transpusa matricei P, obtinutd din matricea P prin co-
mutarea liniilor si coloanelor acesteia. Din aceasta egalitate rezulta

M Tp—1 5 Tp—2 Lo
Yo | =P vor | =(P) | oo | = =F)"| w |,
Zn Zn—1 Zn—2 20

pentru orice n > 1. Calculand puterile matricei P?, prin ridicéri suc-
cesive la patrat, obtinem

0,25 0,25 0,25
(PH*2 =1 0,25 0,25 0,25
0,5 0,5 0,5

Aceasta ne aratd, pe baza conditiilor scrise pentru starea de echilibru,
cd, incepand cu acest indice, sirurile (z,)n>1, (Yn)n>1, (2n)n>1 sunt
constante. U

OBSERVATIE. Merita sa experimentam, cu ajutorul unei simulari
pe calculator, modelul de comportament caracteristic al sistemului pe
termen lung, in cazul unei alte matrice P. Pentru aceasta trebuie
s generam matricea M = P! cu elemente nenegative, in care suma
elementelor pe fiecare coloani este 1 (aceste matrice se numesc matrice
stocastice). Putem observa ca, pentru orice ug in cazul acestor matrice
sirul u,, = M"™ - ug converge catre un vector, ce descrie tocmai starea
de echilibru (adica este solutia ecuatiei u = M - u).

PROBLEMA 5. (model biomatematic) Sa consideram doud specii
de animale, ai caror indivizi se vaneaza reciproc (de exemplu hienele
si leii in Africa). Daca z, si y, reprezintd numarul indivizilor celor
doua specii dupa n ani, sa modelam evolutia in timp a numarului de
indivizi din cele doua specii, avand in vedere urmatoarele fenomene:

a) Nagterea indivizilor noi gi disparitia altor indivizi duce la o mo-
dificare a efectivului total al speciei de p procente (p poate fi si negativ,
daca rata mortalitatii este mai mare decat rata natalitatii). Sa studiem
situatia in care acest procentaj este 10% in cazul hienelor si —10% in
cazul leilor.
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b) Améndoud speciile ucid indivizi din cealalta specie in numaér
direct proportional cu efectivul propriu. Fie aceastd proportie 15% in
cazul hienelor ucise de lei si 20% in cazul leilor ucigi de hiene.

SOLUTIE. Evolutia numarului indivizilor intr-o specie poate fi de-
scrisa prin urmatoarea recurenta:

Tpr1 = 1,1z, — 0,15y,
Ynr1 = 07 9yn - O> 2xn
Aceste egalitati, in forma matriceala:

<xn+1)_< 1,1 —0,15)(9(;”>_A(xn)
Yn+1 —0,2 0,9 Yn Yn .

De aici rezulta

()= ) =2 G) == ()

UYn Yn—1 Yn—2 Yo

deci evolutia numarului indivizilor in cele doua specii depinde de
1,1 —0,15

f i = A" unde A = ' ’

unctia f(n) , unde 02 0.9 )

Fie xg = 100 numarul initial al hienelor si yy = 200 numarul leilor.
Pentru a studia modificarea numarului indivizilor, trebuie sa calculam
matricea A™. Deoarece Tr A = 2, det A = 0, 96, ecuatia caracteristica
este r2 — 2r +0,96 = 0, ale carei radscini sunt r; = 0,8 si 1y = 1,2,

deci A" = < @n bn ) , unde

Cn dn

ay, c1(0,8)" + c(1,2)"
b, = ¢3(0,8)" + ca(1,2)"
cn = ¢5(0,8)" +c6(1,2)"
d, = ¢7(0,8)" 4 cs(1,2)"

Daca pe baza conditiilor initiale calculam constantele ¢y, cs, ... , cs,
atunci obtinem:

(0,8)™ +3(1,2)"  3[(0,8)" — (1,2)"]

A= ot 308 (1,2

2 4
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Deci

0,8)" +3(1,2)"  3[(0,8)" — (1,2)"

0830 08— 1]

4 8

1 1

= g(O, 8)" (2o + 3yo) + §<1’ 2)"(2z9 — yo) = 100(0, 8)",
0,8)" —(1,2)" 3(0,8)" 4+ (1,2)"

oo Q=02 SOS A
1 1

Este evident ca ambele specii sunt pe cale de disparitie, dat fiind ca
efectivul lor scade in progresie geometrica. U

Daca dorim sa studiem care a fost numarul indivizilor din fiecare
specie cu zece ani in urma, stiind ca efectivul actual al hienelor este
2o = 100 iar numarul leilor este yy = 200, atunci putem proceda dupa
cum urmeaza: in primul rand examinam numarul indivizilor cu un an
in urma. Reprezentand prin x_, y_; numarul de atunci al hienelor si
leilor vii, obtinem sistemul de ecuatii

1,1z —0,15y_; = 100
0,9y 1 —0,2x_y = 200

in care necunoscutele sunt x_; si y_;. In forma unei ecuatii matriceale:

100\ [ 1,1 —0,15 T, .
200 ) — \ —0,2 0,9 vy )’
100\ [z,
(o0 ) =4 (50 ):

unde A este matricea de tranzitie. Daca A este o matrice pentru care
exista matricea inversa A~!, atunci inmultim din stanga egalitatea de
) ) . 100 _
mai sus cu A~! si obtinem: A~} —( ).
200 Y-

Daca revenim in trecut cu inca un an, obtinem:

( Tt ) =A < T2 ) , de unde rezulta
Y-1 Y—2
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T2\ (T \ 1,9 ( 100\ o 100

()= G )= G ) = (am )
In mod similar,
(1)) (5) = ()

-10 Y-9 Y-8 Yo

OBSERVATIE. Ne putem da seama usor ca
(A—l)m _ (Am)—l’

dacd m € IN si matricea A este inversabila. Intr-adeviir, potrivit
definitiei, A™(A™)~t = (A™)~1A™ = I,,. In acelasi timp,

(A)mAm = AL A AT AL A=,

m m

pentru ca, datorita asociativitatii inmultirii, inmultirile pot fi efectuate
si dacd pornim de la mijloc. In mod similar A™(A~H)™ = T, si pe baza
unicitatii matricei inverse (A=1)™ = (4™)~L

DEFINITIE 10.10. Dacd A € M, (C) este o matrice inversabila,
prin definitie puterile negative ale matricei A sunt:

A= (A" = (A"}, Vne N~

5. Sisteme de ecuatii

Sa studiem dacd, in cazul problemei 4. si a unei matrice A este
posibil echilibrul structural stabil, adica o stare in care proportia
A intre efectivul leilor si al hienelor este constanta, nu se modifica
de la un an la altul. Conditia stabilitatii structurale pentru un
A € R dat este indeplinita daca are loc egalitatea u,.1 = Au,, unde

X . X o X
Up = ( " ) S1 Up41 = ( (a ) Daca u = ( ) este un vector
Yn Yn+1 Y

ce determina o stare structural stabila, atunci obtinem ecuatia ma-
triceald Au = Awu. Stabilitatea structurala este posibild numai pentru
valorile lui A € R, pentru care exista u astfel incat are loc egalitatea
A = Au. Aceste valori A\ se numesc valorile proprii ale matricei A,
iar vectorii u se numesc vectorii proprii ai matricei A. Daca scriem
egalitatea matriceala A\u = Au sub forma (A — Al,,)u = O,, obtinem
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sistemul de ecuatii liniar gi omogen

{ (a1; — Nz + a12y =0

a9 T + (ae—Ny = 0

Vom ajunge la aceleagi notiuni i in cazul in care punem intrebari
similare in legatura cu modelul pietei fortelor de munca sau legat de
transformarile geometrice. Toate aceste intrebari duc la notiunile de
valori proprii si vectori proprii, respectiv ridica necesitatea rezolvarii
unor sisteme de ecuatii liniare omogene sau neomogene.

OBSERVATIE. Putem vedea ca problema cea mai fireasca, cu care
merita sa incepem algebra liniara, este studiul sistemelor liniare.

5.1. Studiul rezolvarii sistemelor de ecuatii liniare. Dupa
cum am vazut in cazul modelului fortei de munca, respectiv al mode-
lului biomatematic, conditia stabilitatii pietei fortelor de munca a fost
data de solutia sistemului de ecuatii

0,37 +0,1y+ 0,1z = 0

—-0,37 + 0,1y + 0,12z 0,

—-0,37 +0,1y+ 0,1z = 0
iar numarul structural stabil al hienelor si leilor, de solutia sistemului
de ecuatii

(L1=XNzx—0,15y = 0
{ —0,22+(0,9—-XNy = 0
dupa determinarea valorilor A corespunzatoare. Numeroase alte pro-
bleme practice duc la sisteme de ecuatii liniare, de aceea avem nevoie
de o metoda adecvata pentru rezolvarea acestora, independent de
numarul necunoscutelor si al ecuatiilor.

DEFINITIE 10.11. Sistemul de ecuatii care cuprinde ecuatii de
forma a1 +asxs+...+a,x, = b, unde x;, i = 1, n sunt necunoscutele
si a; € C, respectiv b € C sunt numere fixate, se numegte sistem de
ecuatii liniar.
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Sa consideram sistemul

a1 + aj9xe + ... + a1y = bl
2121 + Q929 + ... + A9, Ty, = b2

7
A1 X1 + ApaTa + ... + G, = by

sd-1 asoclem matricea extinsa

a1 a1 ... Qip bl
A _ 921 A929 ... Q2p bg
m1 Am2 ... Gmnp bm

si sd examinam care sunt operatiile in cursul rezolvarii sistemului de
ecuatii, ce pot fi efectuate astfel incat sa obtinem un sistem echiva-
lent cu sistemul initial (doud sisteme sunt echivalente dacd multimile
solutiilor celor doua sisteme sunt identice).

(1) Oricare din ecuatiile sistemului de ecuatii poate fi inmultit
sau impartit cu un numar nenul.

(2) Ordinea in care sunt scrise ecuatiile sistemului poate fi modi-
ficata.

(3) O ecuatie poate fi inmultitd cu un numar si poate fi adunata
cu o alta ecuatie.

In cursul rezolvirii sistemului de ecuatii, intotdeauna transformam
acest sistem intr-un sistem echivalent cu el insugi, pentru ca, in final,
solutia sistemului sa poata fi citita cu usurinta. Executam fiecare pas
i pe matricea extinsa, iar matricele obtinute se numesc echivalente cu
cea initiala.

DEFINITIE 10.12. In cazul unei matrice date, prin transformare
elementara a liniilor ei intelegem transformarile care transforma ma-
tricea initiala intr-o matrice asociata sistemului de ecuatii echivalent
cu sistemul de ecuatii liniare ce poate fi asociat matricei initiale.
Transformarile elementare ale liniilor matricei sunt urmatoarele:

a) Inmultirea sau impéartirea unei linii din matrice cu un numar
nenul;
b) schimbarea a doua linii intre ele;
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c¢) adunarea unei linii inmultite cu A cu o alta linie.

In cele ce urmeazi numim douid matrice echivalente daci una
din ele poate fi obtinuta din cealalta cu ajutorul transformarilor ele-
mentare ale liniilor ei. Acest lucru este notat prin simbolul A ~ B.

OBSERVATIE. Daca B poate fi obtinuta din A cu ajutorul trans-
formarilor elementare ale liniilor, atunci si A poate fi obtinuta din
B cu ajutorul transformarilor elementare ale liniilor, deoarece aceste
transformari sunt inversabile.

1. Sa examinam ce reprezinta, in cazul sistemului de ecuatii

3r — 2y + 2z = 2
r + 2y — 2z =1,
r — 6y + 3z =0

transformarile elementare ale liniilor aplicate matricei extinse. In cele
ce urmeaza vom efectua in paralel aceste modificari, pentru sistemul
de ecuatii si pentru matricea extinsa asociata acestuia:

3r — 2y + 2z = 2 3 =2 1 |2
r + 2y — 2z =1 1 2 —-1]1
xr — 6y + 3z =0 1 -6 310
Impértim prima linie cu 3.

2 2 ] 2 112
S L S 3 33
r + 2y — 2z =1 1 2 1|1
r — 6y + 3z = 0 1 -6 3|0

Scadem elementele primei linii din elementele corespunzatoare ale li-
niei a doua (Sy — 51 — S3) apoi din elementele corespunzitoare ale
liniei a treia (S5 — S; — S3).

’ 21 9 L2 1
xr — = -z = = — = | =
3Y 3 3 3 3|3
8 4 1 , 8 41
— i —2Z — — — . —
3Y 3 3 3 33
68 _ 2|, 16 8| 2
\ 3/ T 37 T 73 3 3| 3
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Impartim a doua linie cu 3

4 2, 1 2 L2 12
r — = -z = = = = | =
3Y 3 3 3 3|3
1 1 1] 1
I, = = o 1 —=1] =
\ 4 ‘ 8 21 8
6,8, _ 2|, 16 8| 2
\ 3/ T 37 T 73 3 3| 3

5 . . 2 . .
Impartim a doua ecuatie cu 3 dupa care o inmultim cu 3 si 0 adunam

cu prima, respectiv cu a treia (%Sg + 51 — 51, 13—652 + S3 — S3).

2

3 10 0|z

x = - 3
4

1]1

1 1 01 —=1|=
— =z = =

’ 2 i 0002§
0 =0

Deoarece ultima ecuatie este adevarata pentru orice z, de aceea z = A,

3 1
T =7 sSly = 3 + 5)\. Sistemul are, deci, un numar infinit de solutii si

toate aceste solutii pot fi scrise sub forma functiei unui parametru.
r -y - z = 2
2. 5a rezolvam sistemul de ecuatii r + 2y — 3z = 4
v + 3y — 7z =0
doar prin descrierea transformarilor liniilor matricei.
1 -1 —-1|2 1 -1 -1\ 2

So —S1 = So
1 2 -3|4 0 3 =21 2

~

3 3 —7l0 | %3528 | o 6 _4|_6

1 -1 —-1] 2 1 -1 -1 2
52:3 2 2

0o 3 -2\ 2 o 1 == z
~ 3 3

0 6 —4 | —6 S3 — 2S5 — S3
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Este evident ca nu mai sunt necesare alte transformari, deoarece ul-
timei linii 1i corespunde ecuatia

Oz + Oy + 0z = —10.

Acest lucru nu este posibil, deci sistemul initial este incompatibil.
3. Sa rezolvam sistemul de ecuatii

r -y — z = 2
r + y — 2z =
2x + z =1

prin transformarea matricei in matrice unitate.

DEMONSTRATIE. Lucram cu transformari ale liniilor:

1 -1 -1]2 1 -1 —-1] 2
Sz — S1 — 52
1 1 -2|4 N 0 2 -1 2
2 0 1|1 | 25928 |5 o 3 |_3
1 -1 —-1] 2 1 -1 =17 2
So 2 1
0 2 —-11| 2 N 0 1 -3 1

0 2 3 -3 S3 — S2 — S3

1 0 _3 3 1 0 0 9
2 1 8
Sa:d 1 52+§Sg—>52 3
~ 01 —= 1 ~ 0 1 0 3 ,
S1+ 82— S 3,
00 1 5 S1+ 253 — 5 00 1 5
4 4
. g N g e 9 3 .
ceea ce, in forma de ecuatii, inseamna egalitatile z = 3’ y = 3 si
5 . : .
z = T Aceasta este tocmai solutia problemei. U

In exemplul de mai sus am putut vedea ci sistemul de ecuatii se
considera rezolvat daca am reusit sa obtinem o matrice unitate in locul
matricei initiale, bineinteles daca acest lucru este posibil. Ce inseamna
realizarea acestei stari la nivelul operatiilor cu matrice, in cazul in care
este posibila? Pentru a vedea mai bine, sa consideram cétiva termeni
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liberi arbitrari in cadrul sistemului de ecuatii de mai sus:

r -y — z = b
r + y — 2z = by
2x + z = bs

Scris sub forma unei operatii cu matrice, sistemul de ecuatii reprezinta
ecuatia AX = B, unde A reprezinta matricea sistemului de ecuatii:

1 -1 —1 :zc by
A=11 1 -2 ]|, X=1|1y si B=| b
2 0 1 z b3

Rezolvarea sistemului de ecuatii inseamna, de fapt, rezolvarea ecuatiei
matriceale AX = B. Efectuam pe rand transformarile necesare ale
liniilor:
1 -1 —1|bh 1 -1 -1 by
So —S1 — So
1 1 =21]b 0 2 —=1| bx—b

~

2 0 1 |bg | 53725125 | o 9 3 |2

1 -1 -1 b 1 -1 -1 b1
So : 2
0 2 —11| ba—10s N 0 1 1 by — b1
2 2

0 2 3 |bs—2b | B2 0 g 4| b b

3 b1 + b2
1 -1 -1 by 10— —
0o 1 -1 b= b i 01 -1 b= b
2 2 ~ 2 2
Si+S.— S
00 0 4 | —bi-batby | TRTIN  chimbatbs
4
bi+b
10 —3| bthe 10 ol Lot le g2y,
2 2 1 8 8 8
1 by — b S2+ 55 = 5 5. 3 1
2 — U1
—b1 —ba+ b3 S1+ 55 — 51 _l _1 1
0 0 1 f 2 0 0 1 4b1 4b2+4b3
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Reconstituind sub forma unui sistem de ecuatii:

( 1 1 3

= bt byt b

T 81—|-82+83
5) 3 1

= 24 Zhyt b

Y 81+82+83
1 1 1

z = —Zbl—é—lbg—i—zbg

\

In acest mod de scriere, coeficientii lui by, by, b3 sunt elementele
matricei inverse a matricei A, iar rationamentul de mai sus indica fap-
tul ca, daca prin transformarile 73,75, ..., T, obtinem din A matricea
unitate, atunci cu ajutorul acelorasi transformiri obtinem A~! din
I,,. Poate ca ne putem da seama mai usor, daca observam ca orice
transformare elementara a liniilor inseamna o inmultire cu o matrice
inversabila. Astfel, daca notam prin i, Es, ..., E/, matricele asociate
celor ¢ transformaéri prin care obtinem din A I,,, atunci putem scrie ca

EEy ... -E1A=1,
si, prin urmare:
A'=EE, ... E\=EE, ... -E -1,

Deci, intr-adevar, daca prin transformarile 77 — T, — ... — 1,
obtinem din A matricea I,, atunci, cu ajutorul acelorasi transformari,
obtinem din 7,, matricea A~

6. Observatii didactice

e In cele de mai sus am schitat doar unul din modurile posibile
in care poate fi structuratd materia de predat. In cursul realizarii
concrete trebuie sa avem in vedere anumite activitati prin care putem
construi proprietatile si introduce notiunile. Aceste activitati pot fi
chiar si discutii bazate pe intrebari ridicate in comun, dirijate, insa
este mult mai eficient sa propunem studierea mai multor probleme
in paralel, in grupuri mici, dupa care imaginea de ansamblu va lua
nastere prin schimbul de informatii intre grupuri. Aceastd metoda
este deosebit de utila cand examinam proprietatile operatiilor.
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e Merita sa descompunem proprietatile cat mai mult. De exem-
plu, in cursul cautarii algoritmului de rezolvare a sistemelor si a celui
referitor la calculul matricei inverse, propunem urmatoarele activitati:

e sa clarificam notiunea de matrice inversa cu ajutorul unei
probleme concrete;

e sa organizam una sau doua activitati referitoare la rezolvarea
sistemului cu ajutorul transformarilor;

e 0 activitate dedicata identificarii transformarilor si a ma-
tricelor asociate acestora;

e recapitularea experientelor si experimentarea algoritmului;

e exercitii.

e Merita sa dedicam 4 —5 activitati doar pentru ridicarea la putere
a matricelor: o activitate introductiva, in cursul careia, cu ajutorul
problemelor de modelare, ajungem la problema in sine. O activitate
dedicata experimentarii, una dedicata ridicarii la putere a matricelor
2 x 2, in sfarsit alte doua activitati pentru ridicarea la putere a ma-
tricelor de alte dimensiuni.

e Introducerea determinantilor, precum gi aplicarea regulii lui
Cramer este bine sd o incepem doar dupéa clarificarea notiunilor si
a algoritmilor de bazi. In materia actuald detaliile calculului si intro-
ducerea notiunilor sunt amestecate in aga masura incat problematica
intregului capitol devine neclara pentru multi dintre elevi.



CAPITOLUL XI
IN LUMEA PROBABILITATILOR

In acest capitol vom aborda introducerea notiunii de probabilitate
folosind metoda predarii bazate pe curiozitatea elevilor. Recomandam
predarea acestui capitol elevilor clasei a X-a in 6 ore. Pe parcursul
invatarii calculului probabilitatiilor ne propunem dezvoltarea urma-
toarelor competente: interpretarea situatiilor zilnice in care intervin
intamplarea si ambiguitatea, evaluarea enunturilor de probabilitate,
formarea unei gandiri probabilistice, diferita de logica obisnuita, dez-
voltarea gandirii combinatorice gi a tehnicilor de numerare.

1. Ai trisat vreodata la teza?

Cu aceasta intrebare punem elevul intr-o situatie delicata. Daca
raspunde cinstit, s-ar putea sa suporte consecintele, de aceea poate
cel mai bine n-ar raspunde deloc. Ca sa scape din situatia in care se
afla, i-am putea propune sd dea cu zarul. De ce sa nu lase raspunsul
la voia intAmplarii? Adevar sau intAmplare? Sa lasam zarul sa decida
ce raspunde elevul, raspuns determinat de urmatoarele reguli:

(i) Daca in urma aruncérii obtine 1 sau 2, trebuie sa raspunda ,da”
indiferent de adevar.

(ii) Dacd in urma aruncarii obtine 3 sau 4, trebuie si raspunda
,hu” indiferent de adevar.

(iii) Daca in urma aruncarii obtine 5 sau 6, trebuie sa spuna ade-
varul.

Rezultatul aruncarii poate fi vazut numai de elev. Nimeni nu va
sti daca a spus adevirul sau a mintit. Daca intrebam un numar mare
de elevi, din raspunsurile lor vom putea afla, oare, cati dintre ei au
trisat la teza?

Pentru a gasi raspunsul, trebuie sa facem cunostinta cu principiile
fundamentale ale probabilitatilor.
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2. Introducerea notiunii de probabilitate

Am aruncat de 1000 de ori un zar obignuit i am urmaérit de cate
ori am obtinut un numar par. Rezultatele acestui experiment sunt
cuprinse in tabelul de mai jos:

Numarul 1601 900 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000
aruncarilor
Numere
AR 44 | 94 | 139 | 191 | 241 | 289 | 340 | 399 |450 | 507
Frecventd ||\ )\ | 047 | 0463 | 0,478 | 0,482 | 0.482 | 0.486 | 0,499 | 0.5 | 0,507
relativa

Daca numarul aruncarilor este destul de mare, atunci frecventa
relativa a aparitiei numerelor pare ca oscileaza in jurul unei valori
constante, aceasta valoare reprezentand probabilitatea aruncarii cu
zarul a unui numar par, care in cazul nostru este %

OBSERVATIE. Merita sa analizam mai multe cazuri asemanatoare,
chiar si cu ajutorul numerelor aleatoare generate pe calculator’.
Aproximatia bazata pe simulare permite calcularea frecventei rela-
tive si in cazul in care numarul posibilitatilor este infinit. Astfel vom
putea examina si probleme mai complicate, de exemplu: de ce se afla
cercurile tablei de ,darts”, tocmai acolo unde sunt? Sau cum trebuie
sa delimitam 5 regiuni pe o tinta circulara astfel ca toate regiunile sa
fie la fel de greu de nimerit?

Prin aceasta am executat un experiment de probabilitate, am
repetat acelasi experiment in conditii identice. Rezultatul posibil al
unui experiment se numeste eveniment. Probabilitatea unui eveni-
ment examinat poate fi interpretat pe baza tabelelor de frecventa, in
felul urmator:

DEFINITIE 11.1. Daca pe parcursul unui numar de n experimente
evenimentul A are loc de k ori, atunci raportul % reprezinta frecventa
relativd a evenimentului A. Numarul P(A) in jurul ciruia oscileaza
frecventa relativa a unui eveniment, cand n tinde la infinit, reprezinta
probabilitatea evenimentului respectiv.

"Calculatoarele nu genereaza in realitate numere aleatoare, pentru ci ele genereaza
numerele pe baza unui algoritm, dar numerele generate corespund scopului nostru.
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Aceasta definitie este potrivitd pentru a obtine o aproximare a
probabilitatii unui eveniment, insa pentru calculul valorii exacte nu
este deloc potrivita. Este adevarat ca, efectuand un numar cat mai
mare de experimente, obtinem o aproximare din ce in ce mai buna,
insa nu obtinem valoarea exacta. De unde putem sti daca in primul
tabel frecventele oscileaza in jurul valorii 0,5 §i nu in jurul valorii
0,500017 Am putea decide acest lucru numai dupa un numaéar imens
de experimente si nici atunci nu am putea fi siguri. Din acest motiv
avem nevoie si de o alta definitie.

Un experiment asemanator putem efectua cu o cutie de chibrituri.
Pe fetele cutiei scriem cate un numar de la 1 la 6, astfel incat numerele
1 i 2 sa fie scrise pe fetele cu suprafata cea mai mica, 3 si 4 pe fetele de
arie mijlocie, iar 5 gi 6 pe fetele cu aria cea mai mare. Agezam cutia de
chibrituri pe marginea mesei, ii dam un bobarnac ca sa zboare in sus,
repetam acest lucru de 50 de ori gi notam fata pe care a cazut cutia
(acestea sunt evenimentele posibile). Experimentul trebuie efectuat
cu o cutie plind, cea goala zboara prea departe.

FIGURA 11.1. Aruncarea in sus a cutiei de chibrituri

OBSERVATIE. Este bine sa efectuam acest experiment in cadrul
unei activitati in grupuri mici si sa intocmim mai multe tabele. Daca
cutiile au dimensiuni aproximativ identice (de exemplu cutii nou-noute
de acelasi tip), atunci putem calcula frecventa relativa si din rezul-
tatele centralizate.

Un rezultat posibil:
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Fata cea mai mare | Fata mijlocie | Fata cea mai mica

44 ) 1

In functie de problema examinat putem intocmi tabele de mai multe

feluri. Putem si urmirim fiecare fatid separat. In acest caz tabelul
va arata astfel (noi vom intocmi toate tabelele pentru 50 de aruncari,
dar pentru a sesiza stabilitatea frecventei relative, avem nevoie de mult
mai multe aruncari).

Numarul fetei de deasupra || 123|456
Frecventa

Daca urmarim doar de cate ori cade cutia pe o fata mica, mijlocie
sau mare, tabelul nostru se va schimba in felul urmaétor:

Latura de deasupra || Cea mai mare | Cea mijlocie | Cea mai mica

Frecventa

In mod firesc putem analiza altceva, de exemplu dacid fata cu
numirul 4 va fi deasupra. In acest caz tabelul va arita astfel:

Fata de deasupra || Fata cu nr. 4 | Alta fata
Frecventa

Este clar ca experimentul este acelagi (aruncdm cutia in sus), dar
la acest eveniment putem asocia diferite sisteme de evenimente. In
primul caz, evenimentele sunt: cutia cade pe fata cu numarul 1, pe
fata numarul 2 si asa mai departe; in al doilea caz, evenimentele vor
fi: cutia cade pe fata cea mai mica, pe cea mijlocie sau pe cea mai
mare; iar in al treilea caz: cutia cade pe fata cu numérul 4 sau nu
cade pe fata cu numarul patru. Bineinteles putem observa si faptul
ca, daca am intocmit primul tabel, atunci pe baza acestuia vom putea
completa ulterior celelalte doua tabele, dar daca am intocmit numai
tabelul al doilea sau al treilea, atunci celelalte doua tabele nu pot
fi completate ulterior. Din aceasta observatie rezulta ca, din eveni-
mentele urmarite in primul tabel, pot fi produse celelalte evenimente.
De exemplu, cazul in care fata cea mai mare a cutiei va fi sus poate fi
descompus in doud evenimente mai simple: aparitia fetei cu numarul
5 si a fetei cu numarul 6. Este evidenta importanta deosebita a eveni-
mentelor cele mai simple, care nu pot fi descompuse si care se numesc
evenimente elementare, iar celelalte se numesc evenimente compuse.
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Se vede ca vom avea nevoie de descompunerea evenimentelor compuse
in evenimente mai simple, pentru a putea calcula, pe baza acestei
descompuneri, probabilitatea evenimentelor, avand in vedere proba-
bilitatea evenimentelor mai simple.

DEFINITIE 11.2. Evenimentele elementare sunt evenimente
care nu pot fi descompuse. Evenimentele compuse pot fi descom-
puse in evenimente elementare distincte.

In cazul problemei cutiei de chibrituri, evenimentele cuprinse in
tabelul 2 sunt evenimente elementare, iar toate celelalte sunt eveni-
mente compuse. Analog, in cazul unui zar evenimentele elementare
sunt: A,~fata pe care apare cifra ¢ este deasupra, unde 1 < i < 6.
In cazul tabelelor intocmite sistemele de evenimente au o insusire co-
muna: am numarat toate rezultatele posibile si fiecare rezultat posibil
a fost incadrat la un singur eveniment. Aceste sisteme de evenimente
se numesc sisteme de evenimente complete.

DEFINITIE 11.3. Daca in cazul tuturor rezultatelor posibile ale
unui experiment se indeplinegte exact un eveniment, spunem ca eveni-
mentele respective constituie un sistem complet de evenimente.

Daca orice eveniment al unui sistem complet de evenimente se pro-
duce cu aceeasi probabilitate, atunci sistemul se numeste camp clasic
de probabilitate. In cazul cutiei de chibrituri, fiecirui tabel din cele
trei tabele i se poate ataga un sistem complet de evenimente, care nu
este camp clasic in niciunul dintre cazuri. In acelasgi timp, in cazul
zarului, multimile {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}}, {{1,2},{3,4},{5,6}}
si {{4},{1,2,3,5,6}} contin cate un sistem complet de evenimente,
dintre care primele doua pot fi considerate clasice. Acesta cuprinde
practic presupunerea implicitda a unui cub perfect, ale carui fete apar
fiecare cu aceeasi probabilitate. Daca un sistem de evenimente com-
plet este clasic si este compus din n evenimente, atunci probabilitatea

evenimentelor elementare este —; astfel, daca un eveniment A poate fi
n

descompus ca o reuniune a k evenimente elementare, atunci probabili-

k
tatea lui va fi —. Acesta este de fapt modelul Laplace al probabilitatii
n
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clasice, formulat in felul urmator: ,Daca dorim sa determinam pro-
babilitatea unui eveniment, trebuie sa cautam toate cazurile care de-
termina aparitia evenimentului respectiv. Acestea sunt cazurile favo-
rabile. Probabilitatea este egala cu raportul dintre numarul cazurilor
favorabile i numirul total de cazuri.” Intr-o formulare mai nous:

DEFINITIE 11.4. Intr-un camp clasic de probabilitate pentru
fiecare eveniment A

P(A) =

numarul cazurilor favorabile

numirul total al cazurilor

Daca experimentul consta in extragerea primului numar castigator la
o tragere loto (unde se extrag cinci din numerele 1,2, ...,90), atunci
evenimentele

e A : Se extrage un numar intre 1 ¢i 30 (1 < .S < 30, unde S este
numarul extras)

e B : Se extrage un numar intre 30 gi 60 (30 < .S <60 )

e (' : Se extrage un numair intre 60 si 90 (60 < S <90 )
nu alcatuiesc un sistem complet de evenimente, deoarece in cazul ex-
tragerii numerelor 30 si 60 au loc doua evenimente. Daca evenimentul
E; in cazul fiecarui 1 < < 90 inseamna ca s-a extras bila numarul 7,

atunci E1, F», ..., Fyy alcatuiesc un camp clasic de probabilitate si in
acest camp
31 30
P(B)=P =—, PA)=—.

Sa analizam, in cazul aruncérii a doud monede, care este probabili-
tatea ca amandoua monedele sa ne arate aceeasi fata, de exemplu cap?
Scriem toate rezultatele posibile, apoi aruncam monedele de 20 de ori
si notam rezultatele. De exemplu, rezultatul posibil sa fie notat cu
CC, CP, PP. Inainte de a executa experimentul, si facem un pronos-
tic. Cele trei evenimente alcatuiesc un sistem complet de evenimente,
dar nu formeaza un camp de probabilitate clasic, deoarece rezultatele
nu apar cu aceeagi probabilitate (acest lucru se poate observa deja in
cazul in care aruncam de 20 de ori). Din acest motiv, este bine sa
analizam evenimente elementare care alcatuiesc un camp de probabi-
litate clasic. S& presupunem cd vom folosi doud monede diferite (una
de 50 de bani i una de 10 bani). Astfel, rezultatele posibile vor fi:
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10 bani | 50 bani
C C CcC
C P Cp
P C PC
P P PP

In acest caz, cele patru evenimente au o probabilitate identica si alci-
tuiesc un camp de evenimente complet, deci putem aplica formula lui
Laplace. Astfel, probabilitatea ca, in urma aruncarii, pe amandoua
monedele sa obtinem cap este }l, iar probabilitatea evenimentului A
de a obtine in experimentul de mai sus doua fete de acelasi tip (pajura
sau cap) este
P(A) = 1=
In acelasi timp, probabilitatea evenimentului B de a avea in experi-
mentul de mai sus doua fete diferite este
N
4 2
Analizand acest experiment, observam ca se pot produce doua eveni-
mente: putem avea de doud ori cap sau pajura, acesta fiind evenimen-
tul A, sau putem avea doua fete diferite (un cap si o pajurd), acesta
filnd evenimentul B. Totodata evenimentele A gi B nu pot avea loc
in acelagi timp, deci se exclud reciproc. In acest caz, vorbim de eveni-
mente complementare. Evenimentul complementar evenimentului A
se noteazd cu A. Putem constata ci suma probabilititilor a doua
evenimente complementare este intotdeauna egala cu 1.
Care este probabilitatea aparitiei capului sau pajurii in experimen-
tul de mai sus? Notam acest eveniment cu C. Acesta este evenimentul
sigur, deoarece rezultatul aruncarii poate sa fie doar cap sau pajura,

asadar

P(C)z%zl.

Probabilitate mai mare nu poate exista, deoarece frecventa relativa
a producerii evenimentelor nu poate fi mai mare de 1. Probabilitatea
unui eveniment sigur este 1.
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Care este probabilitatea aparitiei a trei fete cap din doua aruncari?
Acesta este un eveniment imposibil, deoarece niciunul dintre rezul-
tatele experimentului nu este favorabil producerii lui. Evenimentul
imposibil este notat prin simbolul (). Probabilitatea acestui eveniment
este 0. In general, in cazul unui experiment, complementarul unui
eveniment sigur este intotdeauna un eveniment imposibil.

Am vizut ca evenimentele sunt de fapt submultimi ale campului de
evenimente, deci in cazul evenimentelor vom efectua operatii similare
cu cele de la multimi.

DEFINITIE 11.5. Reuniunea (suma) evenimentelor arbitrare A si
B (notat AU B) contine toate rezultatele posibile, care se produc daca
are loc cel putin unul dintre cele doua evenimente.

DEFINITIE 11.6. Intersectia (produsul) evenimentelor arbitrare
A si B (notat cu AN B) contine toate rezultatele posibile, care au loc
daca se produce atat evenimentul A cét si evenimentul B.

DEFINITIE 11.7. Evenimentele A si B se exclud reciproc, daca
nu pot avea loc in aceeasi timp, adicdi AN B = (.

Fie A evenimentul in care aruncam cu zarul un numar mai mic sau
egal cu 3, iar B evenimentul in care rezultatul aruncarii va fi cel putin
5. Evenimentul C| care se produce daca are loc fie evenimentul A,
fie evenimentul B, este reuniunea evenimentelor A si B, reprezentata
prin AU B.

(39) AUB = {1,2,3}U{5,6} = {1,2,3,5,6}.
Astfel P(A) =2, P(B) = 2 si P(AUB) = 2. Observim ci, daca A si

B nu pot avea 160(: simultan, atunci P(AU B) = P(A) + P(B).

Fie D evenimentul in care aruncam cu zarul un numar par, iar
E evenimentul in care aruncim cu zarul un numér divizibil cu 3. In
acest caz, P(D) = 2 = 1 P(F) = 2 = 1. In acelasi timp, aruncarile
favorabile evenimentului DU E sunt 2, 3, 4,6, adica P(DUFE) = % = %
Pe parcursul numararii cazurilor favorabile pentru DU E am observat
ca acele cazuri care sunt favorabile pentru améandoua evenimentele

trebuie numarate numai o singurad data. Astfel, in general

P(DUE) = P(D)+ P(E) — P(DNE).



218 NOTIUNEA DE PROBABILITATE CONDITIONATA

Aceasta corespunde principiului includerii si excluderii
\DUE|=|D|+|E| - |DNE|

referitoare la cardinalul multimilor. Pe baza acestei formule, putem
obtine o formula si pentru probabilitatea reuniunii unei multimi finite
de evenimente.

Problema rezolvata

Intr-un castron sunt trei fructe diferite: un mér, o pard si o pruna.
Fie A evenimentul in care marul este viermanos, B evenimentul in
care para este viermanoasa, iar C' evenimentul in care pruna este vier-
manoasa. Cu ajutorul evenimentelor A, B, C'si a operatiilor cu eveni-
mente sa descriem evenimentele de mai jos:

a) toate cele trei fructe sunt viermanoase,

b) niciun fruct nu este vierméanos,

c) cel putin unul dintre fructe este viermanos,

d) exact un fruct este viermanos,

e) exista un fruct care nu este viermanos.

REZOLVAREA PROPUSA A PROBLEMEI. a) Cele trei fructe pot fi
toate viermanoase, daca cele trei evenimente au loc in acelagi timp:
ANnBnNnC.

b) Nici un fruct nu este viermanos, daca complementarele celor
trei evenimente au loc in acelasi timp: AN BN C.

c) Putem avea cel putin un fruct viermanos, in cazul in care marul
are viermi sau para are viermi sau pruna are viermi: AU B U C.

d) Avem exact un fruct viermanos, dacd marul este viermanos si
celelalte doua nu sunt, ori para este viermanoasa si celelalte doua nu
sunt, ori pruna este viermanoasa si celelalte doua nu sunt:

(ANBNCYU(ANBNC)U(ANBNCO).
e) Existd un fruct care nu este viermanos, in cazul in care ori
marul, ori para, ori pruna nu are viermi: AU B U C. U
3. Notiunea de probabilitate conditionata

Sa incercam sa construim un model asemanator problemei descrise
in capitolul introductiv. S& presupunem ca avem doua cutii. Prima
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2/

1/3

1/3
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FIGURA 11.2. Reprezentari echivalente

cutie contine 3 bile rosii si 2 negre, a doua cutie contine 1 bila rosie si
4 bile negre. Experimentul consta in aruncarea unui zar si scoaterea
unei bile din cutie pe baza rezultatului aruncarii. Daca rezultatul
aruncarii este divizibil cu 3, atunci vom scoate bila din prima cutie,
in celelalte cazuri o vom scoate din cutia cealalta. Care este proba-
bilitatea scoaterii unei bile rogii? Sa notam cu FE; evenimentul care
are loc tocmai atunci cand rezultatul aruncarii este divizibil cu 3 si cu
E, evenimentul complementar (referitor la aruncarea cu zarul). Este
evident c& P(Ey) = 3 si P(E») = 2. Daca aruncarea a avut loc, in
functie de rezultat va trebui sa analizam evenimente diferite. Pe gra-
furile de mai sus am prezentat aceste posibilititi. In primul graf am
ilustrat alegerile gi probabilitatile lor. Pe acest graf nu putem aplica
definitia probabilitatii clasice, deoarece muchiile aflate la acelagi nivel
nu au aceeagi probabilitate. Din acest motiv, transformam graful astfel
incit sa apard evenimente elementare cu probabilititi identice. Astfel
am obtinut graful al doilea. Pe baza lui, probabilitatea scoaterii bilei
rogii este P(A) = = = %, deoarece exista 15 cazuri posibile si 5 cazuri

3=
favorabile. Aceasta probabilitate se calculeaza in felul urmator:
3 1 1 3 21
P A = — 2 ¢ —_— = = . — — . -
(4) 15 + 5 3 5 + 3 5

Adica in graful initial inmultim probabilitatile de-a lungul muchiilor
corespunzatoare fiecarui punct rosu, dupa care le adunam.
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Sa formulam afirmatiile anterioare si in mod general. Daca
scoaterea unei bile rogii constituie evenimentul A, atunci pe baza
continutului cutiilor cunoastem doar probabilitatea evenimentului in
care scoatem o bild rogie daca F; a avut loc (acesta este 3/5) sau daca
E5 a avut loc (acesta este 1/5). Aceste probabilitdti se numesc proba-
bilitati conditionate. Ele ne indicd probabilitatea lui A, dacid stim
cd By, sau Ey a avut loc. In general notiam cu P(A|X) probabilitatea
conditionata a evenimentului A referitoare la evenimentul X.

Folosind aceste notatii, in cazul problemei de mai sus avem
P(A|Ey) = 2 si P(A|E;) = 1. Pe baza grafului al doilea se vede
cd P(A|E,) apare practic ca un raport dintre numarul cazurilor favo-
rabile atat pentru A cat si pentru E; si numarul cazurilor favorabile
pentru F; (deoarece, daca F; a avut loc, atunci trebuie sa analizim
numai cazurile favorabile lui). Aceasta observatie poate fi scrisd sub
forma raportului dintre probabilitatea lui A N E; si probabilitatea lui
Eli

3 2 PANE)
PAE)=-=2=———
5 = P(Ey)
DEFINITIE 11.8. Daca A si X sunt doua evenimente, atunci
P(ANE)
PAIX)= —————
(A1X) P(Ey)

Folosind notiunile introduse, putem vedea ca in problema ante-
rioara am calculat probabilitatea evenimentului A pe baza relatiei

P(A) = P(A|Ey)P(E)) + P(A|Ey) P(Ey).

Putem scrie o relatie asemanatoare si in cazul in care, in graful ini-
tial, la prima ramificatie avem mai multe posibilitati. Este impor-
tant ca evenimentele E1, F», ..., E, care apar aici sa formeze un sis-
tem complet de evenimente (pentru ca intre ramurile arborelui sa nu
existe suprapuneri). Astfel, este valabild urmatoarea teorema (teo-
rema probabilitatii totale):

TEOREMA 11.9. Dacd E1, Es, ..., E, este un sistem complet de
evenimente si A este un eveniment oarecare, atunci

P(A) = P(A|E))P(E,) + P(A|E)P(Ey) + ...+ P(A|E,)P(E,).
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_ Problema rezolvata
In figura alaturata putem vedea planul unui

labirint. Petrica intra in labirint si in fiecare Intrare
punct de ramificatie alege o directie arbi-
trara, astfel incat sa se departeze de intrare.
Sora si parintii lui il agteapta la cele trei iegiri
ale labirintului.

a) In cate feluri (pe cate trasce diferite)
poate sa iasa Petrica din labirint?

b) Care este probabilitatea evenimentului ca

Petrica sa ajunga in bratele mamei sale, care B
il agteapta la iegirea A7

SOLUTIE PROPUSA. a) In fiecare punct de ramificatie al labirin-
tului am marcat numarul posibilitatilor de a ajunge la ramificatia
respectiva. De pe graf putem citi cd Petrica poate ajunge in punctul
A pe 6 cai, in punctul B si C pe cate 3 cai, astfel exista in total 12
trasee de iegire din labirint.

b) Probabilitatea parcurgerii diferitelor muchii nu este egald. Pe
graf vom marca cu rogsu muchiile pe care Petrica le va alege cu o
probabilitate de %, cu verde cele alese cu o probabilitate de %, iar cu
negru pe acelea care vor fi alese cu o probabilitate 1 in punctele de
ramificatie respective.

A B C

In punctul A se poate ajunge in 6 moduri. Probabilitatea acestor
trasee este pe rand urmatoarea:
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e stanga-stanga-stanga-dreapta: ; - % . % 1= 1—18;
e stanga-stanga-jos: % . % . % = %8;

e stanga-stanga-dreapta-stanga: % . % . % -1 = 118,
e stanga-jos-stanga: % . % 1= %;

e stanga-dreapta-stanga-stanga: % . % . % 1= 1—12;
e dreapta-stanga-stanga-stanga: % . % . % 1= %.

Traseele diferite reprezinta evenimente disjuncte, deci probabilitatea
sosirii la iegirea A este:
11 1 1 13

PA) =3 — -yt
(4) BT 2Ts ™Y

4. Analiza raspunsurilor impuse de cazualitate

Sa revenim la intrebarea formulata in introducere. Sa presupunem
ca am intrebat 300 de elevi prin metoda propusa gi ca 109 dintre ei
au raspuns cu ,da” la intrebarea legata de trisarea in timpul scrierii
tezelor. Printre cei intrebati cati elevi au trisat deja cel putin o data
in timpul unei teze?

Sa reprezentam pe un graf regulile descrise in cadrul problemei si
sa notdm cu p raportul elevilor (din populatia totald) ce au trigat cel
putin o data (aceasta este o aproximatie posibila a probabilitatii).

300

Sa notam cu A evenimentul in care elevul intrebat raspunde cu
,da”. Probabilitatea p va aparea in treapta a doua, ca probabilitatea

conditionata a raspunsului ,da” in situatiile cand aruncarea are ca
109
300
este o estimare a probabilitatii lui. Pe baza teoremei probabilitatii

rezultat 5 sau 6. Frecventa relativa a raspunsurilor ,da”, adica



iN LUMEA PROBABILITATILOR 223

totale (sau in mod direct pe baza grafului):

1 2 1
P(A)=—-- — =
(A)=35-pr+t3 5
de unde
p=3-P(A)—1.

Pe baza acestor date, valoarea estimata a lui p este 0, 09.

OBSERVATIE. Rationamentul urmator foloseste aceeasi logica, nu-
mai ca el nu opereaza cu probabilitati ci direct cu frecvente: din 300
de elevi aproximativ 100 vor raspunde cu ,da”’, deoarece aruncarea cu
zarul prescrie acest raspuns, si aproximativ alti 100 vor raspunde cu
,au” tot din acest motiv. Aceste raspunsuri sunt absolut lipsite de
interes din punctul de vedere al studiului. Conteaza doar acei 9 elevi
care nu apartin grupurilor ale caror raspunsuri au fost complet deter-
minate de aruncarea zarului. Daca acesti 9 elevi au respectat regulile
de joc si nu au mintit, atunci in grupul celor care au dat raspunsuri
pozitive adevarate, din cei 100 de elevi 9 au trigat in timpul scrierii
tezei. Raportul p al fraudelor poate fi estimat la aproximativ 9%.

Observam ca, daca alegem un elev dintre cei ce au raspuns cu ,da”,
probabilitatea faptului ci el /ea intr-adevir a trigat deja, macar odata,
9 . .
este de 155. Acest lucru se vede i pe graf, dar poate fi calculat si astfel
P(E;NA)  P(AlE)-P(Ey) 155 _ 9
300
Datorita acestei formule nu putem selecta, dintre elevii care au raspuns

cu ,da”’, pe cei care intr-adevar au trisat, deci insasi metoda de
intrebare asigurd caracterul anonim al respondentului. In general
exista doud surse de eroare: prima este legata de alegerea esantionu-
lui, aceasta sursa de eroare fiind independentd de metoda de intre-
bare folosita. Cealalta sursa de eroare o constituie raspunsurile false
(nesincere). In cazul interviurilor directe, trebuie si luim in calcul un
numar mai mare de raspunsuri false. Astfel, din cauza lipsei carac-
terului anonim al respondentului, intr-un interviu direct raportul p
al celor care dau raspunsuri nesincere poate fi subestimat. Desigur,
acest studiu nu poate exclude raspunsurile false; datorita caracterului
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anonim al respondentului, ne putem astepta ca rezultatul sa fie mai
putin influentat sau denaturat ca in cazul unui interviu direct.

5. Exercitii propuse

1. Aruncam doud zaruri o singurd data. Gasiti evenimentul com-
plementar pentru rezultatele posibile.

a) Cu ambele zaruri aruncam 1.

b) Cu unul dintre zaruri aruncam 1.

¢) Suma numerelor rezultate este 10.

d) Suma numerelor rezultate este cel putin 10.

f) Suma numerelor rezultate este cel mult 11.

2. Intr-o cofetirie, inainte de ora inchiderii, au ramas doar trei
feluri de strudele: cu visine, cu branza si cu mere. Intra un cumpara-
tor care doreste patru strudele si lasa pe seama vanzatorului alegerea
strudelelor.

a) Care sunt solutiile posibile?

b) Care dintre evenimentele de mai jos sunt posibile, care sunt cele
sigure si care sunt imposibile?

A : Cumparéatorul a primit din toate cele trei feluri de strudele.

B : Dintr-un fel a primit cel putin doua bucat;.

C : A primit patru strudele diferite.

D : A primit doua strudele cu vigine.

3. Aruncam un zar regulat (cu sase fete). S& calculam proba-
bilitatea urmatoarelor evenimente:

A: aruncam un numar divizibil cu 5;

B: aruncam un numar par;

C': aruncam 1 sau 3.

Sa analizam daca aceste trei evenimente alcatuiesc sau nu un camp de
evenimente complet.

4. Aruncam un zar. Rezultatele posibile ale experimentului au
fost impartite in trei evenimente, dintre care doua sunt cele de mai
jos:

Al: Aruncam 4 sau 6.

A2: Aruncam un numér prim.
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a) Descrieti al treilea eveniment astfel incat cele trei evenimente
impreuna sa formeze un sistem complet de evenimente.

b) Care este probabilitatea diferitelor evenimente?

5. Aruncam un zar galben, unul rosu si unul verde unul dupa
altul. Care este probabilitatea ca fiecare numar aruncat sa fie un
numar prim?

6. Care este evenimentul cu gsansa mai mare, daca aruncam un zar
regulat de trei ori si suma numerelor va fi 11, sau dacid aceasta suma
va fi 127 Cavalerul De Méré a argumentat in felul urmator:

obtinem suma de 11, daca aruncarile noastre sunt:

6,4,1; 6,3,2; 5,5,1; 5,4,2; 5,3,3; 4,4,3;
obtinem suma de 12, daca cele trei aruncari sunt:
6,5,1; 6,4,2; 6,3,3; 5,5,2; 5,4,3; 4,4,4.

Deci ambele posibilitati au aceeasi sansa de a se produce. Care este
gregeala din argumentarea cavalerului De Méré?

7. Daca aruncam un zar de patru ori este avantajos sa pariem ca
din cele patru aruncari cel putin o data vom avea sase. Daca aruncam
doua zaruri de douazeci si patru de ori, atunci nu e avantajos sa pariem
pe cel putin un sase dublu, cu toate ca % = %. Sa explicam fenomenul.
(Pariul este avantajos sau dezavantajos dacid sansa de a castiga este
mai mare sau mai micd decat 3.)

8. Intr-o clasi am ales la intamplare un elev. Fie A evenimentul
in care elevul ales este baiat, B evenimentul in care elevul ales invata
franceza, C' evenimentul in care elevul ales a cagtigat un concurs de
matematica. Stim ca efectivul clasei este 30, din care 20 sunt baieti.
10 elevi invata limba franceza, printre care 3 baieti: Petre, Bogdan
si Nicu. Singurul din clasa care a cagtigat un concurs de matematica
este Paul.

a) Descrieti urmitoarele evenimente: AN (BUC); AN BN C.

b) Calculati probabilitatea acestor evenimente.

9. In timpul testarii unui medicament analgezic pentru bolnavi de
migrena (cu dureri de cap severe) din 200 de pacienti 100 au primit
tablete fara efect (placebo), ceilalti o sutd insd au primit tablete noi
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cu substanta activa, in aga fel incat pacientii nu puteau sti ce tablete
le-au fost administrate. Pacientii au relatat despre efectul tabletelor.
Pe baza relatarilor a fost intocmit urmaéatorul tabel:

durerea durerea

s-a diminuat | nu s-a diminuat
au primit medicament 79 21
au primit placebo 38 62

a) Pe baza experimentelor, care este probabilitatea ca noul medica-
ment sa aiba efect?

b) Medicul a examinat un pacient la care tableta administrata nu
a avut niciun efect. Care este probabilitatea ca pacientul sa fi primit
placebo?

10. Unui bdiat i s-a promis ca poate merge sa joace fotbal doar
daca castiga cel putin doua partide de sah din trei partide consecutive.
Partenerii sai sunt Tata si Bunicul, in ordinea Tata-Bunicul-Tata sau
Bunicul-Tata-Bunicul. Tata joaca mai bine decat Bunicul. Care este
ordinea mai avantajoasa din punctul de vedere al baiatului (care vrea
sd mearga la fotbal)?



CAPITOLUL XII
CUBUL PUZZLE HAPPY CUBE

1. Ce este Happy Cube?

Happy Cube este o gama de puzzle provenita din Belgia, creata
de Dirk Laureyssens in anul 1986. Este un puzzle de doua sau trei
dimensiuni, confectionat din burete expandat. Gama completa Happy
Cube contine patru seturi, fiecare set contine sase modele diferite.
Fiecare model este compus din sase elemente de puzzle, initial cuprinse
intr-un cadru dreptunghiular (vezi fig. 12.1). Din aceste sase elemente
poate fi construit si un cub (vezi fig. 12.2).

FiGUrA 12.1. Un model Happy Cube

FIGURA 12.2. Montarea unui cub Happy Cube
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Cubul Happy Cube este comercializat, poate fi comandat si pe
pagina oficiala de internet a firmei producatoare® si se giseste la foarte
multi comercianti in intreaga lume.

Seturile gamei complete, in ordinea cresterii gradului de dificultate
a montarii, sunt urmatoarele:

e Little Genius (%) :

Nature Fruits Animals FEmotions Transports  Symbols
(*) (%) (% * %) (% * *%) (kkxkx)  (hx Kk *%)

e Happy Cube (k%) :

Milano New York Tokyo Amsterdam Paris Brussels
(%) (%) (% % %) (% % k) (ko kx k) (k% ok Kok)

e Profi Cube (k%) :

Confusius Da Vinci Marco Polo Rubens Watt Newton
(%) () (% % %) (kkrk)  (kxkkkk) (K ***x)

e Marble Cube (dk k%) :

MartinL. Omar Marie Buckminster Mahatma Albert
King Khayyam Curie Fuller Gandhi FEinstein
(%) (%x) (% % %) (% 5 Hok) (kkkxx) (G k* % %)

How flexible is your brain?

F1GUuRrA 12.3. Gama completa Happy Cube

Suww . happycube.com
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Cele patru seturi au niveluri de dificultate diferite, iar cele sase
modele din fiecare set sunt clasificate, de asemenea, dupa gradul de
dificultate. Gradul de dificultate este indicat prin numarul crescator
al stelutelor. In acelasi timp producatorul recomandi seturile diferite
pentru categorii de varste distincte. Astfel setul Little Genius este
recomandat copiilor de varste intre 3 si 7 ani, Happy Cube incepand
de la varsta de 5 ani, Profi Cube de la 7 ani, iar Marble Cube de la 9
ani.

Jucatorii au posibilitatea de a rezolva trei tipuri de probleme:

e rcagezarea celor sase elemente in cadrul dreptunghiular
— aceasta actiune se numeste misiunea cu doua dimensiuni;

FIGURA 12.4. Misiunea cu doud dimensiuni

e montarea unui cub din cele sase elemente de puzzle — aceasta
fiind misiunea cu trei dimensiuni;

FI1GURA 12.5. Misiunea cu trei dimensiuni



230 JOCURI INRUDITE

e montarea unui corp mai complicat prin combinarea elementelor
mai multor cuburi (eventual identice) — care se numegte mi-
siunea cu dimensiuni infinite®.

FIiGUurA 12.6. Misiunea cu dimensiuni co

2. Jocuri inrudite

Jocul de puzzle Happy Cube a devenit cunoscut in intreaga lume,
fiind preluat fara schimbari in multe tari, in unele fiind elaborate jocuri
asemanatoare. Astfel, in Olanda acest joc se numeste Wirrel Warrel,
iar in Spania a devenit cunoscut sub numele de Cococrasch.

FicUra 12.7. Wirrel Warrel din Olanda gi Cococrash
din Spania

Se vede ca aceste jocuri sunt asemanatoare cu Happy Cube din
Belgia, doar numele a fost schimbat, in rest caracterul cuburilor a
ramas acelagi.

9Aceastd denumire, folosita de firma producitoare, nu este destul de precisi din
) p ) p
punct de vedere matematic, fiindca toate corpurile montate au trei dimensiuni.
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In acelasi timp, in Statele Unite ale Americii exista un joc asemani-
tor denumit Snafooz. Singura deosebire consta in faptul ca gama com-
pleta Snafooz contine sase cuburi cu fete de dimensiunea 6 x 6, fata
de cuburile Happy Cube, care au fete de 5 x 5.

FIGURA 12.8. Snafooz din Statele Unite

In Japonia se comercializeaza un joc asemanator sub numele de
Rubber, insa fetele cubului au dimensiunea 4 x 4.

-

F1GURA 12.9. Rubber din Japonia

3. Activitati si ipoteze

Am folosit cuburile Happy Cube in scopuri educationale pentru
prima data in anul 2004. Copiii de 10 — 11 ani, dupa ce au reusit sa
monteze cuburile, au primit urmatoarele sarcini:

e sa incerce sa descrie strategiile proprii, folosite pe parcursul
montarii, sau pur si simplu sa enumere ideile care le-au trecut
prin minte intre timp.

e si gaseasca o forma de prezentare pentru a descrie etapele
montarii.
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Ulterior, am organizat activitati similare gi pentru elevi de liceu si
pentru studenti. Pe tot parcursul activitatilor am folosit seturile Profi
Cube si Marble Cube. Spre surpriza noastra, elevii cei mai tineri au
descris aceleasi strategii ca si colegii lor mult mai in varsta (cu mai
multa experientd i mai multe studii). Majoritatea participantilor
au descris backtracking-ul sau algoritmul greedy, iar pentru ilustrarea
etapelor montarii au construit un fel de graf.

Pe parcursul activitatilor, insa, a aparut o ipoteza. Ni s-a parut ca
ordinea de dificultate data de producatorul cuburilor nu este corecta.
Cei mai multi elevi participanti au rezolvat mai ugor montarea ma-
joritatii cuburilor din setul Marble, considerat mai dificil, decit mon-
tarea celor 3-4 cuburi din setul Profi, considerat mai usor. Din acest
motiv am inceput sa examinam clasificarea cuburilor.

Pentru a determina ordinea de dificultate corecta si pentru a demon-
stra ipoteza noastra, am efectuat analize teoretice pe cuburi si cu aju-
torul elevilor am executat si masuratori practice. Pe parcursul anali-
zel teoretice am asociat (cu ajutorul bucitilor de puzzle) cate un graf
fiecarui cub, iar pe baza proprietatilor grafurilor am definit indici de
complexitate. Structura grafurilor este oglindita de algoritmul greedy,
folosit pe parcursul rezolvarii de mai multi elevi. O parte a analizelor
teoretice au fost efectuate cu ajutorul unor programe in Matlab. In
cursul masuratorilor practice 120 de studenti au montat toate cele 12
cuburi gi a fost masurat timpul de montare a fiecarui cub, dupa care
rezultatele masuratorilor au fost analizate din punct de vedere statis-
tic. In final, am analizat relatiile intre posibilele ierarhiziri bazate pe
consideratii teoretice si cele bazate pe observatii empirice, dupa care
am formulat cateva concluzii.

O parte din activitatile noastre au fost organizate in cadrul progra-
mului Comenius intitulat DQME II'° (Developing Quality in
Mathematics Education II), iar analiza efectiva a fost efectuatd pen-
tru programul FP7 PRIMAS " (Promoting Inquiry in Mathematics
and Science Education Across Europe) Rezultatele analizei au fost
publicate in revista Nieuw Archief voor Wiskunde (|6]).

10http ://www.dgme?2.eu/
Hhttp: //www.primas-project.eu
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4. Programele de montare a cubului Happy Cube

Firma producatoare a elaborat un program denumit Happy Solver,
care se gaseste si poate fi descarcat gratuit de pe pagina oficiala a
firmei. Cu ajutorul acestui program, putem viziona rezolvarea oricarui
cub din gama Happy Cube, iar cei interesati pot sa creeze si forme mai
complicate, alegand elementele din diferite seturi, pe care programul
incearca sa le asambleze. Bineinteles, programul reuseste numai daca
forma respectiva poate fi montata cu elementele selectate.

F1GURA 12.10. Forme realizate cu ajutorul programu-
lui Happy Solver

Programul are doua mari dezavantaje: in primul rand nu este in-
teractiv (cuburile nu pot fi asamblate de catre utilizator, nu pot fi
definite cuburi noi etc.) si nu recunoagte rezolvarile echivalente. Ast-
fel, in cazul aceluiasi cub, programul gaseste mai multe solutii, cu toate
cd acestea sunt echivalente (de exemplu cuburile se pot intrepatrunde
prin rotire sau un cub poate fi obtinut prin reflexia altui cub).

In anul 2005, in cadrul unui proiect universitar, Istvdin Sipos si
Istvan Maté au elaborat un program propriu, interactiv, pentru asam-
blarea cuburilor. Acest program ofera un numar mare de posibilitati
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celor interesati. Cele mai importante sunt: jucatorii pot sid asam-
bleze cuburile singuri, pot si-si aleaga dimensiunea dorita (3 x 3 x 3,
4x4x4,5x5xb5saubx6x6) si programul poate sa creeze cuburi
noi. Elementele si cuburile in curs de constructie pot fi rotite in orice
directie pentru a fi mai vizibile. Prin toate aceste posibilitati se dez-
volta si intuitia spatiala a jucatorului. Jucatorul poate sa aleaga unul
din cuburile seturilor Profi sau Marble, sau poate genera cu ajutorul
programului cuburi diferite de cele din seturile existente. Programul
masoara gi timpul necesar pentru montarea cubului respectiv, iar va-
lorile de timp masurate pot fi salvate pe calculator, jucatorul avand
posibilitatea sa-si alcatuiasca un clasament cu cele mai bune rezultate.
In acelasi timp, programul permite si vizionarea rezolvirii cubului, pe
care o vizualizeaza pas cu pas. Pe figura 12.11 putem vedea interfata
programului in timpul jocului.

E @ t1L3 w000 BENM=Nna

o
Magryt Lagiobbids Mgl Sagtely
FO— A Y W AENT San [fua =] Egysog: [5 =] SoaE
380wk FENT, P 1 47
Cmeaas | mm
| Ok HATUL ey i o ! i
2 ok 000
o A

L] Gl I Bowss

|

T Aembess Hegedsn

Cigyetes dobgehia 1 28.0,148 200

Bom| UM ACE 0 &0 40, B ucmnarss. | o wer: g | & w00 s m Caate
F1GURA 12.11. Programul in timpul jocului

In coltul din dreapta sus vedem timpul scurs, la mijloc sunt cele
sase fete ale cubului generat, in campul din stdnga poate fi montat
cubul insusi, iar deasupra acestui camp se alege partea cu care dorim
sd imbindm fata urmaéatoare. Sus, la mijloc, putem alege si culoarea
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cubului: rosu, albastru sau verde. Dedesubt se afla doua butoane:
,Genereaza” si ,Insereaza”; denumirile explica rolul acestor butoane.
Daca jucatorul renunta fara a putea monta cubul, atunci in coltul din
dreapta jos apasa pe butonul ,,Rezolvare” si programul ii va arata pagii
prin care se poate asambla cubul.

Acest program poate fi folosit atat pentru studiu, cat si pentru
distractie.

In anul 2006, tot in cadrul unui proiect universitar, Tamés Sipos
a scris un program si pentru asamblarea unui cub 4. Acest program
insa, nu poate fi folosit in scopuri de joaca, deoarece elevii nu au o
intuitie spatiala functionala.

5. Analiza teoretica a cuburilor

In cele ce urmeazi vom examina cum se pot reprezenta elementele
cuburilor, ce fel de algoritmi de asamblare li se pot atasa pe baza
acestor reprezentari si cum putem masura complexitatea procesului
de asamblare.

5.1. Reprezentarea cuburilor. Fiecare cub este asamblat din
sase fete (elemente de puzzle). In vederea unei analize matematice
mai ugoare, vom asocia unei fete o matrice de 5 x 5. Aceasta matrice
se obtine prin introducerea de cifre 1 in locurile in care puzzle-ul este
completat gi de O-uri in locurile libere (unde incd nu este completat).

SIS I
o|lr|o|r|o|~
N EN
o|lr|r|r|r|w
N EEES
NEEE R

FIGURA  12.12. Reprezentarea unei fete prin
intermediul unei matrice

Aceasta constructie este reprezentata in figura 12.12. In vederea
unei examinari mai simple a imbinarilor, am asociat cate o matrice
diferitelor pozitii ale elementelor de puzzle. Pentru a descrie rotatiile
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unei fete, am asociat 8 matrice pentru fiecare fata a cubului. Dintre
acestea, patru rezulta din rotirea fetei, iar celelalte patru din simetri-
cele acestor rotiri. Deci, celor sase fete ale cubului le vom asocia 6 - 8,
adica 48 de matrice. Notam aceste matrice cu My, My, M3, ..., Mys.
Bineinteles, printre acestea apar si matrice identice, din cauza fetelor
simetrice, ceea ce nu constituie o problema, deoarece in cele ce urmeaza
vom discuta si aceste cazuri.

Intre matricele astfel obtinute putem defini o relatie ~. Spunem
ca A ~ B daca matricele A si B apartin unor fete diferite ale aceluiasi
cub si aceste fete se imbind pe muchiile de sus (fird sa fie rotite).
Aceasta imbinare poate fi descrisa cu urmatoarele conditii:

ay; + by = 1,1 € {2,3,4};
a1 + by <1 i dacd aq; + by = 0, atunci min{asy, by} = 0;
a5 + b15 S 1 §1 daca a5 + b15 = O, atunci min{a25, 1)25} = 0,

unde a;; este elementul din linia ¢ si coloana j a matricei A, in mod
similar b;; este elementul din linia ¢ si coloana j a matricei B.

Astfel, asamblarea cubului inseamna, de fapt, determinarea celor
12 perechi, care corespund pe baza relatiei ~.

Cu ajutorul relatiei ~ putem genera o matrice de incidenta F', care
este o matrice de 48 x 48. Aceasta matrice se obtine prin introducerea
in pozitia (7, 5) a cifrei 1, daca M; ~ M;, adica cele doud elemente pot
fi imbinate de-a lungul muchiilor superioare, iar in caz contrar intro-
ducem 0 in pozitia (7, j). Astfel, dacd adundm elementele din coloana
j, vom obtine numarul fetelor, care se potrivesc la fata codificata de
M; intr-o pozitie fixata a acesteia. Deoarece fiecare element de puzzle
are locul lui in cub, montarea cubului poate fi inceputa cu oricare din
elemente.

Sa alegem ca element de pornire fata determinatd de matricea
48

M; pentru care numéarul ) f;; este cel mai mic. Astfel incercim sa
i=1
micgoram numarul posibilelor incercari. Bineinteles, cazul cel mai fa-

vorabil ar fi daca acest numar minim ar fi 1, adica daca am gasi un
element ce are o latura la care se poate imbina exact un element dintre
celelalte. Acest caz foarte favorabil de reguld nu existd, cu exceptia
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cubului Watt din setul Profi Cube, pentru care gasim o pozitie de
pornire atat de sigura. Acest lucru ne usureaza semnificativ inceperea
montarii cubului (desigur numai daca am analizat elementele in prea-
labil). In cazul fiecirui cub putem determina un element cu o laturs la
care se pot ataga un numar minim de alte elemente. Vom folosi aceasta
metoda si pentru configuratiile ce se formeaza in continuare, deci vom
incerca sd continuam o configuratie data (compusa din cateva elemente
de puzzle) de-a lungul unei muchii, pentru care numarul posibilitatilor
de imbinare este minim. Practic, folosim un algoritm greedy, ne stra-
duim ca fiecare pas sa fie cel mai bun posibil, pe baza unui anumit
criteriu. Acest lucru, bineinteles, nu garanteaza ca astfel vom avea cei
mai putini pasi de facut, insa nu putem obtine un algoritm mai bun ca
acesta decat daca prevedem configuratiile spatiale ce pot lua nastere
sau daca analizam mult mai multe cazuri.
Fie ¢; cea mai mica suma de coloana a matricei F, adica

1<;j<48 4

48
(40) ¢ = min wa
=1

Numim aceasta valoare ¢q, primul indice de complexitate in procesul de
analizare al cuburilor. Tabelul urmator cuprinde acest indice referitor
la cuburile celor doua seturi studiate:

Profi ¢y || Marble | ¢;
Confusius | 8 King 2
Da Vinci | 8 || Khayyam | 8
Marco Polo | 7 Curie 3
Rubens 6 Fuller 2
Watt 1 Gandhi | 2
Newton 2 || Einstein | 3

Observam ca o buna parte a cuburilor contin elemente simetrice.
Astfel numerele ¢; nu sunt perfect caracteristice pentru aceasta situ-
atie, deoarece nu tin cont de simetria elementelor puzzle. Cand am
examinat imbinarea unei astfel de fete simetrice, fiecare situatie a fost
considerata un caz aparte, cu toate ca, de fapt, pentru elevul ce se
ocupa de montarea cubului, acest lucru nu a insemnat o posibilitate
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diferita. Din acest motiv trebuie sa evitam ca aceste situatii sa fie
calculate ca si cazuri diferite.

In figurile 12.27 si 12.28 sunt enumerate si numerotate elementele
fiecarui cub. In tabelul urm#tor enumeram fetele simetrice ale fiecirui

7

cub folosind figurile de mai inainte (semnul ,-” inseamna ca in cazul

cubului corespunzator nu exista niciun element simetric):

Profi Element simetric || Marble | Element simetric
Confusius 3,4,5,6 King 3
Da Vinci 2,3,4,5 Khayyam 4,6
Marco Polo 1,3,4,6 Curie -
Rubens 1,4,6 Fuller 6
Watt - Gandhi -
Newton - Einstein -

In cazul fieciirei matrice M, vom numéra cate din cele opt matrice
asociate fetei codificate cu My, sunt identice cu M, datorita simetriei
fetei. Numarul astfel obtinut va fi notat cu s iar in matricea de inci-
denta F' in randul si coloana M) vom inlocui cifrele 1 cu i Matricea
astfel obtinuta va fi notata cu F'S.

Sa examinam aceastd situatie gi intr-un caz concret. Cubul
Confusius, dupa cum am observat in tabelul de mai sus, are 4 ele-
mente simetrice. Acestea sunt prezentate in figura 12.13.

S

FIGURA 12.13. Elementele simetrice ale cubului Confusius

In figura 12.13 primul element are o axi de simetrie verticald; din

acest motiv simetricul lui fata de axa va genera aceeasi matrice ca gi
pozitia initiald, deci in cazul acestei matrice s, = 2 si astfel i = %

Elementele al doilea si al treilea sunt simetrice in raport cu una din
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diagonale, deci s, = 2 si + . Al patrulea element are doud axe de

simetrie, astfel s, =4 i = =

FIGURA 12.14. Unul dintre elementele simetrice ale
cubului Marco Polo

Elementul cubului Marco Polo din figura 12.14 are tot doua po-
zitii identice, deoarece elementul puzzle are numai o singura simetrie
centrala. Astfel s, = 2 si i = %

Figura 12.15 reprezinta un element al cubului Omar Khayyam.
Observam ca acesta este simetric central si axial in raport cu mai
multe axe. Acest element poate fi rotit in mod arbitrar, el va genera

de fiecare data aceeasi matrice, deci s, = 8 si i =1

FIiGURA 12.15. Un element simetric al cubului Omar Khayyam

Pe baza considerentelor anterioare, vom interpreta indicele de com-
plexitate cs; care ne arata, practic, cate cazuri vom avea pe parcur-
sul imbinarii primelor doua elemente. Acest lucru este important,
deoarece se poate intampla ca, pe parcursul montarii, sa fim nevoiti
sa demontam complet cubul si s pornim cu un pas initial diferit.

48

(41) cs) = 12%1;318; fsij

Tabelul urmator cuprinde indicii cs;:
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Profi csy || Marble | csy
Confusius | 4 King 2
Da Vinci 4 || Khayyam | 3
Marco Polo | 4 Curie 3
Rubens 5 Fuller 2
Watt 1 Gandhi 2
Newton 2 Einstein | 3

6. Etapele asamblarii unui cub

Pentru a clarifica etapele asamblarii unui cub, consideram cubul
Watt al setului Profi Cube si parcurgem etapele pas cu pas. Dupa cum

FicuraA 12.16. Elementele cubului Watt

am spus mai sus, pe parcursul asamblarii exista un punct de pornire
sigur, adica o fata la care se poate ataga o singura fata diferita. Pe baza
elementelor puzzle prezentate in figura 12.16, la latura din dreapta a
primului element se poate asambla doar al doilea element. Aceasta
imbinare este prezentata in figura 12.17.

N -R

FIGURA 12.17. Imbinarea primelor doui elemente ale
cubului Watt
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Dupa ce am realizat imbinarea acestor doua elemente, trebuie sa
examinam cate elemente pot fi atagate la fiecare dintre cele patru
pozitii posibile. In figura 12.18 putem vedea ci la partea dreaptd pot
fi atagate doua elemente diferite i anume elementele 4 si 5 (vezi figura
12.16), iar pentru partea stanga avem trei posibilititi de imbinare i
anume elementul 6, care poate fi atagat in trei pozitii diferite.

FiGUrA 12.18. Posibilitatile de imbinare pentru
configuratia obtinutda dupa primul pas

Pentru urmatorul pas vom alege fata cubului cu care se pot im-
bina un numar minim de elemente, dupéa care, in mod similar, vom
examina aceste elemente pentru a determina numarul elementelor ce
pot fi atagate. In continuarea montarii cubului vom alege intotdeauna
pozitia in care exista cele mai putine posibilitati de imbinare a ele-
mentelor. In acest fel, vom putea construi cubul, luand in considerare
toate posibilitatile favorabile. Cu aceastd metoda trebuie s exami-
nam de fiecare datd doar configuratia existenta (deci nu trebuie si
vizualizdm in imaginatia noastra forme ce inca nu sunt montate) si
la fiecare pas vom alege o posibilitate de a continua, care, in caz de
revenire, va oferi cele mai putine alternative pentru pasul urmator.

7. Grafurile corespunzatoare cuburilor

Etapele posibile ale montarii pot fi reprezentate intr-o structura
de arbore (graf). Elementul de pornire va fi identificat cu radacina si
fiecare posibilitate de-a continua cu o ramura noua. Astfel, obtinem

graful atagat montarii cubului. Figura 12.19 reprezinta graful cubului
Watt.
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FIGURA 12.19. Structura rezolvirii cubului Watt

In cazul cubului Watt, aceasti structurd va fi un arbore cu doud
ramuri, unde numerotarea nodurilor corespunde cu numerotarea ele-
mentelor corespunzatoare din figura 12.16. Acest graf ne arata modul
montarii cubului Watt din doua incercari, gi anume 1 — 2 — 5 sau
1—2—-4—3—5—06. Varianta a doua este chiar solutia.

Daca incepem montarea cubului cu un alt element, putem obtine
un arbore cu mai multe ramuri, in timp ce reprezentam posibilitatile
si aga vom avea mai multe incercari. Bineinteles, timpul necesar astfel
pentru montarea cubului va fi si el mai lung, dacd cumva, cu putin
noroc, nu ghicim (sau prevedem) solutia exactd. Oricum, acest graf
ne arata cat de repede poate fi montat cubul Watt cu putina analiza
si cu ajutorul unei strategii la indeméana.

Pentru alegerea pozitiilor, vom folosi algoritmul greedy si, daca ne
impotmolim pe parcursul montarii, aceasta inseamna ca revenim la
un stadiu anterior, deci graful obtinut oglindeste practic posibilitatile
unui backtracking greedy.

Cu scopul inregistrarii ideilor urmarim pas cu pas construirea gra-
fului cubului Watt. In primul rand, trebuie si ciutdm un element
puzzle (pe care alegem o laturd) cu care se imbind un numéar minim
de elemente diferite. Aceastd piesd este elementul 1 al cubului (vezi
figura 12.20), deci la radacina arborelui va fi pusa cifra 1.

Corespunzator pozitiei reprezentate in figura 12.20, la muchia din
dreapta a elementului se poate ataga un singur element, acesta fiind
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F1GURA 12.20. Elementul de pornire

elementul 2 (dupd cum observam in figura 12.16, latura stanga al ele-
mentului 2 se potrivegte perfect). Aceastd imbinare este reprezentata
in figura 12.21.

FI1GURrRA 12.21. Primul nivel

Astfel, pe primul nivel al grafului cubului Watt va aparea elementul
2. Acum trebuie sd examinam, cum putem atasa cele mai putine
elemente la cele doua elemente deja imbinate. La partea superioara a
configuratiei din prima imagine a figurii 12.21 imbinam elementul 6 in
trei pozitii diferite. Pe urma verificam, cate elemente pot fi atagate la
cealalta parte, adica la partea superioara a configuratiei din imaginea
a doua. Dupa ce am incercat toate elementele posibile, ne dam seama
ca numai elementele 4 si 5 se potrivesc. In aceasta directie avem numai
doud posibilititi de a merge mai departe. In celelalte doudt pozitii, in
care putem continua, avem cel putin cate doua posibilitati de imbinare,
de aceea, pentru a continua, vom alege pozitia ce se poate imbina cu
piesele 4 si 5. Astfel, la nivelul al doilea al grafului vor fi introduse
aceste doua elemente.

Prin urmare, de aici graful se va ramifica in doud, intr-o ramura
din stanga si una din dreapta. Améndoua ramificarile vor fi anali-
zate separat, pentru a determina care ne va duce la rezolvare. Sa
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incepem cu analiza partii din dreapta, prin adaugarea elementului 5
la configuratia deja existenta. Astfel obtinem configuratia din figura

12.22.

FIGURA 12.22. Partea din dreapta la al doilea nivel

Pentru a putea trece mai departe, va trebui sa determinam, cu
care latura a configuratiei se imbina cele mai putine elemente. Putem
observa insa cd la partea de sus a configuratiei din prima imagine
a figurii 12.22 nu poate fi atasat niciunul dintre elemente. Prin ur-
mare, aceastda ramificatie a grafului ne-a dus in impas, deci nu vom
putea continua in aceasta directie. In procesul de asamblare a cubului,
aceasta inseamna ca trebuie sa facem un pas inapoi, deci va trebui sa
ne intoarcem la nivelul anterior; altfel spus, va trebui sa examinam
ce se intampla daca pornim pe partea stanga si in loc de elementul 5
vom introduce elementul 4. Introducerea acestui element va avea ca
rezultat configuratia de pe figura 12.23.

Ficura 12.23. Latura din stanga a nivelului secund

Scopul este, si in acest caz, gasirea fetei cu care pot fi imbinate
cele mai putine elemente. Exista trei locuri libere unde pot fi intro-
duse elemente. Dupa cateva incercari, vom constata ca elementul 6 se
potriveste in unul dintre aceste locuri, in trei pozitii diferite. Intr-un
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alt loc se potriveste elementul 5 in doua pozitii diferite, iar in partea
superioara a configuratiei de pe prima imagine a figurii 12.23 poate
fi atagat un singur element, i anume elementul 3. Este deci evident
ca vom alege aceasta ultima posibilitate si vom introduce elementul
3, care va fi prezenta si la nivelul al treilea al grafului. In figura 12.24
putem vedea configuratia la care ajungem in urma imbinarii descrise

mai sus.

F1GURA 12.24. Al treilea nivel, partea stanga

Au ramas inca doua locuri libere, in care trebuie sa mai introducem
elemente. Sa incercam sa introducem cele doua elemente ramase in
partea frontala, vizibila pe imaginea a treia din figura 12.24. Observam
repede ca elementul 5 nu se potriveste, insa elementul 6 intra exact in
locul ramas liber. Astfel putem inscrie elementul 6 la nivelul patru al
grafului. Rezultatul procesului de montare al cubului este prezentat
in figura 12.25.

Ultimul loc ramas liber va fi completat de elementul 5, deci vom
inscrie la nivelul al cincilea al grafului cifra 5 gi astfel am ilustrat
posibilititile aparute pe parcursul montarii. In figura 12.26 vedem
configuratia rezultata dupa asezarea ultimului element, adica cubul
propriu-zis.
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F1GURA 12.25. Nivelul al patrulea

FiGcuraA 12.26. Cubul Watt

Urmarind toate posibilitatile de montare dupa graful cubului Watt,
pana la ramuri (in cazul prezentat sunt doud), putem constata ca acest
cub poate fi montat relativ usor, deoarece in afara de pasul efectuat
la primul nivel, fiecare pas al procesului este determinat in mod unic.
Putem observa, de asemenea, ca doar una din ramificatii ne-a dus la
rezultat, cealaltd ne-a dus in impas, deci cubul Watt are un singur
mod de rezolvare.

Un graf asemanator poate fi construit pentru fiecare tip de cub,
daca pe parcursul montarii cuburilor urmarim pasii descrigi mai sus.
In figurile 12.27 si 12.28 am schitat grafurile cuburilor studiate.

In mod evident, aceste grafuri vor avea intotdeauna cinci nivele,
deoarece un cub are sase fete, radacina ramificatiei fiind elementul de
pornire, iar restul ramurilor corespund nivelurilor. In cazul acestor
arbori, primul indice de complexitate corectat corespunde numarului
varfurilor de la primul nivel. Tot aga putem spune ca indicele de com-
plexitate de ordinul k, notat cu csp ne da numarul varfurilor de la
nivelul k£, unde 1 < k < 5. Indicele cs5 ne da numarul varfurilor de
la nivelul al cincilea. In cele mai multe cazuri aceasta inseamni toto-
datd numarul rezolvirilor neechivalente. In cazul cuburilor studiate,
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FIGURA 12.27. Grafurile cuburilor din setul Profi

valoarea css este 1, cu exceptia cuburilor Confusius gi Omar Khayyam.
In cazul cubului Confusius cs5 = 2, dar datorita elementelor simetrice
cele doua moduri de montare ale cubului sunt echivalente. In cazul
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FIGurA 12.28. Grafurile cuburilor din setul Marble
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cubului Omar Khayyam, insa, cs; = 3, deci acest cub are trei rezolvari
diferite. Aceste rezolvari se pot vedea in figurile 12.35 i 12.36.

Cu ajutorul grafurilor vom putea determina, de asemenea, numarul
incercarilor nereusite. Fiecare ramura pe care nu am putut ajunge la
nivelul 5 nu ne-a oferit nicio solutie, deci toate aceste ramificatii ale
grafului s-au dovedit fard succes pe parcursul incercarilor noastre. Sa
notam pur si simplu cu sp numarul acestor incercari nereusite. Astfel,
de exemplu, in cazul cubului Watt, sp = 1, dupa cum se vede si
in figura 12.19. Pe baza grafurilor, acest numar poate fi determinat
cu usurinta si in cazul celorlalte cuburi, numerele fiind cuprinse in
urmatorul tabel:

Profi sp || Marble | sp
Confusius | 13 King
Da Vinci | 14 || Khayyam

Marco Polo | 11 Curie

Rubens 12 Fuller
Watt 1 Gandhi
Newton 2 || Einstein

W[ =] O Ol O W

8. Clasificarile rezultate in urma analizelor teoretice

Pentru a ne forma o imagine si mai complexa despre aceste cuburi,
sa analizam inca trei factori in cazul fiecarui cub, dupa cum urmeaza:

(1) Probabilitatea montarii unui cub, fara pasi backtracking, adica
probabilitatea montarii dintr-o singura incercare.

(2) Numarul mediu al pagilor necesari pentru montarea cubului
cu pasi backtracking.

(3) Raportul dintre numéarului ramurilor de la ultimul nivel si
numérul total al ramurilor (acest raport exprima probabili-
tatea conditionata a aparitiei rezolvarii relativ la obtinerea
unei configuratii, care nu poate fi continuata).

Calculand separat acesti indici pentru fiecare cub, obtinem trei
clasificari diferite. Aceste clasificari sunt cuprinse in urmatorul tabel:
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| [[1]2]3 4[5 |6 ] 7[8]9]10]11]12]

re |85 6 |79 |12]10[11 (1] 3 | 4 | 2

rg ||6 8125 7 |11 9 [10[1] 3 | 4 | 2

rg || 8156 | 712|119 |10(1] 3 | 4 | 2
Numerele 1,2,...,6 indica cuburile setului Profi in ordinea cresca-
toare a numarului stelutelor, iar numerele 7,8, ..., 12 cuburile setului

Marble, tot in ordinea crescatoare a numarului stelutelor. Cuburile
au fost clasificate pe baza indicilor cs;, 1 < k < 5. Mai exact, pe baza
ordinii crescatoare a sumelor

5
CS1, €81+ €S9,y ...y >, CS.
k=1

Am procedat in mod aseméanator si in cazul indicelui sp. Astfel putem
interpreta, impreuna cu clasificarile r7, g, 9, 9 siruri teoretice posibile.

9. Analiza cuburilor prin activitatile organizate pentru
montarea lor

Am organizat activititi de montare a cuburilor cu scopul de a
efectua si analiza lor practicd, nu numai teoretica. Scopul nostru a fost
examinarea relatiei intre ordinea de complexitate determinata teoretic
si ordinea pe baza timpului de montare a cuburilor. Am fost curiosi
in ce masura coincid sau, dimpotriva, in ce masura difera cele doua
clasificari. La aceste activitati au participat in total peste 120 de elevi
si studenti, astfel am reusit sa adunam 120 de rezultate. Cu ocazia
unei intalniri au participat in general 10-15 elevi, uneori in grupuri
mixte elevi-student;i.

Fiecare participant a trebuit sa monteze toate cele 12 cuburi; in-
tre timp, noi am masurat perioada necesara montarii fiecarui cub in
parte. Inaintea montarii cronometrate, fiecare a avut posibilitatea sa
monteze doua cuburi, ce nu faceau parte din setul examinat. Am facut
acest exercitiu pentru ca elevii sa aiba ocazia de a cunoagte caracterul
cuburilor, sa vada cum se construiegte un cub din gase fete si — ceea ce
este mai important — sa-gi creeze o strategie utila si pentru montarea
altor cuburi. Aceasta introducere poate fi numita si etapa de instruire
pentru montare. Dupa aceasta etapa, elevii au primit pe rand cate
un cub din seturile pe care le-am studiat. Cuburile au fost distribuite
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FIGURA 12.29. Activitatea de montare a cubului

in ordine aleatorie. In mod firesc nu toatd lumea si-a gasit din prima
incercare o metoda eficienta sau un punct de pornire corespunzator,
unii au rezolvat problema mai usor, altii au avut nevoie de mai mult
timp pentru a monta cubul. Succesul insa a adus o mare bucurie
fiecaruia dintre elevi.

FIGURA 12.30. Toata lumea s-a bucurat de succes
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FIGURA 12.31. Mai devreme sau mai tarziu si acestea
se vor transforma in cub...

Primele 60 de rezultate provin de la studenti cu specialitatea mate-
matica sau matematica-informatica si de la elevi de liceu, iar ultimele
60 de la studenti la informatica sau inginerie informatica. Datele
adunate au fost prelucrate si analizate. Pentru inceput, am efectuat
examinarea omogenitatii celor 120 de rezultate. Am aflat ca sirul
complet de date nu este omogen. Dupa aceea, pe baza primelor 60
de rezultate ale masuratorilor, am redactat o dendrograma, apoi inca
una separat pentru ultimele 60 de rezultate. Aceste doua dendrograme
pot fi vizute in figura 12.32. Dupa ce am efectuat examinarea omoge-
nitatii, am constatat ca primele 60 de rezultate masurate constituie
deja un esantion relativ omogen. Astfel, nu merita sa lucram cu sirul
de date intreg, primele 60 de date sunt suficiente. In continuare, am
executat cateva calcule pe baza egantioanelor omogene. Am obtinut
urmatoarele clasificari:

(1) Clasificarea dupa timpul mediu de montare: a;.

(2) Clasificarea dupa timpul mediu de montare, fara a lua in
considerare datele extreme (cele mai mici 10% si cele mai
mari 10%): b;.

(3) Clasificarea dupa timpul median: c¢;.

(4) Clasificarea obtinutd pe baza clasificarii (clusterizarii)
ierarhice: d;.

Aceste clasificari au fost reunite in tabelul de mai jos:
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FIGURA 12.32. Dendrogramele obtinute din primele 60
si din ultimele 60 de rezultate masurate
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Putem observa ca primele doua clasificari nu corespund exact.
Diferenta este cauzata de datele extreme foarte ridicate ale masurato-
rilor. Au fost elevi care au petrecut foarte mult timp cu un singur cub
(in unele cazuri peste o ord), ceea ce a dus la decalaje mari. Putem
observa de asemenea ca, avand in vedere timpul mediu de montare,
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cubul Watt a ramas in urma, cu toate ca graful ne-a indicat un cub
usor de montat. Este posibil ca majoritatea elevilor sa nu fi gasit
pozitia de pornire, din acest motiv fiind nevoiti sa incerce mult mai
multe posibilitati, ceea ce in mod firesc le-a luat mai mult timp.

Clasificarea a fost efectuata cu ajutorul programului Matlab, rezul-
tatul obtinut apare in figura 12.33.

Hierarchical clustering Hierarchical clustering
seuclidean distance, average method cityblock distance, average method
9 1,6fx 10*
8,5 1,5
8 1,4
7.5 1,3
7 1,2
6,5 171
6 1
55 0,9
’ 0,8
8§ 1211 7 5 6 4 9 1 3 10 2 712 8 511 6 1 4 10 9 3 2

F1icura 12.33. Clasificare pe baza rezultatelor masuratorilor

In cele din urma, putem stabili urmatoarea ierarhie practica bazata
pe observatii si pe ierarhiile a;, b;, ¢;, d;:
Setul I: 8,12,7,11,5,6; Setul II: 1,4,10,9,3,2.

10. Compararea observatiilor teoretice cu cele practice

Peste 50% din dispersia clasamentelor practice poate fi explicatd
folosind un singur criteriu ierarhic teoretic si, in general, 2-3 clasi-
ficari teoretice explica 75 — 80% din variantele clasificarilor practice.
Efectuand analiza factoriala, am constatat urmatoarele:

e (Clasificarea dupa valorile medii se coreleaza cel mai bine cu
clasificarea constituita pe baza numarului ramurilor de pe gra-
furi.

e Dupa eliminarea valorilor extreme, clasificarea bazata pe va-
lorile medii se coreleaza cel mai bine cu clasificarea constituita
pe baza sumei primilor doi indici de complexitate.
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e (Clasificarea obtinuta prin calcularea timpului median se core-
leaza cel mai bine cu clasificarea obtinuta prin primul indice
de complexitate.

e (Clasificarea obtinuta cu ajutorul clusterizarii se coreleaza cel
mai bine cu clasificarea obtinuta din numarul mediu al pasilor
(backtracking) necesari pentru montarea unui cub.

10.1. Observatii finale. Dupa analiza teoretica si practica a
cuburilor Happy Cube putem trage urmétoarele concluzii:

e Am putut observa ca participantii au folosit pe parcursul
montarii pasi backtracking sau greedy; au fost unii elevi care
nu au folosit nicio strategie, au incercat in mod aleator posi-
bilitatile.

e Putem afirma cu certitudine ca ordinea de dificultate stabilita
de firma producatoare este total gresita. Este evident si faptul
ca nu Marble Cube este setul cel mai dificil. Totodata, firma
producatoare nu a luat in considerare complexitatea montarii
cuburilor cand a realizat seturile Profi sau Marble.

e In consecinti, propunem urmitoarea ordine de dificultate:

Setul I: Omar Khayyam, Mahatma Gandhi, Albert
Einstein, Watt, Newton, Martin Luther King;

Setul II: Marie Curie, Buckminster Fuller, Confusius,
Marco Polo, Da Vinci, Rubens.

Examinarea cuburilor a durat practic mai multi ani si pe parcursul
el am avut nevoie de o munca in echipa bine coordonata. Astfel,
majoritatea activitatilor de montare a cuburilor au fost conduse de
Andrea Bartos Kocsis, tot ea redactand si prima versiune a acestui
capitol. Analiza computerizata a fost executata de Szilard Andras si
Kinga Sipos, programele de joaca au fost scrise de Istvan Sipos, Tamés
Sipos si Istvan Maté. Datoram, de asemenea, multumiri doamnelor
Anna Soés si Judit Szilagyi precum sgi celor 120 de elevi gi studenti
care au participat la activitatile noastre.
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11. Rezolvarile cuburilor

Profi Cube Profi Cube Profi Cube
Confusius Da Vinci Marco Polo
* wk *kk

Profi Cube Profi Cube Profi Cube
Rubens Watt Newton
*hkk khkhk khkkhhk

TiE

FIGURA 12.34. Rezolvarile setului Profi Cube
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Marble Cube Marble Cube Marble Cube

Martin L. King Marie Curie Buckminster Fuller
* *EK REER

Tod

Marble Cube Marble Cube
Mahatma Gandhi Albert Einstein

FedkkRk FkkRkk

e

FIGURA 12.35. Rezolvirile setului Marble Cube fira
cubul Omar Khayyam
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Marble Cube Marble Cube Marble Cube
Omar Khayyam (1) Omar Khayyam (2) Omar Khayyam (3)

FIGURA 12.36. Rezolvarile cubului Omar Khayyam
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