,...czt a feladvanyt honapokkal késébb sikertilt

a fiirdékéadban megoldanom.

Mondanom sem kell, hogy hatalmas katarzist okozott
a hosszt gondolkodas sikere.

A mai napig hasonl¢ katartikus 6romet okoz,

ha egy nehéz feladatot sikeriil megoldani*

(Keleti Tamas)

A Radé Ferenc Emlékverseny 1997-ben a kozépiskolak kozt mar jol mikodoé erdélyi
matematika versenyek mintdjara indult 5-8 osztalyos didkok szdmara. A szervezOk szandéka az
volt, hogy folyamatosan bevonjak a kozépiskola négy évfolyamat, és ez a verseny legyen a tanév
utolsé versenye.

Ugy gondoljuk, hogy ezt a célt sikeriilt elérni, ma mar a verseny 8 évfolyamon zajlik, és
nemcsak a tanév utolsé versenye, hanem egyben az egyik legrangosabb vetélkeddje is. Erre a
versenyre elsGsorban azok a didkok hivatalosak, akiknek valamilyen més versenyen mar sikerilt
eredményt elérni. Igy természetesen a feladatsorok is ehhez vannak igazitva, egy erds regionalis
verseny mércéjét kovetik. Ennek az is egy kdvetkezménye, hogy az eredmények varhatéan nem a
80% — 100% intervallumban torlédnak, hanem a 20% — 50% tartomanyban. Véleményiink szerint
a verseny minden résztvevéje dicséretet érdemel, és aki 50% folott teljesit, az mar dijat.

A feladatokat 0sszedllité bizottsag tagjai (Andras Szilard, Csap6 Hajnalka, Demeter Albert,
Laszlo Tamas, Lukécs Andor, Simon Jozsef, Szildgyi Zsolt, Zsombori Gabriella), az elmult néhany
¢v szokdsahoz hiven, nagyrészt az erdélyi matematikaversenyek tovabbra is matematikaval
foglalkoz6 dijazottjai kozil keriiltek ki, reméljiik, hogy a kovetkezé években wjabb és ujabb
tagokkal boviil majd ez a csapat. A feladatok Osszeallitasa soran a versenybe bekeriil6 feladatokon
kiviil sok érdekes probléma sziiletett, ezekbdl néhanyat mi sem tudunk megoldani. Természetesen
az Otletek nemcsak matematikara korlatozodtak, ime néhany a versenyre vonatkozodan: csak az
altalunk meg nem oldott feladatokat adjuk fel a versenyre, a gydzteseket az érkezéskor kisorsoljuk,
a versenyen a didkcsapatok szerkesszenek feladatokat a tanaroknak, kiilonbozé évfolyamok
feladatait dsszekeverjiik stb. A hagyomanyt tisztelok megnyugtatasa (és persze sajat testi épségiink
megorzése) kedvéért ezekrdl az oOtletekrdl lemondtunk (bar meglepetések még lehetnek). Mégis
Ujdonsagnak szamit az idei versenyen, hogy a XI. és XII. évfolyam versenyz6i barmilyen
segédanyagot hasznalhatnak (konyvtar, Internet) és a megoldasokat 6t 6ra alatt kell elkésziteniiik.

Az eddigi versenyek megszervezéséért koszonettel tartozunk a Béthory Istvan Liceum
vezetOségének és tanarainak, a kolozsvari kollégéknak, vendégfogadd didkoknak és sziileiknek a
segitségiikért, a versenyen résztvevo kollégadknak a tudatosan vallalt megerdltetésekért, valamint a
Roméniai Magyar Pedagogusok Szovetségének, az Illyés Kozalapitvanynak ¢és azoknak a
kolozsvari cégeknek, akik a versenyt anyagilag tdimogattak.

A feladatokat 6sszeallitd bizottsag €s
a verseny szervezd bizottsaga



V. osztaly

1. Egy tankdnyv oldalainak szdmozdsa soran 495 szamjegyet nyomtattak a lapokra (a szamozas
1-td1 kezdddik és a konyv végéig tart, minden oldalon egy szdm van). Hany oldalas a tankdnyv?

2. Hatarozd meg azt az Tyz szamot, amelyre zzy + zyz = 811.

3. Két jatékos felvaltva valaszt egy-egy szamot az
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}

halmazbol a kdvetkezd szabalyok szerint:
a) egyetlen szdm sem valaszthat6 kétszer;
b) minden 1épés utdn a kivalasztott szdmok Osszege teljes négyzet kell legyen (tehat az els6
szam 1s).
(P¢ldaul ha az els6 kivalasztott szam 4, akkor a masodik csak 5 vagy 12 lehet, stb.)
Az veszit, aki nem tud valasztani. Bizonyitsd be, hogy az els6 jatékosnak van nyerd stratégiaja!

4. Az A C N halmaz rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:
a)0e A;
b)ha x € A, akkor 3z +1€ A;

c)ha y € A és y paros, akkor % eA.
Igaz-e, hogy 10 € A? Hat az, hogy 14 € A?

VI. osztaly

1. Hatarozd meg azokat az a,b € N szdmokat, amelyekre
1 1 1

+—:
a b a+b+1

2. a) Alakitsd 4t az tortet tizedes tortté!
b)Hatarozd meg az = = 100,001 szamban a tizedesvesszd utani 2003. szamjegyet!
,00...

99

3. a) Egy huszarral (16val) be lehet-e jarni egy 4 x 4 -es tablat tigy, hogy minden mez6t pontosan
egyszer €rintsiink?
b) Vagjunk ki egy mezot az eldbbi tablabdl ugy, hogy a megmaradt mezdket végigjarhassuk az
a) pont feltételének megfeleléen. Melyik mez6t kell elhagyni ahhoz, hogy bejarhato legyen a
megmaradt rész?

4. Egy haromszog alaku papirdarabot olloval darabokra vagunk (minden vagas egyenes ¢és a
darabokat is tovabb darabolhatjuk). A kapott darabokat az oldalaik szama szerint csoportositjuk.
Bizonyitsd be, hogy ha legalabb 4 csoport van, akkor legalabb annyi haromszog alaka darab
van, mint amennyi csoport!



VII. osztaly

1. a) Bizonyitsd be, hogy harom egymas utani természetes szdm szorzata oszthatd 3 -mal.
b) Hatarozd meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre
n(n+4)(n+11) = 3" —1.

2. Az ABC haromszogbe beirtuk az MNP haromszoget (M € (BC), N € (CA) és P € (AB))
tgy, hogy NP || BC. Legyen A € BC 1gy, hogy AA L BC valamint {A,} = AA NPN.
Bizonyitsd be, hogy

a)ﬂ_i_AlAQ:l; b) Tynp Sl-
BC AA Tipe 4
3. Tekintsiik a
1 1 1

B = + +o 4
23 +3V2 45 +5/4 1004101 + 1014100
Osszeget. Bizonyitsd be, hogy B < l[1 — L] .

2 101

4. Az ABC egyenl§ szarh és derékszogii (m(A/B\C’) = 90°) haromszogon kiviil felvessziik az M
pontot ugy, hogy teljesiiljon a m(]\m) = 15° és m(m) = 30° egyenlGség. Szamitsd ki az
MBA mértékét!

5. Egy szabalyos n oldalu sokszogben Andor és Zsolt felvaltva behuznak egy-egy atlot, Andor
piros szinnel és Zsolt kékkel (kezdetben egy atlo sincs meghuzva és egy atlot csak egy szinnel
szabad behuzni). Mindketten arra torekednek, hogy egy haromszoget rajzoljanak a sajat
sziniikkel (a hdromszog cslicsai a sokszognek is csucsai). A jatéknak akkor van vége, amikor az
els6 egy szinnel rajzolt haromszog megjelenik, és az nyer, aki ezt kialakitotta. Bizonyitsd be,
hogy n > 8 esetén a kezdo jatékosnak van nyero stratégiaja. Mi ez a stratégia?

VIII. osztaly

1. Hatirozd meg azokat az z,y € N természetes szamokat, amelyekre
’ =2y" +ay + 36.

2. a) Bizonyitsd be, hogy
(1 +2z 432" +...+ n:z:"%)(a:Q -2z +1)=naz"" —(n+1)2" +1,
Vn>1

b) Hatarozd meg az

2 3 4 100
S:1+_+_2+_3+"'+W
3 3 3 3

0sszeg egészrészet.



3. Az ABCDA'B'C'D’ kockéban M € (AB), N € (CC"), P € (A'D') és Q € (BB') tigy, hogy
teljesiiljenck az AM = %l, NC=A'P = él ¢s BQ = il egyenlOségek, ahol [ a kocka

oldalélének hossza. Bizonyitsd be, hogy MP merdleges N() -ra!

4. Tekintsiik az
1 1

S = + + ..
"2V1-24142-3 32342434
1

- (n+1Jn-(n+1) +ny(n+1)-(n+2)
Osszeget (minden tag szerkezete ugyanaz, mint az utolsonak).
n—+2
n +

a) Bizonyitsd be, hogy S, = /2 — ,VneN,

b) Hatdrozd meg a legkisebb n € N értéket, amelyre S, > %

5. Egy papirkocka néhany élét felvagjuk, és a kockat kiteritjiik a sikba tigy, hogy egy olyan sikbeli
alakzathoz jussunk, amely hat négyzetbdl all és minden négyzetnek van kdzos oldala legalabb
egy masik négyzettel. Hany kiilonb6z0 Kkiteritett papirdarabot kaphatunk, ha két Kkiterités
pontosan akkor kiilonbdz6, amikor nem lehet ket egymasra illeszteni?

IX. osztaly

1. Hatarozd meg az

1+ Jzy =y+=
1+ fyz =2+¢
1+ Vear =z +y

egyenletrendszer valdés megoldasait.

2. a) Adjal példat olyan f: R — R, f(z) = az’® + bx + ¢ alaku fiiggvényre, amelynek grafikus
képe pontosan két egész koordinataju pontot tartalmaz.
b) Bizonyitsd be, hogy haaz f: R — R, f(x) = az® + bz + ¢ fliggvény grafikus képe legalabb
harom egész koordinataju pontot tartalmaz, akkor végtelen sok ilyen pontot tartalmaz.

3. Az ABCD négyszog AB és CD oldalan mozog az M € (AB) és N € (CD) pont ugy, hogy

C AM N - . . s o
teljesiiljon az = N egyenléség. Hatdrozd meg az MN szakasz felezopontjanak mértani
MB  ND
helyét!
4. Hatarozd meg azokat az x és y természetes szamokat, amelyekre z + % + 3 =6.
Y T

5. Bizonyitsd be, hogy 3-2" —2 darab egységnyi hossziisagu vektorbol ki lehet valasztani 2"
darabot Gigy, hogy az 6sszegiik hossza legalabb 22 legyen!



X. osztaly

1. Bizonyitsd be, hogy ha z € C és |zl = 1, akkor
L+ 22+ 21— 2 > 2.

2. Hatarozd meg a kdvetkezd egyenletrendszer valos megoldasait:

2log, aZ- log, b _ log, ¢
log; ab

21 -log,

2080 08, ¢ bQ 08¢ log, a.
log;, bc

2log, 02- log, a — log, b
log; ca

=F

n+1

3. Tekintsik az F, = I}, =1, F,

n+2

+ F , V¥V n >0 0sszefliggésekkel értelmezett sorozatot.

Bizonyitsd be, hogy ha az (z,) _ C N szamtani haladvany tartalmazza az (F,

),oo SOTOZat egy

elemét, akkor végtelen sok elemét is tartalmazza.

n

2
4. Tekintsik a P,(z) = > (-1)*C} ,2"**, n > 0 polinomsorozatot.
k=0

a) Bizonyitsd be, hogy P, |
b) Szamitsd ki P, (2) -t!

(¢)=2-P,()~ P

n—1

(z),Vn>1.

5. Egy térbeli konvex poliédernek k& lapja és 0sszesen p éle van. Hany él mentén kell felvagjuk a
poliédert, ahhoz, hogy kiterithessiik a sikba?

XI. osztaly

1. Bizonyitsd be, hogy a

P() P(©2) - P(n)

n n n

determinans nulla, ha P, P,,..., P, legfeljebb (n — 2)-ed foka polinomok.

. o o RN £
2. Ha ¢,¢,,...,¢, az n -ed rendii egységgyokok, szamitsd ki a Z -

— Osszeget!
2
= (2—¢,

3. Hatarozd meg az f:C — R, nem identikusan nulla fliggvényt, amely teljesiti a kovetkezd
feltételeket:
a) f(z) f(z)=f(z-2), ¥ 2,2 € C;
b) f(z, +2,) + f(2, — 2,) = 2f(2)) + 2f(2,), V 2,2, € C;



c)ag:R—R, g(x)= f(z), V x € R fiiggvény folytonos.

. Hatérozd meg az z, = :1:[ } +n+1-— l%] , Vn>2 és x =1 sorozat altalanos tagjat és

n

2
bizonyitsd be, hogy lim T,

n—oQ n
. Egy tires tablara felirtuk az (z,,y,) szampart. Minden 1épésben letoroljikk a tablan talalhatd

14 ) .
(x,y) szampart és a helyére a [633 —g 3 , 37 E y] szampart irjuk. Mi a sziikséges és elégséges

feltétele annak, hogy néhany 1épés utan a tablan két egyforma szam jelenjen meg?
XII. osztaly

. Bizonyitsd be, hogyaz f: R — R,
sin——, z € R\ {krl|k € Z}
f(z) = sin x
0, v el{kn|k e Z}

fliggvénynek van primitiv fliggvénye.

. Bizonyitsd be, hogy ha f :[0,1] — R integralhato fiiggvény, akkor
1 1

: f(z)

lim | ———dx = x)dx .
Jirte=

n—oo

. A [0,1] intervallum elemeinek tizedes reprezentacidja segitségével értelmezziik az

f:10,1] — [0,1] fiiggvényt a kovetkezé modon:
T = 0,0,050,0,...05_1Gyp... = f(x)=0,0,0,0,0;...05,0; ...

(ha z € Q, akkor nem hasznaljuk a csak 9-eseket tartalmazd szakaszos reprezentaciot).
Bizonyitsd be, hogy f integralhato és szamitsd ki az integraljat!

. A (G,-) csoportnak pontosan két automorfizmusa van.
a) Bizonyitsd be, hogy (G,-) kommutativ csoport!
b) Bizonyitsd be, hogy ha (G.,-) véges csoport, akkor izomorfa (Z,,+), (Z,,+) vagy (Zg,+)
csoportok koziil az egyikkel!

. Legyen p > 3 egy primszam ¢€s (Zp, +> elemeinek egy permutacidjabol kiindulva barmely két

AA A A A

permutaciobol kiindulva a mellékelt abrat kapjuk). Igy a p-edik sorban csak egy elem 4ll. Ezt
nevezziik a permutacidhoz rendelt utolsé szamnak.
a) Bizonyitsd be, hogy utolso szamként (Z p, +> barmelyik eleme megjelenhet.

b) Bizonyitsd be, hogy ha az Gsszes permutaciohoz rendelt utolsé szamot dsszeadjuk ((Z » +) -

ben), az eredmény 0 .
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Megoldasok

V. osztaly

1. 1-t8l 9-ig 9 szdmjegyet kell nyomtatni, 10-t8l 99-ig 2-90 = 180 szamjegyet, tehat megmarad
495 — 189 = 306 szamjegy. Ezeket hdrmasdval hasznaljak fel a nyomtatds sordn, tehat tovabbi
102 oldalt szdmoznak meg. Igy a kdnyv dsszesen 9 + 90 + 102 = 201 oldalt tartalmaz.

2. Mivel Zzzy=100-z+=zy ¢és xyz=10-2y+ 2, az adott egyenldség egyenértékii a
101- 2z +11-2y = 811 egyenldséggel. A 811 szam 11-gyel vald osztdsi maradéka 8 és a 101
osztasi maradéka 2, ezért z = 4. fgy 11- 7y = 407, tehat Ty = 37 és Tyz = 437 .

3. Az els6 stratégiaja abbol all, hogy kényszerhelyzetbe hozza az ellenfelét. Ha ugyanis 16 -tal
indul, akkor a masodik csak 9-et valaszthat. Igy az els6 kotelezé moédon 11-et kell vélasszon, a
masodik 13 -at és végiil az els6 15 -t. Ez utan a kivalasztott szamok 6sszege

16 +9+11+13 +15 = 64
¢s a kovetkezo teljes négyzetig a tdvolsag 17. Mivel ez nincs a halmazban, a masodik jatékos nem
tud valasztani, tehat veszit.
4. A forditott ut modszerét hasznaljuk, megprobaljuk meghatarozni, hogyan juthatunk el a 14 -hez
a megadott szabalyok szerint. Mivel 14 -nek a 3 -mal vald osztasi maradéka 2, ezért csak a c)
tulajdonsag segitségével kovetkeztethetiink arra, hogy 14 € A. Ehhez viszont az sziikséges, hogy
28€ A. 28=3-9+1, techat ha 9 € A, akkor b) alapjan 28 € A. Masrészt 3-mal oszthatod
szamhoz csakis a c) alapjan juthatunk és ehhez tudnunk kellene nagyobb 3 -mal oszthaté szamokrol
is az A halmazban. Ilyen szamot a feltételek nem biztosithatnak, tehat a 28 € A tulajdonsagot
ismét csak az 56 € A-bol kaphatjuk meg. Ez ismét csak a 112 € A-bol kovetkezhet.
112 =3-37 41, tehat elégséges a 37 € A. De 37 =3-12+1 és 12:3, tehat ismét 74 € A
szilkséges ¢és ehhez a 148 € A-t kellene belatni. A 148 =3-49+1, 49=3-16+1 ¢és
16 = 3-5 + 1 egyenléségek alapjan ismét elégséges belatni, hogy 5 € A. Ehhez az eldbbi Gtletek
alapjan az sziikséges, hogy 10 € A, 20 € A majd 40 € A és ezt mar elérhetjik a 40 =3-13 41,
13=3-441,4=3-1+1¢s 1=3-0+1 egyenloségek alapjan. Tehat a végsd kovetkeztetések
a kovetkezd alakban irhatok:

a)=0¢ A21eA24e a2 13e A2 40e 4220 42
é)>10 € Aé)>5 € Ai>>16 € A2>49 € A2>148 € A:C>>74 € A:)>

L37ecad112e 456 A28 e AZ14€ A
Tehat 14 € A. Lathato, hogy igaza 10 € A tulajdonsag is.



VI. osztaly

1 a—+b

a+b+1 a+b+1
oldalra ¢és mindkét oldalon kozos nevezére hozunk, majd a + b-vel egyszerlsitiink, az
= E =1+ i

b—1 b—1
egyenldséghez jutunk, tehat b —1€ {1,2} . Ha b—1=1, akkor b=2 és a =3, mig b —1=2
esetén b = 3 és a = 2. Igy a megoldasok (a,b) = (2,3) és (a,b) = (3,2).
Mas megoldas. Ha a nevezok legkisebb k6z0s tobbszorosével beszorozzuk az egyenlet mindkét
oldalat, akkor az

1.1 , tehat ha az egyenlet bal oldalarol a harmadik tagot atvissziik a jobb

a+b+1=ab egyenléséghez jutunk. Ha kifejezzik a-t, az a

ab+b>+b+a*+ab+a+ab=a’b+ab’+ab
egyenldséghez jutunk. Ebbdl kovetkezik, hogy
(@+0b)(ab—a—-b—-1)=0,

ésigy (a—1)(b—1) = 2. Tehat (a,b) €{(3,2),(2,3)}.

2. a) Bdvitjiik a tortet 1000 -rel, majd elvégezziik az osztast:

L1000 _ 4 999000).
1,001 1001

b) Bizonyitjuk, hogy a tort tizedes reprezentacidja egy tiszta szakaszos €s meghatarozzuk a
szakaszban all6 szdmjegyeket az osztas elvégzésével. Az els6 100 szamjegy 9-es mig a kdvetkezd
100 darab 0 és ez utan megjelenik ugyanaz a szam, amivel indultunk. Ez természetesen még nem
bizonyitas, de ha igazoljuk, hogy az y = 0,(99...9900...00) szakaszos tizedes tort pontosan z,

100 100
akkor mar hasznalhatjuk észrevételeinket. Az atalakitasi szabaly alapjan rendre irhatjuk, hogy:

99...990...0 99...99-10...0
y = 0,(99...990...0) = —10__10_ _ bt _
= 99..99 99..990...0 + 99...99
200 100 100 100
99...99-10...0 99..99-10..0  10...0

100 100 100 100 _ 100

T 99..99-10..0+99..99 99..99-10..01 10..01
— —— — — —— ——

100 100 100 100 99 99

—_— 1 —_—
1,00...01
—
99
Tehat x tizedes abrazolasa egy tiszta szakaszos tizedes tort, és a szakaszban 100 darab 9 -est kdvet
100 darab 0. Igy a 2003 . szdmjegy a szakasz 3 . szdmjegye vagyis 9.

X.

3. Az elsd abran megjeldlt 1 -2 -3 —4 és 5 —6 —7 — 8 mezdk egy-egy hurkot alkotnak, amit
kotelezd végigjarni, ha belelépiink, ellenkezd esetben nem lehet bejarni a tablat. Ha nem sarokban
kezdjiik, akkor az egyik hurkot nem tudjuk bejarni, mert amelyikbe el6szér bemegyliink, abbol nem
tudunk kijonni, tehat mindenképpen sarokban kell kezdeni és a masik hurok bejarasaval kell
befejezni a korutat. Ez viszont nem lehetséges, mert igy vagy a négy sziirke mezdt nem tudjuk
bejarni, vagy a négy szabad ¢€s vilagos mezot. Egy mezd elhagyasaval csak akkor lehet a maradékot
bejarni, ha egy sarokmezdében kezdiink és a masik hurok egyik sarokmezejét hagyjuk el, mert
kiilonben ugyanaz a probléma meriilne fel, mint az elébb. A 2. dbran egy ilyen bejaras lathato,
tehat szimmetria miatt a b) alpontra a valasz: csak sarokmez6t hagyhatunk el, és az elhagyott
mezdvel szomszédos sarokmezdbdl kell kezdeni.



5 3 13(6 |3 41512113
216 512 1|9 |12 3161114
8 |4 141114 |7 21711015

1 7 1 |8 [15]10 11819 |16
1. abra 2. abra 3. abra

Megjegyzés. Ha a tabla mez6it megszamozzuk 1-t6l 16 -ig a 3. abranak megfeleléen, akkor a
tabla dbrazolhato a 4. &bra segitségével, itt a mezdket 0sszekdtd vonalak mutatjak, hogy melyik
mezOrdl melyikre lehet 1épni a huszarral (a hurkok sokkal jobban latszanak).

4. A bizonyitas a kovetkezd észrevételeken alapszik:

1. Egy n oldala darabbdl csak gy lehet n-nél tobb oldali darabkat elérni, ha egy
haromszoget vagunk le, amely nem tartalmazza az n oldalt darabkanak egynél tobb cstcsat. Igy
legfeljebb (n + 1) oldali darabka keletkezhet.

2. Ha egy haromszog alaka darabot tovabb darabolunk, akkor az wijabb darabkak kozt
mindig van legalabb egy hdromszog (mivel haromszdget nem lehet Ggy két részre vagni, hogy ne
keletkezzen haromszog).

3. Egy n oldalu darabbdl csak ugy tudunk egy vagéssal n oldali sokszoget kapni, ha a
masik darab haromszog vagy négyszog.

Ha a darabok kozt legfeljebb n oldalu van, akkor 3,4,...,n oldalt darabkék fordulhatnak
eld, tehat legfeljebb n — 2 csoport van. Masrészt 1. és 2. alapjan az n oldalu darab létrehozasa
soran legalabb n — 3 darab haromszdg mar van. Ha csak ennyi haromszog lenne, akkor az Oket
létrehozd (n — 3) vagason kiviill minden vagas soran a kisebb darab négyszog lenne, mert van n
oldalu darab, tehat a legtobb oldalt tartalmazd darab oldalainak szama nem csokkenhet egyetlen
vagas soran sem, ¢s mivel nem vagtunk le tobb haromszoget a 3. alapjan csak négyszogeket
vaghattunk le. Mivel legalabb négy csoport van, ezért a haromszdgeken és négyszogeken kiviil még
két csoport kellene legyen és ez nem lehetséges, mert az eldbbiek alapjan csak a legtobb oldala
darab csoportja van (és az is csak egy elemet tartalmaz).



VII. osztaly

1. a) Harom egymast kovetd természetes szam koziil az egyik oszthaté 3 -mal, tehat a szorzatuk is
oszthaté 3 -mal.

b) n = 0 megfelel, mert ebben az esetben mindkét oldal értéke 0. Ha n > 1, akkor 3":3.
n(n+4)(n +11) = n(n +1)(n +2) + 3(4n" + 14n),

tehat n(n +4)(n +11):3. Ha n > 1 megoldas, akkor 1:3. Mivel ez ellentmondas, az egyenletnek

nincs szigorian pozitiv megoldasa. Tehat az egyetlen megoldas az n = 0.

2.a) Az AP tort értékeét jeloljik & -val. Az AP = Ne egyenldségbdl NP = k- BC' . Masrészt
AB AB BC
jff =k, tehat AA =k-AA. Ebbdl kovetkezik, hogy AA =(1—k)AA, tehat
1
NP | A4 =k+(1—-k)=1.
BC  AA

b) Az eldbbi jelolésekkel
T[MNP] = %NP AA, = %BC CAA k(1= k) = TIABC]- k(1 —k).

2
A _
Masrészt k(1 —k) < [W] = és egyenléség pontosan
P /A3
N akkor all fenn, ha k£ = %, tehat az MNP ¢és az ABC haromszog
teriiletének ardnya nem nagyobb, mint i .
B M A | C

3. A B 0sszeget kiegészitjiik az
1 1 1 1
A= - - +..+
W2 +2J1 34 +4Y3 56 +65 99+/100 + 100+/99

Osszeggel. Az altalanos tag mindkét 6sszegben a kovetkezoképpen alakithato:

1 CkJEAT—(k+DVE B+ DVE —kVEFT
NE+F14+(E+1VE Bh+1)—(k+1% k(k +1) B
1 1
BN
tehat
AtB=—t-t oyt L1 1
JIN2 V2 BB 4
1 1 1 1 1

...+ — —+ — =1- .
J99 V100 V100 101 101
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1 1
(k+DVE+2+ (k+ 2k +1 <ka+1+(/<:+1)%’

kE+1 < (k+1DJE+2 és (k4 1VE < (k +2)WE + 1, tehat B minden tagja kisebb, mint az A

megfeleld tagja. gy B < A, tehat 2B < A+ B =1— L

V101

mert

Masrészt

4. Meghosszabbitjuk a BC-t ¢ az AM-et a
metszéspontjukig. m (B/A]\\4 ) = 60°, tehat

m(ﬁ\ﬁ) =30°. Az ACN ¢és AMC haromszogek G

hasonlok (szogeik paronként egyenldk), tehat irhatjuk, hogy
AC A—M Masrészt az ABC héaromszogben ha >
AN AC 300

AB =z, akkor AC = 2+/2 és az ABN haromszogben B C N
AN = 2z, tehat

act 2
AN 2z
Az ABM haromszogben AB = AM és m(B/AH) =60°, ¢

AM =

tehat a haromszog egyenld oldalu és igy m (]\7371) = 60°.

Mas megoldas. Feltételezhetjiik, hogy AB=1. Az
ABA' haromszogben AA' = 2AB =2, tehat BA' = /3
ésigy A'C =3 —-1. Az ACC’ és CA’'A haromszogek
!/
?/%4 = \/5\/5_1, tehat C'A = /3 +1.
Ha az ABA' haromszogben a CMC' egyenesre A4
BC’_A’M.AC”_1
cA' MA C'B 2
Osszefiiggéshez jutunk. M
/

hasonlosdga alapjan

alkalmazzuk a Menelaosz tételt, az

Ez alapjan  kovetkezik, hogy 1, tehat

AM = AB =1. Igy az ABM héromszé]\igAegyenlc’S oldalu 30°
(m(BAM) = 60°), tehat m(ABM) = 60°. b C 4
Megjegyzés. Ha az ABN derékszogili haromszogben felvessziik az M, € AN pontot ugy, hogy
m(ABM,) = 60°, akkor igazolhato, hogy m(M,AC)=15° ¢ m(M,CA) = 30°. Az utobbi két
egyenl6ség alapjan az M, pont egybeesik az M ponttal, tehat m(m) = 60°.

5. Feltételezhetjilk, hogy Andor kezd. A stratégia lényege az, hogy Zsolt 1épéseit Andor
megszabhatja, ha ugyanis egy haromszogben mar két oldal piros, akkor Zsolt vagy berajzolja a
harmadik oldalt kékkel, vagy elvesziti a jatékot. igy Andornak arra kell térekednie, hogy két ilyen
haromszoget alakitson ki. Szdmozzuk meg a sokszog cstcsait 1-t6l 8-ig (a tobbi csiics nem
lényeges a stratégia szempontjabol) a mellékelt abranak megfeleléen. Andor elsé 1épésben
meghtzza az 1 — 3 atlot.

Ha Zsolt els6 atloja nem tartalmazza az 1-es vagy 3 -as csucsot, akkor Andor meghtizza az
1—7 atlot és igy Zsoltnak meg kell huzni a 3 — 7 atlot (kiilonben veszit). Ez utdin Andor
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meghuzhatja az 1 — 5 4tlot. Az igy kialakult abran (bal oldali dbra) Zsolta 3 —5 és 5 — 7 atlok
koziil csak egyet tud meghtizni, tehat elvesziti a jatékot.

Ha Zsolt els6 atlgja az 1-es vagy 3 -as csucsbol indul ki, akkor feltételezhetjiik, hogy ez a
3 —5 atlo (legfeljebb Ujraszamozzuk a cstcsokat). A tovabbi lépéseket a kovetkezd tablazatba
foglaltuk (Zsolt mindvégig kényszerlépéseket tesz):

Al1-7]|5-7]4-7] 27
Zs |3-7|1-5|1-4| 2-4¢é52-5

Lathato, hogy az igy kialakitott allasban Zsolt ismét csak egy atlot huzhat be, tehat igy is veszit.

VIII. osztaly

1. 2° — 2y — 2y° = (z + y)(x — 2y), tehat az egyenlet (z + y)(z — 2y) = 36 alakban irhat6. Ebbdl

rTty=a

kovetkezik, hogy alaku rendszerekhez jutunk, ahol a,b € N', a-b =36 és a > b. Ha

r—2y=>»
az els egyenlet jobb és bal oldalabol kivonjuk a masodik egyenlet megfeleld oldalait, akkor
3y =a—0b adodik, tehat a 36 -nak csak az olyan a-b alaku felbontasait kell vizsgalni,
amelyekben (a —b):3. Mivel a:3 vagy b:3 (mert a szorzat oszthaté 3-mal) ezért mindkettd
oszthaté kell legyen 3 -mal. Igy csak az (a,b) = (12,3) eset felel meg és ebbél kovetkezik, hogy
r=9¢é y=3.

2. a) Elvégezziik a szorzast és a tagokat a megfeleld modon csoportositjuk:
(1 +22 432" +... + nx”fl)(xQ —2x + 1) =
=2 +22° +...+(n—-2)2"" +(n—Da" +na""" —
—22—-2-20" —2-32° —...—2(n —1)z"" —2nz" +

1

+1+4+ 22 + 32 + 422+ ... +nz"

— 1 _ (n + l)xn + nanrl
Mivel z" egyiitthatéja (k—1)—2k+(k+1) =0, ha k=1n—1 a végeredmény valdban
1—(n+1)z" + na"*.

12



o 3" —203
b) Az a) alapjan S = I3

2<858-37<9.-3" 203 203<3" és 5 <3 3" -203<4-3" < 0<203+ 3"

ekvivalencidk alapjan allithatjuk, hogy 2 < S < 3, tehat az 0sszeg egész-része 2.

és ez 9 -ed kortil van, tehat 6sszehasonlitjuk 2-vel és 3 -mal. A

3. Kiszamitjuk az M, N, P,() pontok altal meghatarozott szakaszok koziil néhdnynak a hosszat (az
MQ@) kivételével mindegyiknél kétszer hasznaltuk Pitagorasz tételét).

MP? = MA® + AA” + A'P? = 12[1+1+i] _8p,
4 64) 64
2 2 2 2 o1 1 81 ,
MN==MB+J%7+GN:d[—+1+—J:_4;
4 64) 64
PN*=NC"” +C'D* +D'P* =7 [@H +4—9] _ 8l
64 64) 32
1 5
M@ = MB* + QB’ :12[—+—J:—12;
¢ © 4 16) 16
PQ =BG+ B4 AP = P[Sp14 o] =
16 64) 64
D, C’
B é
A I“- B,
D.. ...................... C
A L M B

Mivel PQ* = PM* + MQ* és PN° = PM’ + MN?, kovetkezik, hogy PM L MQ

PM 1 MN ,tehat PM | (MNQ) ésigy PM 1L QN .

4. a) Atalakitjuk az 6sszeg altaldnos tagjat:

1 B 1
(k+DJk(k+ 1) +kJk+ Dk +2) k+1  [k+2
e
\/k+1_\/k+2
_ k k+1 _\/k+1_ E+2 o

k+1_k+2]_ k

k(k—i—l)[ . 1

Tehat

J

E+1

e
1 2 2 3 n—1 n

\/n—i—l_\/n—i—Q:ﬁ_ fn—|—2’ Vn>1.
n n+1 n+1

13
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b) A megoldand6 egyenldtlenséget a kovetkezoképpen alakithatjuk:
1 2 1 2
S >=e2- Nt o313t
3 n+1 3 n +

9 31+ 272
—_—— N >,
10 — 62 14

@19—6J§>9[1+ ]@n—i—1>

n+1

. 142742 . .
Tehat meg kell hatarozni a % szam egészrészét. Mivel 2 értéke % kortl van a vizsgalt

szam kortlbeliil 5, igy 5-tel hasonlitjuk Ossze.
31+ 272
14

tehat % <5 (az, hogy % > 4, kovetkezik abbol, hogy /2 > 1) ésigy n =15 a

<5 27/2 <39 & 9V2 <13 < 162 < 169,

legkisebb n € N, amelyre S, > %

5. A kiteritésben két négyzetet szomszédosnak neveziink, ha van ko6zos oldaluk, tobb négyzet
esetén akkor mondjuk, hogy szomszédosak ha mindegyik szomszédos legalabb egy masikkal. A
kiterités sordn nem kaphatunk négynél tobb szomszédos négyzetet, amelyek kozéppontjai egy
egyenesre illeszkedjenek, tehat a Kkiteritéseket osztdlyozhatjuk aszerint, hogy legtobb hany
szomszédos négyzet kdzéppontja illeszkedik egy egyenesre.

Ha van négy szomszédos négyzet, amelyek kozéppontjai egy egyenesre illeszkednek, akkor
a kovetkez6 esetek lehetségesek (a tobbi ezekre illeszthetd):

Ha csak legfeljebb harom szomszédos négyzet kozéppontja illeszkedik egy egyenesre, akkor
szimmetria alapjan elégséges azokat az eseteket megvizsgalni, amikor az abran az 1 vagy 2-vel
megjelolt oldalhoz illeszkedik négyzet. gy viszont csak a nyilakkal megjelolt oldalakhoz
csatlakozhatnak tovabbi mezdk.

vy v Vv v

LT T] L L[]

1 2 3 N

Minden lehetdséget megvizsgalva, a kovetkezd lehetséges kifej@srekhez jutunk:

| | [
L | | |

Ha legfeljebb két szomszédos négyzet kozéppontja illeszkedik egy egyenesre, akkor csak a
kovetkezd abra lehetséges:
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Tehat 6sszesen 11 kiilonb6zo papirdarabot kaphatunk a kocka kiteritésével.
IX. osztaly

1. A létezési feltételek alapjan =, y és z azonos eldjeliek, tehat az egyenletek jobb oldalabol
adodik, hogy z,y,z > 0. Belathat6, hogy ha valamelyik ismeretlen 0, akkor ellentmondéshoz
jutunk, tehat feltételezhetjiik, hogy z,y,z > 0. Ha az egyenletek megfeleld oldalait paronként
kivonjuk egymasbdl, a kdvetkezd rendszerhez jutunk:

JI(VE = VE)=y—z
VZ(Jy —T)=2—y
Vi(Vz—Jy)=z—=z
Ha z <y, akkor az elsé egyenlet alapjan = > z és igy a harmadik egyenletbdl z > y, ami

. ; 1. 3.
ellentmondas. Hasonloképpen az y < = feltevés is ellentmondashoz vezet: y < z=2 < z2=2 <y
¢s ez is ellentmondas. Tehat csak az x = y eset lehetséges, ésigy r =y=zmajd x =y=2=1
kovetkezik.

2.a)Az f:R = R, f(z)=+2-2-(1—x) fiiggvény grafikus képe tartalmazza a (0,0) és (1,0)
egész koordinataju pontokat de = € Z \ {0,1} esetén f(z) ¢ Z, mert /2 ¢ Q. Tehat ez a fiiggvény

teljesiti a kért feltételt.
b) Ha a koordinatarendszer kezdépontjat a grafikus kép egyik racspontjaba valasztjuk, akkor a

figgvény f:R — R, f(z)=az’ + bz alakban irhaté, ahol 7 az 1j koordinatarendszerben a
valtozo. Tehat elégséges belatni, hogy ha létezik z1,72 ugy, hogy f(z1), f(Z:2) € Z , akkor végtelen
sok = € Z esetén teljesiil az f(z) € Z Osszefuggés. Ez viszont igaz, mert az

azl 4+ bz =7,

azs + b7 =7,
egyenletrendszer megoldasai (a,b ismeretlenekkel) racionélis szamok (Z1,72,7,,7, € Z ), tehat ha

T oszthatdo @ és b nevezjével, akkor f(z) egész szam. Ilyen T végtelen sok van, tehat a
bizonyitas teljes.
3. Legyen O egy tetszdleges pont a sikban, £ és F az AC és BD felez6pontja valamint

A—M:C—N:te[o,l]. OM =O0A+t-AB és ON =0C +t-CD, tehat
AB CD
OM + ON = 04+0C +1- AB + CD . Az 04+0C vektor O-beli reprezentansanak
2 2 2 2
végpontja az AC' szakasz felezOpontja. Masrészt EF = w , mert
 AP+0P  AB+CB
= _ED+BB_ 5 5 AB+CD+AD+CB

2 2 4
és @+W+@+m:6alapjén
AB +CD + AD + CB = 2(AB + CD).
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Tehat M —OFE +t-EF . fgy t €[0,1] esetén a vektor O -beli reprezentansanak végpontja

az EF szakaszt futja be.

2

4. Ha z:3 és y:3, akkor z = 3a, y = 3b ésigy%+b+l:6 vagyis ¢ +bzG—b.Ennek
a

az egyenletnek a jobb oldala egész és a bal oldala csak a =b =1 vagy a =2 és b =4 esetén
egész szam. Mivel ezekben az esetekben az egyenldség nem teljesiil, feltételezhetjiik, hogy = és y

kozil az egyik nem oszthaté 3 -mal. Az egyenlet

37> + v’z + 9y = 18y (1)
alakban irhat6. Ha y:3, akkor ebbdl kdvetkezik, hogy 32719, tehdt x:3. Mivel ez nem lehetséges
és y’z:3 kovetkezik, hogy = = 3z,, 1, € N és (y,3) = 1.
Tehat

9z + 'z, +3y =18zy. (2)
Ebben az egyenletben y? 13 és y’7, i3, tehat z, = 31, és z, € N . Ebbdl kdvetkezik, hogy:

277 + y'r, +y =18z  (3)
2722y és (y,3) =1 alapjan z.:y. Masrészt a (3) alapjan y:z,, tehat létezik d € N' 1gy, hogy
y =1, -d. Az x}’y oszthatésag pontosan akkor teljesiil, ha z,:d, tehat 1étezik d, € N” tigy, hogy
z,=d-d. Tnnen y=d’-d és ha a kapott Osszefiiggéseket visszahelyettesitjik a (3)
Osszefliggésbe a

27d, +d’-d} +1=18d-d, (4)

egyenldséghez jutunk. Az 1-en kiviil minden tag tartalmazza a d, -et, ezért 1:d, ésigy d, =1. d-re
a d’—18d+28 =0 egyenlethez jutunk, tehdt d=2. Ebbdl kovetkezik, hogy
=91, =9d-d =18 és y = d’ - d, = 4 az egyenlet egyetlen megoldésa.
Mas megoldas. Az egyenlet 3(:1:2 + 3y) =zy(18 —y) (5) alakba is irhatd, tehat
y€41,2,3,...,17}. Ha z paratlan, akkor (1) bal oldala paratlan barmilyen y esetén, ami
ellentmondas. Tehat = paros. (1) alapjan ebbdl kovetkezik, hogy vy is paros. A 4-gyel valo
oszthatosagot vizsgalva az is kovetkezik, hogy y:4. Az el6bbiek alapjan y € {4,8,12,16}. Ezek
koziil csak az y = 4 esetben jutunk természetes z értékhez, és ez x = 18. Tehat az egyetlen
megoldas (z,y) = (18,4).

5. n =1 esetén 4 egységvektorbol kell kivalasztani 2-t Gigy, hogy az 0sszegiik hossza legalabb

V2 legyen. Felrajzoljuk a vektorokat O kozépponttal és az O kozépponti egységsugara kort
diszjunkt negyedekre bontjuk igy, hogy az osztovonalak legalabb egy vektort fedjenek (ezt jeldljiik
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a-val). Szamozzuk meg a negyedeket a mellékelt abranak megfeleléen. Ha az I. vagy IV .

negyedben van legalabb egy vektor, akkor ezt d-val Gsszeadva az Gsszeg hossza legalabb ~/2 .
Ellenkezd esetben a I1. és II1 . negyedben van harom vektor. Ezek kozt 1étezik kettd, amelyek altal

bezart szGg mértéke nem nagyobb, mint 90° és igy az Osszegiik hossza legaldbb ~/2.
Megjegyezziik, hogy a gondolatmenet altalanosabb formaban is milkddik, gyakorlatilag azt
bizonyitottuk, hogy 4 darab legalabb [ hosszisagl vektor koziil kivalaszthatd 2, amelyek Osszege

legaldbb [~2 hosszlisagh. A tovabbiakban a matematikai indukcié modszerét hasznaljuk.
Igazoljuk, hogy ha 3-2" — 2 darab legaldbb [ hosszusagt vektorbol (VI > 0 esetén) kivalaszthatd

2" 1gy, hogy az 0Osszegiilk hossza legaldbb l-(ﬁ)n, akkor 3-2""' —2 darab legalabb [

hosszlisagi vektorbol (V1> 0 esetén) kivéalaszthato 2" 1gy, hogy az

Osszegiik hossza legalabb l(\/§ )"H. E célbél tekintsiink 3-2""" —2 darab

legalabb [ hosszusagu vektort, majd rendre 4 vektor elkiilonitésével jeloljiik

meg azokat a parokat, amelyek Osszege legaldbb [v/2 hosszusagu. Igy
Osszesen 3-2" —2 part tudunk megjeldlni. A parokhoz tartozo

sszegvektorok hossza legalabb [/2 és kivalaszthato koziiliik 2" ugy, hogy
az Osszegiik hossza legalabb 12 - (+v2)" =1- (ﬁ)nﬂ legyen. Az igy megszerkesztett Osszeg az

eredeti vektorokbol 2"*' darabot tartalmaz, tehat az allitast igazoltuk. A matematikai indukci6 elve
alapjan barmely n € N esetén 3-2" — 2 darab legalabb [ hossziisagn vektorbol (V1 > 0 esetén)

kivalaszthato 2" 0igy, hogy az 6sszegiik hossza legalabb [ - (\/5 )" legyen, tehat a feladat bizonyitasa

teljes.
X. osztaly

1. 22 =z24+z2=z2+2"+2—2"+2"— 2, tehat
2:2|z|§|z—|—z3|—|—|z—22|—|—|22—z3|:|1—|—22|+2|1—z|.

A Bi1ss Az egyenl6tlenséget geometriailag is konnyl belatni. A mellékelt
\V (12 4bra jeldlései alapjan a feladat ekvivalens az
OB+2-AM >2

A egyenlOtlenséggel. Ez viszont az
AM + MC > AC és

cd
@ AC+ OB >0A+CB
egyenldtlenségek dsszeadasabol kovetkezik.

2. A log,a =1, log,b =1y és log, c = z jeloléssel a

2zy ,
(4 y)
2yz
| —z (1)
(y + 2)°
2z
c+ay
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egyenletrendszerhez jutunk. A tortek 1étezési feltételébdl v +y =0, y+2 =0 és 2+ = 0. Ha

a nevezokkel keresztbeszorzunk és az egyenleteket paronként kivonjuk egyméasbol elébb a (2), majd
a (3) rendszerhez jutunk.

2zy = z(2” + 2zy + ) (y—2)(2z+ 2" —yz) =0
() {29z =z () + 292 + &) (z—2)(2y+ ¢ —22)=0 (3)
22x = y(a® + 222 4 2°) (@—y)(22+2" —2y) =0
Ty =22 + 2°

Ha z = y = z = x, akkor a (3) rendszerbdl az {yz = 2z + z* rendszerhez jutunk. Ha két egyenlet
2 =2y + 1

megfelel$ oldalait egymasbol kivonjuk, az z +y + 2z +2 = 0 (5) egyenléséghez jutunk. igy a (2)

rendszer elsd egyenletébdl a (4) rendszer elsd egyenlete és az (5) alapjan kovetkezik, hogy

4z 422" =z (2 +2), vagyis 2, =0 é 2z, = —2. A 2z =0 esetben z =y =0 és igy a tortek

nem értelmezettek, mig a z, = —2 esetben z 4 y = 0-hoz jutunk, tehat ez sem lehetséges. Az

elébbiek alapjan a hdrom ismeretlenbdl legalabb kettd egyenld. A szimmetria miatt feltételezhetjiik,

1, 3 ]
4 +2yl=0.A
Y 2][y 57

hogy x = y. Ebbdl (1) alapjan z = % ¢és igy (3) elsé egyenlete alapjan

megoldasok vy, :%, Yy =0 ¢és y, = —%, ezek kozil az y, nem megfeleld (ismét

ellentmondashoz vezet) és a masik két esetben az [%é,%], illetve [—g,—gé} megoldasokhoz

jutunk. Ez alapjan az eredeti rendszer megoldasai a (x/§ 2,42 ) ,

1 1 1 1 1 1
—,—,\/5],[—, 2, —] és [\/5,—,—] szamharmasok.
N RN N EN RGN 22 2v2)

3. Legyen r a haladvéany allando kiilonbsége és F, a haladvany egyik tagja. Tehat 1étezik n € N
ugy, hogy F, =z +(n—1)r és végtelen sok olyan [€ N ¢értéket keresiink, amelyre

F, =z, +(m—1)r valamilyen m € N esetén. Ilyen [ érték pontosan akkor létezik, ha
F, — F, = (m —n)r, vagyis ha F,-nek és F, -nak r-rel val6 osztasi maradéka egyenld. Masrészt az
(E

r r . 14 7 3 r * r r r r .
. )n>0 sorozat képzési szabdlya alapjan rogzitett » € N esetén az F, szamok r-rel valo osztési

maradékaira is ugyanaz a képzési szabaly. Igy ha F, és F, , r-rel valo osztidsi maradékai

ugyanazok, mint F, és F, , osztidsi maradékai, akkor a maradékok periodikusan ismétlédnek.
Viszont, ha tekintjiik a

{(ql, g)

halmazt, akkor ez csak véges sok elemet tartalmazhat (legfeljebb r”-et) és ezért létezik olyan a és
b, amelyre F, és F  r-rel valo osztdsi maradékai ugyanazok, mint F; és F,,, osztasi maradékai.

9,90 €N, q,q, <r,dm e N (Fm —qur’és(Fm+l —qz)fr}

Tehat a maradékok periodikusan ismétlddnek és igy a bizonyitas teljes.
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4. a) Kiszamitjuk az egyenléség jobb oldalan 4ll6 polinomot

n—1

2

DD e DI I

k=0 =0

n-1

_ %(_ 1)A0k xn+172k { - l( 1)(
n—k ‘

J+1) 10 JH)—1_ n+1— 2(]+1)
n—(j+1)

(_1)k0k :L,n+172k _ Z( )k lck 1, n+1-2k __
n—k
k=0

nk

k=0

ntl o+l
22: ( B + Ck:i) . xn+1—2k _ - }

(=)' Craa™ ™ =P, ().

n+1
0

B

b) Ha s, = P,(2), akkor az a) pont alapjan s,,, = 2

$,4> ¥ >1. Tehat az (s,) _ sorozat
szamtani haladvany, ésigy s, =n+1, Vn >0

Megjegyzés. Ha © = 2, akkor

P.(z) = ——

n+1 n+1
T +~1 —4 _ z—1z* —4
2 2 '
5. A Kkiteritett poliéderben a lapok egy-egy oldalban érintkezhetnek, és mivel a kiterités soran
(k—1) sik sziinik meg, ezért pontosan (k —1) olyan él van a kiteritésben, amelyre két lap

illeszkedik. Eredeti allapotban (kiterités el6tt) minden élre két lap illeszkedik, tehdt mindig
p—(k—1) = p—Fk +1 él mentén kell felvagni a poliédert

XI. osztaly
1. Ha P € C[X] egy k-ad foku polinom, akkor a Q(z) =

P(z +1)— P(z) polinom (k—1)-ed
foku. Tehat ha az utolsé oszloppal kezdddéen minden oszlopbol kivonjuk az eldtte levo oszlopot
akkor a

£ P, P,2) - Pi(n—1)
egyenldséghez jutunk, ahol P, (z) = P,(z +1) — P,(z), Yk = I,n. Ha az utolsé oszloptdl kezdve

¢s a harmadikkal befejezve rendre mindegyik oszlopbol kivonjuk az eldtte 4ll6 oszlopot, akkor a

P A1) P,1) - By(n—2)
K1) FB(1) PBy1) - By(n—2)

A= . ) . .
P pP,1) P,1) - P,(n—2)
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egyenléséghez jutunk, ahol P,(z)= B, ,(x+1)— P,(z), Vk=1n. Ezt folytatva rendre a
B, ;(x) = By(z +1)— By(x), Vk = Ln polinomok segitségével felirhatjuk, hogy

BO) Rul) By(l) = Pyy()
M) B By(1) - By, (1)

Masrészt, ha a B, polinom fokszama 7, akkor a F; polinom fokszdma 7, — j, ha 7, —j >0 ¢és
P, identikusan 0 ha 7, — j < 0. Tehat a fokszamokra adott feltétel alapjan az utols6 oszlopban

minden elem 0, ésigy A = 0.

2. Tekintsik az f: R — R, f(z) = (z —z,)(z —1,)...(v — z,) figgvényt, ahol z, € R, k=1n

ésal = L tortet. A T tortet felirjuk
T

! - A A A

(x—xl)(x—xg)...(x—xn)_x—xl T —x, T—x

n

alakban és meghatarozzuk az egyiitthatokat. Ha az elobbi egyenlGséget beszorozzuk (z — z,)-val,

az
| 4
IS S TPy ey St LR Dy

egyenldséghez jutunk. Az (1) 6sszefiiggés minden z € R \ {a:j | j= L_n} esetén érvényes, de a (2) -

es mar r = z, esetén is, tehat kovetkezik, hogy

1 1
Ak = = ,

(Ik - xl)"'(xk - :Ek:—l)(xk - xk:+1)~~~(% - In,) f/(%)

mert
flz)=(z—z).(z—2)+(z—2)(z—2)..(z—2,)+..
..t (ZL’ — xl)(x — xn_l)
¢s az 0sszegnek csak egy tagja nem tartalmazza az (x — a;k) tényezot. Tehat

'x—;mk’ :BER\{:B]'L]':L_H}.

I z”: 1
flz) = f,(xk)
Ha ezt az egyenldséget derivaljuk, az

fix) -1 1 T

= : ,zeR\Sz |j=1Ln

f(z) ;f'(m (¢ —=) o] }
egyenldséghez jutunk. Masrészt, ez a kdzos nevezdre hozas utdn egy polinomidlis azonossagot
jelent, érvényes akkor is, ha z, € C, k=1mn és = olyan komplex szam, amelyre a tortek

értelmezettek. 7, = ¢,, k = 1,n esetén f(z) = 2" — 1, tehat f/(z) = na""' ésigy
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n n 1 B
1 (2_€k Z :nzf/(gk)@_ek)? B

- = - 5k) k=1

1 ]
n'2" n®-2"
=N =

-1 @ -1

3. A b) feltételbdl z, =z, = 0 esetén kovetkezik, hogy f(0)=0 és z =z, = 0 esetén, hogy
f(22)=4f(z), VzeC. Ebbél és az a) feltételb6l kovetkezik, hogy f(2)=4. A

4=f2)=f(1-2)= f(1)-4 egyenlség alapjan f(1)=1. A matematikai indukcié modszerét
hasznélva igazoljuk, hogy f(n) =n’, Vn € N. Feltételezziik, hogy f(k)=4k’, ha k=0,n és
kiszamitjuk f(n + 1)-et
fn+1)+ f(n—1) =2f(n) +2/1 ):>f(n+1) (n+1)°,

tehat a matematikai indukci6 elve alapjan f(n)=n*, Vn € N. Ha a b) feltételbe 2 = 0-t
helyettesitiink, kovetkezik, hogy f(—z)= f(z), Vz € C, tehat az el8bbiek alapjan f(n)=n’,
f(m) _ [m
fn) \n
Tehat f(q) = ¢°, Vq € Q. Ez viszont a c) feltétel alapjan azt jelenti, hogy ¢(q) = ¢*, Vq € Q,

2
, Vmn €7 é n =0 esetén.

Vn e Z. Igy viszont az a) feltétel alapjan f [ﬁ] =
n

tehat ¢ folytonossaga alapjan g(z) = 2, V2 € R. Az a) feltétel alapjan 1= f(—1) = f(i)f(4).

Mivel f(1) :f[lj;]f[lj;] és f[{}% ]E R (mert f:C — R), kovetkezik, hogy f(i) >

tehat f(i) = 1. Az a) feltétel alapjan f(iy) = f(i)f(y) = y*, Vy € R, tehat
fl@+iy) + fz —iy) = 2f(2) + 2f(y) = 22" + 29" &s
flr+iy) flz—iy) = f(a® +9°) = (2" + yQ)Q, Vo,y€eR.
Ebbdl a két egyenldségbdl kovetkezik, hogy f(z +iy) = z° +y°, Va,y € R, tehat f(2) =2,
VzeC.

4. A sorozat elsé 16 tagjat az alabbi tablazatba foglaltuk:
n{l 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

Z,11 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 17 18 20

=710 112 2 2 2 3 3333333 4

Eszrevehetd, hogy kettd hatvanyai kozt a sorozat tagjai egyenként novekednek és a kettd
hatvanyainal az ugras 2. fgy az =z, —n killonbség 2" és 2" —1 kozt mindig k. Ha
2" <n <2 —1, akkor k = [log, n], tehét azt sejtjiik, hogy z, = n + [log, n]. Ezt matematikai

indukcioval igazoljuk. Tekintjiik a kdvetkezd allitast:
P(n): =z, =k+[log, k], VE<2"—1.
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A tablazat alapjan lattuk, hogy ez igaz n € {1,2,3,4} esetén. Ha P(n) igaz és 2" <k <2"*' —1,
-
=n—14+k+1=k+n=Fk+log,k|,
tehat P(n + 1) is igaz. Igy a matematikai indukcié elve alapjan
z, =k +[log, k], VE € N,
Inx vm 1

A Tim0%% _ " lim
s—o0 oo p-In2 e gp-In2

akkor 21 < Kl <90 1 4 =$M+k+1_[§}:

2

log,

=0 hatarérték, a —1+log,n <[log, n]<log,n

egyenlbtlenség, és a fogo tétel alapjan kdvetkezik, hogy lim T 1,

','En xﬂ, ',’E'n
5. Az n-edik torlés utdni szampar legyen . A feltételek alapjan M= a. y | ahol
n n+1 n
6 3
_ /5 5 P .
A= . Ebbdl kovetkezik, hogy
3 14
5 5
xn x() a’n bn
=A". = , ahol
yn y[) b'n n
n n+l n+2
@n:9+3 b _ 3 -3 és ¢, :u,vnzL
10 10 10
a,z, +by, =2
Ha z, =y, =z, akkor az egyenletrendszerhez jutunk. A Cramer szabaly
bnxO + CnyO =z
_ b _ b _ n+1
segitségével a megoldas z, = M és y, = M, tehat 20 = by _3 +2.
det A" det A" Y, @, —Db, 6—3"
Innen kdovetkezik, hogy 3" = M, tehat annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
z, + 3y,
r ror r ) r r r 11 6:1:0 - 2y0
valahany 1épés utan a tablan két egyforma szdm alljon az, hogy log, ————— € N.
z, + 3y,
XII. osztaly
1. Tekintjik a
.2
sin” z 1 s us
- COS , r€|km—— km+—|\{km
G, : kw—z,kw+£]—>R,Gk(a:): cos T sin z 4 4 k)
4 4 0 _
, x=kr
fliggvényeket.
sin (1 + cos’ :1:) 1 )
/ 3 - COS—— +sin——, z = k7
G,(z) = cos’ T sin sin ,
0, x=kmw
mert
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k.
lim Gy (2) = Gy (k) _ lim U sin(z—kr) 1 -sinx - cos

s—km T —km s—km T —km COS T sinz

=0

(a cos

korlatos és a sinz tarta 0-hoz). Masrészta h, : [lm — 1’ km 4 Z] — R,
sin ' 4 4

sinz (1 + cos’ x) 1 T T
- COS , T E kw——,kw%——] km
h,(z) = cos’ sin z [ 4 4 \ Ak

0, x =km

fiiggvények folytonosak, tehat léteznek a H, : [lmr — %,lm + g] — R primitiv fliggvényeik tgy,
hogy H/(z) = h(z), Vz € [lmr - %,lm + %] és Vk € 7. Bz alapjan

fa) = (G, — H,) (), Va € [lm—%,lm—kg] és VEkeZ.

Az f fiiggvény folytonos a [M — %’M + %] intervallumokon, ezért 1étezik
F :[(Qk—i—l)w _5_7r,(2k+1)7r Jr5_7r

2 12 2 12

primitivje ezeken az intervallumokon. A Lagrange tétel kovetkezménye alapjan minden %k € Z
esetén létezik olyan ¢, € R, amelyre (G, — H,)(z) = F (z)+c¢,, Ve el é VkeZ, ahol

I = w . i—g,km n E] Vk € Z. Tehdt tetszdleges F, primitivbd] kiindulva induktiven

meghatarozhatok a ¢, , k € Z konstansok ugy, hogy az

— R

F(z) = G, e [k”‘fkwr%]

F () + ¢, z €

k7r+£,(k+1)7r—£]
4 4

fliggvény folytonos legyen. Ebben az esetben F' derivélhaté is és F'(z) = f(z), Vo € R, tehat f

primitivalhat6.

2. Mivel f integrélhatd, korlatos is. Igy létezik M >0 ugy, hogy |f(z)| < M, Vz €[0,1]. Az

1
f %dw integralok léteznek, tehat ha € > 0 tetszdleges, akkor az
x
0
f(z) ‘ z" .
——— f(z)|=|f(z <M-x
I ) = ) <
egyenl6tlenség alapjan
1 1 1
f(z) . M
————dr — )| < M- | z"dx = .
[ 1+ 2" [ fla)a) < [ n+1
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Mivel létezik olyan n(c) € N, amelyre 0 (¢), a hatarérték e -os értelmezése

alapjan kovetkezik, hogy lim —d f f(z)

n—od

i, k= 0,10"" szamok 4ltal meghatarozott

3. Tekintsik a [0,1] intervallumon az =z, = 07"

felbontast és legyen & =z, +y,, ahol 0 <y, < , k=0, 0,10". Az f értelmezése alapjan

10271

(&) = fl@) + fy,) s 0< f(y,) < 101 k= 0,107, tehat

2f(£k)<xk+l_k Ogn[zka +2fyk]

k=0
10°"—1 10277,
Masrészt E fly,) < 0 és az {f(xk)
k=0
halmazzal, tehat

k=0,10" — 1} halmaz egyenlé az {:z:k

k=010 — 1}

107 -1 107" -1 10*" . (102" _ 1)
T E =
Z f k ; 2. 102n
Ezek alapjan
10°" -1 1 1 10°" -1

; f(£k>(xk+1 — ;) _5 910"

A Riemann-féle integralhatosag jellemzési tétele alapjan (lasd Baldzs Marton: Hogyan tanitanam az
integralszamitast? vagy Andras Szilard, Csapd Hajnalka, Lukacs Andor: Matematika a XII. osztaly
. 1
szamara) [ integralhaté és f f(z)dz = 2
4. a) VaecG esetén az f(v)=a-z-a ",

“2a0m T 02” 2 S <

k=0

VzeG figgvény automorfizmus. Mivel a (G,

csoportnak pontosan két automorfizmusa van és ezek koziil az egyik az identikus fiiggvény, az f

fliggvények koziil néhany az identikus fiiggvényt kell adja és a tobbi egymassal kell egyenld
legyen. Ha f identikus fiiggvény, akkor a-z =2-a, Vo € G, ha pedig f (z) = f(z), Vo € G,

akkor z =a esetén ab=ba kovetkezik (*). Masrészt a Z(G) = {x € G‘xy = yx, Yy € G}

halmaz részcsoportja a G -nek (a G centruma), és az el6bbiek alapjan ha a ¢ Z(G), akkor is
a-b=0b-a, Vb€ G (ha b€ Z(G), akkor b tulajdonsaga alapjan, mig ellenkez$ esetben a (¥)

tulajdonsag alapjan). Ez azt mutatja, hogy a centrumon kiviil nincs elem, tehat (G,-) kommutativ
csoport.

b) Ha G elemeinek szama n és d relativ prim az n -nel, akkor a g,: G — G, g,(z) = 2",
Ve G figgvény automorfizmusa a (G,-) csoportnak, tehat legfeljebb két ilyen d 1étezhet. Ez azt

jelenti, hogy ¢(n) < 2, ahol ¢ az Euler-féle fuggvény és igy n € {1,2,3,4,6}.
Ll - i] S
p2 pk,

1——
b

o(n)=mn yha n = plp)..p*
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Az n=1 é n =2 eset nem jO mert ekkor csak egyfajta csoport van és annak nincs két
automorfizmusa. n =3 esetén (G,") ~(Z,,+), mert minden haromelemd csoport izomorf

(Z,,+)-szal. n =4 esetén (G,-) vagy a (Z,,+)-szal izomorf vagy a Klein csoporttal. Mivel a
Klein csoportnak tobb mint két automorfizmusa van, ezért (G,-) ~(Z,,+). n =06 esetén is az
izomorfizmusoktol eltekintve csak egyfajta csoport lehetséges, tehat (G,-) ~ (Z,+). (Z,,+),
(Z,,+) és (Z4,+) csoportoknak pontosan két automorfizmusuk van, tehat a bizonyitas teljes.

5. a) Ha az a,a,,...,a, permutdciobodl indulunk ki, akkor a masodik sorban a, + a,,, , a harmadik
sorban a, + 2a,,, +a,,,, a negyedik sorban a, + 3a,,, + 3a,., + a,,, alaki Osszegek jelennek
meg, és igy a p-edik sorbanaz S =a, + C, ja, + C?_a; +...+ C’a,_, + a, Osszeg jelenik meg.
Masrészt, 0-2 =0, Ve € Z ,» tehat az el6bbi Gsszegben megjelend egyiitthatok p-vel valo osztasi

(p—D!
kl(p—1—k)!
valamint a Wilson tétel ((p — 1)! = —1(mod p) ) alapjan irhatjuk, hogy:

1kl (—(k +1))(=(k +2))...(~(p — 1)) = —L(mod p)..
Tehat p > 3 alapjan 7, = (—1)""'(mod p) és igy (Z,,+)-ban irhatjuk, hogy
S=a —a,+a;—...—a,, +a,=2a, +a,+a;+..+a,).

Mivel (2,p) =1, elégséges belatni, hogy az a, + a; +... + a, Osszeg barmilyen értéket felvehet.

maradekat kell kiszamitanunk. Ha C_| = r,(mod p) , akkora C} | = Osszefiiggés,

1 . .
Ha % paratlan, akkor a, -et tetszOlegesen valasztjuk és a tobbieket olyan parokba rendezziik,

p+1

amelyeknek az 6sszege 0. Igy S = 2a, és ez barmelyik (Z ,» ) -beli elemet felveheti. Ha

paros, akkor a, -et tetszélegesen valasztjuk, a, = 0-t valasztunk, és a tobbieket olyan parokba
rendezziik, amelyeknek az osszege 0. Igy ismét S = 2a, és ez barmelyik (Z ,»F) -beli elemet

felveheti.

b) Egy tetszbleges clem pTH(p —1)! esetben jelenik meg pozitiv eldjellel és P

-1
(p—1)!
esetben negativ eléjellel (ha az 6sszes Gsszeget tekintjiik). Igy az utolsd szamok Gsszege

1 1 A .
E;%p—DFEE—@—D1@+1+2+m+p—g:0.
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Befejezésiil lassunk néhanyat azokbol a feladatokbol, amelyek nem keriiltek be a versenybe
(ezek koziil az m-mel jelolteket nem sikeriilt teljesen megoldani).

1. Melyik az a legkisebb n € N* természetes szam, amelyre az 1,2,3,...,n szamokat 3 csoportba

lehet osztani gy, hogy ha minden csoporthoz hozzarendeljiik a hozzéatartozo szamok 6sszegébdl €s
négyzetdsszegebdl alkotott rendezett szampart, akkor mind a hdrom csoporthoz ugyanaz a szampar
tartozik.

2. Hatarozzuk meg azokat az z,y,z természetes szdmokat, amelyekre az _+£+_ Osszeg

Yy oz X
természetes szam.

3. Egy hatszogben kivalasztunk két szembenfekvod oldalt, és a felez6pontjaikat 6sszekotd szakasz
felezopontjat Osszekotjiikk a rajuk nem illeszkedd csticsokat Osszekotd szakasz felezopontjaval.
Bizonyitsd be, hogy az igy szerkeszthetd harom egyenes 0sszefuto.

4. Szerkesszél olyan f:[0,1] — [0,1] fuggvényt, amelynek végtelen sok szakadasi pontja van és
1étezik primitiv fliggvénye.

6. Bizonyitsd be, hogy ha egy n-ed foki polinomfiiggvény grafikus képe legalabb n 41
racspontot tartalmaz, akkor végtelen sok racspontot tartalmaz.

6. (m) Hatarozd meg a legkisebb olyan halmazt, amely teljesiti az alabbi feltételeket
a) ACN; b)0e A;

c)ha z € A,akkor 3z +1€ A; dhaye A ésypéros,akkor%GA.

7. (m) Adottak egy szabalyos n szog cstcsai adottak. A és B felvaltva meghtiz egy-egy atlot
vagy oldalt tigy, hogy a behuzott szakaszoknak ne legyen k6zos pontja (végpont sem). Az veszit,
aki nem tud ilyen atl6t meghtizni. Kinek van nyerd stratégiaja?

8. (m) Két jatékos felvaltva valaszt egy-egy szamot az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}
halmazbdl a kdvetkezd szabalyok szerint:

a) egyetlen szamot sem lehet kétszer valasztani (akkor sem, ha az ellenfél valasztotta);

b) a kivélasztott szamok 6sszege minden 1épés utan legyen primszam (az els6 szam is).
Az veszit, aki eldszor nem tud valasztani. Kinek van nyer0 stratégiaja?

9. (m) Két jatékos felvaltva valaszt egy-egy elemet Z -bdl a kdvetkezd szabalyok szerint:

a) egyetlen elemet sem lehet kétszer valasztani (akkor sem, ha az ellenfél valasztotta);
b) a kivalasztott elemek Osszege (Z, -ben) minden 1épés utdn az addigi 6sszegektdl kiilonbozd

kell legyen.
Az veszit, aki el6szor nem tud valasztani. Kinek van nyer0 stratégiaja?

10. (m) Hany kiilonb6z6 kiteritése van egy szabalyos n oldalu hasabnak, ha a magassdga nem
egyenld az alapél hosszaval? (a nem egybevago kiteritéseket vessziik kiilonbozoknek)
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