XIII. Székely Miké Matematikaverseny
Sepsiszentgyorgy, 2005. februar 19.

IX. osztaly

—

. Bizonyitsd be, hogy ha a,b > 0 és n € N*, akkor
a) (a+b)" <2t (a"+b");
32 34 36 32n
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2. a) Az A C [1,00) legalabb haromelemt véges halmaz barmely a > b

2" — 1.

b)

a
elemeire a - b € A vagy 7 € A. Bizonyitsd be, hogy A elemei
mértani haladvanyt alkotnak.

b) Szerkesszél olyan A C [1,00) halmazt, amelynek végtelen sok
eleme van és barmely a,b € A, a > b esetén a -b € A vagy

a
- €A
b
3. Az A1 Ay A3 A, négyzet oldalain felvessziik az F; € [A;A;44] felez6pont-
iH; : .
okat és a H; € [A;A;11] pontokat ugy, hogy = 2, minden i €
H;Ai

{1,2,3,4} esetén. Bizonyitsd be, hogy a H;A;1F;+1 haromszogek G
(1 € {1,2,3,4}) stulypontjai egy négyzet csucsai! (A5 = Ay, F5 = F})

4. Egy bizottsag rangsorolja az A, B,C és D versenyzdSket (holtverseny
nincs). A tobbség az A és B koziil A—nak, B és C kozil B—nek,
illetve C' és D koziil C'—nek adott jobb helyezést.

a) Ha a bizottsag 3 tagbol all, lehetséges-e, hogy a tobbség a D és A
koziil D—nek adott jobb helyezést?

b) Lehetséges-e, hogy legalabb a bizottsag fele a D és A koziil D—nek
adott jobb helyezést, ha a bizottsag tagjainak szama n > 37

Megjegyzés. Munkaid6 3 6ra. Minden feladat helyes megoldésa 10
pontot ér. Lényeges altalanositasért vagy az els6tdl kiillonboz6 megoldéasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.
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X. osztaly

1. Az a1,a9,...,an, ... komplex szamokboél all6 szamsorozatban S, —nel
jeloljiik az els6 n tag Osszegét.

a) Alkothatnak-e az S,,_, Sn, Spir Osszegek szamtani haladvanyt,
ha k rogzitett és (ap)n>1 szamtani haladvany?

b) Alkothatnak-e az S,,_k, Sp, Sp+k Osszegek mértani haladvanyt, ha
k rogzitett és (ap)n>1 mértani haladvany?

2. Az ABCDEF egységnyi oldali szabalyos hatszog CD és ED oldalan
felvessziik az M, illetve N pontokat ugy, hogy az M DN héromszog
keriilete 2 egység legyen. Szamitsd ki az M AN sz6g mértékét!

3. a) Minden k € N esetén jeloljiik Sp—val a
k <logz(n+1) <k+1

egyenlGtlenségrendszer N—beli megoldésainak szdmat.

log, S,
083 k+1 tort értéke?
logs S

b) Szamitsd ki az xp = 1,

Lehet-e racionalis a

Tre1 =2z + 1, VE>0

Osszefliggésekkel értelmezett sorozat esetén a

2”
> Togy
k=1

osszeget n fiiggvényében! ([x] az = szam egészrészét jeloli)

4. Felirhatunk-e egy kor keriiletére n + 1 paros és 2n paratlan szamot
gy, hogy az éramutatdk jardsaval ellentétesen haladva, minden szam
osztoja legyen a kdvetkezs két szam Osszegének? Hat n darab paros és
2n + 1 paratlan szamot?

Megjegyzés. Munkaidé 3 6ra. Minden feladat helyes megoldasa 10
pontot ér. Lényeges altaldnositasért vagy az els6tdl kiillonb6zd megoldasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.



XIII. Székely Miké Matematikaverseny
Sepsiszentgyorgy, 2005. februar 19.

XI. osztaly

1. Az (an)n>0 és (by)n>0 sorozatok tagjai teljesitik az ag > 0, by > 0,

a2 +b2 1 an, + by
Qp, = es n =

Osszefiiggéseket, minden n € N esetén. Bizonyitsd be, hogy mindkét
sorozat konvergens és a hatarértékiik egymassal egyenld!

2. a) Bizonyitsd be, hogy ha A, B € Ms(R), akkor Vz,y € R* esetén
det(rA+yB) = 2* det A+ay(det(A+B)—det A—det B)+y? det B;
b) Bizonyitsd be, hogy ha A, B € M(R), det A # 0 és
(det(A + B))?* 4 (det A — det B)? < 2det(A + B)(det A + det B),
akkor det(zA + yB) # 0, Vx,y € R* esetén.
3. A g: N — R* fiiggvényre teljesiilnek a ¢g(0) = 0,
9(n+1) =2(n+1) —g(g(n))
Osszefiiggések, barmely n € N esetén.
a) Bizonyitsd be, hogy g névekve;
b) Bizonyitsd be, hogy ha G(n) = (9(9’;:)”)", Vn € N*, akkor

|G(n) — G(m)| <7, Vm,n € N*.

4. Egy 2005 oldalu szabalyos sokszog minden cstucsaba irtunk egy-egy
egész szamot ugy, hogy a szamok sszege 1. A V' csticsbol az éramutatok
jarasaval ellentétesen kiindulva, az els6 k csicsba irt szam Osszegét
jelolje Si(V). Talalunk-e olyan V' csticsot, amelyre Sy(V') pozitiv, min-
den k € {1,2,...,2004} esetén?

Megjegyzés. Munkaid6 3 6ra. Minden feladat helyes megoldésa 10
pontot ér. Lényeges altalanositasért vagy az els6tdl kiillonboz6 megoldéasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.
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XII. osztaly

1. Az f:[0,1] — Ry derivalhato figgvényre |f'(x)| < 2, Vo € [0,1] és
£(0) =0. 1

a) Bizonyitsd be, hogy /f(:::)dx <1.
0

DN | —

1
b) Bizonyitsd be, hogy ha f(1) = 0 is teljesiil, akkor /f(x)da: <
0
2. Adottak a

G1:{<‘(’; 2) x,ye{—l,l}},G2:{<2 g) w,ye{—l,l}}

és G = (G1 U G2 halmazok. Igazold, hogy ha ” -7 a méatrixok szorzésa,
akkor

a) barmely X,Y € Gy esetén X - Y, YV - X € Gy;

b) barmely X € G; és barmely Y € Gy esetén X - Y, YV - X € Go;
c) (Gi,-) Abel-féle csoport és (G, -) csoport;

d) Hatarozd meg a (G, ) csoport Gsszes részcsoportjat!

3. Minden n > 3 esetén tekintjiik az n—ed fokd polinomok halmazéanak a
kovetkez6 részhalmazét:
P, ={P eR[X]|Tz1 <z2 < .. <Tp—1:P'(x;)=0,i=1,n—1}.

a) Igazold, hogy barmely P € Ps3 esetén létezik ¢ € R, amelyre a
P(x) = ¢ egyenletnek 3 kiilonbozs valos gyoke van.

b) Melyik az a legkisebb n, amelyre létezik P € P, tgy, hogy bar-
mely ¢ € R esetén a P(x) = ¢ egyenletnek n—nél kevesebb valos
gyoke van?

4. Bizonyitsd be, hogy ha egy sakktablara elhelyeziink 25 babut (egy me-
z6be legfeljebb egy babut), akkor létezik legalabb egy téglalap,
amelynek minden sarkdban van babu és az oldalai parhuzamosak a
tabla széleivel.

Megjegyzés. Munkaidé 3 6ra. Minden feladat helyes megoldasa 10
pontot ér. Lényeges altaldnositasért vagy az els6tdl kiillonb6zd megoldasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.



