XII. Székely Mik6 Matematikaverseny
Sepsiszentgyorgy, 2004. februar 21.

IX. osztaly

1. Bizonyitsuk be, hogy ha m € Z\{—2, —1}, akkor a
(Bm+2)2®> —2mx —1=0
egyenletnek nincs racionélis gyoke!

Kacso Ferenc, Marosvasarhely

2. Az ABCD négyszogben jeldlje G4, Gg, G¢ és Gp a BCD, ACD,
ABD, illetve ABC' haromszog sulypontjat. Igazoljuk, hogy az AG 4,
BGpg, CG¢ és DGp egyenesek Osszefutdak!

Kok

3. Igazoljuk, hogy ha a,b és c szigortian pozitiv valos szamok, akkor

3
1 1 1 1 a b c
(a+ +c)(a+b+c)_3<\/;+ C+\/;> >

Bencze Mihaly, Brasso

4. Jelolje M és N az adott O kozépponti, egységnyi sugari kor két valtozo
pontjat, és legyen A egy rogzitett pont a koron.

a) Hatarozzuk meg az |M N| > 1 feltételt teljesits hurok felez6pontjai
altal alkotott sikidom teriiletét!

b) Szinezziik azirkékre az Osszes olyan AMN haromszoglapot,
amelynek nincs egynél hosszabb oldala. Hatarozzuk meg az Osszes
kiszinezett pont altal meghatéirozott alakzatot!

Zsombori Gabriella, Csikszereda

Megjegyzés. Munkaid6 3 6ra. Minden feladat helyes megoldasa 10
pontot ér. Lényeges altalanositasért vagy az elsGtdl kiillonbéz6 megoldéasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.



XII. Székely Mik6 Matematikaverseny

Sepsiszentgyorgy, 2004. februar 21.

X. osztaly

1. Az ABC héaromszog oldalait a beirt kor az M € (BC), N € (CA) és
P € (AB) pontokban érinti. Bizonyitsuk be, hogy ha az ANP, BM P
és CM N héaromszogek teriiletei egyenl6ek, akkor az ABC haromszog
egyenld oldala!

Bir¢ Béla, Sepsiszentgyorgy

2. Hatéarozzuk meg az
V8 + 32012 = /320 — 3. 2042

egyenlet valés megoldasait!

Kovacs Béla, Szatméarnémeti

3. Az M C {z € C||z| =1} véges halmaz rendelkezik a kivetkezd tulaj-
donsédggal: barmely z € M esetén létezik a,b € M 1dgy, hogy a # b és
lz—al=1]z-b=1.

Bizonyitsuk be, hogy M elemeinek szama oszthat6 6-tal!
Andras Szilard, Kolozsvar

4. Ha S egy véges sorozat, amelynek minden tagja az {X, O} halmazbdl
van, akkor A(S) az S—ben szerepls X-ek és O—k szaménak kiillonbsége
(példaul, ha S = XOXOOXO, akkor A(S) =3 -4 = —-1). AT
sorozatot az S rész-szekvencidjinak nevezziik, ha T az S valahény egy-
masutan kovetkezd elemébdl all (példaul az el6bbi S sorozat néhany
rész-szekvencidja XOX, XOOX, OXOO0X, stb.). Hatarozzuk meg azok-
nak az n hosszusagu S sorozatoknak a szaméat, amelyeknek minden 7'
rész-szekvencidja esetén

1< A(T) <2

Bege Antal, Kolozsvar

Megjegyzés. Munkaid6 3 6ra. Minden feladat helyes megoldasa 10
pontot ér. Lényeges altalanositasért vagy az elsGtdl kiillonb6z6 megoldasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.



XII. Székely Mik6 Matematikaverseny

Sepsiszentgyorgy, 2004. februar 21.

XI. osztaly
1. Az (x,),>1 valos szamsorozat teljesiti az
.CEZ—I—TLz <1+42nz,, Vn>1

x
feltételeket. Szamitsuk ki a lim == hatarértéket.

n—oe N Kok

2. a) Adjunk példat olyan A € My(R)\{Os, I5} matrixra, amelyre
A" — A, VneN-.
b) Oldjuk meg az

X”:(g :;), X € My(R), n € N*
matrixegyenletet.
Biré Béla, Sepsiszentgyorgy
3. Az f:(—-1,1) = R,
f(z) = Zak - bR
k=1
fiiggvény (ap € R,k = 1,n,b > 1) teljesiti az |f(z)| < |tgx| egyenl6t-
lenséget barmely x € (—1,1) esetén. Bizonyitsuk be, hogy

‘ (ik . ak> Inbd
k=1

4. Hatarozzuk meg azt a legkisebb n természetes szamot, amelyre az
{1,2,3,...,2004} halmaz tetszGleges n elemii részhalmazaban létezik
x < y ugy, hogy y oszthato (y — z)—szel.

<1

Bencze Mihaly, Brasso

Jakab Tibor, Sepsiszentgyorgy

Megjegyzés. Munkaid6 3 6ra. Minden feladat helyes megoldasa 10
pontot ér. Lényeges altalanositasért vagy az elsGtdl kiillonb6z6 megoldasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.



XII. Székely Mik6 Matematikaverseny
Sepsiszentgyorgy, 2004. februar 21.

XII. osztaly

1. Az [ :[0,a] — R folytonos fiiggvény teljesiti az f(z) + f(a —x) # 0
Osszefiiggést, barmely x € [0, a] esetén. Szamitsuk ki az

/ flw + f i
integralt!
ok

2. Az f : [0,1] — R kétszer folytonosan derivalhato fiiggvényre
f0)=f(1)=0¢s
fi(@)+2f (@) + f(x) 20, Vae(0,1).
Igazoljuk, hogy f(x) < 0,Vz € [0, 1]. -

3. Bizonyitsuk be, hogy a

1 0

x log,
01 0 rE€R P és Gy =
0 0 a

G, = IGRi

o O =
8 OO

1
0
halmazok a matrixok szorzasaval izomorf Abel-féle csoportokat alkot-

nak, ha a,b € (1, 00).
Bencze Mihaly, Brasso

111
4. Az Ap=| 1 1 1 | matrixbdl kiindulva a kiévetkezs 1épést ismétel-
1 11

jiik: kivalasztunk egy elemet, és az illet§ elem soraban és oszlopaban
minden elem eljelét megvaltoztatjuk (a kivalasztott elem eljelét egy
lépés soran egyszer valtoztatjuk). Legfeljebb mekkora lehet a lépések
sordn kapott matrixok determinansa?

Andras Szilard, Kolozsvar

Megjegyzés. Munkaid6 3 6ra. Minden feladat helyes megoldasa 10
pontot ér. Lényeges altalanositasért vagy az elsGtdl kiillonb6z6 megoldasért
feladatonként legfeljebb 5 pont szerezhetd.



Megoldasok
IX. osztaly

1. Ha az egyenletnek lenne racionalis gyoke, akkor a v/A is racionalis
lenne. Igy elégséges igazolni, hogy A nem teljes négyzet (mert A € 7).
Az egyenlet diszkrimindnsa A = 4 (m? 4+ 3m + 2) = 4(m + 1)(m + 2).
Mivel m € Z\{—2, —1}, kovetkezik, hogy A # 0. Igazoljuk, hogy A
nem lehet teljes négyzet. Ha m > 0, akkor

m>+2m+1<m?+3m+2<m?+4m+4,
azaz
(m+1)%<m?+3m+2< (m+2)>%
Ha m < —3, akkor

m24+4Am+4<m?+3m+2<m?+2m+1,

azaz
(m+2)> <m?+3m+2< (m+1)>%

Tehat m? 4 3m + 2 nem lehet teljes négyzet, és igy az egyenlet gyokei

nem lehetnek racionélisak.

2. Egy tetsz6leges O ponthoz viszonyitva minden X ponthoz hozzarendel-
jiikk az ¥ = OX helyzetvektort.
A Gp és Gp helyzetvektora
A+ 7B+ TC
3 Y
A+ Tp+ To
3

rep
TGg

fgy a BGp és DG szakaszok G illetve G p-hez kizelebb es6 negyedels
pontjainak helyzetvektora

3FGB+FB _ FA+FB+F0+77D
4 N 4

3FGD+FD - FA—FT_"B—FFC—FFD
4 N 4

Hasonléan az AG 4 és C'G¢ szakaszok G 4-hoz, illetve G¢-hez kozelebb
esG negyedel pontjainak a helyzetvektora is
A+ 7B+ Tc+Th
4 )




4.

Ta+7Tp+7Tc+7Tp

tehat az 1 helyzetvektori pont kdzos pontja az AG 4,
BGp, CGe és DG p szakaszoknak.

A szamolasok elvégzése és atrendezés utan az egyenlGtlenség

142 a+9+5 + b+ +=
3\0b b
3/a2 3/b2 3/02 s/ ab / ca
bc 62 1)2

A szdmtani és mértani kozepek kozti egyenlotlenseget hasznaljuk harom
szamra (hétszer):

@4l >39/% e e >3/ by >3k

@ pe1>38/L byt >398

ac’

Priti>3

c c 3/c2
5+5+1233%.

Az el6bbi egyenlGtlenségek megfelel§ oldalait 6sszeadva a bizonyitando
egyenlGtlenséghez jutunk.

a) Legyen P az M N szakasz felez6pontja. Ha |[MN| = 1, akkor az
OM N haromszog egyenld oldala és |OP| = ‘/75 Tehat az 1 hosz-
szisagu harok felezGpontjainak mértani helye a C = C(0, \/75) kor.
Rogzitsiink tetszélegesen egy |AB| = 1 hurt, és jeloljik a felezs-
pontjat @-val. Ekkor minden |MN| > 1, MN || AB hur esetén
P € (QQ'), ahol QQ’ atmérsje a C kornek. Igy a mértani hely a
C korlap.

b) Az AM N haromszognek nincs 1-nél hosszabb oldala, tehat a fela-
dat visszavezethet$ a kovetkezs feladatra: keressiik azon |MN| =
1 szakaszok felez6pontjainak mértani helyét, ahol M, N rajta van
a kisebbik A’AA” koriven (|AA'| = |AA”| = 1). Az a) alpont
alapjan a mértani hely az A'P'P"A” gorbevonal, ahol AP =
A"P" = 1 ¢és P, P" € C, m(]@’ = 60°). Tehat a keresett
alakzat az abran lathato bevonalkazott rész. A bizonyitas tel-
jességéhez hozzatartozik, hogy e tartomany minden () pontjahoz
szerkesszilink egy olyan haromszoget, amely eleget tesz a feladat
feltételeinek. Ez elvégezhets, ha a () pontbdl érint6t hizunk a
P'P" korivhez.



Megoldasok
X. osztaly

1. A szokéasos jeloléseket hasznaljuk. Igazolhatd, hogy
|AP| =|AN|=p—a, |BP|=|BM|=p—bés |CM|=|CN|=p—c.
Ez alapjan
o[ANP] AP-AN (p—a)?
o[ABC] AC-AB  bc

Hasonldan
o[BPM] _ BP-BM (p— b)2

o[ABC]  BC-BA  ac
A o[APN] = o[BPM] egyenléség alapjan a(p — a)? = b(p — b)%. Ez
rendre ekvivalens a koévetkezd egyenlGségekkel:
(a—0b) [p* —2p(a+0b)+a®+ab+b*] =0
(a—b)[(p—a—0b)*—abl =0
(a—0b) [a® + b* + ¢ — 2ab — 2ac — 2bc] = 0.

A mésodik zardjel nem lehet 0, mert a szerint csoportositva és megoldva
mint masodfoku egyenletet, az a = b+ c — 2v/ bc Osszefiiggéshez jutunk.
Ez ellentmond az a > |b — ¢| egyenl6tlenségnek.

2. Jeldljiik az egyenl6ség két oldaldnak kozds értékét y-nal. A 27 = u
jeloléssel az u® + 12u = 3° és u® — 12u = y> egyenldségekhez jutunk.
Ez alapjan u® 4+ u® = y® 4+ ¢°. Ezt az egyenl6séget a kovetkezé modon
alakithatjuk:

(u—1vy) (u2—l—uy+y2+u4+u3y+u2y2+uy3+y4) =0.

Mivel u > 0 és y > 0 (az egyenlet bal oldala pozitiv) kovetkezik, hogy
u = y. Bzt visszahelyettesitve, az u (u* — u? — 12) = 0 egyenlethez ju-
tunk és ennek az egyetlen megfelel§ megoldasa u = 2. Ebbdl kovetkezik,
hogy x = 1 az eredeti egyenlet egyetlen megoldasa.

3. Ha abrazoljuk az M-beli szdmok komplex-sikbeli képét, az origd kozép-
ponti egységsugart kor egy részhalmazat kapjuk. Ha z képe az X pont,
akkor a feladat feltételei alapjan a z-hez tartozd a és b pontok képe a
C(X,1) kornek a C(0,1) kérrel valo6 A és B metszéspontjai. Igy a fela-
dat feltételeit hasznalva, az X AAY By B szabalyos hatszog cstucsaihoz
tartoz6 komplex szamok is M-ben vannak. Tehat M elemei 6-o0s cso-
portokba oszthatok. Ez alapjan M elemeinek szdma oszthat6 6-tal.



4. Ha —1 < A(T) < 1, akkor S-ben nem fordulhat el§ XX vagy OO,
azaz X-et O kell kovessen és forditva (hacsak nem utolsé tagrol van
sz6). gy csak az OXOXOX.., és XOXOXO.., sorozatok tesznek eleget

ntag ntag
a—1 < A(T) <1, feltételnek. Ha —1 < A(T) < 2, akkor O-t mindig
X kell kévessen és két X-nél tobb nem fordulhat el egymas utan. De a
sorozatban nem lehet egynél tobb helyen két egymasutani X (valoban
A(XXOXOX...XOX X) = 3).
A(T)=0
Tehat a feltételeknek eleget tevs S sorozatok:

XXOXOXOX...
OXXO0OXOXO...
XOXXOXOX ...

... XOXOXOXX

vagyis Osszesen (n—1) darab. Tehat azon S sorozatok szama, amelyekre
—1<AMT) <2, (n—1)+2=n+1.



Megoldasok
XI. osztaly

1. A feltételek alapjan:
(r,—n)*> < 1, n>1
n—1<z,<n4+1, n>1
T (1)

n- n n
(??)-ben hatarértékre térve a fogo tétel alapjan:

1 . 1
lim (1--) < lim 2% < lim (1+—),
n—oo n n—oo M n—oo n

. P
lim — = 1.
n—oo M,

azaz

2. a) Elégséges olyan A € My(R)\{O2, I} matrixot szerkeszteni, amelyre
A? = A, mert ez alapjan A3 = A% = A, A* = A% = A stb. kivetkezik.

e b s | a*+bc bla+d) .
HaA—{C d}’akkorA_[c(a—i—d) 2+ be , tehat az
a’>+bc=a
bla+d)=10
cla+d)=c
> +bc=d

egyvenletrendszer egy megoldasat kell megszerkeszteni. Ha a + d = 1,
akkor az els6 és az utolso6 egyenlet ekvivalens és a kozépso ketto teljesiil,
. 1—
tehat a be = a(l — a) Osszefiiggés elégséges. Igy az A = [ Z 1 _Z }
alakd matrixokra A" = A, Vn € N*,
Megjegyzés. Felirhato a feltételt teljesité Osszes métrix paraméteres
alakja is.
a b
b) Ha X = { . d

az adott egyenlGségbdl kovetkezik, hogy 0 = detX™ = (detX )", tehét

], akkor X2 — (a + d)X + detX - I, = 0. Mésrészt



detX = 0. Az el6bbi egyenléségek alapjan X2 = (a + d)X, tehét
X"=(a+d)"'X,Vn>2 Az

ala+d)" =3
bla+d)"t=-2
cla+d)t=-1

dla+d)" 1 =6
rendszer elsé két egyenlete alapjan (a + d)" = 1. Ha n paratlan, akkor
a,b € R alapjan X = 2 :é az egyetlen megoldas, mig paros n

esetén a megoldasok X; = ( 2 :; ) és Xo = ( :2 ; ) :

. Ha = = 0, akkor [f(0)] < 0, azaz f(0) = 0 vagyis > ar = 0. A
k=1
megadott feltétel alapjan irhatjuk, hogy:

zn: ag (bk"” — 1) < tgx ‘
x x
k=1
Hatéarértékre térve a
. " ay (DK — 1) o |tgw
g |2 T =

egyenlGtlenséghez jutunk. FEz éppen a kért egyenlGtlenség.

. Ha kivalasztunk egy legalabb 1003 elemii részhalmazt, akkor ebben
van két egymasutini szam, és igy ezek koziil a nagyobbik oszthato
a kiilonbségiikkel (vagyis 1-gyel). Masrészt, ha csak a paratlanokat
valasztjuk ki (1002 darab), akkor ezek kozt a kiilonbségek pérosak,
tehat nem létezik = < y ugy, hogy y oszthatd (y — z)—szel. Tehat a
keresett n érték 1003.



Megoldasok
XII. osztaly

1. Ha J = f Wdr akkor I + J = a. Masrészt az [ integralban az
y=a— x helyettesitéssel az [ = J egyenlGséghez jutunk. Tehat I = 5

2. Az adott feltételek alapjan irhatjuk, hogy (f(z) - e®)” > 0, tehat a
g(x) = f(z) - e*, Vo € [—1,1] figgvény konvex a [0, 1] intervallumon.
Mivel ¢(0) = g(1) = 0, kévetkezik, hogy g(z) < 0, Va € [0, 1]. Ebbdl
kovetkezik a kért egyenlGtlenség.

1 2 0 1 log,z O
3. Az A(x)=1 0 1 0 |ésB(x)= 0 1 0 | jeloléssel értel-
0 0 a° 0 0 =

mezhetjiik a kovetkez6 fiiggvényeket:
fii R — Gy, fi(z) = A(z), Vo € R,

fo i RY — Gy, folx) = B(z), Vo € RY.
Mindkét fiiggvény bijektiv és

fl(l‘ + y) = f1<l’> : fl(y)7 \V/l"ay € ]R7
illetve
fQ(x)fQ(y) = f2($y)7 VIE,y e R.
Ebbdl kovetkezik, hogy

(R, +) ~ (G1,-) és (R, ) ~ (Go, ).

Masrészt (R, +) ~ (R, -) (egy izomorfizmus az f : R — R, f(z) =¢®
fiiggvény), tehat (Gy,-) és (Ge,-) izomorf Abel-féle csoportok.
Megjegyzés. Az el6bbi gondolatmenet a kivetkezs két tételen alapul:

1) Ha (G, o) csoport és az f : (G,0) — (H,o) fiiggvény bijektiv és
kompatibilis a miiveletekre, akkor (H,¢) is csoport és (G,0) ~
(H, ).

2) Ha (Gy1,0) ~ (Hy,0), (G2,®) ~ (Hy,®) és (G1,0) ~ (G, ®),
akkor (Hh ) (HQ, )



4. Tetsz6leges lépésszam utan a métrix minden eleme 1 vagy —1 lehet.
Igy a determinans kifejtése hat tagot tartalmaz, mindegyik abszolut
értéke 1. EDbbo] kovetkezik, hogy a determinans nem lehet nagyobb,
mint 6. Ahhoz, hogy a determinans 6 legyen, olyan

aix aiz Aas
A= (21 Q22 (23

a31 azz2 33

matrixhoz kellene eljutni, amelyben az aj3a92a31, a12a91a33 €S 32230711
szorzatok —1—gye1 egyenl()’ek, és az 11022033, 12023031 illetve 32021013
szorzatok 1-gyel. Ez nem lehetséges, mert az els6 harom szorzat szor-
zata egyenlé az utols6 hdrom szorzat szorzatdval. Masrészt, ha a ki-
fejtés egy tagjaban megvéltozik az elGjel, akkor a determinans paros
szammal valtozik, tehat a determinans értéke mindvégig paros. Ebbdl
kovetkezik, hogy a determinins nem lehet nagyobb, mint 4. Az alabbi
lépések mutatjak, hogy 4 elérhetd.

-1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
-1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1
-1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1

(rendre a f6atlo elemeit valasztottuk). Az utolsd méatrix determinansa
4, tehat a determinéns lehets legnagyobb értéke 4.



