El6szo

A 2002-es évet a nagyvilag Bolyai-évként fogja szamon tartani.
Szamunkra a két Bolyai foként matematikai eredményeivel ,,a semmibdl
egy Uj vilagot teremtve” hiressé tette az erdélyi gondolkodast.

Bolyai Janos kodolt irasat Dr. Kiss Elemér, a csikszeredai Marton
Aron Gimnézium egykori diékja fejtette meg. Angol és magyar nyelven
megjelent konyveiben olvashatok, kozkinccsé téve az els6 nem
euklideszi geometria megteremtdjének kevésbé ismert eredményei is.

Az 1910-11-es tanévben SzOkefalvi-Nagy Gyula matematikus az
algebrai fliggvények problémainak megoldasa mellett a csikszeredai
Gimnézium tanéra is volt.

Nehéz torténelmi idékben is toretlen volt e vidéken a matematika
tanitasa. Egykori csikszeredai diakok ma maér elismert egyetemi és
kdzépiskolai tanarok, matematikusok.

1992-ben Csikszereda rendezte meg az 1. Marton Aron
Emlékversenyt, az Erdélyi Magyar Matematikaverseny egyik szakaszat.
Azéta is a csikszeredai didkok rendszeresen szerepelnek a Nemzetkozi
Magyar Matematikaverseny dijazottjai kozt. 2002-ben a Marton Aron
Gimnazium vallalta fel az Erdélyi Magyar Matematikaverseny zaro
szakaszanak, a X. Székely Miké Emlékversenynek a megrendezését.
Merész (jjitasnak és egyben korszakvaltasnak szamit az, hogy a mostani
Versenybizottsdg nagy része az Erdélyi és Nemzetkdzi Magyar
Matematikaversenyek egykori dijazott tanul6ibél all.

Kdszonet minden matematikatanarnak, aki még mindig a nemzet
napszamosaként e versenyre felkészitette Erdély szdmos iskolajabdl
idesereglett 200 diakot. Koszonet a rendezdknek, szervezéknek, a
tdmogatdknak, hogy létrejohetett e verseny.

A versenybizottsag
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IX. OSZTALY

1. Igazold, hogy
2" (1+a,-a,- a))2(1+3,) (1+a,)- ... - (1+3,),

ahol neN" és a, =1, k=1,n. ok
2. Igazold, hogy ha az a,b;eR (i=12,..,n; j=12 .., m) valos
szamokra teljesil a

[k-a ]+[k-a,]+..+[k-a,]=[k-b ]+[k-b,]+..+[k-b,],
egyenlGség, barmely k e N esetén, akkor a, +a, +..+a, =h +b, +...+b,.
Igaz-e a forditott allitas? ([a] az a szam egész részét jeloli).

Bencze Mihaly, Brasso
3. Az ABC haromszdg AB és CA oldaldn mozog egy M és egy P pont A-t6l B
felé illetve C-t61 A felé. Mindkét pont allandd sebességgel halad, egyszerre
indulnak és egyszerre érkeznek az oldal végpontjaba. A BC oldalon veliik egy
idében indul egy N pont a B-b6l a C-be és Ggy mozog, hogy minden

pillanatban teljesljon az ﬂ: BM
BC AB
haromszdg sulypontjanak mértani helyét.

2
j egyenldség. Hatarozd meg az MNP

SzMMV
4. Egy konvex 2002 oldali sokszdg minden csucsat pirosra vagy kékre
szinezziik Ugy, hogy mindkét szin legaldbb egyszer eléforduljon. A csucsok
altal meghatarozott minden haromszoglapot pirosra szineziink (a cstcsok
szine nem valtozik meg) ha legalabb két csticsa piros (eléfordulhat, hogy egy-
egy sikrészt tobbszor is kiszineziink). Miutan minden szinezhetd
haromszdglapot kiszineztiink, ugyanezt megismételjik a kék szinnel.
Hatarozd meg a csucsok szinezését, ha a sokszdg belsejének minden pontjat
pirossal is és kékkel is kiszineztiik.

SzMMV

X. OSZTALY
1. Igazold, hogy ha a,b,c >1, akkor
log,, (a’bc)log,, (ab’c)log,, (abc?)=8.
Bencze Mihaly, Brasso

2. Bizonyitsd be, hogy a (b, ) . pozitiv tagd valés szamsorozat akkor és

csakis akkor mértani haladvany, ha barmely n>3 természetes szdm esetén
fennall a kovetkezd egyenldség:

\/(bl +b, )" +(b, +by )" +...+(b,, +b,)" = \/bf +..+bZ, +\/b22 +..+bZ .
Bencze Mihaly, Brasso6
3. Az OAB és OCD azonos korbejarasu, egyenld oldali haromszogek AO,
OB, OC, CD oldalainak felezépontjait jeloljik rendre M -mel, N -nel,
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P -vel és Q -val. Bizonyitsd be, hogy ha R az MQ felez6pontja, akkor az
NPR haromszdg R -ben derékszogii.

SzMMV
4. Egy n oldali konvex sokszég minden cslcsat kiszinezziik pirosra vagy
feketére és a csicsok altal meghatarozott szakaszokra (oldalakra és atldkra)
1-est irunk ha a két végpontja azonos szinii, ellenkezé esetben —1-est irunk.

Hatarozd meg a szakaszokra irt szamok 6sszegének lehet6 legkisebb értékét.
SzMMV

XI. OSZTALY

1. Egy bolha ugralni kezd a sikon. A k -adik ugrasanak hossza % barmely

ke N esetén. n ugras utan eszébe jut, hogy valamit a kiindulasi pontban
felejtett. Visszajuthat-e a kiindulési pontba?

2. Az M {( ’

egyenletrendszert:

SzMMV

U,VER} halmazban oldjuk meg a kovetkezd

X+Y+2Z=2Il,
X*+Y?+2% =6l,.
X*+Y?®+2Z%=8l,
Bencze Mihaly, Brasso6
3. Tekintsiik a d;: y=a;x paronként kiilsnb6z6 egyeneseket, ahol

j=1 n és neN rogzitett. Az A ed, pontbol kiindulva megszerkesztjiik
az (A),_, pontsorozatot, a kdvetkezé szabalyok szerint:

d;,,haj<n-1
1. Ha A ed;,akkor A, € .
d, haj=n
2. AA,, parhuzamos az Ox tengellyel, ha i pératlan és parhuzamos
az Oy tengellyel, ha i paros.
Jeloljuk x, -val az A, , pont abszcisszajat, minden keN" esetén.

Vizsgéljuk az (xk )keN” sorozat konvergenciajat.
SzMMV
4. Tekintsik egy 3xn-es négyzethald racspontjait (6sszesen 4-(n+1)

racspont). Hany olyan rombusz létezik, amelynek minden csticspontja ilyen
racspont. (Nemcsak a rombusz mérete, hanem a helyzete is szamit)?
SzMMV
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XII. OSZTALY

ax+1 0 ax
1. Adott az M = 0 0 O XER\{—Z—Z} halmaz, ahol a=0
ax 0 ax+1
tetszOlegesen rogzitett valos szam. Bizonyitsd be, hogy (M,~) Abel-féle

csoport és (M,:)=(G,*), ahol GzR\{—Z—la} s Vx,yeG esetén

X*y=X+Yy+2axy .
Bencze Mihaly, Brasso
2. Az f:R— R fiuggvény egy F:R — R primitivje teljesiti az
(1+(0¢+1)sin2 x) f (X)F“(x) <sin 2x
egyenl6tlenséget V X € R esetén, ahol « >0 rogzitett valos szdm. Bizonyitsd
be, hogy nem létezik a lim F(x) hatérérték!

X—o

Bencze Mihaly, Brasso
3. Legyen a>0 egy valés szdm és f:[0,a]> R, egy integralhato
fuggveény.

a) Bizonyitsd be, hogy barmely xoe[O,a]\{%} esetén az

(xo, f (xo)) ponton at huzhat6 olyan d, egyenes, amelyre a grafikus kép, a

d, egyenes, az x=a egyenletii egyenes és az Oy tengely altal hatarolt

stkrésznek ugyanakkora teriiletli darabja van a d, alatt, mint folott.
b) Bizonyitsd be, hogy a d, egyenesek Osszefutok ha X, a

[O,a]\{%} halmazban véltozik és hatarozd meg az Osszefutdsi pont

koordinatait.
SzMMV
4. Bizonyitsuk be, hogy

a) ha n=4k+2 és k=1, akkor a (Z,, +)-nak létezik harom
halmazbol &llé particidja, amelyre nem vélaszthaté ki a partici6 harom
halmazabdl egy-egy elem, amelyek szamtani haladvanyt alkotnak;

b) a (Z,, +) csoport tetszéleges, harom halmazbol 4ll6 particioja
esetén kivalaszthatd a particié halmazaibol egy-egy elem, amelyek szamtani
haladvanyt alkotnak.

(egy X halmaz particiéja olyan paronként diszjunkt részhalmaz rendszerét

jelenti, amelyek egyesitése az X)
SzMMV
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MEGOLDASOK

IX. OSZTALY

1. lgazold, hogy
2" (1+a,-a,- . a))2(1+3,) (1+a,)- ... - (1+3,),
haneN és a, >1,barmely ke N".
Megoldas. Matematikai indukcioval igazoljuk az egyenl6tlenséget.
n=1 esetén 1+a >1+a,, ami igaz.
n=2 eseténa 2-(1+a,-a,)>(1+a,)-(1+a,) egyenldtlenség ekvivalens az
(a,—1)-(a, —1)> 0 egyenlétlenséggel, amely igaz a feladat feltételei alapjan.

Tételezziik fel, hogy az egyenl6tlenség igaz n esetén.
Igazoljuk, hogy n+1 esetén is igaz. Az indukcids feltétel alapjan:

(1+a)-(1+a,) ..-(1+a,)-(1+a,,)<2""-(1+a,-a, ... -a,)-(1+a,,)
Még igazolni kellene, hogy
2" (1+a-a,- .. -a))-(1+a,,)<2"-(1+a,-8, ... -3, a,,).
Egyszerlsités utan az x=a,-a, -...-a, és y=a,,, jelolések segitségével az
elobbi egyenl6tlenség 2-(1+x-y)>(1+x)-(1+y) alakba irhat6. Mivel

egynél nem kisebb szdmok szorzata nem lehet egynél kisebb, az x sem kisebb
mint 1, tehat az elébbi egyenl6tlenség az n = 2 eset alapjan igaz.

2. Igazoljuk, hogy haaz a;, b; eR (i=12,..,n; j=1 2, .., m) valos
szamokra teljesil a
[k-a ]+[k-a,]+..+[k-a,]=[k-b]+[k-b,]+..+[k-b,]
egyenléség, barmely k e N esetén, akkor
a+a,+..+a, =b +b, +..+Db,.

Igaz-e a forditott allitas? ([a] az a szam egész részét jeloli).

Megoldas. Eldszor kimutatjuk, hogy ha X, yeR és |x—VY| sl, barmely
n

ne N esetén, akkor x=y.

Tételezzuk fel, hogy x=y. Mivel |x—y|>0, kdvetkezik, hogy n <

=y
barmely ne N esetén. Ha p:LXfy'}l akkor n£| — |< p, barmely
neN" ésigy p+1< p+1 hamis, tehat x=y.
Mivel [k-x]<k-x<[k-x]+1, ezért ng—@<%,azaz x—¥‘<%.
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2 I—jzm;bj = izi;'ai —jzm;bj _i[h-(a&{_%[kfd%g

Z”: i [kb ] n+mo
=1 j=1
8-> b .
Tehat |22 = |« e barmely k e N esetén, ezért az elébbi észrevétel
n+m

miatt

Ya _ij‘zo, ami azt jelenti, hogy > a, => b, .

i=1 =1 i=1 j=1
A forditott allitds hamis, ez belathato a kovetkezd példa alapjan:
1 11 31

—_—t =
2 3 5 30

és legyen k=30-t+17 (teN), ekkor E}[g}

{%}{3;0"} mert 15-t+8+10-t+5+6-t+3 31t +17.

3. Az ABC haromszdg AB és CA oldaldn mozog egy M és egy P pont A-t6l B
felé illetve C-t61 A felé. Mindkét pont allandé sebességgel halad, egyszerre
indulnak és egyszerre érkeznek az oldal végpontjaba. A BC oldalon velik egy
idében indul egy N pont a B-bSl a C-be és Ugy mozog, hogy minden

: .. CN_(BMY ,
pillanatban teljesuljén az ¢ |\ ag egyenléség. Hatarozd meg az MNP

haromszog sulypontjanak mértani helyét.
Megoldas. Az N pont ugyanannyi id6 alatt futja be a BC oldalt, mint a

masik két pont az AB illetve CA oldalt (mert a % arany pontosan akkor

egyenlé 0-val, amikor az % arany egyenld 0-val). Ha 1 iddegységnek

tekintjiik az oldalak végigjarasahoz sziikséges 1d6t, akkor az M, N és P pontok
helyzetvektorainak egyenlete

m=t-a+(1-t)-b, p=t-c+(1-t)-a és n=t*-b+(1-t*)-c

. BM ., . . e oa
(Itt a t paraméter az B aranyt jelenti, ez egyenletesen véltozik 0-tol 1-ig a

mozgas ideje alatt.) gy a stlypont helyzetvektora

g== (m+n+ p) ;(5+5+E)+%~t-(l—t)~(5—5),
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tehat a mértani hely az ABC haromszég G sulypontjan at a BC-hez hdzott

parhuzamos egyenesen a G végpontd % hosszusagu szakasz, amely az A-

hoz tartozé oldalfelezé ugyanazon oldalan van, mint a C (a t(1—t) kifejezés a

[Oﬂ intervallumban veszi fel az értékeit, ha t [0,1]).

4. Egy konvex 2002 oldali soksz6g minden csUcsat pirosra vagy kékre
szinezziik gy, hogy mindkét szin legalabb egyszer el6forduljon. A cstcsok
altal meghatarozott minden haromszéglapot pirosra szineziink (a csucsok
szine nem valtozik meg) ha legalabb két csticsa piros (el6fordulhat, hogy egy-
egy sikrészt tobbszor is kiszineziink). Miutan minden szinezhetd
haromszdglapot kiszineztiink, ugyanezt megismételjik a kék szinnel.
Hatarozd meg a cslcsok szinezését, ha a sokszdg belsejének minden pontjat
pirossal is és kékkel is kiszineztiik.

Megoldas. Ha van két egymas melletti pirossal szinezett csucs (A és B),
akkor a mellettikk fekvé két cstcs és az altaluk meghatarozott két atld
valamint az AB oldal altal kozrezart sikrész csak piros szinnel szinezhetd.
Hasonl¢ tulajdonsag igaz két egymas melletti kek szinnel szinezett cstcsra is.
Igy a sokszog teljes bels6 tartomanya nem szinezhetd egyik szinnel sem, ha
van két azonos szinnel szinezett egymas melletti cstcs. Eszerint ahhoz, hogy
a teljes bels6 tartomany szinezhetd legyen mindkét szinnel sziikséges, hogy a
cstcsokat a két szinnel felvaltva szinezziik (egy piros, egy kék stb.).

Azonnal belathatd, hogy ez elégséges is. (Ha minden masodik csucs altal
meghatarozott 1001 oldalu sokszdget vizsgaljuk, akkor ennek minden cstcsa
ugyanolyan szinnel van szinezve, tehat a belseje is szinezhet6 ezzel a szinnel
teljes egeszében és rajta kivil csak olyan hdromszdgek vannak, amelyeknek
két cstcsuk ehhez az 1001 oldalu sokszdghoz tartozik, tehéat ezek is mind
szinezhet6k ezzel a szinnel. Mivel ez érvényes mindkét szinre a megoldas
teljes.)

A B

X. OSZTALY

1. Igazold, hogy ha a,b,c >1, akkor
log,, (a%bc)log,, (ab’c)log,, (abc®)>8.
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Megoldas. %H log,, a’bc :%1_[(1+2Iogbc a) :H[%+ log,. aj =
lgb+Igc+2Ilga (lga+lgb)+(lga+lgc)
=11 2(lgh+1 =11 -
(lgb+lgc) 2(lgb+Igc)
>H2\/ lga+lgb)(lga+lgc) H|ga+|gb
B 2(lgb+lgc) lga+Igh
tehat | ] log, (a’bc)>8, és egyenldség csak a=h=c esetén all fenn.

2. Bizonyitsd be, hogy a (bn)neN* pozitiv tagu valés szamsorozat akkor és

csakis akkor mértani haladvany, ha barmely n>3 természetes szdm esetén
fennall a kovetkez6 egyenloség:

\/(bl+b2)2+(b2+b) +.. +(bn1+b \/b1+ +bn1+\/b2+ +b7 .
1. megoldas. Adott n esetén legyenek a =b,,a,=h,, ..., a,,=b,. A

n-1
feltétel szerint irhatjuk, hogy \/Z (a +b,) \/z a’ +\/Z b? .
k=1
Minkowski-féle egyenl6tlenség értelmében ez az egyenl6ség akkor és csak
. a a . b, b b
akkor teljesil, ha & % _ =1 vagyis 2===.=—""=q. Innen
bz bn—l bl b2 bn—l
b, =bq, b, =b,q, ..., b, =b,,q, s mivel n tetsz6leges volt, b, b,, ..., b,, ...
mértani haladvany. A forditott allitas igazolasa azonnali.
2. megoldas. Az éllitast a matematikai indukcié modszerével igazoljuk.

I. Ha n=3, akkor /(b +b,)" +(b, +b,)’ = b7 +bZ +/bZ +bZ , ahonnan
négyzetre emeléssel kapjuk, hogy bb, +b,b, :\/(bl +b7 ) (b3 +b7 ) . Ujabb

négyzetre emelés és atrendezés utan kovetkezik, hogy (b; —hbb, )2 =0
vagyis b =bb,, ami azt jelenti, hogy n=3 esetén a b,b,,b, szamok
mértani haladvanyban vannak.
II. Vezessik be az x=b?+bZ+..+b?, és y=b2+b? +..+b> jelolést,
ekkor y=q2x, ahol q a b,,b,,...,b, mértani haladvanyban levé szamok
allandd hanyadosa. A feltétel szerint

\/(bl +b,)" .4 (b, +b, ) +(b, +b,,) \/bl +..+b? +\/b2 +otbZ,

ezt négyzetre emelve, kapjuk, hogy
[(b1 +b, )2 +...+(b,, +b, )2J+(bn +bn+l)2 =
=x+b2 +y+b2, +2,(x+b2)(y+bZ,).
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A szdgletes zarojelre felirva az indukcids feltételt, kdvetkezik, hogy
X+y+2yxy +(b, +b,,, )" = x+y+b? +b%, +2 (x+bn2)(y+bn+1)

\/X—y+bbn+1: (X+bz)(y+bn+l) (X bnz+l yan) :0<:>
X-bZ, —y-b? =0« x(b2, —q°b})=0<b,, =q-b,.

n+1 n+1
3. Az OAB és OCD azonos korbejarasi iranyu, egyenlé oldalt
haromszogek AO, OB, OC, CD oldalainak felez6pontjait jeldljiikk rendre
M -mel, N -nel, P-vel és Q-val. Bizonyitsd be, hogy ha R az MQ

felez6pontja, akkor az NPR haromszdg R -ben derékszogil.

1. megoldas. Az BMO és OQC haromszdgek azonos koriljarasi iranyl
hasonlé haromszdgek és szdgeik mértéke rendre 30°, 90° és 60° . Jeldljik x,
y és z-vel egy ilyen haromsz6g csucspontjainak affixumait, tovabba az abra
egy pontjahoz tartozd affixumot ugyanazzal a kis betlivel, mint a pontot. A
haromszdgek hasonldsaganak komplex szdmokkal adott jellemzése alapjan:
o(x—y)+q(y—z)+c(z—x)=0 és
b(x—y)+m(y-z)+0(z—x)=0.
Az elobbi két egyenldség megfeleld oldalait sszeadva és elosztva mindkét
oldalt kettével kdvetkezik, hogy:
b+o
—( —y)+ —(y Z)+—(Z—X) 0.

Ez éppen annak szukseges és elegseges feltetele hogy az NRP haromszdg
hasonl6 legyen a BMO és OQC haromszogekkel. A hasonlsaghbdl
kovetkezik, hogy m(l\/IR\P) =90°.

2. megoldas. Az elébbi jelolések alapjan b=c-a és d=e&-c, ahol
& —e+1=0 (vagyis &* = -1) Valasszuk az orig6t az O pontba. Igy rendre a
kovetkezo egyenldségekhez jutunk:

a b ¢-a c c+d c-(I+¢) .
m=—, N=—=——, p:—, q:—:—es
2 2 2 2 2 2
m+q a+C-(1+5)
r= = .
2 4
Ha X az NP felez6pontja, akkor x = —— n+p_ b+c , tehat
a-(l-g)+c-¢ c-¢+a-c
Fr-X=——"——46ésr—-p=————.
4 4
c-&+a-(e-¢&° g2
De & (r-x)= 4( ):C g4+a:r—p, tehdt az RXP

haromszog egyenld oldalu. Igy az NX = XP = XR egyenléségek alapjan az
NRP haromszdg R-ben derékszogi.
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B
3. megoldas. Vektoridlisan dolgozunk, az O pontot kezd6pontnak
valasztjuk és a tovabbi pontok helyzetvektorat az illeté pontot jeldld betlinek
megfeleld kis betiivel jeloljik.

a b c c+d m+q a+c+d
m=—,n=—, p=—,q=——6ésr=—=————
2 2 2 2 2 4

igy mzn—r:%b—r és RP = p—r:%c—r,tehét

m-@=%bc+r2_%(b+c)(a+c+d)=
e —tap-tpe—tpd-tac—ter-lea-
4 8 8 8 8 8 8
1 , 1, 1 1, 1,
=—Xycosa+r-——Xx"—-2-—xycos(60°+a)-——y " ——y =
g0 ¥t g gy os(80°+a) g y"~ 10
=£xysina—ix2—iy2+r2.
8 16 16
ahol x és 'y az OB és OC szakaszok hosszét jeldli, illetve « a BOC iranyitott
L , X 3y MQ® . , )
sz0g mértéke. De r :?+?— 2 és igy az OMQ héaromszdgben a

koszinusz tétel alapjan kovetkezik, hogy RN-RP =0, tehdt az NRP
haromszdg R-ben derékszogii.

4. megoldas. Vegyik fel az OQ szakasz X felez8pontjat. RX kdzépvonal
az MOQ haromszogben és XP az OQC haromszogben, tehat

RX=%OM =%OA és XP:%CQ—loc. Ugyanakkor RX ||OA és

4
XP ||CD, tehat az RXP szog egyenlé az AO és CD egyenesek szdgével,
vagyis a BOC szoggel. Az elébbiek alapjan az NOP és RXP haromszdgek
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hasonlok és a megfelelé oldalak egymassal 60°-0s szoget zarnak be. Igy

m (R/P\N ) =60° és RP = % NP , tehat az RNP haromszog derékszogii R-ben.

4. Egy n oldald konvex sokszég minden csUcsat kiszinezzik pirosra vagy
feketére és a cslcsok &ltal meghatarozott szakaszokra (oldalakra és atldkra)
1-est irunk ha a két végpontja azonos szinii, ellenkezé esetben —1-est irunk.
Hatarozd meg a szakaszokra irt szamok 6sszegének lehet6 legkisebb értékét.

Megoldas. Jeldljik p-vel a pirosra szinezett csucsok szdmat és f-fel a
feketére szinezett csticsok szamat. A két fekete végponttal rendelkezd

, fo(f -1 )

szakaszok szama =D , a két piros végponttal rendelkezdk szdma
. _1 ) ,

pp=3 (2 ) és a vegyes szinezésli szakaszok szama f - p. gy a szakaszokra irt

szdmok 0sszege
(f = (p— f-p) —f-— f—p) -
(-0 p(p-y o (F-p) —f-p_(f-p)-n

2 2 2 2
Ez akkor minimélis, ha az (f — p)2 kifejezés minimalis. Paros n esetén tehat

a minimum 5 és ez akkor érhetd el, ha a csucsok fele pirossal és fele

, . , , . 1-n , i .
feketével van szinezve. Paratlan n esetén a minimum — és ez akkor érhet6

el, ha a pirossal szinezett csticsok szama 1-gyel tébb vagy kevesebb, mint a
feketével szinezett csticsok szdma.

XI. OSZTALY

1. Egy bolha ugralni kezd a sikon. A k -adik ugrasénak hossza % barmely

ke N esetén. n ugras utan eszébe jut, hogy valamit a kiindulasi pontban
felejtett. Visszajuthat-e a kiindulasi pontba?
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Megoldas. Az n-edik ugras utan jel6ljik d -vel a bolha tavolsagat az O

kiinduloponttol. Nyilvanvald, hogy d akkor a legnagyobb, ha a bolha egy
egyenesen mozgott, egyfolytaban tavolodva az O ponttdl, tehat:

dsl+1+...+£. (1)

2 n
Megadunk egy algoritmust, amelyet kévetve a bolha mindig visszaérhet az O
pontba. Tudjuk, hogy az a, :1+%+...+%, ke N" sorozat hatarértéke

k|im a, =+, és ebbdl kovetkezik, hogy a k>n+1, ke N,
1 1 1
b, =a -3, =—"-+—+..+—
n+l n+2 k
képlettel értelmezett sorozat is a végtelenhez tart, tehat kIim b, =+ (2)

(n roégzitett természetes szam).
(1) és (2) alapjan, ha a bolha az n -edik lépése utan visszafordul és végig az

O pont felé halad LL hosszlsagu ugrasokkal, egy m-edik
n+l n+2

ugréassal biztosan olyan kézel keriil az O ponthoz, hogy az m+1-edik ugrésa
vagy az O pontba ér, vagy tulhaladja azt. Ha az O pontbha érkezik az
m+1-edik ugrassal, akkor készen vagyunk, ellenkezd esetben az utolsod két
lépését megvaltoztatjuk: Az 1. abra szerint felithatjuk a kovetkezd
egyenl6tlenségeket:

1
—+
m

1 LA VA gk .
1 >d,, (abolha az utolso két 1épésével tulhaladta az O pontot);
+

1 N . L
m >— (az utolso elbtti 1épéssel még nem éri el az O pontot);
m

m+1

d, +£>

! 1 (az ugrasok hossza egyre kisebb).

Ebb6l kovetkezik, hogy az i Ll és d, hosszlsagu szakaszokkal
m m+

szerkeszthetd haromszog, vagyis a bolha megvalaszthatja az utolsé két
ugrasanak iranyat Ggy, hogy pontosan az O pontba érkezzen (lasd a 2. abrat).

dm dm
00— R e ——
1 1 1\/1
—r==t —m -t -
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e8]

egyenletrendszert:

U,VER} halmazban oldjuk meg a koévetkezo

X+Y+Z=2I,
X?+Y?+Z% =6l,.
X+Y?+2Z%=8l,
1. megoldas. Azonnal igazolhat, hogy az f:C——M fliggvény

esetén, ahol f (w) ={ !

v , . L
j , barmely w=u+i-ve C esetén érvényesek az
-V u

alabbi kijelentések:

Lof((uy+i-v)+(uy+i-vy))=f (u +i-v)+ f (u, +i-v,), barmely u,, v,
u,, v, eR.

2. f((u+i-v)-(uy+iovy))=f(u+i-v) f(u+i-v,), barmely uy, v,
u,, v, eR.

3. f bijektiv.

Ezek szerint, ha X,Y,ZeM akkor létezik egy és csakis egy

W, w,, w; eC gy, hogy f(w)=X, f(w,)=Y, f(w,)=2.Igyaz
X+Y+Z=2-1,, X?+Y?+Z%=6-1,, X*+Y*+Z°=8-1,
egyenletrendszer ekvivalens a kdvetkezdvel:
fH(X+Y+Z)=f7(2:1,),
FH(X2+Y242%)=17(61,),
FH(X2+Y2+2%)=f7(81,),

vagy tovabb
)+ (V) +17(2) = 1 ( )
() 1 (1) £ (22) = 1
2 0C)+ ()4 12 (22)= 1
W +W, +W, =2
Tehat W+ W + W, =6,

W+ W, W =8
de (W, + W, + W5 )" = W2 + W2+ W2+ 2- (W, + oW, +WoW, ), gy
W, W, + W, W, +w,w, =—1.
3 3
W+ WS+ WS — 3W, W, W, =
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= (W, Wy W ) - (W W5 WE — W, — Wy W — W, ),

innen kapjuk, hogy w,w,w, =—2. Tehat

W, +W, +W, =2

W, W, +W,W, +W,w, =-1.

W, W, W, =—2
A Viéte-féle 0osszefliggések alapjan az egyenletrendszer megoldasai a
t*—2t-t+2=0 egyenlet gyokei, azaz {t,t, t,;}={-112}, tehét
wowy, wb={-1,1,2}, {f*(X), f7(Y), f2)}={-112}, gy
{X,Y,Z}={-1,,1,,21,}. Tehét

(X,Y, Z)e{(—lz, L, 21,), (=1, 215, 1,),(1,,—1,,21,),

(1, 21, = 1,), (21, =1, 1), (21, 1, = 1,)} .
2. megoldas

LegyenekX:[ai le,Y:(a2 ij,Zz(a3 b3j,akkor
_bl & _bz a, _b3 8,

a+a,+a,=2 (1)
b +b,+b, =0 (2)
af —b +a; -b; +a; -by =6 (3)
2a,b +2a,b, +2a,b, =0 4’

X+Y+2Z=2l, -b(’il{
X2+Y? 472 =6l, -bél{

a’ —3ab? +a —3a,b? +al -3a,b? =8 (5)

3aZb, —b? +3aZb, —b% +3aZh, —b2 =0 (6)
Tekintsik a z, =a, +i-b, k=123 komplex szdmokat. A (2)
egyenléséget beszorozva i-vel és (1)-gyel Osszeadva, kapjuk, hogy
2,+2,+2,=2. Hasonléan  adodik, hogy z'+z5+2i=6 és

2} + 123 +12% =8. Igy ugyanahhoz az egyenletrendszerhez jutunk, mint az 1.
megoldasban.

X3 +Y% 422 =8l, - bél {

3. Tekintstik a d;: y=a;x paronként kiilonb6z6 egyeneseket, ahol

i=1 n és neN rogzitett. Az A ed, pontbdl kiindulva megszerkesztjik

az (A )ieN* pontsorozatot, a kovetkezd szabalyok szerint:
d;,, haj<n-1
1. Ha A ed;,akkor A, e . .
d,, haj=n
2. AA., parhuzamos az Ox tengellyel, ha i paratlan és pArhuzamos
az Oy tengellyel, ha i paros.
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Jeloljuk x, -val az A, , pont abszcisszajat, minden ke N™ esetén.
Vizsgéljuk az (x, ),_,- sorozat konvergenciajat.

Megoldas.

Ertelmezzilk a,, -et tetszéleges m e N -re a kdvetkezd modon:

a, =a,, ahol k az m n-nel valo osztadsi maradéka. A pontsorozat
értelmezése alapjan az A, , pontbdl az Ox-szel hizunk parhuzamost
amig metszi a d, -t és az A, pontbdl az Oy -nal amig metszi a
d, ., -et A, ,-ben. Ekkor az A, , és A, ., pontok abszcisszai x,
illetve x.,. A, , ordindtdja y, =a,, ,%, igy az A, ordinataja szintén
a, ,% , tehat az abszcisszaja %Xk, ami megegyezik az A, .,

2k
abszcisszajaval. Tehat xkﬂ:aZH X, . Innen Xm:Mxi az
Oy Ay - Oy

(%),., sorozat altalanos tagja. Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha n

, OOy O .
paratlan. Ekkor x,,, =—=2—2"1x , de mivel ¢,,, =,
Aoy =+ Ay
o, 00,0, O, .
= n iy =x. Tehat x,, =X,.

n+1

Oy - Oy 05 -
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Hasonl6an igazolhatd, hogy x,., =X, VkeN . Kdovetkezésképpen a

sorozat periodikus, igy nem konvergens (feltéve ha nem éllandé, ez
pedig akkor térténne meg, ha A egybeesne az origéval).
Vizsgéljuk az n péros esetet. Ekkor

— QO - O (O " Oy 1O " o3 —

m
o, o

n®ns2 77" aZna2n+l e aZm—Z

:(alaf“”'anfl)"'(alaf‘*”'a”*l)al'”%“xi, ahol k az m-nek n-nel
(a2a4...an)...(a2a4...an)a2...aZk_Z

X .

m
P s - . . a0, -, [F} o0y O
val6 osztdsi maradéka. Tehét xmz( L3 ”1J B
a0,y 00 - Oy
aa ...a
Legyen =221,
a2a4...a

Mivel n rogzitett, kdvetkezik, hogy ha

n
m

m— o, akkor [%}—)oo. Tudjuk, hogy az {a{“ukonvergens, ha

lo|<1 és ebben az esetben zéréhoz tart. Tehat ha |a| <1, akkor

limx,=0. Ha |o|>1, akkor a sorozat divergens (oeH —n, a>1

m—o

m
esetén és ha o < -1, akkor am —> o0 azon (x ) részsorozat esetén,

Mp
m

m ) . o . .
amelyre {—"} paros, valamint am — —o0, azon részsorozat esetén,
n
m, | . A . .
amelyre | — | paratlan. Ez utobbi esetben egy valamilyen végtelenhez
n

) , a0,
tartd sorozatot egy korlatos | -2=2—"22Lx | sorozattal szorozzuk
Oy =+ Oy

0ssze, tehat divergens.)
Ha «=1, akkor abban az esetben konvergens a sorozat, ha

[0‘1“3 T
00y Oy
az egyenesek paronként kiilonbodznek igy ez az eset nem lehetséges.
Ha a=-1, akkor az (x,,) részsorozat 1-hez tart, az (X )
részsorozat pedig —1-hez, tehat ekkor sem konvergens.
Kovetkezésképpen a konvergencia csak az |aa, - a, 4| < |y, -+ a,|
esetben all fenn.

J allandd, azaz o, =«a,, o, =a,, .., a,, =, . Viszont
k>2
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4. Tekintsk egy 3xn-es négyzethdld racspontjait (6sszesen 4x(n+1)

racspont). Hany olyan rombusz létezik, amelynek minden csticspontja ilyen
racspont? (nemcsak a rombusz mérete, hanem a helyzete is szamit)

Megoldas. Azokon a négyzeteken kiviil, amelyeknek oldalai parhuzamosak
a négyzetracs éleivel csak a mellékelt abran lathaté rombuszok johetnek létre.

@ ® KX ® ®

¥ ¥ ® ®
® ¥ R ® 9 @ ®

A racspontok kozt fellépd nem egész tavolsagok kozt a két legkisebb a

V2 ésa /5, haa rombusz oldaldnak hossza nagyobb mint /5 , akkor
ez a rombusz az alsé abran lathaté kategdridba tartozik, tehat az egyik
atléja parhuzamos a récs révidebb oldalaval, hossza 2 és a k6zéppontja

racspont. Ha a rombusz oldala /2 vagy /5, akkor a rombusz
tartozhat az el6zéekben ¢értelmezett kategdriaba, de lehet az els6 abran
lathaté négyzet is. Igy a kovetkez6 szamlalashoz jutunk:

- az 1x1l-es négyzetek szama 3-n;

- a 2x2-es négyzetek szdma 2-(n-1);

- a 3x3-asnégyzetek szama n—-2;

- azolyan /5 x+/5 -0s négyzetek szama, amelyeknek kozéppontja
nem racspont 2-(n—-2);

- az alsé abran lathatd tipusi rombuszok szama (a kdzéppontok
szerint szamolva)



X. Székely Mik6 Matematikaverseny

_ _ 2
2- 1+2+...+n—2+ﬂ+n—2+...+2+1 _n ha n paros és
2 2 2 2
— 2_
2-2~(1+2+...+n71):n71,hanpératlan.
. . n*+16n-14 ., n*+16n-15
Igy a rombuszok szdma — ha n péros és — ha n

paratlan.

XII OSZTALY
ax+1 0 ax
1. Adottaz M = 0O 0 O XER\{—i} halmaz, ahol a =0
ax 0 ax+1 22
tetszélegesen rogzitett valds szam. Bizonyitsd be, hogy (M,-) Abel-féle

csoport és (M,-)=(G,*), ahol G:R\{—Z—la} és Vx,yeG esetén
X*y =X+Yy+2axy .
Megoldas. Barmely A(x), A(y)eM esetén
ax+1 0 ax ay+1 0 ay
A(x)A(y)=| 0 0 0 0 0 0 |=A(x+y+2axy)eM,

ax 0 ax+1){ ay O ay+1
tehat M zart halmaz, kommutativ, asszociativ, A(0)e M semleges elem és

béarmely A(x)eM esetén A(x')zA( jeM az A(x)

1+ 2ax
szimmetrikus eleme, tehat (M, -) Abel- féle csoport.

Legyen f:M—>G, f(A(x))=x. Ekkor f  bijektiv  és

f(A(X)A(y))=f(A(x))*f (A(y)) kompatibilis és igy (M,-)=(G,*).

Hasonléan kimutatjuk, hogy (G, *) is Abel- féle csoport.

2. Az f:R—> R fiuggveény egy F:R — R primitivje teljesiti az
(1+(er+1)sin? x) f (X)F“(x) <sin 2x

egyenlétlenséget V x € R esetén, ahol « > 0 rdgzitett valds szam. Bizonyitsd

be, hogy nem létezik a lim F(x) hatarérték!

Megoldas ”

sin 2x

(1+(a+1)sin x) f(X)F“(X) <sin2x < f(X)F“(X)SW
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< (a+1) F)F(x) gw.
1+(a+1)sin® x

Az €lBbbi egyenlbtlenség alapjan a G(X) = F"”(x)—ln(1+(a+1)sin2x)

fiiggvény csokkend (mert a derivaltja negativ), tehat létezik a 1I_r)T010G(X)

hatarérték. Mivel a limsinx hatarérték nem létezik, ezért a lim F(x)

X—00 X—0

hatarérték sem létezik.

3. Legyen a>0 egy valés szam és f:[0,a] >R, egy integralhato
fuggveény.

a) Bizonyitsd be, hogy barmely xoe[O,a]\{%} esetén az

(xo, f (xo)) ponton at hizhat6 olyan d, —egyenes, amelyre a grafikus kép, a
d, egyenes, az x=a egyenletii egyenes és az Oy tengely altal hatarolt
stkrésznek ugyanakkora teriiletli darabja van a d, alatt, mint folott.

b) Bizonyitsd be, hogy a d, egyenesek Osszefutok ha x, a

[0, a]\{%} halmazban véltozik és hatarozd meg az Osszefutdsi pont
koordinatait.
Megoldas. a) A d, egyenes alatti y

és folotti részek teriilete pontosan
akkor egyenlé egymassal, ha
a

A

j(cl-x+c2 ~f(x))dx=0,  ahol f (x)fm

0

y=c -x+c, a d,  egyenes
egyenlete.
2 a
igy cl-a?+c2-azjf(x)dx. o) X x
0

Ugyanakkor a d, egyenes athalad az (X, f(x,)) ponton, tehat
f(X,)=¢, X%, +C,. Ebbdl a két egyenldségbdl

if(x)dx—a-f(xo) az-f(xo)—Zxo-Tf(x)dx

0 0

2 .
=—- ésc,=—-

“ 3 a—2x, ’ a a—2x,
Mivel ez a két szam létezik barmely x, [0, a]\{%} esetén, a kért egyenes is

létezik.
b) Az elébbi egyenesek egyenlete a kovetkezd alakban is felirhato:
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X, (Zj‘ f(x)dx—2ayvj+ f (xo)(Zaxv —az): 2X, j' f(x)dx-a’y,,

ahol (x,,Y,)a keresett dsszefutdsi pont koordinatai. Az x, és az f(x,)

a

_[f(x)dx
egyiitthatoi nullaval egyenldk, ha X, :% és y, =2———. Ezekre az
a
értékekre az elébbi egyenléség jobb oldalan is nulla 4ll, tehat az
j f (x)dx
%,0— ponton athalad az 6sszes ilyen egyenes.
a

4. Bizonyitsuk be, hogy

a)ha n=4k+2 és k>1, akkor a Z_ -nek létezik harom halmazbdl
allé particidja, amelyre nem vélaszthatd ki a particiéo harom halmazabol egy-
egy elem, amelyek szamtani haladvanyt alkotnak;

b) Z, tetszéleges harom halmazbol 4ll6 particidja esetén
kivalaszthatd a partici6 halmazaib6l egy-egy elem, amelyek szamtani
haladvanyt alkotnak.

(egy X halmaz particiéja olyan paronként diszjunkt részhalmaz rendszerét
jelenti, amelyek egyesitése az X).

Megoldas. a) Ha n=4k+2, akkor vizsgaljuk az A ={0}, A, ={2k+1}
és A, =Z7Z,\{0,2k +1} halmazokbdl alkotott particiot. Az elsé két halmazbol

csak a 0-t és a 2k +1-et valaszthatjuk és lathato, hogy a harmadik halmazban
nincs egyetlen olyan elem sem, amelyre szdmtani haladvanyt alkotna a harom
szam.

b) Feltételezzik az ellenkezdjét. Jeloljiik A -gyel azt a halmazt, amelynek
eleme a 0. Feltételezhetjik, hogy 1 nem eleme ennek a halmaznak mert
létezik két egymas utani elem (0 a 6 utdn kovetkezik), amelyek nem
ugyanahhoz a részhalmazhoz tartoznak és a kisebb szamot a particié minden
eleméhez hozzdadva egy ijabb particidhoz jutunk, amelybdl pontosan akkor
tudunk kivalasztani szamtani haladvéanyt, ha az eredetibdl ki lehet valasztani
szamtani haladvényt. Igy a 6, a 2 és a 4 nem lehet az A, halmazban. De az

A, nem Ures, tehat 3 vagy 5 eleme A, -nak.
Ha 5€ A, akkor 4,6 € A (ellenkezd esetben a 6-0-1 vagy 5-6-0

vagy 1-4-0 vagy 4-5-6 szamtani haladvany teljesitené a kért feltételt). Igy
viszont az 5-1-4 szamtani haladvany elemei vannak kiilonboz6
részhalmazokban.

Ha 3e A, akkor 4,6 A, (ellenkezd esetben a 0-1-2 vagy 1-2-3

vagy 2-3-4 vagy 1-4-0 szamtani haladvény teljesitené a kért feltételt). Igy
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viszont a 4-0-3 szamtani haladvany elemei vannak kiilénb6z6
részhalmazokban.

Megjegyzés. A feladat ekvivalens a kovetkezével: Szinezzikk egy
szabalyos n szog csUcsait harom szinnel Ggy, hogy mindharom szin
eléforduljon legalabb egyszer.

a) Bizonyitsd be, hogy ha n=4k +2 és k >1, akkor létezik olyan
szinezés, amelyre nincs harom kiilonb6z6 szinti cstccesal rendelkezd egyenld
szarl haromszog;

b) Bizonyitsd be, hogy ha n=7, akkor 1étezik harom kiilonb6z6
szini csuccsal rendelkez6 egyenld szara haromszog.

Az SzMMV rdvidités a ,Szokatlanul Meggyotort Matekes Valogatott”
roviditése. Az SzZMMV tagjai: Andras Szilard, Csap0 Hajnalka, Demeter
Albert, Lukacs Andor, Szilagyi Géza Zsolt, Zsombori Gabriella

A résztvevo diakok névsora

Condorescu Tibor IX A.E.L. Hammas Enikd XIl A.L.L.

Nagy Tunde IX AEL. Mikes Attila XIl AL.L.
Csap0 Levente X AE.L. Vargalzabella Xl AL.L.
Sipos Tamas X AEL. MarosiL6rand IX B.B.L.
Badi Istvan Xl AE.L. Torok Edwin X B.B.L.
Leopold Andras Xl AE.L. Szabd Attila Xl B.B.L.
Lorincz Zoltan Xl AE.L. Szasz Endre X1l B.B.L.
Sipos Istvan Xl AE.L. Baranyi Botond IX B.F.L.
Derzsi Alpar IX ALL. BorosArpad IX B.F.L.
Kovécs Gabor IX ALL. Hideg Borbala IX B.F.L.
Orbén Levente IX ALL. KonyaZsuzsanna IX B.F.L.
Svéb Istvan X ALL ~KordiGalAndor i pp)
Banfi Eniké X AL.L. Szabo Aniko IX B.F.L.
Go6cza lzabella X ALL. Szab¢ Edit IX B.F.L.
Mihaly Aniké X AL.L. Antal Szilard X B.F.L.
Borzasi David Xl AL.L. Craciun Lehel X B.F.L.
Kozma Szilamér X1 ALL ~ HORatAgnes X BEF.L.
Tirkosi Csaba Xl AL.L. Keresztes Istvan X B.F.L
Petz Erika X B.F.L Buksa Szilard Xl B.Sz.D.L.
Demeter Zoltan Xl B.F.L. Német Tamas XIl Sz. M. K.
Kovécs Tunde Xl B.F.L. Farkas Rébert IX Sz. M. K.

Stan Johann Xl B.F.L. Toth Anita IX Sz. M. K.
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Vita Szabolcs
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Rénoiu Anna
Simon Anna
Mezei Botond
Sebestyén Agnes
Kallé Ildiké
Lorincz Agnes
Lovasz Aliz
Szeredai Lérand
Petz Erika
Demeter Zoltan
Kovécs Tunde
Stan Johann
Vita Szabolcs

Albert Laszlé
Robert

Mathé Zsolt
Orban Gyorgy
Sebe Attila
Szilagyi Marta
Bed6 David
Megyes Boglarka
Darvas Tamas
Nyiké Zoltan
Szab6 Gabriella
Dobai Andras
Ghinea Andrea
Lorincz Raul
Negru Petra
Roth Robert
Széles Adam
Bir6 Emoke

Xl
Xl

Xl
Xl

Xl

Xl

B.F.L.
B.F.L.

B.F.L.
B.F.L.

B.F.L.

B.G.L.
B.G.L.
B.l.L
B.I.L
B.I.L
B.l.L
B.I.L
B.I.L
B.F.L.
B.F.L.
B.F.L.
B.F.L.
B.F.L.

B.F.L.

B.F.L.
B.Il.L
B.Il.L
B.Il.L
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
B.SZ.D.L.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.

Doba Victor
Fischer Kinga

Kiraly Zsolt
Fonagy Eva

Bartha Zsolt

Koncz Rébert
Longaver Rudolf
Csengeri Erika
Giinthner Timea
Rakos Daniel
Szatmari Balazs
Bdcsi Botond
Bodor Rita
Gabor Eniké
llonczai Anett
Lusca Orsolya
Maskulik Zita
Reiz Beéta

Nagy Kéalman

Preg Annamaéria
Varga Andrea
Barok Botond
Burjan Laszlo
Csukas Barna
Miklés Gabor
Buksa Szilard
Német Tamas
Farkas Robert
Téth Anita
Doba Victor
Fischer Kinga
Balazs Attila
Derzsi Zoltan
Andras Gydngyi
Tatu Andrea

Sz.
Sz.

Sz.
Sz.

Sz.

Sz.
Sz.
Sz.
Sz.
Sz.
Sz.
Sz.
Sz.
B. Sz.
Sz.
Sz.
Sz.
Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

Sz.

B. Sz.
O.B.L.
O.B.L.
O.G.L.
O.G.L.
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X. Székely Mik6 Matematikaverseny

Fazakas Réka
Karacsony Kinga
Kovacs Noémi
Sz6cs Csongor
Brtalis Istvan
Erdss Zsuzsanna
Lukacs Laszlo
Palfi Zoltan
SzOcs Emese
Kolcza Matyas
Varga Melinda
Andrei Rébert
Kadar Géza
Barabas Melinda
Fuldép Andrea
Czompo Janos
Gagyi Zsofia
Orbok Sandor
Méjercsik Gyoérgy
Papp Teoddra
Rettegi Ménika
Vincze Istvan
Varga Melinda
Vincze Andrea
Papp Olga

Farczali Sandor

Régeni Agnes
Bartha Zsolt
Marton Szabolcs
Szab6 Zoltan
Bartha Agnes
Albert Csaba
Albert Laszl6
Lorinczi Attila
Némethi Agnes
Csilla

Birtalan Boroka

Xl
Xl
Xl

Xl

M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.A.G.
M.K.L.
M.K.L.
M.K.L.
M.K.L.
M.K.L.
M.K.L.
M.K.L.

N.LL.

N.LL.

N.L.L.
N.L.L.
N.L.L.
N.L.L.
N.L.L.
N.L.L.
N.L.L.

N.M.L.

N.M.L.
N.M.L.
N.M.L.
N.M.L.
N.M.L.

O.B.L.
O.B.L.
TAG.

T.AG.
TAG.

Aldea Anita
Serban Maria
Hobaj Ottilia
Pal Annamaria
Bereczki Orsolya
Viliké Réka
Komsa Csongor
Laczko6 Arpad
Bernad Emdke
Szasz Marton
Fata EmOke
Foldes Zsolt
Marton Imola
Bir6 Biborka
Gazdag Lehel
Ko116 Hanna
Tasi Eszter
Biré Zoltan
Gabos Istvan
Sipos Kinga
Szilagyi Zoltan
Vajda Istvan
Henning Péter
Németh Attila
Spanyol Adam
Székely Sipos
Sandor Zoltan
Balint Erika
Balint Levente
Bolyai Csaba
Gyobngydsi Csaba
Lukécsi Csaba
Boni Dalma
Balazs Attila
Szab6 Agnes

Majé Zoltan
Vig Endre

X
Xl

Xl
Xl

X1
Xl

O.G.L.
O.G.L.
S.E.L.
S.E.L.
S.E.L.
S.E.L.
S.E.L.
S.E.L.
S.E.L.
S.E.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.
Sz.M.L.

Sz.M.L.

TAG.
T.AG.
T.AG.
T.AG.
T.AG.
T.AG.
O.B.L.



X. Székely Mik6 Matematikaverseny

Kiss Zsuzsa
Kovacs Karoly

Scridon Lorant
Szakacs Paal Istvan
Gyongydsi Eva
Laszl6 Tamés
Szasz Zoltan
Magyari Hajni

Xl T.AG.
Xl T.AG.
Xl T.AG.
Xl T.AG.
Xl TAG.
Xl TAG.
Xl TAG.
IX

Lorinczi Attila
Némethi Agnes
Csilla

Birtalan Bordka
Kiss Zsuzsa
Kovacs Karoly
Scridon Lérant
Szakacs Paal Istvan
Szab6 Agnes

A résztvevo tanarok névsora

Andras Szilard
Balogh Attila
Bencze Mihaly
Biré Judit

Biré Zoltan
Bbgozi Mihaly
Csap6 Hajnalka
Csata Lili

Darvas Anna Maria
Deék Eva

Dedak Zsuzsa
Demeter Albert
Egyed Géza
Gyorgy Gabriella
Keresztes K&lmén
Kovécs Béla
Kovécs Katalin

BBTE
M. K. L.
AL L
Sz. M. K.
S.E.E.L.
M. A. G.
M. A G.
N. I L.
B.Sz.D. .
Sz. M. K.
T.A G.
BBTE

N. M. L
B.F.L.
0.G. K.
K.F.L
M.A. G

A versenybizottsag tagjai
Bencze Mihaly—elndk
Andrés Szilard
Demeter Albert
Szilagyi Géza Zsolt

Kovacs Lajos
Laczko Jozsef
Lukécs Andor
Nagy Ildiké
Pall Csaba
Pacurar Maria
Péter Andrés
Sebestyén Jozsef
Simon Janos
Szasz Rébert
Szatmari Maria
Székely Aliz
Szilagyi Jutka
Szilagyi Zsolt
Tamési Csaba
Véanyi Emese
Vass Csilla

X

Xl
Xl
Xl
Xl
Xl
Xl

TAG.
TAG.

T.AG.
TAG.
TAG.
TAG.
TAG.

T.A G.
M. A. G.
BBTE
A E. L.
N. I L.
B.B.L
Cs.G. L.
0.B.G.
B. G. K.
B.F.L
M. A. G.
AL L.
B.I.L.
BBTE
M. A. G.
K.F.L

B.Sz.D. I.

Csap6 Hajnalka
Lukacs Andor
Zsombori Gabriella
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