SZEKELY MIKO MATEMATIKAVERSENY
2000. februar 26.

IX. osztaly

1. a) Oldjatok meg az x2 + y2 = xy + 2000 egyenletet az egész szamok halmazéaban!
b) Az a, b és c, nullatol kilonb6zo valds szamok Gsszege nulla. Bizonyitsatok be,
hogy:

a’ N b? . c? 3

a’—b?—c? b?-c?*-a? c?-a’-b? 2
2. Az ABC haromszoglapot az abran lathaté harom 6sszefutd egyenes hat kisebb
haromszogre bontja. Koziluk négy haromszdg teriiletének mérészamat az abran

feltintettiik. Hatarozzatok meg az ABC haromszdg terlletét!
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3. Az ABCD négyzet oldalain mozog az M és a P pont. Ha O a négyzet kézéppontja,

hatarozzatok meg az OM + OP @sszegvektor végpontjanak mértani helyét, az
alabbi esetekben:
a) az M pont az [AB], a P pont pedig a [CD] szakaszon mozog, egymastol
flggetlendl;
b) a két pont a négyzet oldalain mozog, tetszélegesen, egymastol fiiligetlentil
(egymasra is keriilhetnek).

4. Egy 3 x 3-as négyzethald néhany 1 x 1-es mezdjét feketére festjiikk oly modon,
hogy minden sorban és minden oszlopban legyen legaldbb egy befestett mezo.
Hany kiilonbozé ilyen szinezés lehetséges? A szimmetrikus és egymadasba
forgatassal atvihet6 eseteket is kiilonbozéeknek tekintjiik, pl. az al&bbi szinezések
kiilonbozbek.




X.osztaly

. a) Oldjatok meg a
4* +15* =10" +9*
egyenletet a val6s szamok halmazaban.

b) Bizonyitsatok be, hogy ha a, b és ¢ egynél nagyobb valds szamok, akkor:
az sz ( Czj
— — . - — . — — >
Iogb(b a+ b] Iogc(c b+ c log,|a—Cc+ a >1

. Az f:R—R fiiggvény teljesiti az f(f(x))=x>""+oax egyenl8séget barmely
xe R esetén, ahol ne N" és a € (0,1) rogzitett szamok. lgazoljatok, hogy

Iéteznek olyan a, b és c, paronként kiilonb6z6 valds szamok, amelyekre
f(@)+ f(b)+ f(c)=0.

. Az ABCD téglalap oldalain léteznek olyan M és N pontok, amelyekre az AMN
haromszog egyenld oldalu.

a) Hatarozzatok meg a AB arany minimalis és maximalis értékét!

b) lgazoljatok, hogy T(ABM)+T(ADN) = T(MCN).

. Egy szabalyos tizsz6g csucsaiba elhelyezziik az 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25 és
28 szamokat, valamilyen sorrendben. Tételezzik fel, hogy lerajzoltuk az 6sszes
lehetséges sorrendnek megfeleld tizszoget (a szamokkal egyiitt). Minden ilyen
tizszdg belsejébe beirjuk a legnagyobb olyan Osszeg értékét, amelyet harom
szomszédos csUcsaba irt szam dsszeadasaval nyerhetlink. Hatarozzatok meg a
tizszogek belsejében talalhatd szamok kozil a legkisebbet!



XI. osztaly

1. Az (an )n21 sorozatot a kovetkezOképpen értelmezziik:
a,, +2a,
3

(az [x] szimbdlum az x valds szam egész részét jeldli)
Szamitsatok ki a kovetkez6 hatarértéket:

a, =1, a,=2, aM:{ }Ll, han>2.

n

2.3
lim A

n—o n

2. a) Bizonyitsatok be, hogy ha X eM,(C) és neN", akkor Iéteznek olyan
a, €C és b, € C szamok, amelyre X" =a X +b,1,.

0

jegyenletet az M, (C) halmazban!

1
b) Oldjatok megaz X" = (1 1

3. Nevezziik “j6 n-6sszeg™-nek azokat az osszegeket, amelyek teljesitik a kovetkezd
feltételeket:
a) az Osszeg minden tagja kettéhatvany
b) egyetlen kett6hatvany sem szerepel tobb mint haromszor
c) az 6sszeg értéke n
d) az 6sszeg tagjai névekvo sorrendben vannak
Jeloljik f(n)-el az dsszes j6 n-0sszegek szamat.
Pl: f(9)=5 mivel 9=1+4+4=1+2+2+4=1+1+14+2+4=1+1+1+2+2+2
Hatarozzatok meg f(n) értékét minden nullatol kiilonb6z6 természetes szamra!

4. Egy n x k méretii négyzethalo minden 1 x 1 méretii mez8jén egy-egy szocske all.
Egy adott pillanatban minden szdcske atugrik egy cstcsosan szomszédos mezore.
(Két mezo csucsosan szomszédos, ha van kdzos csucsuk, de nincs kdzos oldaluk.)
Lehetséges-e az, hogy az ugrésok utan is minden mezén pontosan egy szocske
alljon? Ha igen, hany kiilonb6zé moédon?



XII. osztaly

1. Adottakaz f :R > R és g:R — R primitivalhat6 fliggvények. Jeléljik F-fel és
G-vel az f illetve g azon primitivjeit, amelyekre F(0) =1 és G(0) =0.
Bizonyitsatok be, hogy ha barmely valds x esetén igaz, hogy F(x) = g'(x) és
G(x) = f'(x), valamint f(0) =0, akkor az is igaz, hogy:

f(x)-g(x) 2—%, vx eR.

2. A (G,-) csoportot g(n) tipustinak nevezzik, ha elemeinek széma legalabb
n+1, tovabba barmely x;, X,,..., X, € G \{e} esetén létezik olyan x,, €G,
amelyre:

Xp o Xy o oee X, = X0,

(e a csoport semleges elemét jel6li, n >1 természetes szam)

a) lgazoljatok, hogy ha (G, -) egy g(n) tipusu csoport, akkor barmely x € G
esetén létezik olyan y € G, amelyre teljesul, hogy:

x=y"
b) lgazoljatok, hogy az (R;", . ) csoport g(n) tipusu csoport.
c) lgazoljatok, hogy az (R;", . ) csoport nem izomorf az (R*, . ) csoporttal.

3. Bizonyitsatok be, hogy barmely ne N* esetén a \/n(n+1) szém tizes alap(
feliraséban, a tizedesvesszé utan 4-es szamjegy kovetkezik.

4. Elhelyeztiink n sorban

darab pénzeérmét, haromszdg alakban, irast

n(n+1)
2
tartalmazo oldalaval felfele, az abra szerint:

n=3 n=4
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Egyszerre megfordithatunk harom kélcséndsen szomszédos ermét (pl. a fenti
abran a vilagos érméket).

Ha n = 2000, clérhet6é-e, hogy minden érme az irast tartalmazo oldalaval lefele
legyen?
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