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LA matematika érdekes és szép is: az emberi gondolat izgalmas
és szép kalandja. A matematika szépsége mem valami jdrulékos
dolog, hanem a matematikanak a lényegéhez tartozik. A wvalddi
1gazsdg mindig sz€ép, €s a valodi szépség mindig igaz”.

Rényi Alfréd

El6szo

A 2013-as évben, januér 31. és februar 3. kozott, Nagysza-
lontan keriil megrendezésre a XXIII. Erdélyi Magyar Mate-
matikaverseny, amely orszagosan és nemzetkozi szinten is elis-
mert, rangos verseny. Az Arany Janos Elméleti Liceumot érte
az a megtiszteltetés, hogy hazigazdaja lehet ennek a versenynek,
amely 200 didkot, 40 kisér§ tanért, 10 versenybizottsagi tagot
(nagyrészt egyetemi tanérokat illetve neves matematikusokat)
és egyetemistakat lat vendégiil. Az elndki cimet dr. Robu Ju-
dit el6addtanar, a kolozsvari Babeg-Bolyai Tudoményegyetem
Matematika és Informatika Kardnak dékanhelyettese tolti be. A
verseny iigyvezet§ elnoke Szabé Csilla, miniszteri tanacsos. Ez
a verseny része annak a tehetséggondozd mozgalomnak, melyet
Dr. Bencze Mihaly brass6i matematikatanir kezdeményezett 24
évvel ezel6tt, és amely egyben a 2013. mércius 14-18. id&szak-
ban Gydérben sorra keriil6 XXII. Nemzetkozi Magyar Matema-
tikaverseny erdélyi valogaté szakasza is. Néhany éve véandor-
versennyé valt ez a Erdélyt atfogd, magyar matematika-vetélkedd.
Nem tjdonsag virosunkban ezen a versenyen a részvétel. 1998-
ban vettek részt Nagyszalonta didkjai el&szor, és azéta minden
évben sikeriilt kivivniuk azt a jogot, hogy megmeérettessenek ezen
a nemes vetélkeddén. A legkivalobb didkjaink képviselték varo-
sunkat az évek soran az altalaban Erdély szivében megrendezett
talalkozokon, amely nemcsak a tehetségek felkutatésat szolgélja,



nemcsak a tudomény csodas, kimerithetetlen forrasat kinalja fel
Erdély legtehetségesebb fiataljainak, hanem egy féruma a kapcso-
latteremtésnek, a tapasztalatcserének, a taldlkozésnak, a barét-
sagok kialakuldsdnak. Egy kitarté csapat erds hite és sok éves
munkaja élteti ma is ezt a versenyt. Ezek a pedagdgusok tudjék,
hogy sziikség van a matematikusok évi taldlkozdjara, a didk-
sdg megmérettetésére, arra az Osszetartd erdre, amelyet a kozos
tanacskozasok, tapasztalatcserék, az egymasnak atadott hit biz-
tosit. Iskolank tanari kara dgy dontott, hogy a verseny megsz-
ervezésével Bagdi Oszkar (1939-2009), volt nagyszalontai matem-
atikatanar emléke elstt tiszteleg. Eletét, munkéassagat a diakok
iranti elkotelezettség, a matematika szeretete, magas szinvonalon
valé miivelése jellemezte. A Bagdi csaldddal kozosen az 6 em-
lékére hoztuk létre a Bagdi Oszkér dijat, melyet 2013-ban az
EMMYV legeredményesebb szalontai didkjanak osztunk ki, és a
tovabbiakban a versenybizottsag dontése alapjan minden évben
kiosztasra keriil. Nagyszalonta orémmel vallalta fel a XXIII.
talalkoz6 megszervezését. Varosvezetdink, egyhazaink képviselsi,
véallalkozok, sziil6k, pedagogusok, didkok segitettek a megfelels
feltételek megteremtésében, ezzel is bizonyitva, hogy Nagysza-
lonta nemcsak az irodalom bélcsGje, hanem jeles matematikuso-
kat is nevel, a tudoményos oktatasban és annak felkarolasdban is
elol jar.

Mészar Julianna matematikatanar,
az Arany Janos Elméleti Liceum igazgatoja



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

IX. osztaly
I. fordulo

1. Feladat. Hatarozd meg a kovetkezs egyenlet Osszes x,y € Z
megoldasat:
22 — 3y? + 2zy — 22 — 10y + 20 = 0.

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

2. Feladat. A sik pontjait két szinnel szineztiik ki (vagyis minden
pont szinét két lehetséges szin koziil valasztottuk ki, egymastol
fiiggetleniil, tetsz6legesen) gy, hogy mindkét szint legalabb egy-
szer hasznaltuk. Bizonyitsd be, hogy:
a) talalhato két azonos szint pont, amely egységnyi tavolsagra
van egymastol;
b) talalhato két kiilonboz6 szintd pont, amely egymastol egy-
ségnyi tavolsagra van!
Koman Zsombor, Brasso
3. Feladat. Az ABC a&ltalanos haromszog (AB) és (AC) olda-
lainak belsejében felvessziik a D illetve E pontokat tgy, hogy
BD = CE. Jeloljiik F illetve G-vel a (BC) valamint (DE) szaka-
szok felez&pontjat. A B pontbol az F'G egyenesre hiizott merdleges
az AC egyenest H-ban, az A-bol a BH-ra htuzott merdleges a BC-
t K-ban metszi. Bizonyitsd be, hogy fennall a BK-AC = AH-KC
egyenldség!
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

4. Feladat. Hatarozd meg az

1:2013 + y2011 — 222009
y2013 + 22011 — 2.732009
22013 + 1,2011 — 2y2009

egyenletrendszer valos megoldésait!
Déavid Géza, Székelyudvarhely



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

5. Feladat. Az ABC haromszogben AB = AC. M és N a (BC)
alap két olyan belss pontja, amelyre m(MAN) = sm(BAC).
Igazold, hogy BM + NC > M N.

David Géza, Székelyudvarhely

6. Feladat. Tekintsiink egy 5 x 5-0s tablazatot. A tablazat kitol-
tése alatt azt értjik, hogy az 1,2,3,...,25 szdmokat beirjuk a
tablazat cellaiba dgy, hogy minden celldba pontosan egy szam
kertiljon (és minden szam pontosan egy cellaban jelenjen meg).

a) Létezik-e olyan kitoltés, mely esetén a tablazat négy sora-
ban a szdmok szorzata egymassal egyenl§?

b) Szerkesszél olyan kitoltést, mely esetén a tablazat harom
soraban a szamok szorzata egymaéssal egyenld!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy

X. osztaly
I. fordulo

1. Feladat. Hatarozd meg az Osszes olyan (z,y) természetes
szamokbol all6 szampart, amelyre

2® + 8 +7=3Y.
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

2. Feladat. Egy tablara felirtuk a természetes szamokat 1-t&l
2013-ig. Egy lépésben kivalasztunk két szadmot a tablarol, a-t és
b-t, letoroljik a két kivalasztott szamot majd felirjuk helyettiik az
ab — 3a — 3b+ 12 kifejezés értékét. Melyik szam marad utolsénak
a tablan?

Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

3. Feladat. Adott egy ABC' hegyesszogii haromszog. Jeloljiik
Aj-gyel az A-bol a BC-re huzott mer6leges talppontjat, Bi-gyel
az A1-b6l az AC-re htizott meréleges talppontjat, Cq-gyel a Bi-
bél az AB-re hizott merdGleges talppontjat és As-vel az AA; és
B1C1 metszéspontjat. Az Ay As B haromszog teriilete negyede az
ABC haromszog teriiletének. Hatarozd meg a C' szdg mértékét!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
4. Feladat. Héany kiilonb6z8 modon fedhet§ le egy 4 x 7-es tégla-

lap 1 x 1-es, 2 x 2-es és 3 x 3-as kis négyzetek segitségével, atfodés,
hiany illetve kilogo részek nélkil?

Koman Zsombor, Brassé
5. Feladat. Az ABC D hurnégyszog atloi merdlegesek egymaésra.
Az atlok O metszéspontjabol az AB-re merdlegesen huzott [OF]
szakasz (F € (AB)) a CD-t F-ben metszi. Jeloljik G-vel az F
pontnak az AC-re es6 vetiiletét, H-val pedig a DG és az OF
egyenesek metszéspontjat. Tudjuk, hogy AB = 15 és AE = 3.
Szamitsd ki a CDH haromszog teriiletét a k = 8—2 arany fligg-
vényében!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

6. Feladat. A kivetkezs két oszthatosdg koziil melyik teljesiil
tobb n € N szam esetén:

i e [5]

ahol [a]-val az a valos szam egsz része.

Koman Zsombor, Brassé



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

XI. és XII. osztaly
1. fordulo

1. Feladat. A tér pontjait harom szinnel szineztiik ki (vagyis
minden pont szinét harom lehetséges szin koziil valasztottuk ki,
egymastol fiiggetleniil, tetszélegesen) tgy, hogy mindharom szint
legalabb egyszer hasznaltuk. Bizonyitsd be, hogy

a) talalhato két azonos szini pont, amely egységnyi tavolsagra
van egymastol;

b) talalhato két kiilonbozs szint pont, amely egymastol egy-
ségnyi tavolsagra van!

Koman Zsombor, Brasso

2. Feladat. Egy iskola f&épiilete és bentlakdsa kozé egy
1m x 10m méretd, téglalap alaka sétanyt akarnak kialakitani.
A sétany elkészitéséhez fehér, piros, zold és sziirke szind, 1m
oldalhossziisagt, négyzet alakt betonlapokat hasznalnak. Hany
kiilonb6z6 tervet lehetne a sétany elkészitésére késziteni, ha a
piros betonlapok szama paros kell legyen?

Matéfi Istvan, Marosvéséarhely

3. Feladat. Legyen p és q két, nem feltétleniil kilonb6z6 pozitiv
primszam. Bizonyitsd be, hogy ha a két primszam reciprokaval,
valamint a két prim 6sszegének reciprokaval, mint hosszuasagokkal

szerkeszthetd haromszog, akkor [Iﬂ = 1 vagy [%] =1 (az x valos

szam egészrésze [z], azaz az r-nél nem nagyobb egészek koziil a
legnagyobb)!

Bir6 Balint, Eger



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

4. Feladat. Az ABCD négyzet (AB) oldalan felvesziink egy tet-
sz6leges M pontot. Az MCD szogfelezbje az (AD) oldalt P-ben
metszi. Legyen S a CD egyenes azon pontja, amelyre
CS = CM+ MB és D € (CS). Bizonyitsd be, hogy a CPS
héromszog teriilete nem filigg az M pont megvalasztasatol!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

5. Feladat. Adott & > 3 kiilonb6z6 gémb a térben, amelyek
feliiletei metszik egymaést az origoban. Minden i € {1,2,...,k} in-
dex esetén legyen A; az origonak az i-edik gbmb kozéppontja sze-
rinti szimmetrikusa. Feltételezziik, hogy az {O, A1, Aa, ..., Ar}
halmazban nincs harom kollineéris pont és tekintsiik a halmaz
pontjai altal meghatéarozott konvex testet (poliédert). Igazoljuk,
hogy ez a test benne van a gdbmbok és belsd tartomanyaik egyesi-
tésében!

ifj. Kolumban Jozsef, Kolozsvar

6. Feladat. Sir Lancelot csak akkor indul a lovagi tornén, ha
1
tudja, hogy legaldbb 3 valoszintséggel gydzni fog. Minden Ossze-
csapas esetén az ellenfelek gyGzelmének valoszintisége a harcké-
pességiikkel aranyosan oszlik meg és minden n természetes szam
1

2ntl 17
Lancelot harcképessége mindig 1. Hany lovag jelentkezhetett a
tornara, ha Lancelot tgy dontott, hogy & is indul?

esetén Lancelot n-edik ellenfelének a harcképessége mig

Koman Zsombor, Brassé

10



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

IX. osztaly
II. fordulo

1. Feladat. Hatarozd meg azokat az x y € [a, b] szamokat, ame-
lyekre /(z — a)(b +/(y =b—a,ahola,b e R
rogzitett szamok és a < b.

Longéver Lajos, Nagybénya

2. Feladat. Az (ay),,~, sorozat elemeire a; =a > 1 és

2 3 3

)
ar+a+...+ay Gnp, Anp+1

barmely n € N* esetén. Hatarozd meg az (an)n>1 sorozat &l-

talanos tagjat! _
Kovacs Béla, Szatmarnémeti

3. Feladat. Egy haromszog keriilete 12 m és az oldalaira irt négy-
zetek teriiletének Gsszege 48 m?. Szamitsd ki a haromszog terii-

letét! .
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

4. Feladat. Az ABCD konvex négyszogben M az (AB), N pedig
a (BC) felez6pontja, {E} = AN N BD és {F} = DM n AC.
Bizonyitsd be, hogy ABC'D pontosan akkor paralelogramma, ha

BE AF 1

BD AC 3
Bencze Mihaly, Brasso

X. osztaly
I1. fordulo

1. Feladat. Hatarozd meg az
(14i2)0 =i (1+ z2)3

egyenlet 0sszes komplex megoldasat!
Kovacs Béla, Szatmarnémeti

11
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Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

2. Feladat. Hatarozd meg a
27 + 9% 42 =3 447
egyenlet valos megoldésait!
Longaver Lajos, Nagybanya

3. Feladat. Az ABC nem egyenl$ oldalt haromszogben A-nak
a B szerinti, B-nek a C szerinti és C-nek az A szerinti szim-
metrikusat jeloljiik Ay, By illetve C1-gyel. Bizonyitsd be, hogy ha
O, M, az ABC héaromszogben, O, M7 pedig az A1 B1C7 harom-
szoghben a haromszog koré irt kor kozéppontja illetve magassag-
pontja, akkor OOy M M, trapéz!

Bencze Mihéaly, Brasso

4. Feladat. Feldarabolhato-e n? darab egybevagé szabalyos 2n?
oldalu sokszog tgy, hogy a darabokbol ki lehessen rakni egy sza-
balyos 2n? oldalu sokszoget? Ha igen, akkor adj egy lehetséges
feldarabolést!

Nagy Ors, Marosvéasarhely

XI. osztaly
I1. fordulo

1. Feladat. Az (ay),>, sorozatban a1 = 2, ag = 12 és

ant2 =2 -apy1+4-an, n=1.

Ap T
2n—1

Szamitsd ki az (z,),,1, Tn = cos ( ) sorozat hatarértékét!

Longéver Lajos, Nagybanya

12



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

2. Feladat. Adott az

1+a2+a* 14+ab+d?? 1+ ac+ a3
A= 1+ab+a?® 142+ 1+bc+ b2
l+ac+a?c® 14+be+b22 142+

matrix, ahol a, b, ¢ € R. Ird fel az A méatrix determinansat a, b, c-
ben elséfoku kifejezések szorzataként!

Longéver Lajos, Nagybénya

3. Feladat. Adottak a sikban az A, (z",y"), = € Z,n € N*
pontok és a (tn)n>2 sorozat, ahol t, az A,_1A,A,+1 haromszog
teriiletét jelenti. Hatarozd meg az A; pont koordinatéit, ha a
(tn),>o sorozat konvergens és nangO th=13.

Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy
4. Feladat. Adott @ > 0 és p € N, p > 2 szam segitségével
értelmezziik az (ay),,cy sorozatot a kovetkez modon:

ap=4a, Gap+1=an+

1
ab7 4+ 1

a) Konvergens-e az (ap)n>1 sorozat?

b) Szamitsd ki a
. an,
lim —

n—00 {J/ﬁ

hatarértéket!

Bir6é Zoltan, Gyergyoszentmiklos

13



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

XII. osztaly
I1. fordulo

1. Feladat. Az ABC haromszog két cstcspontja A(3,1) és
B(5,5). A haromszog koré irt kor érinti az Ox tengelyt és nincs
kozos pontja az Oy tengellyel. Hatarozd meg a haromszog har-
madik cstcspontjanak koordinatéit agy, hogy az ABC haromszog
teriilete a lehetd legnagyobb legyen!

Nagy Ors, Marosvéasarhely
2. Feladat. Adottak a P,Q : R — R, P(z) = 23 — 2 + 2 és
Q(z) = 22 + 52 + 6, YV € R fiiggvények. Ha f : R — R olyan
injektiv fliggvény, amelyre a Po f és a Qo f fliggvényeknek 1étezik
primitiv fliggvénye, bizonyitsd be, hogy f folytonos!
Bencze Mihéaly, Brasso
3. Feladat. Adott a kiévetkezs sorozat:

a2

n > 2

a1 =6,a0=2,ap41 = 5——F——,N >
’ ’ a2 — 3an, +3’

a) Mennyi a sorozat 2013-dik tagjanak egész része?

b) Ertelmezhets-e az X = {a,/n > 1} halmazon olyan
P : X x X — X miveletet, amelyre az (X, @) struktara
csoport és izomorf a (Z,+) csoporttal?

Kovacs Béla, Szatmarnémeti
4. Feladat. Az f : (0,00) — (0,00) folytonos fiiggvény teljesiti
az

(@+1)f(f(z) =22f(x) -1, x>0
fiiggvényegyenletet, ahol f(1) > 2. Szamitsd ki f (%) értékeét!

Kovacs Lajos, Székelyudvarhely
Andréas Szilard, Kolozsvar

14



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

Megoldasok - 1. fordul6
IX. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg a kovetkez§ egyenlet Osszes =,y € Z
megoldasat:

:E2—3y2+2xy—2m—10y+20:().

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. Az egyenlet rendre egyenértékii a kovetkezdkkel:

2?2y +1y? -4y —8y—4—22—2y+1+23=0
(:J:—I—y)2—2(x+y)—|—1—4(y2+2y—|-1):—23
(x+y—1)2—4(y+1)*=-23
(x—y—3)(x+3y+1)=-23.

A szorzotényez6k —1 és 23 vagy 1 és —23, tehat a megoldasok:
(77 5)7(197_7)a(_3a _7)a(_15a5)- ®

1. Megjegyzés. Az el6bbi felbontids megkaphato ugy is, ha az
egyenletet x-ben (vagy y-ban) méasodfoka egyenletnek tekintjik
az y (illetve x) paraméterrel és kiszamitjuk a gyokoket, majd a
gyokok alapjan a felbontast.

2. Megjegyzés. Az atalakitasoknak egy természetesebb modja,
ha el6bb kialakitjuk az (x + y)%-et az zy-os tag miatt:

(z41)? — (29)? — 2(z +y) — 4(2y) + 20 = 0.
Attériink az a = = + y és b = 2y valtozokra:

a’ —b> —2a —4b+20 = 0.

15



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

A négyzetek kiillonbségét felbontjuk:
(a—b)(a+b) —2a—4b+20=0.
Attériink az u = a — b és v = a + b valtozokra:
uv — 3v+u+20=0.

Kialakitunk egy olyan szorzatot, amelynek a kifejtése tartalmazza
az Osszes olyan tagot, amelyben szerepel valtozo:

w—3v+u+20=v(u—3)+(u—3)+23 = (v+1)(u—3)+23 =0,

tehat (v + 1)(u — 3) = —23. Ez valojaban ugyanaz a felbontas,
mint az el6bbi megoldésban, csak a szabadtag felbontasiat nem
kell elére latni.

2. Feladat. A sik pontjait két szinnel szineztiik ki (vagyis minden
pont szinét két lehetséges szin koziil valasztottuk ki, egymastol
fiiggetleniil, tetsz6legesen) gy, hogy mindkét szint legalabb egy-
szer hasznaltuk. Bizonyitsd be, hogy:
a) talalhato két azonos szind pont, amely egységnyi tavolsagra
van egymastol;
b) talalhato két kiilonbozs szint pont, amely egymastol egy-

ségnyi tavolsagra van!
Koman Zsombor, Brasso

Megoldds. a) Tekintstink egy egységnyi oldalhosszu, egyenld olda-
14 haromszoget ebben a sikban. Mivel a haromszognek hérom
csucsa van, de csak két szint hasznaltunk a szinezéshez, a ska-
tulyaelv alapjan biztosan van két olyan csicsa, melyek azonos
szintiek, és ezek egységnyi tavolsagra helyezkednek el egymastol.

b) Ahhoz, hogy egy X pont szomszédsigaban ne legyen vele
azonos szind, mely egységnyi tavolsagra van téle, a koréje raj-
zolhato egységnyi sugari koron elhelyezkedd Osszes pontnak vele
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azonos szintinek kell lennie. De ugyanakkor, ha lenne ennek a
kérnek a belsejében egy olyan pont, amelyet a mésik szinnel
szineztiink, akkor az el6bbi allitasnak erre is igaznak kellene len-
nie. Viszont igy a két pont koriili egységsugart kor metszi egy-
mést, ami azt jelentené, hogy a metszéspontokat mindkét szinnel
egyszerre kellett volna szinezziik. Ez nem felel meg a feltevésnek,
ezért a kor belsejében elhelyezkedS pontoknak is a koézéppontban
levé ponttal azonos szintieknek kell lenniiik. Megismételve ezt a
gondolatmenetet a kor kertiletén levé pontokra, azt kapjuk, hogy
az X kozépponti és 2 sugaru korlap belsejében csak az X-szel
megegyezd szint pontok fordulhatnak els és igy matematikai in-
dukcidéval azt kapnank, hogy minden pont szine megegyezik az X
szinével. Méasrészt a feltételek alapjan mindkét szin elGfordul a
sikon, tehat kell léteznie két olyan pontnak, melyek nem azonos
szintiek és egységnyi tavolsadgra vannak egymastol. ®

3. Megjegyzés. Két tetszbleges pont kozt 1étezik olyan tort-
vonal, amely egységnyi hossztusagi darabokbdl all, tehat a vég-
pontoknak kiiléonb6z6 szinti pontokat valasztunk, akkor vilagos,
hogy a tortvonal valamelyik egységnyi szakaszénak is kiilonb6z6
szint végpontjai lesznek.

3. Feladat. Az ABC &ltalanos haromszog (AB) és (AC) olda-
lainak belsejében felvessziik a D illetve E pontokat dgy, hogy
BD = CE. Jeloljiik F illetve G-vel a (BC) valamint (DE) szaka-
szok felez&pontjat. A B pontbol az F'G egyenesre htizott merdleges
az AC egyenest H-ban, az A-bo6l a BH-ra huzott meréleges a BC-
t K-ban metszi. Bizonyitsd be, hogy fennalla BK-AC = AH-KC
egyenldség!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti
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Megoldds. AB < AC esetén végezziik a bizonyitéast (az AB > AC
esetén hasonloan jarunk el.)

B K F &

Legyen L és M az FG egyenesnek az AB illetve AC egyenes-
sel valo metszéspontja és N az A pontnak az F'G egyenesre ess
vetiilete. Az ABC és ADE haromszogekben alkalmazzuk Mene-
laosz tételét az F'G szelGre nézve:

LB MA FC LD MA GE _
LA MC FB~ LA ME GD
Figyelembe véve a FB = FC és GD = GFE egyenlGségeket,

kovetkezik, hogy % = %—g és % = %, ahonnan az aranyparok

megfelel§ oldalainak egymésbol valo kivonésaval % = % ado-
dik. Mivel BD = CFE, kovetkezik, hogy LA = MA. Az LAM
egyenlészaru haromszoghen az AN magassiag egyben szogfelezd
is. Legyen AP a BAC szdg szogfelezGje. Mivel a haromszog kiilsé
szogének szogfelezGje merdleges a belss szog szogfelezGjére, ezért
AN1AP. ANLFG és BHLFG, tehat AN | BH, de AN_LAP,
ezért AP1 BH. A feladat adataibol tudjuk, hogy AK 1 BH és
mivel egy kiils§ pontbdél egy egyenesre egy és csakis egy merdleges
huzhato, ezért az AK egybeesik az AP-vel, tehat AK a BAC szdg
szogfelezGje. Az ABH haromszogben az AK szbgfelez§ egyben
magassag is, kovetkezik, hogy AB = AH. Az ABC haromszog-
ben alkalmazzuk a szogfelezs tételét és felhasznaljuk az AB =

AH egyendséget: % = ﬁ—g, kovetkezik %[C( = ﬁ—g, ahonnan
BK - AC = AH - KC. ®
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4. Megjegyzés. A feladat hatterében egy klasszikus tulajdonsag
all, amely azt mondja ki, hogy ha egy négyszoghen a két szem-
benfekvs oldal ((AB) és (C'D)) hossza megegyezik, akkor a masik
két oldal felez6pontjat 6sszekots szakasz parhuzamos az egyenls
hosszusagi oldalak tartéegyenesei altal meghatarozott szog szog-
felezgjével (lasd pl. a simplexportal.ro honlapon elérhets IX. osz-
talyos tankonyv 185. oldalanak 12. feladatat és ennek megolda-
sat a hozzatartozo megoldasos konyvbsl). Ez a tulajdonsag on-
magaban sok més moddszerrel igazolhato, taldn a legegyszeriibb,
ha az BA + @ vektorok Osszegét tekintjik. Ez egyrészt par-
huzamos az AB és C'D egyenesek szogének szogfelezjével (mert
eltolhatjuk ket a metszéspontig és ott adjuk Ossze). Masrészt ez
az Osszeg egyenld a felezGpontokat 6sszekots vektor kétszeresével.

4. Feladat. Hatarozd meg az

.7}2013 + y2011 — 222009
y2013 4 22011 — 2x2009
22013 + $2011 — 2y2009

egyenletrendszer valés megoldésait!
David Géza, Székelyudvarhely

Megoldas. Ha x < y < z, akkor 22009 < y2009 < 22009 42011 <
y2011 < 22011 g 42013 < y2013 < 22013 ahonnan az kovetkezik,
hogy 222009 — (2013 4 ;2011 > ;2013 | 2011 _ 9,2009 [npen ag
kovetkezik, hogy x > 2. Tehat x = y = z. Ezt az egyenl&séget kap-
tuk volna az x, y és z barmilyen mas sorrendje esetében. Igy mind-
harom egyenletbdl a 222090 = 22013 4 3201 egvenletet kapjuk, ami
egyenértéki az 2% (z — 1) (z + 1) (2% 4 2) = 0 egyenlettel. En-
nek megoldésai x = 0, x = 1 és az x = —1. Tehat az egyenletrend-
szer megodashalmaza az M = {(0,0,0),(1,1,1),(—-1,—1,—-1)}.
®
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5. Feladat. Az ABC haromszogben AB = AC. M és N a (BC)
alap két olyan belss pontja, amelyre m(MAN) = sm(BAC).
Igazold, hogy BM + NC > M N.

David Géza, Székelyudvarhely
Megoldds. A megadott feltételek alapjan
m(m) = m(m) + m(]m)

(ha a pontok sorrendje a (BC') oldalon B— M — N — ('), tehat az
MAN sz6g felbonthatd két részre ugy, hogy ezek a részek pon-
tosan a BAM és N AC szogekkel legyenek egyenlSk. Létezik tehat
egy olyan P pont, amelyre m(BAM) = m(MAP), m(PAN) =
m(]m) és AP = AB. Erre a P pontra az ABM és APM illetve
az APN és ACN haromszogparok kongruensek, tehat
PM = BM é PN = NC.

A

Igy a PM N haromszogben a haromszog egyenlGtlenség alapjan
PM + PN > MN (mivel a P pont nem lehet a BC-n), vagyis
BM + NC > MN. ®

6. Feladat. Tekintsiink egy 5 x 5-6s tablazatot. A tablazat kitol-
tése alatt azt értjiik, hogy az 1,2,3,...,25 szdmokat beirjuk a
tablazat cellaiba tgy, hogy minden celliba pontosan egy szam
kertiljon (és minden szdm pontosan egy cellaban jelenjen meg).
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a) Létezik-e olyan kitoltés, mely esetén a tablazat négy sora-
ban a szamok szorzata egymassal egyenlG?

b) Szerkesszél olyan kitoltést, mely esetén a téblazat harom
soraban a szamok szorzata egymaéssal egyenld!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. a) Ha négy sorban ugyanaz a szamok szorzata, akkor
azok primtényezss felbontasaban ugyanazok a primek szerepel-
nek, igy csak olyan primtényezdik lehetnek ebben a négy sorban
szerepls szamoknak, amelyek az {1,2,---,25} halmaz legalabb
négy szaménak primtényezds felbontasaban szerepelnek. Tehat
ezekben a sorokban nem szerepelhet: 7,14,21,11,22,13,17,19,
23. Ezeket a szdmokat pedig nem lehet mind elhelyezeni az 6t6dik
sorban.
b) A mellékelt tablazat egy lehetséges kitoltést mutat.

1191020121
31121 5 | 15| 14
2 181 6 |25 7
4 | 8 |11 ]13 |16
17119122 |23 |24
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X. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg az Osszes olyan (z,y) természetes
szamokbol all6 szampart, amelyre

2® + 8z +7=3Y.
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Megoldds. y = 0 esetén az 22 + 8z 4+ 6 = 0 egyenletnek nincsenek
egész megoldasai. Az 2% + 8z + 7 — 3Y = 0 egyenletet z-ben mé-
sodfoku egyenletnek tekintjiik. A megoldasa z = —4 £ /9 + 3V
és ez csak akkor lesz egész szam, ha a gyok alatti mennyiség egy
természetes szam négyzete. Ha 9 4+ 3Y = k2, ahol k € N, akkor
3Y = (k —3) (k+3).3Y%nak csak a 3 természetes hatvanyai lehet-
nek a tényezsi. Ugyanakkor (k + 3) — (k — 3) = 6 és ez oszt-
hat6é 3-mal, de nem oszthatd 9-cel, tehat az egyik tényezd 3, a
masik 3Y~1. Tehat k = 6 és 3Y~! = 9, ahonnan y = 3 , igy
r=—-4++v94 3% = —4£6, tehat az egyenlet megoldashalmaza

M ={(2, 3)}. ®

5. Megjegyzés. Az egyenletet (z +1)(x+7) = 3Y alakba ir-
hatjuk és a fentiekhez hasonléan az

r+1 = 3
z+7 = 3v!

rendszert kell megvizsgalni.

2. Feladat. Egy tablara felirtuk a természetes szamokat 1-t&l
2013-ig. Egy lépésben kivalasztunk két szdmot a tablarol, a-t és
b-t, letoroljik a két kivalasztott szamot majd felirjuk helyettiik az
ab — 3a — 3b+ 12 kifejezés értékét. Melyik szam marad utolsénak
a tablan?

Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy
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Megoldds. Az ab—3a—3b+12 = (a — 3) (b — 3)+3 egyenlSségbdl
kovetkezik, hogy ha a letorolt szamok egyike 3, akkor helyettiik
szintén 3-at frunk vissza. Mivel a tablan eredetileg szerepelt a
harmas, igy mindig marad harmas a tabldn, azaz, mivel 2012
lépés utédn csak egy szam van a tablan, ez 3. &

3. Feladat. Adott egy ABC' hegyesszogii haromszog. Jeloljiik
Aj-gyel az A-bol a BC-re huzott merdleges talppontjat, Bi-gyel
az A1-bél az AC-re huzott mergleges talppontjat, Cq-gyel a Bi-
b6l az AB-re huzott merdleges talppontjat és As-vel az AAp és
B1C1 metszéspontjat. Az Aj As B hiromszog teriilete negyede az
ABC haromszog teriiletének. Hatarozd meg a C szdg mértékét!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. A BA1A>CY négyszog hirnégyszog, mert két szemkdz-
ti szoge derékszog, igy B = A1 A2 By.
A

[ C
B A

Maésrészt m(Al/Ag\Bl) = m(C) = 90° — m(qu\Bl) Tehat
A1 A BipA ~ CBAA. Kovetkezésképpen

TaiAsBia _ <AlBl ) 2
TCBAA AC ’

tehat A)‘gl = % Igy az AA;C derékszogt haromszogben az A; By
magassag és oldalfelezs is, tehat AA1C egyenlGszaru derékszogi

~

haromszog, azaz m(C) = 45°. ®

23



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

4. Feladat. Héany kiilonb6z8 modon fedhet§ le egy 4 x 7-es tégla-
lap 1 x 1-es, 2 x 2-es és 3 x 3-as kis négyzetek segitségével, atfodés,

hiany illetve kilogo részek nélkil?

Megoldds. Jeldlje a, a 4 x n-es téglalapok lefodési lehet&ségeinek
szamat. Aszerint csoportositjuk a lefédéseket, hogy jobbrol balra

Koman Zsombor, Brassé

haladva hol van az els§ fiigg6leges vdgds:

e Ha az elsG fiiggbleges vagas egy egységnyire van a téglalap
jobb szélétdl, akkor az egyféleképpen helyezkedhet el, mig

az elGtte levs oszlopok elrendezése a,,_1- féle lehet

e Ha az els6 fliiggSleges vagas két egységnyire van a téglalap
jobb szélétdl, ennek négy méddja van, mig az el6tte levs osz-

lopok elrendezése a,,_o-féle lehet, ami Gsszesen 4a,_o.

e Ha az elsé fliggSleges vagéis harom egységnyire van a téglalap
jobb szélétdl, ennek négy médja van, mig az elGtte levs osz-
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e Ha az els§ fligg6leges vagas 3 < k < mn egységnyire van a
téglalap jobb szélétdl, ennek két modja lehet, ami Gsszesen
2a,_i. Ha pedig nincs vagas, akkor 2 lehetGség van.

k péros

k pératlan

Ezek alapjan a, = ap—1 + 4ap—2o + 4ap—3 + 2ap—4 + 2ap_5 +
... 2a9 4+ 2a; + 2.

igy ap =1, a0 =5, a3 = ao+4a; +2 = 11, agy = az +
dag + 4da1 + 2 = 37, a5 = a4 + 4as + 4as + 2a; + 2 = 105,
ag = as + 4aq + 4as + 2a2 + 2a1 + 2 = 311, a7y = ag + 4as +
dayg + 2a3 + 2az + 2a1 + 2 = 904 Tehat egy 7 x 4-es téglalap 904-
féleképpen fodhets le 1 x 1-es, 2 x 2-es illetve 3 x 3-as négyzetek
segitségével.

Ha nagyobb szamokra szeretnénk kiszamolni, akkor a rekurzié
egyszertibb alakra irhat6, ugyanis a,, = ap—1 + 3ap—2 — 2a,—4 +
ap_9+4an_s+4a,_4+2a,_5+...2a04+2a1+2 = 2a,_1+3a,_2—
Qan_4. ®
5. Feladat. Az ABC D hurnégyszog atloi merdlegesek egymaésra.
Az atlok O metszéspontjabol az AB-re merdlegesen huzott [OF]
szakasz (E € (AB)) a CD-t F-ben metszi. Jeloljik G-vel az F
pontnak az AC-re es6 vetiiletét, H-val pedig a DG és az OF
egyenesek metszéspontjat. Tudjuk, hogy AB = 15 és AE = 3.
Szamitsd ki a CDH haromszog tertiletét a k = % arany fiigg-
vényében!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

25



XXIII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyszalonta, 2013. januar 31 - februar 3.

Megoldds. m(@) = m(A/C'B) (azonos korivet kozrefogo kerii-
leti szogek), m(@) = m(F/O\C') (merdleges szaru szogek), te-
hat m(@) = m(F/O\C'), és igy az FOC héaromszog egyenls
szaru, vagyis OF = F(C. Hasonldéan bizonyitjuk, hogy OF =
DF. Igy DF = FC é OF az ODC haromszog oldalfelezje.
FG | DO és DF = FC alapjan kovetkezik, hogy G az OC
felez6pontja, igy DG az ODC' haromszog oldalfelezoje tehat H
az ODC' haromszdg stlypontja. OCDa ~ OBAp és € OA =k, igy

2
Tocpy =k - ToBAx-

B
A CDH és CDO haromszb'gek koézos (CD) oldalara huzott
magassagok aranya egyenls 2 OF F 1 , ezért
1 k?

Tepas = 3 Tocps = 3

AE =3, EB=AB — AFE =15 -3 = 12. Az OAB derékszogi
héromszogben a magassagtétel értelmében OF = VAE - EB =
V312 =6,

“ToBAx-

AB-OE 15-6
ToA, = 5 =—F = 45
k2 k2
- . T =— .45 =15 K%
3 OBAA 3

TepHs =
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Tehat
Topm, = 15 k%

@

6. Feladat. A kovetkezs két oszthatosig koziil melyik teljesiil
tobb n € N szam esetén:

e [

ahol [a]-val az a valos szam egsz része.

Koman Zsombor, Brassé

Megoldds. A [2} ‘ n egyenértékd azzal, hogy létezik k € N,

7 Tk+7
amely osztja n-et és k < g <k+4+1 azaz — < n < + .
T 7

Legyen % = m € N. A fenti egyenl6tlenségek igy alakulnak:

7k Tk+7 7 7 1
— < km< + yazgaz — <m < — <1 + > Annyi megoldé-
T T T k

sunk van, ahany (m, k) termeészetes szamokbol allo szampar van,

7T 1
amelyre m € [, — (14 =) |. Tehéat olyan k természetes szé-
T

1
mot kereslink, melyre 7 <1 + k) > {7} 4+ 1 = 3 , ahonnan
T T

k< %, igy k € {1,2}. Ha k = 1, akkor m € {3,4}, ha pedig
T _
k =2, akkor m = 3, tehat n = mk € {3,4,6}.

A [%] ’ n kifejezésre hasonléan jarunk el. Azt kapjuk, hogy

keressiik azokat az (m, k) természetes szampéarokat, amelyekre

5 5 1
m € {, — <1 + k>> , azaz olyan k természetes szdmokat ke-
o
. 5 1 . 7 .
resiink, amelyekre — [ 1+ — | > 2, vagyis k < gy ke
T k 27 —5
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{1,2,3}. Ha k = 1, akkor m € {2,3}, ha k = 2, akkor m = 2,
ha pedig k = 3, akkor m = 2 tehat n = mk € {2,3,4,6}. Végiil

n
tehat az [%} ‘ n oszthatosag tobb n-re teljesiil, mint az 7} ‘ n

oszthatosag. ®
XI. és XII. osztaly

1. Feladat. A tér pontjait harom szinnel szineztiik ki (vagyis
minden pont szinét harom lehetséges szin koziil valasztottuk ki,
egymastol fiiggetleniil, tetszblegesen) gy, hogy mindharom szint
legalabb egyszer hasznaltuk. Bizonyitsd be, hogy

a) talalhato két azonos szini pont, amely egységnyi tavolsagra
van egymastol;

b) talalhato két kiilonb6zd szint pont, amely egyméstol egy-
ségnyi tavolsagra van!

Koman Zsombor, Brassé

Megoldds. a) Tekintsiink egy egységnyi oldalhosszu szabalyos tet-
raédert. Mivel a tetraédernek négy cstcsa van, de csak harom
szint hasznaltunk a szinezéshez, a skatulyaelv alapjan biztosan
van két olyan cstcsa, melyek azonos szintek, és ezek egységnyi
tavolsagra helyezkednek el egymastol.

b) Feltételezziik, hogy nincs két ilyen pont. Ahhoz, hogy egy
X pont szomszédsagaban ne legyen vele azonos szind, mely egy-
ségnyi tavolsdgra van téle, a koréje rajzolhatd egységnyi sugart
gébmbon elhelyezkedd Gsszes pontnak vele azonos szintinek kell
lennie. De ugyanakkor, ha lenne ennek a gémbnek a belsejében
egy mas szind pont, a fenti allitdsnak erre is igaznak kellene
lennie, viszont a két pont koriili gomb metszi egymést és igy a
metszéspontokhoz egyetlen szint sem rendelhetnénk. Emiatt az
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X pont koriili egységgomb belsejében is csak az X szine fordul-
hat el6. Ha ezt a gondolatmenetet megismételjiik a gémbfelszin
pontjaira, akkor azt kapjuk, hogy az X kozéppontid, 2 sugart
gémb belsejében és a felszinén minden pontnak a szine megegyezik
az X szinével. A matematikai indukcié modszerét hasznalva azt
is belathatjuk, hogy minden n € N* esetén az X kozépponti
és n sugara gomb belsejében és a felszinén minden pont szine
megegyezik az X szinével. Ez azt jelentené, hogy csak egy szint
hasznéaltunk, tehat hamis a feltevésiink és igy létezik két olyan
pont, melyek nem azonos szintiek és egységnyi tavolsagra vannak
egymastol. ®

2. Feladat. Egy iskola f&épiilete és bentlakdsa kozé egy
1m x 10m méretd, téglalap alaka sétanyt akarnak kialakitani.
A sétany elkészitéséhez fehér, piros, z0ld és sziirke szind, 1m
oldalhossziisagt, négyzet alakt betonlapokat hasznalnak. Hany
kiilonb6z6 tervet lehetne a sétany elkészitésére késziteni, ha a
piros betonlapok szdma péros kell legyen?

Matéfi Istvan, Marosvéséarhely

Elsé megoldds. Jeloljik xz,-nel n darab betonlap 6sszes olyan el-
helyezésének a szamat, amelyben paros szami piros betonlap
jelenik meg, illetve y,-nel azoknak a lehetséges elhelyezéseknek
a szadméat, amelyekben a betonlapok szama péaratlan. Az x, +
yn Osszeg megadja a betonlapok Gsszes elhelyezésének a szamat,
fliggetleniil a piros darabok szaménak paritasatol, tehat ez 4.
Vilagos, hogy 1 = 3, y1 = 1, 2o = 10 és y3 = 6. Altalanosan
felirhatjuk, hogy x,4+1 = 3z, + yYn, mivel az az els§ n beton-
lap x,, darab elhelyezése utan kovetkezhet fehér, zold vagy sziirke
szind, és y, elhelyezést csak piros betonlap kévethet ahhoz, hogy a
felhasznalt piros betonlapok szdma péros legyen. Hasonlé médon
Yn+1 = Tn+3Yn, mert ahhoz, hogy az (n+1) darab elhelyezésében
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péaratlan legyen a piros betonlapok szama, az els6 n darab z,
lehetséges elhelyezése utan egy piros betonlap kovetkezhet és y,
lehetséges elhelyezés utéan lehet fehér, z6ld vagy sziirke betonlap.
A fentiek alapjan
Tl — Yns1 = 2(xn —yn) = ... = 2"(x1 —y1) = 2"

Felhasznalva az &1 + yni1 = 41! egyenlGséget kapjuk, hogy
x, = 2""1(2"+1). Tehat a sétany elkészitésére z19 = 2°(21941) =
524800 lehetséges tervet készithetnek. ®

Mdsodik megoldds. Ha 2k darab piros betonlapot hasznalnak,
akkor ezek helyét C2¥ modon lehet kivalasztani és az Gsszes tobbi
poziciéra 3 lehetéség koziil valaszthatunk, tehat C2#37=2% a lehe-
toségek szama. Igy a kért szam

Ty = Z C2k3n=2k,

k>0

Ez n = 10 esetén akéir kézileg is kiszdmolhatd, de Newton bi-
nomiélis képlete alapjan a zéart képlet is levezethets az y, =

S C2AI3n=2k—1 Gszep segitségével, hisz z, + yn = (3 + 1)
k>0

s Tp — Y = (3—1)", tehét z, = 3 (4" +27) =22~ 14on-l o
3. Feladat. Legyen p és g két, nem feltétleniil kiilonb6z6 pozitiv
primszam. Bizonyitsd be, hogy ha a két primszam reciprokaval,
valamint a két prim Osszegének reciprokaval, mint hossztsdgokkal
szerkeszthetd haromszog, akkor [ﬂ = 1 vagy [%] =1 (az x valds

szdm egészrésze [x], azaz az x-nél nem nagyobb egészek koziil a
legnagyobb)!

Bir6 Balint, Eger
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Elsd megoldds. A szimmetria miatt az altaldnossag lesziikitése
nélkiil feltételezhetjiik, hogy ¢ < p. Igy

1 1 1
— < =-< -,
p+q p ¢
tehat a feltételek alapjan
1 1 1
- + — —
pr+q p q

Miutan kozos nevezdre hozunk és eltiintetjiik a nevezdket a
2 2
p°—pg—q° <0

egyenlStlenséghez jutunk. Ha ¢?-tel elosztjuk mindkét oldalat és
at= g—ban méasodfoki egyenlStlenségként megoldjuk, az

1-+5 1++5
2 2

<P<
q

egyenlStlenséghez jutunk. Igy (az eredeti feltételezésiink alapjan)

frhatjuk, hogy

1<? <o

q

<)

tehét [9} =1.
q

Mdsodik megoldds. Feltételezhetjiik, hogy 0 < ¢ < p. Ha az
1

11
P’ g

és hosszusdgokkal szerkeszthetd haromszog, akkor

ptq
1 1 1
p p+a g
A fenti egyenl6tlenség ekvivalens az 1+ p%} > g egyenlGtlenséggel

(p > 0), aminek a bal oldala 2— quq alakban is frhat6. Az el6bbiek

alapjan
2952 1 S P>
pt+a  q
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ami egyenértéki az [ﬂ =1 allitassal. ®

6. Megjegyzés. A megoldashoz nincs sziikség arra, hogy p és ¢
primek.

4. Feladat. Az ABCD négyzet (AB) oldalan felvesziink egy tet-

sz6leges M pontot. Az MCD szogfelezGje az (AD) oldalt P-ben
metszi. Legyen S a CD egyenes azon pontja, amelyre
CS = CM+ MB é D € (CS). Bizonyitsd be, hogy a CPS
héromszog teriilete nem filigg az M pont megvalasztasatol!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Megoldds. Ha BM = xz, DP = y, AB = a és m(ﬁC’\P) =
m(PCM) = «, akkor m(MCB) = 90° — 2a.

S D C
o &Y
Xz

o N

Yy &N,
</ N
0? \\
\\
¥ .
200 | 90—,

A M z B Y P’

A CM-et ki szeretnénk fejezni az x,y fliggvényében, ezért az
AB egyenesen a négyzeten kiviil felvessziik a P’ pontot ugy, hogy
BP' = DP =y. Igy CDPxy = CBP'A, tehat

m(DCP) =m(BCP) =a, m(MP'C)=90°— a.
A CM P’ haromszoghen
m(MCP") = m(MCB) +m(BCP') = (90° — 2a) + o = 90° — a,
tehat

m(MP'C) = m(MCP') = 90° — a.
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Ez alapjan a C M P’ haromszog egyenls szart és MC = M P’ =

T +y.
CS-DP  (2z+y)y 2zy+y>

T -
OPSa 9 9 9

A BCM derékszogi haromszogben
MC? = MB? + BC?

vagyis
(z +y)* =2+ d?,

ahonnan 2zy + y? = a? és
a®>  Tapcp

— = 4allando.
2 2

Tepsy =

&

7. Megjegyzés. 1) Lehet egy ismeretlennel is dolgozni. Példaul

ha BM = z, akkor CM = /22 + a? és igy

CS=+vVz2+a?+z.

Az el6z6 megoldashoz hasonloan vessziik fel a P’ pontot (elfor-
gatjuk a C'DP haromszoget +90°-kal) és bizonyitjuk, hogy M C' =

MP’, ahonnan
DP=BP' =MC —-MB=+V22+ad?—x

és

cS-DP
Tepsy = —s =
(V¥ @ +a) (Voo T a2 —a)
= 5 =5 = allando

2) A feladat megoldhat6 analitikus geometriai illetve trigono-

metrial eszkozokkel is.
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5. Feladat. Adott & > 3 kiilonb6z6 gémb a térben, amelyek
feliiletei metszik egymast az origoban. Minden ¢ € {1,2,...,k}
index esetén legyen A; az origonak az i-edik gomb kozéppontja sz-
erinti szimmetrikusa. Feltételezziik, hogy az {O, A1, Ao, ..., A}
halmazban nincs harom kollineéris pont és tekintsiik a halmaz
pontjai altal meghatéarozott konvex testet (poliédert). Igazoljuk,
hogy ez a test benne van a gombok és bels§ tartomanyaik egyesi-
tésében!

ifj. Kolumban Jozsef, Kolozsvar

Elsd megoldds. TetszGleges i # j esetén metszilk az i-edik és a
j-edik gébmbdket az OA;A; sikkal. A metszet két egy sikban 1évé
metsz6 kor (O az egyik kozos pontjuk és a masik metszéspontot
jeldljiik M;;-vel). Ekkor m(A4;M;;0) = m(A;M;0) = 90°, tehdt
A;, M;j, Aj kollineérisak, igy az OA; A; haromszoglap benne van
a gombok egyesitésében. Ha k # i és k # j, legyen H;j;, az O pont
vetiilete az A;A; Ay, sikra. Ekkor m(Aj'{”\kO) = m(AjT:TiTkO) =
m(AJT-IU\kO) = 90°, tehat H,j; rajta van az i-edik, j-edik és k-
adik gdmbokon is, igy az A;A; A, haromszoglap a harom gémb
egyesitésében van, kovetkezésképpen a poliéder barmely harom
cstcsa altal alkotott haromszog a gdbmbok egyesitésében van, te-
hat a poliéder is benne van ebben az egyesitésben. &

Madsodik megoldds. Az OA; ... A, poliéder elgallithato OA; A; A,
alaku tetraéderek egyesitéseként, ezért elégséges n = 3 esetén iga-
zolni a tulajdonsagot. Tekintsiik a haromdimenziés Descartes-féle
koordinatarendszert. Legyenek a géombok kozéppontjainak koor-
dinatai z; = (2}, 22, 23), a sugaraik pedig 7;, i € {1,2,3}. Ekkor
minden i € {1,2,3} esetén az A; pont koordinatai (27, 222, 2x3).
Tekintstink egy tetsz6leges pontot a tetraéderbdl, legyenek a ko-
ordinatdi x = (z!,2?%,23). Ekkor léteznek a \; € [0,1], i €
{1,2,3,4}, A\ + A2 + A3 + Ay = 1 valos szamok ugy, hogy
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T = A2x1 + Aa2x9 + A32x3 + M40,

ami ugy is értelmezhetd, hogy léteznek a \; € [0, 1], \1+ Ao+ A3 <
1 valoés szamok tgy, hogy = = 2(A1x1 + Aoz + A3x3).
Feltételezziik, hogy x nincsen benne a gombdok egyesitésében,
teh&t mindharom gomb kiils6 tartomanyaban van. Ekkor minden
i€ {1,2,3} esetén
(zt — 2])? + (2% — 2D)? + (23 — 23)? > 2.
Mivel az origé rajta van az i-edik gdmbén, (z})2 + (22)2 +(27)? =

r?, behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe kapjuk, hogy

(1) + (22 + (%) > 2(aclac,~1 + xQx? + x?’xf’) =
= )\i((:vl)2 + (x2)2 + (x3)2) > 2)\1'(5611‘11 + xzxg + m3xf’)

Osszegezve i szerint kovetkezik, hogy

3
(@) + (2°)* + (2%)? = (Z Ai) (") + (@) + (%)) >
=1

3 3 3
> (22 m}) z! + (22 m%) 2% + (2 > Aﬂ:?) 2 =
i=1 i=1 i=1
— (IL‘I)2 + (1,2)2 + (ZE3)2.
Ellentmondéashoz jutottunk. Tehat x benne van a gémbok egye-
s{tésében. ®
6. Feladat. Sir Lancelot csak akkor indul a lovagi tornan, ha
1

tudja, hogy legaldbb 5 valoszintiséggel gy6zni fog. Minden Gssze-
csapés esetén az ellenfelek gy6zelmének valoszintisége a harcké-

pességiikkel aranyosan oszlik meg és minden n természetes szam

esetén Lancelot n-edik ellenfelének a harcképessége ol [’ mig
Lancelot harcképessége mindig 1. Hany lovag jelentkezhetett a

tornara, ha Lancelot gy dontott, hogy & is indul?

Koman Zsombor, Brassé
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Megoldds. Ha az n-edik ellenfele ﬁ harcképességti, az n-edik

Osszecsapas megnyerésére 1% esélye van, vagyis egyszerii-
ont+1l_q

sftés utan 2;1?1 =1- W% Ha fliggetlencknek tekintjiik az

Osszecsapéasokat, akkor annak a valoszintisége, hogy mindegyiket

11 (- 55).

k=1

megnyeri

Par tagot felirva megsejthetjiik, hogy ennek értéke mindig na-
gyobb, mint % Teljes indukciéval igazolhato, hogy

n
1 11
H<1—2k>2+2n+1a\7”22

n = 2 esetén mindkét oldal értéke %, tehat az egyenlStlenség
teljesiil.

> (1 1 1 1 1 1 1 1 -
= T oon+tl 4 - on+l | 7 4 T ontl T 9n+3 T 92nt2 =
S 1 1
—'Z-+ on+2°
Ezt atrendezve kapjuk, hogy
- LS S B
[10-36)23+5:23

Ezek alapjan barhany lovag is jelentkezhetne a tornara, Lancelot-
nak mindig felénél nagyobb esélye lenne a gy6zelemre, tehat min-
denképpen benevez. ®
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8. Megjegyzés. A szamtani és mértani kozepek kozti egyen-
16tlenség alapjan

1
n n—=s- n

1 2 o1 on 1
P":H<1_2k+1>> n :<1_n.2n+1)

k=1

(Py)n>1 csokkend sorozat és

n 2n+1 ( on _

b (1 2L )1
noso " T nboo U . 2ntl Ve 2

tehat P, > %, barmely n € N* esetén. Igy akarhanyan indulnak,
Lancelot is indulni fog.

9. Megjegyzés. Vizsgaljuk a komplementer eseményt. Annak a
valoszintisége, hogy Lancelot az n-edik mérkézést elvesziti P(V,,) =

CTESE tehat annak a valészintisége, hogy legalabb az egyik Osszec-

sapést elvesziti

SN 1
P(V):P(Vluvgu...vn)gzan <3
k=1

fey P(V) > %, tehat Lancelot tetszdleges szami ellenfél esetén is
indul a tornén.
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Megoldasok - II. fordul6
IX. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg azokat az z,y € [a, b] szamokat, ame-
lyekre \/(z —a)(b—y) +/(y — a)(b—z) = b — a, ahol a,b € R

rogzitett szamok és a < b.

Longéver Lajos, Nagybénya

Megoldds. A feltételek alapjan a gyokok alatt szerepls tényezdsk
nem negativak, tehat a szamtani és mértani koézép kozti egyen-
16tlenség alapjan irhatjuk, hogy:

_ h—
Goab-y <7 e
(y—a)(b— )SW'

A megfelel§ oldalakat 6sszeadva kovetkezik, hogy

Vie—a)b-y) +V(y—a)b—2) <b-a,

tehat a vizsgalt egyenlet az egyenléség esetének targyalasat je-
lenti. Mésrészt ez az egyenlGség csakis akkor teljesiilhet, ha a
kozepek kozti egyenl6tlenségekben is teljesiilt az egyenlGség,
vagyis ha © —a = b—y és y — a = b — x. Igy végtelen sok
megoldas létezik és a megoldashalmaz

M={(z,y)ly=a+b—z,z € [a,b]}.
&

10. Megjegyzés. Ha a masodik négyzetgyokot kivonjuk mindkét
oldalbol és utan négyzetre emeljiik mindkét oldalt, akkor a

b—y+x—a=2y(b—y)(x—a)
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egyenl@séghez jutunk. Ezt ismét négyzetre emelve kovetkezik,
hogy * +y = a + b. Ebben az esetben viszont a megoldasokat
le kell ellendrizni, mivel az els6 négyzetre emelésnél nem vizsgél-
tuk meg, hogy mindkét azonos elGjelti-e vagy sem.

2. Feladat. Az (ay),~, sorozat elemeire a; =a > 1 és

2 3 3

ap+ag+...+a, a, apil

barmely n € N* esetén. Hatarozd meg az (an)n>1 sorozat &l-

talanos tagjat! )
Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. Ha a megadott egyenlGségbe n = 1-et helyettesitiink,

a
2 3 3

a ap  az

egyenl@séghez jutunk, ahonnan as = 3a. Ha n = 2, akkor a

2 3 3

ai +az az a3

egyenletet kapjuk és ebbdl kovetkezik (az az = 3a alapjan), hogy
a3z = 6a. Ha n = 3, akkor

2 3 3

a1+ as + asg as as’

tehat
3 1 2

ag - 2&1 10&1

és igy ay = 10a. Eszrevehets, hogy 3 =1+2,6 = 1 +2 + 3, és
10 =142+ 3+4. Ez alapjan az a sejtés fogalmazhat6 meg, hogy

an=1+24+...4+n)a
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vagyis a, = n(n;l)a, ahol n > 1. Ezt a sejtést a matematikai

indukcié modszerével igazoljuk.

2 3 3
a1 +ag+...+an  an  anpr
tehéat
3 3-2 2-2
ans1 nn+1)-a (1-242-3+...4nn+1)-a

lgy

3 3-2 2-2-3

ani1 nn+1)-a nn+1)(n+2)-a

tehét anpq1 = eréﬂ A matematikai indukci6 elve alapjan
Gp = Wa, barmely n € N* esetén. ®

3. Feladat. Egy haromszog keriilete 12 m és az oldalaira irt négy-
zetek teriiletének Gsszege 48 m?. Szamitsd ki a haromszog terii-

” .
letét! Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Megoldds. Jeloljik a haromszog oldalainak hosszat a-val, b-vel
illetve c-vel. A feltételek alapjén

{'\a +b+c=12

b4 =48

egyenletrendszert kell megoldani. Ha az elsé egyenlet mindkét

oldalat négyzetre emeljiik és kivonjuk bel6le a masodik egyen-

letet, akkor a 2-vel val6 osztés utan kapjuk, hogy ab+bc+ca = 48.

gy a® + b% + ¢ = ab + bc + ca, tehat
—b2+(b=c)’+(c—a’) =0.

Ebbdl az egyenlosegbol kovetkezik, hogy a b = c és a rendszer

elsG egyenletébdl kapjuk, hogy a = b = ¢ = 4. Végiil pedig az

egyenld oldalit haAromszog teriilete

2 3 42
V3BV _ s ®
4 4
40
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11. Megjegyzés. A rendszer megoldésanal hasznalhatjuk a vek-

torok skalaris szorzatat is. Ha 7(1, 1,1) és K (a, b, ¢), akkor

U-T =1-a+1-b+1l-c=a+b+c =126 |U| =

VIZF12 412 = 3, || 7] = Va2 02+ 2 = V48 = 4/3. Az

U= || - m‘cos a, kovetkezik 12 = v/3-44/3 - cos a, ahon-

nan cos @ = 1, vagyis a = 0, tehét az 0 , ¥ kollinearis vektorok,
b

igy koordinataik ardnyosak: § = 7 = {, vagyisa = b = c és a

rendszer elsG egyenletébdl kovetkezik a = b= ¢ = 4.

4. Feladat. Az ABCD konvex négyszogben M az (AB), N pedig

a (BC) felez6pontja, {E} = AN N BD és {F} = DM n AC.

Bizonyitsd be, hogy ABC'D pontosan akkor paralelogramma, ha
BE AF 1

BD ~ AC 3
Bencze Mihaly, Brassé
Megoldds. Ha ABCD paralelogramma, akkor az AMF és CDF

haromszogek hasonléak és mivel ’g—]\g = %, kovetkezik, hogy ‘g—g =
1 tehat 4L =1
27 AC T 3¢

A forditott iranyn bizonyitas érdekében az B =1 és B? =
¥ linearisan fliggetlen vektorok segitségével elgallitjuk az abran

megjelend vektorokat.
D C

E

A M B
Az @ vektor az @ és U valamilyen linearis kombinécidja,
tehéat felirhato C"ﬁ = ail+ bU alakban. A tovabbiakban kifejezziik
a tobbi pont helyzetvektorat A-hoz viszonyitva:

AD = AB + BC +CD = (a+ )i+ (b+ 1)7,
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AN = AB + m_wé

Mivel BD = 3BE, irhatjuk, hogy
1
AB =2y Ap="Tla Mty

Az ﬁ és ﬁ vektorok kollinearitasabol kovetkezik, hogy a —
2b + 1 = 0. Hasonl6 gondolatmenet alapjan irhatjuk, hogy

ﬁ:§ﬂ+;ﬁ:—<a+§>ﬁ—<b+2)ﬁ

3

és

W:lfﬂé@:(cw;)ﬁ(lwl)a

A két vektor kollinearitasabol kévetkezik, hogy 2a + b+ 2 = 0.
Az a és ﬁ)re felirt két Osszefiiggés alapjan @ = —1 és b = 0, tehat
C"ﬁ = BA és igy a négyszog paralelogramma. ®

X. osztaly
1. Feladat. Hatarozd meg az
(1+i2)° =i (14 22)°
egyenlet 0sszes komplex megoldasat!
Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. Mivel (1 + 22) = (1 +1i2)(1 —iz), az egyenlet a kovet-
kez6képpen irhato fel:

(1+142)% =i(1+i2)*- (1 —iz)®

vagyis
(L+1iz)* - [(1+i2)® —i(1 —i2)*] = 0.
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Tehéat meg kell oldanunk az (1 +iz)3 = 0 és az
(1+i2)% —i(1—i2)®=0

egyenleteket. Az els6 egyenlet egyetlen megoldasa (haromszoros
gyoke) az i. A masodik egyenlet esetében tovabbi atalakitasokat
végziink:

(1+iz)®+i3-(1—iz)>=0

(14iz+i(1—i2)) (1 +i2)* —i(1 +i2)(1 —iz) +i*(1 —i2)?) = 0,
ahonnan 1+1i+ z(1 4 ¢) = 0 vagy
142z — 2% —i—i2? =1+ 2iz+ 22 =0.

Tehat a megoldasok a z+1 = 0 és a 22 —4z+1 = 0 egyenletekbd]
szarmaznak. Igy az eredeti egyenlet megoldasai i, —1, 2 + /3 és

2 — /3. ®
2. Feladat. Hatarozd meg a
2% + 9% +2=23"" 44

egyenlet valos megoldésait!

Longéver Lajos, Nagybénya
Megoldds. Az a = 2% és b= 3% jelolésekkel az eredeti egyenelet

a+b*+2=3-b+ad*
alakba frhaté. Masrészt
a?—a—-b"+3-b—2=(a—b+1)(a+b—2),

tehat az a = b — 1 és az a = 2 — b egyenleteket kell megvizs-
galni. Az 1 + 2% = 3% egyenletnek az egyediili megoldésa az
x = 1, mig a 2% + 3% = 2 egyenletnek = 0 (mindkét egyen-
let esetén 2%-nel végigosztunk és az egyik oldalon novekvd, a
masik oldalon csokkend kifejezés jelenik meg, tehat legfeljebb egy
megoldés létezhet). ®
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3. Feladat. Az ABC nem egyenls oldalt haromszogben A-nak
a B szerinti, B-nek a C szerinti és C-nek az A szerinti szim-
metrikusat jeloljik Ay, By illetve Cq-gyel. Bizonyitsd be, hogy ha
O, M, az ABC héaromszogben, Oy, M7 pedig az A1 B1C7 harom-
szoghben a haromszog koré irt kor kozéppontja illetve magassag-
pontja, akkor OOy M M, trapéz!

Bencze Mihaly, Brassé

Megoldds. Jeloljiik minden pontnak az affixumat a megfelel§ kis-
bettivel (A-nak a-val, stb.). A szerkesztés és a felez6pont affix-
umara vonatkozo6 tulajdonsidg miatt irhatjuk, hogy a; = 2b — a,
b1 = 2c—0b és c; = 2a—b. Ezekbdl az egyenlGségekbdl kovetkezik,

hogy
a+b+c=a1+b+c,

tehat a két haromszognek kozos a silypontja. Masrészt ha egy tet-
sz6leges haromszogben O a koriilirt kor kézéppontja, H a magas-
sagpont és G a stlypont, akkor O, G és H egy egyenesre illeszked-
nek (a haromszog Euler egyenesére) és

oG

G

N |

Ez alapjan irhatjuk, hogy
oG 1  OG

GM 2 GMy’
ahol G az ABC és A1 B1C7 haromszogek kozos silypontja. Ez
alapjan kovetkezik, hogy amennyiben az OO M M, négyszog nem
elfajult, akkor trapéz. A bizonyitas teljességéhez azt is be kell
latni, hogy ez a négyszdg nem lehet elfajult. Mivel az eredeti
haromszog nem egyenls oldala ezért O # M, tehat elégséges azt
igazolni, hogy O # O;. Ha viszont ez nem lenne igaz, akkor az
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O = O; pontot tekinthetnénk a koordindta-rendszer kdzéppont-
janak és igy a |a| = |b] = |c¢| = R, illetve |2b —a| = |2¢ — b| =
|2a — ¢| = Ry egyenldségekhez jutnank, ahol R és Ry a két kor
sugara. Ez azt mutatja, hogy a komplex szdmok trigonometriai
alakjat érdemes hasznalni. Valoban, ha a = R (cos p1 +isinyy),
b= R(cosps +isinyy) és ¢ = R(cos ps + isinp3) , akkor

120 — a|?> = R%(5 — 4 cos(pa — ¢1)),
tehat a masik két egyenl&ségbdl kovetkezik, hogy

cos(p2 — 1) = cos(p3 — p2) = cos(p1 — ¢3).

Ennek a rendszernek a megoldasai viszont ABC-re egyenld oldala
héromszoget eredményeznek, tehat az adott feltételek alapjan
OM1 MOy valdban trapéz. ®

4. Feladat. Feldarabolhato-e n? darab egybevagé szabalyos 2n?
oldali sokszog gy, hogy a darabokbdl ki lehessen rakni egy sza-
balyos 2n? oldalt sokszoget? Ha igen, akkor adj egy lehetséges
feldarabolast!

Nagy Ors, Marosvéasarhely

Megoldds. Legyen az eredeti kicsi 2n2-szogek koré irhato korok
sugara 1 egység. Ekkor egy kicsi sokszog teriilete

T:2n2-%:n2‘sin1,

2 n?2

tehat a nagy sokszog teriilete n* - sin 75 kell legyen, ahonnan a
nagy sokszog koré irt kor sugara R = n, tehat a nagy sokszog
valamely kicsi sokszog n-szeres nagyitasaval kaphat6. Daraboljuk
fel az n? — 1 darab kicsi sokszoget a kozéppontjukat a cstcsa-
ikkal 6sszekots szakaszok mentén egyenként 2n? darab egybevago
egyenld szart haromszogre.
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A keletkezd (n2 — 1) - 2n? darab haromszoget helyezziik az
épen maradt kicsi sokszog koré az abran lathaté modon. Koézvet-
leniil a sokszog oldalaira elGszor 3-2n? darab haromszog helyezhe-
t6 el, amelyek alapjaikkal illetve csticsaikkal felvaltva illeszkednek
a sokszog oldalaihoz. Hasonldan folyatva a kicsi haromszogek el-
helyezését, a kovetkezd szintre 5-2n%, majd 7-2n?, ..., (2n—1)-2n?
darab haromszog helyezhetd el. Igy sszesen

B+5+7+...+(2n—1))-2n = (n* - 1) - 2n?,

tehat az Osszes kicsi haromszog elhelyezhetd a kicsi sokszog koré
és az eredmény a nagyobb, szintén szabélyos sokszog. n = 3 esetén
az alabbi abran lathato a kis haromszogekbdl és a kis sokszogbdl
Osszerakott nagyobb sokszog.
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XI. osztaly

1. Feladat. Az (an),@1 sorozatban a; = 2, ag = 12 és

an+2:2-an+1—|—4-an, n}l

Lo . Qp - T PP
Szamitsd ki az (2,),,1, Tn = cos ( o1 ) sorozat hatarértékét!

Longéver Lajos, Nagybéanya

Megoldds. Eszrevessziik, hogy a; 12, as 22, és a matematikai in-
dukei6 segitségével igazoljuk, hogy a, : 2", barmely n € N*. Ha

tekintjilk a P(n) :  a,:2" kijelentést, akkor P(1) és P(2) igaz
kijelentések. Ha feltételezziik, hogy P(k) és P(k+ 1) igazak vala-
milyen k € N* esetén, akkor irhatjuk, hogy

Gpyo = 2-ap1+4-a = 2-2k+1-zk+1+4-2k-zk = 2k+2-(zk+1 + 2k)

ahol zp41, 2, € N. Igy apio :2k+2 tehat P(k+2) is igaz. A mate-
matikai indukeio elve alapjan P(n) igaz minden n > 1 természetes
szamra, tehat barmely n > 1 esetén létezik z, € N ugy, hogy
ap = 2" - z,. Emiatt

: om ., .
Ty, = COS (C;Zf?) = cos (25,117r> =cos(2 -z, -m) =1,

tehat az (z,,)p>1 sorozat egy allando sorozat, amelynek a hatar-
ertéke 1. ®
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2. Feladat. Adott az

1+a2+a* 14+ab+d?? 1+ ac+ a3
A= 14+ab+a?? 14+24+0* 14bc+b%c?
l+ac+a?c® 1+4+be+b2c? 142+t

matrix, ahol a,b, ¢ € R. Ird fel az A matrix determinansat a, b, c-
ben els6foki kifejezések szorzataként!

Longéver Lajos, Nagybénya
Megoldds. Tekintjiik a

1 1 1
B = a b ¢
a? b A

matrixot, amelynek a determinansa Vandermonde tipust, tehét

det B= (b —a)(c—b)(c—a).

Ugyanakkor
1 a a® 1 1 1
‘B.B= 1 b b a b ¢ =
1 ¢ 2 a2 b2 A2

14+a2+a* 1+ab+a?b? 1+ ac+ a?c?
=| 1+ab+a?? 14+>+b* 1+bc+ b

14 ac+ a%c? 1+ be+ b2c2 1+ + ¢t
tehat

det A =det ['B- B] = det ['B] - det B = (det B)® =

:(c—a)Q-(c—b)z-(b—a)z.
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3. Feladat. Adottak a sikban az A, (2",y"), © € Z,n € N*

pontok és a (t,),~, sorozat, ahol t, az A, 1A, A1 haromszog

teriiletét jelenti. Hatarozd meg az A; pont koordinatait, ha a
L. 3

(tn),>o sorozat konvergens és nhﬁngo th = §.

Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. t, = |Al, ahol

i 1 yn— 1 1
A= 2" y 1
xn—&—l yn+1 1

A determinéns kiszdmitasa utan kapjuk, hogy

()" -1 (y-1)(y—=)

tn = 9 )
tehat a hatarérték tulajdonsagai alapjén
+00, ha |zy| > 1ésx # 1,y # 1,
T 7 y;
lim t, =< O, ha |zy| < 1 vagy
n—oo
r=1vagyy=1vagy z =y;
\(96*1)(?/;1)(24733)\7 ha |zy| = 1.

Mivel a feladat feltétele alapjan lim ¢, = %,
n—oo

|xy| =1 és |(:v—1)(y;1)(y—a:)\ —
és az egyenlet igy alakul:

(z—1)(z+1)(z*+1) 3

x2 4

amelynek nincs egész megoldasa. Ha xy = 1, akkor y =
kovetkezs egyenletet kapjuk:

3
-1ty 3
x2 4

frhatjuk, hogy

%. Ha zy = —1, akkor y = —%

T

8|

és a
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amelynek egyetlen egész megoldasa az x = 2. Igy tehat y = % és
Aj koordinatai A; ( , 2) . ®

4. Feladat. Adott @ > 0 és p € N, p > 2 szam segitségével
értelmezziik az (ay),,cy sorozatot a kovetkez modon:

p—

1
ap =a, Gpt1=0an+ ——3 Vn € N.
an, +1

a) Konvergens-e az (ay)n>1 sorozat?

b) Szamitsd ki a

lim —

n—00 {JF
hatarértéket!

Bir6 Zoltan, Gyergyoszentmiklos

Megoldds. a) Ha a sorozat konvergens lenne, létezne [ € R gy,
hogy lim a, = lim an,+1 = [. A rekurzidban hatarértékre térve
n—oo n—oo

az ﬁ = 0 egyenlGséghez jutunk, ami nem lehetséges tehat a
sorozat nem konvergens. Tovabba a,4+1 —a, = pil >0, Vn €

N, tehat a sorozat szigortian névekvs. Az eddlglekbol kovetkemk

. _ . _ . P -n
hogy lim an = oo. b) Jim, - = Jim {5 = { Jim 5 B

utobbi hatarérték kiszamitasara a Cesaro- Stolz tételt alkalmaz-
zuk:

ap _ ap 1 P
nsoon+1—n n—00 ab 41

n

P
1
— 7 k. p—k .
_nh_>n£>1O E Cpay, - T~ an
k=0 <an —|—1>
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ab! ab? 1
= lim | C} — +C; u g+ Ch
S W (aﬁ‘l + 1) (aﬁ + 1)
_ ol
= Cp =p

Innen kovetkezik, hogy a keresett hatarérték

Jim % = P

XII. osztaly

1. Feladat. Az ABC haromszog két cstcspontja A(3,1) és
B(5,5). A haromszog koré irt kor érinti az Ox tengelyt és nincs
kozos pontja az Oy tengellyel. Hatarozd meg a haromszog har-
madik csticspontjanak koordinatéit agy, hogy az ABC haromszog
teriilete a lehetd legnagyobb legyen!

Nagy Ors, Marosvasarhely

Megoldds. A haromszog koré irt kor meghatarozasanak érdeké-
ben, el6bb meghatarozzuk a kor kézéppontjanak koordinatait.
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Ez rajta van az AB hir felez6mer6legesén. Az AB felez&pontjé-
nak koordinatai F'(4,3) és a felez6merdleges egyenlete

1
=—— 5.
Y 2 T+

Ekkor a kor koézéppontja: F (330, —%330 + 5) . Masrészt E ugyan-
olyan tavol van A-t6l, mint az x tengelytdl, vagyis rajta van az A
fokuszn, z-tengely vezéregyenest paraboldn, melynek egyenlete:

(z—32 1 1,

=—+_-_=-z"-3 5.
Y 5 + 5 = 37 T +

A fentiekbdl kapjuk, hogy S—1zg+5 = 22 — 329 + 5,5 ahon-
nan o = 0 (ami nem lehet, mert akkor metszené az y tengelyt)
vagy g = 5. Tehat F (5, %), a kor egyenlete pedig (z — 5)2 +
(y — %)2 = %. A haromszog teriilete akkor maximalis, ha az
AB oldalhoz tartoz6 magassag a legnagyobb. Ez akkor teljesiil,
amikor a harmadik pont a haromszog koré irt koron, az AB-t6l
a legtavolabb van, vagyis az AB felez6merdslegesének és a kdrnek

a metszéspontja. Behelyettesitve a kor egyenletébe y = —%x =+ 5-
ot, kapjuk, hogy zc = 5+ V5 és yo = % F @, ahonnan csak a
C (5 + \/5, % — @) pont felel meg. ®
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12. Megjegyzés. A kor E kozéppontjanak ordinataja az AE =
EM miatt megegyezik az AF tavolsaggal. Igy dolgozva nincs
sziikség a parabola egyenletére.

2. Feladat. Adottak a P,Q : R — R, P(z) = 2° — 2 + 2 és
Q(z) = 22 + 52 + 6, Va € R fiiggvények. Ha f : R — R olyan
injektiv fliggvény, amelyre a Po f és a Qo f fliggvényeknek 1étezik
primitiv fliggvénye, bizonyitsd be, hogy f folytonos!

Bencze Mihaly, Brassé

Megoldds. Tekintjiik az R : R — R, R(z) = P(x) + Q(x) fiigg-
vényt. Mivel R'(xz) = 322 + 2z + 4 > 0, barmely = € R esetén,
az R fiiggvény szigortan noévekvd, tehat injektiv. Ugyanakkor
lim R(z) =ocoés lim R(x) = —oc, tehat R bijektiv. Igy létezik
T—00 T——00

az inverze és az inverze is folytonos (mivel R'(z) > 0, barmely
x € R). Masrészt a H = (P + Q) o f fiiggvénynek létezik primi-
tiv fiiggvénye és két injektiv fliggvény Osszetételeként injektiv is,
tehét szigortian monoton és folytonos. Ugyanakkor irhatjuk, hogy

f=(R'oR)of=R'o(Rof)=R'oH,
tehéat f két folytonos fliggvény Osszetétele és igy folytonos. ®

3. Feladat. Adott a kovetkezd sorozat:

a?

a1 =6,a0 =2,a =" 'n>2.
1 2 n+1 a% _ 3an + 3 -
a) Mennyi a sorozat 2013-dik tagjanak egész része?

b) Ertelmezhets-e az X = {a,/n > 1} halmazon olyan
P : X x X — X miveletet, amelyre az (X, @) struktara
csoport és izomorf a (Z,+) csoporttal?

Kovacs Béla, Szatmarnémeti
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Megoldds. a) Az adott sorozat tovabbi tagjai: as = 4, aq = 2%,
as = 3%. A sorozat minden tagja pozitiv mivel a2 — 3a,, +3 > 0
az a, barmilyen valos értékére.

—3(an —2)*

S R e L
An+41 CL% 73an+37

tehat a a, <4, han > 3.

3 1a2 —9a, +9

T 5T 7502 “3a, 1 3

> 0,

tehat matematikai indukcioval igazolhato, hogy n > 1 esetén % <

an (a (%, 4) intervallum a szamlaloban megjelend kifejezés gyokei

kozt van).

—(an — 3)(2a, — 3)
a2 —3an, + 3

ap+1 — 3= s
tehat az elébbi tulajdonsig alapjan szintén matematikai induk-
cioval igazoljuk, hogy ha a, > 3, akkor a,4+1 < 3 és forditva.
Ezek alapjan, a sorozat paros rangi tagjai % és 3 kozotti, parat-
lan rangt tagjai pedig 3 és 4 kozotti szamok a 4. tagtol kezdve.
Tehat a sorozat 2013. tagjanak egész része 3.

b) Elébb szerkesztiink egy bijektiv fiiggvényt az N\ {0} és a
Z halmazok kozt. Egy lehet6ség az ¢ : N\ {0} — Z, fliggvény,
amelyre (1) = 0, p(2k) = k, ¢(2k + 1) = —k, barmely k € N,
k > 1. Ennek a segitségével létrehozhatunk X és Z kozt bijekcidt
a kovetkezd moédon: barmely x € X esetén létezik egyértelmi
n € N\{0} ugy, hogy * = a,, tehat értelmezhetjik az f(x) értéket
az f(x) = o(n) kifejezéssel. Igy értelmeztiink egy f : X — 7Z
bijektiv fliggvényt. Ennek az inverzével a (Z,+)-beli miveletet
atvissziik az X-re a kovetkez6 modon:

Vo,ye X :x @y =1 (f(2) + f(w).
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Az igy kapott (X, D) struktira izomorf (Z,+)-szal és f az izo-
morfizmus koztiik. ®

13. Megjegyzés. a Mivel

—ap(an, — 1)(a, — 3)
a? — 3a, +3

Gp+1 — Qp = , €s

3
_ —an(an — 1)(an — 3)
ad —9(a, —1)(a2 — 3a, +3)’
a sorozat paros rangu tagjai szigoriian novekvd, a paratlan rangu
tagjai szigortian csokkend részsorozatot alkotnak, mindkét rész-

sorozat konvergens, k6zos hatarértékiik a 3, ami egyben a sorozat
hatarértéke is. Belathato, hogy teljesiil az

an42 — an

ai +3as +3%a3+ ...+ 3" ta, = a1 -as-a;s. . .an

azonossag is, barmely n > 1 esetén.

b) Az el6bbi szerkesztés egy tetszoleges megszamlalhato hal-
mazon (pl. végtelen sok kiilonb6z6 tagbol allo sorozaton) elvégez-
heté.

4. Feladat. Az f : (0,00) — (0,00) folytonos fiiggvény teljesiti
az

(x+1)f(f(x)) =2zf(x)—1, x>0
fiiggvényegyenletet, ahol f(1) > 2. Szamitsd ki f <%) értékét!

Kovéacs Lajos, Székelyudvarhely
Andras Szilard, Kolozsvar

Megoldas. Jeloljiik f(1) értékét a-val. Ha az adott egyenlGségbe

x = l-et, helyettesitiink, akkor az f(a) = a — % egyenlGséghez
jutunk. Mivel a > 2 > 1 frhatjuk, hogy f(1) > 1 és f(a) < a. Igy
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g:(0,00) = R, g(x) = f(z) — = folytonos fliggvény 1 és a kozt
elgjelet valt. Tehat létezik olyan o € (1,a), amelyre f(zo) = zo.
Ha a feladat Szijvegében szerepld egyenl&ségben x-nek éppen xp-t
valasztunk, akkor az 3 = ¢ + 1 egyenldséghez jutunk, ahonnan

kovetkezik, hogy g € {H\[ 1= f} Mivel 1 —+/5 < 0, csak az

lehetséges, hogy xg = 1+‘[ és igy

1+v5) 145
/ 2 2

&

14. Megjegyzés. A megoldas teljességéhez az is hozzatartozik,
hogy létezik ilyen f fiiggvény. Példaul f(1) = 2 esetén az f(x) =
“”TH teljesiti a fliggvényegyenletet és f(1) > 2 esetén megszerkeszt-
hetd a megoldas.
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Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Baréti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztar
Bolyai Farkas Elméleti Liceum,
Marosvasarhely

Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Le6wey Klara Elméleti Liceum,
Maramarossziget

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé
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Agoston Péter
Akkerman Kinga
Anghel Anna

Bal6 Timea-Katalin
Batiz Orsolya
Benedek Zoltan
Bocz Hunor - Chris
Bodoni Adrienn
Boldizsar Zoltan
Boros Zoltan

Burus Endre
Cara Alessio
Chevul Alexandru
Dudéas Norbert

Elthes Zoltan Zsombor

Fiistos Agnes
Géabor Csaba-Laszlo
Gal Krisztina
Gricz Alexandra
Hegediis Hunor
Ionas Henrietta
Ispas Robert
Jakab Edina
Jozsa Maté
Juhéasz Dora
Karda Edith
Kerestély Réka
Kiss Gergely
Kiss Hunor
Kocsis Bernadett
Kosztin Anna
Kovacs Adam

IX. osztaly

Baroti Szabd David Iskolakézpont, Barot
Nagykérolyi Elméleti Liceum, Nagykaroly
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Apéczai Csere Janos Elméleti Liceum, Kolozsvar
Aprily Lajos Fégimnazium, Brass6

Baroti Szabé David Iskolakdzpont, Barot
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Héam Janos Romai Katolikus Teoldgiai Liceum,
Szatmarnémeti

Marton Aron Gimnézium, Csikszereda,

Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Zajzoni Rab Istvan Kozépiskola, Négyfalu
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Tamési dron Gimnézium, Székelyudvarhely
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
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Kovéacs Akos

Kovécs Ivett

Kovacs Yvonne
Koman Attila

Laczké Gyula-Tihamér

Lukacs Robert
Miklés Botond
Moldovéan Balazs
Nagy Attila Levente

Oltean-Péter Bordka
Osztian Palma Rozéalia
Papp Andrea Kinga
Rab Zsolt

Schefler Gergd

Sim6 Anita

Sisa Rihard

Siité Agoston

Szab6 Eszter

Szasz Zsombor

Szopos -Pap Felix
Sztics Robert

Tasnédi Tulogdi Tamaés
Zsigmond Botond

Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Lorantfly Zsuzsanna Reformatus Gimnéazium,
Nagyvarad

Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Plugor Sandor Miivészeti Szakkdzépiskola,
Sepsiszentgyorgy

Salamon Erné Gimnéazium,
Gyergyoszentmiklos

Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Zajzoni Rab Istvan Kozépiskola, Négyfalu
Németh Lészlo Elméleti Liceum, Nagybanya
Leswey Klara Elméleti Liceum,
Maramarossziget

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Ham Jénos Romai Katolikus Teologiai Liceum,
Szatmarnémeti

Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Petru Maior Iskolakézpont, Szaszregen

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso6

Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
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Bacs Béla

Baricz Anita-Zsuzsanna
Beiland Arnold

Bir6 Eniks

Bir6 Timea

Bocz Péter

Boga Biborka

Borsos Balint

Csala Hunor
Csestanovits Judith
Csutak Baléazs

Dombi Krist6f Barnabas
Ecsedi Flora Rebeka
Farkas Eszter

Fiistis Bettina Julidnna
Gagyi Matyéas

Gotha Guntter Istvan

Gyarmathy Timea
Horvath Ilka

Jenei Csilla

Juhos Attila

Kelemen Kinga Orsolya

Kiss Anna Bernadett
Koncz Botond
Kopacz Aniko

Kovacs Péter Robert
Kucsvan Zsolt
Laczké Hunor

Lazéar Ioan

Marthi Andrea
Mester Attila

Naénia Csilla

Nagy Imola

Nagy Istvan

X. osztaly

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé
Nagykérolyi Elméleti Liceum, Nagykaroly
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Baréti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Székely Miko6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvéarad
Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztir
Le6wey Klara Elméleti Liceum,
Méramarossziget

Németh Laszld Elméleti Liceum, Nagybanya
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Baczkamadarasi Kis Gergely Reformétus
Kollégium, Székelyudvarhely

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Salamon Erné Gimnazium,
Gyergyoszentmiklos

Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatméarnémeti
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Szilvania Fégimnéazium, Zilah
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Nagy Laszlo
Nagy Lilla

Nagy Xénia Abigél Irén

Pal Magos Andrea
Puskas-Bajké Timea
Salanki Déaniel
Simon Adam
Solyom Gellért
Szabo Balint

Szabo Izabella

Szasz Apolka

Szegi Maté

Székely Attila

Tokos Dezsé
Veres Kincsg

Bitoanci Isabela
Borbély Andor

Buidin Thomas Imre
Cyrille

Csaki Tamés
Csutak Balazs
Déavid Mark Tamas
Erss Csilla
Farkas-Pall Kristof
Gulyas Beatrix
Hegediis Zsofia
Kalméan Noémi
Kantor Zsolt

Kari Taméas-Zsolt
Kelemen Szabolcs
Kémenes Attila
Kis Nandor

Kocs Krisztian

Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Tamési Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Baro6ti Szabé David Iskolakdzpont, Barot
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta
Salamon Erné Gimnéazium,
Gyergyoszentmiklos

Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely

XI. osztaly

Barték Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Salamon Erné Gimnéazium,
Gyergyo6szentmiklos

Bathory Istvan Elméleti Liceum , Kolozsvér
Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztir
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Petru Maior Kozépiskola, Szaszrégen

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvéarad
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Németh Lészlo Elméleti Liceum, Nagybanya
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Nagy Mozes ELméleti Liceum, Kézdivaséarhely
Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Colegiul National Mihai Eminescu, Nagyvarad
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Kolumbéan Antal Gyérgy Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely

Kovacs Agota

Lacz Eszter

Lantzky Anna
Lorenzovici Zsombor
Mag Istvan

Magdo6 Dorottya
Makkai Hanna-Borbéla
Megyesfalvi Botond
Miklés Aba Loérant
Rancz Sandor

Rétyi Dorottya
Sallai Eliza

Sandy Balint

Soos Ildiké Csilla
Széasz Tamés-Csaba,
Székely Istvan

Sz6cs Tamas
Tamési Timea
To6th Melinda
Varga Cecilia
Zemba Akos

Benkd Beatrix

Birsan Norbert
Borbély Ruben

Boros Bernadett
Dudas Adam
Faluvégi Agota
Farkas Izabella Ingrid
Fechete Tiberiu
Gazsa Gergd
Gothard Szabolcs

Szilvania Fégimnazium, Zilah

Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Tamési Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Baréti Szabo David Koézépiskola , Barét

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Apéaczai Csere Janos Elméleti Liceum, Kolozsvar
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Baréti Szabo David Koézépiskola , Bardt
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Salamon Erné Gimnéazium,

Gyergyoszentmiklos

Baréti Szabo David Koézépiskola , Barét
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Téglas Gabor Iskolakézpont, Déva

Nagy Mozes ELméleti Liceum, Kézdivasarhely

XII. osztaly

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Szilvania Fégimnazium, Zilah

Baréti Szabo David Iskolakézpont, Barot
Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmérnémeti
Tamési dron Gimnézium, Székelyudvarhely
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Halada Szilard

Jani Andréas

Jasko Gyorgy
Kajanté Sandor
Kurunczi Papp David
Léaszl6 Gabor

Maté Attila-Barna
Maté Brigitta

Maté Péter

Magyar Lilla
Megyesi Attila
Molnar Zsolt
Nemes Andras Zoltan
Olah Matyéas

Pall Katinka
Polyanki Csaba
Piisok Nora

Smeu Julia

Székely Adam
Székely Réka
Szabo6-Sinka Samuel
Zsebe Eniks

Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Aprily Lajos Fégimnazium, Brasso

Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Tamési aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Szilvania Fégimnéazium, Zilah

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvéarad
Kolesey Ferenc Fégimnéazium, Szatmarnémeti
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvér
Horvath Janos Iskolakézpont, Margitta

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Arany Janos Elméleti Liceum, Nagyszalonta
Tamaési aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Csiky Gergely Fégimnazium, Arad

Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvéarad

Téglas Gabor Iskolakézpont, Déva

Reformatus Gimnézium, Sepsiszentgyorgy
Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar



A feladatok szerzdinek névjegyzéke

Mik6 Agnes, Sepsiszentgyorgy, 7, 13,
22, 50

Bir6 Béla, Sepsiszentgyodrgy, 7, 8, 20,
23

Kovacs Béla, Szatmarnémeti, 6, 11,
14, 15, 39, 42, 54

David Géza, Székelyudvarhely, 6, 7,
19, 20

Longaver Lajos, Nagybéanya, 11-13,
37, 43, 48, 49

Mateéfi Istvan, Marosvasarhely, 9, 29

Bencze Mihaly, Brasso, 11, 12, 14, 41,
44, 54

Olosz Ferenc, Szatméarnémeti, 6-8, 10,
11, 17, 22, 25, 32, 40

Bir6 Zoltan, Gyergydszentmiklos, 13,
51

Komén Zsombor, Brasso, 6, 8-10, 16,
24, 27, 28, 35

Andras Szilard, Kolozsvar, 14, 56
Bir6 Balint, Eger, 9, 30

ifj. Kolumban Joézsef, Kolozsvar, 10,
34

Kovacs Lajos, Székelyudvarhely, 14,
56

Nagy Ors, Marosvasarhely, 12, 14, 45,
52
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