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El6szo

Az Erdélyi Magyar Matematikaverseny az elmult 21 év soran
sokat valtozott a szervezés, a lebonyolitas, az elismertség, a cél-
rendszer szempontjabol. A 2011-ben rendezett Erdélyi Magyar
Matematikaverseny a roman oktatasi minisztérium altal hivata-
losan elismert versenyek listdjan is szerepel, ugyanakkor a verse-
nyen szerzett oklevél tobb egyetemen is beleszamit a felvételi jegy-
be. Ez természetesen nagyon hasznos mind a versenyzé didkok,
mind a versenyen résztvevd tanarok szempontjaboél. Hivatalosan
ennél nagyobb elismerésre nem is szamithat egy verseny. Ugyan-
akkor ugy érzékelem, hogy ezzel parhuzamosan értékvesztés ta-
pasztalhato a résztvevs didkok felkésziiltségét, illetve hozzaallasat
tekintve. Ezt egykori versenyzoként (és ,edzoként”) érzékelem,
mivel t6bb évig a verseny résztvevdinek tovabbi palyaja szorosan
kotédott a matematikdhoz, hisz versenyzdi tapasztalattal és a
versenyekre vald felkésziilés altal nyert alaposabb, gazdagabb is-
meretrendszerrel, valamint tagabb szemléletmoéddal a matema-
tika vagy informatika karon (de egyéb, esetleg nem real jellegii
karokon is) a verseny résztvevdi nagyrészt az élvonalban voltak
egyetemi hallgatoként is, illetve kivald szakemberek valtak bels-
liik. Ugy latom, hogy napjainkban ebbdl a szempontbél visz-
szaesés tapasztalhaté, és ez egyértelmtien megnyilvanul az EMMV
fontossaganak az tujraértékelésében is, valamint jelzésértékd a
szervezdk és a zslri szdmara is.

Az EMMYV tovéabbra is valogatoversenynek szamit, és mivel az
NMMYV a Nemzetkozi Didkolimpiaval egy kategériaban szerepel
az elismert versenyek kozt, igy a tovabbjutas egy fontos szempont
lehet minden versenyzének. Sajnos jelen pillanatban a roméniai
tanterv radikalisan eltér a legtobb Kéarpat-medencei orszag tan-
tervétdl, ezért az EMMYV tematikaja két komponenst tartalmaz,



az egyik a helyi tanterveknek, a masik az NMMYV tematikajanak
felel meg. Harom évig (2007-2009.) kétfordulos volt a verseny,
egy 3 oras (helyi tematikdhoz illeszkedGen) és egy 4 oras (inkabb
logikai, az NMMV tematikajat kovetd) proban mérhették Ossze
tudasukat a didkjaink. A jelenlegi megoldas visszalépés ehhez
képest, egy 4 Oras probabdl all; amelynek tematikdja mindkét
komponenst tartalmazza, de igazabdl egyiknek sem felel meg. Ez
tiikrozédik a feladatok jellegében, elvesztddik a sajat tananya-
gunk rengeteg sajatossdga (kiilonosen a XI. és a XII. osztaly-
ban), és ugyanakkor az NMMV-re valé vilogatast is megzavarja
az, hogy a 6 feladatbol 1-2 a helyi tananyaghoz kétédik, és igy
a t6bbi nem fedheti le kell6 ardanyban az NMMV tematikajat. A
végeredmény az, hogy a kritikus részek (azok, amelyek a tanter-
veink szerint kis mértékben tdmogatottak, pl. az elemi geomet-
ria) nagyobb hangsulyt nyernek mindkét tematikabol, és emiatt
éppen azok a részek maradnak ki, amelyekben a didkok a legjob-
ban elmélyedhetnek. Ez kitiinik a feladatsorokbdl is, és kiilon fej-
torést okoz a zstirinek, hogy egy olyan optimumot kell megtalél-
nia, amir6l az id6 tobb izben is igazolta, hogy nem létezik. Ha-
sonl6 problémat okozott az is, hogy a beérkezett javaslatok zéme
altalaban kozepes vagy annal nehezebb feladatokat tartalmazott,
igy a feladatsorok nehézségi fokanak kalibralasa tobb esetben is
arra kényszeritett, hogy eredeti elképzelésiinkrél lemondjunk an-
nak érdekében, hogy a feladatsorok tobbé-kevésbé hozzaférhetsk
legyenek (a 4 orara adott 6 feladat alapvetd logikaja, hogy 2 egy-
szertibb, 2 kozepes és 2 nehezebb feladat legyen). Véleményem,
hogy ebben a szerkezetben mindkét alapvetd funkcidja csorbul
a versenynek, és hasonléan lehetetlen helyzetbe hozza majd a
kovetkezs években is a feladatokat Osszeallito zstrit, arrél nem
is szolva, hogy a kiils6 szemlélsk (kollégak) szempontjabol sokat
veszithet a presztizsébdl.

Andras Szilard, Kolozsvér
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9. osztaly

1. Feladat. Igazold, hogy a,b,c,d € R esetén
at+tbtctd—a*—bv*—c—-d*<1.
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

2. Feladat. Hasonlitsd Ossze az

A= 22 és B = 3%
SN—~— S~—~—
2011 darab 2-es 2010 darab 3-as

szamokat!
Demeter Albert, Kolozsvar

3. Feladat. Hatarozd meg a kovetkezd egyenletek megoldasait a
természetes szamok halmazéaban!
a) 2022 + 11y? = 2011 b) 2022 — 11y? = 2011

Kacso Ferenc, Marosvéaséarhely

4. Feladat. Az ABCD paralelogrammaban a BAD sz0g 45°-
os és az ABD szbg 30°-o0s. Igazold, hogy a B pontnak az (AC)
atlotol meért tavolsaga ATD—Vel egyenld!

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

5. Feladat. Az ABCD paralelogramméaban AB > AD. Legyen
E,F az (AB) és a (CD) oldal egy-egy pontja tgy, hogy
EB DF 1

E—Dic—g, n6{2,3,4,...},
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G1, Gy az ADE, BCF haromszog sulypontja és G1Go N AB =
{K} . Bizonyitsd be, hogy KA = EB.

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

6. Feladat. Legkozelebb melyik évben lesz 4 olyan péntek, amely
egyben 13-a is?

kkosk
10. osztaly
1. Feladat. Mennyi az
E(x) = (3 — 2tgz)? + (3 + 2ctgr)?
kifejezés legkisebb lehetséges értéke, ha x € R\ {%”]k € Z}?
Kovéacs Béla, Szatmarnémeti

2. Feladat. a) Igazold, hogy = > 1 esetén

2\/log2 T _ x\/logz 2

b) Hatéarozd meg a kovetkezd egyenlet valos megoldésait:

2\/2xlog2m + x\/leogz2 — 9% 4 .’E2.
Longaver Lajos, Nagybanya

3. Feladat. Hatarozd meg azokat a z komplex szamokat, ame-

lyekre
22 + 2 \" =5
z2—2) 7

Kovéacs Béla, Szatmarnémeti
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4. Feladat. Az ABCD négyszogben M az AB, N pedig a CD
szakasz felez6pontja. Az AC és a BD atlok hossza 2v/3 és 60°-0s
szoget zarnak be. Szamitsd ki az M N szakasz hosszat!

David Géza, Székelyudvarhely

5. Feladat. Az ABCD és az MNPQ {
kongruens,  egységoldali  négyzeteket
egymasra helyezziik dgy, hogy teljesen u
fedjék egymast. Az ABCD négyzetet
rogzitettnek tekintjiik, majd az MNPQ
négyzetet a kozéppontja koriil forgatni
kezdjiik. Legalabb mekkora a két négyzet
koz0Os részének teriilete?

Andras Szilard, Kolozsvar

6. Feladat. Legfeljebb hany elemet tartalmazhat az a halmaz,
amelynek barmely 5 eleme koziil kivalaszthatd harom, amely mér-
tani haladvanyt alkot?

Andras Szilard, Kolozsvar
11. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg azokat az x, y, z természetes szamokat,
amelyekre
rwytyz+ze=3x+y+2) +1.

Kovéacs Béla, Szatmarnémeti

2. Feladat. Igazold, hogy ha A € My(C), és det A = «, akkor
det (A2 + A — aly) + det (A2 + alb) = a1 + 4a).

Bencze Mihaly, Brasso
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3. Feladat. Az (z,)n>0 sorozatot az zp42 = 3Tp11 — T, 1 >0
és xg = 2, x1 = 3 Osszefliggésekkel értelmezziik. Van-e ennek a
sorozatnak olyan tagja, amely teljes négyzet?

Kacso6 Ferenc, Marosvasarhely

4. Feladat. Az ABC nem egyenl$ oldalt haromszogben jeldlje
Ay az A-nak a B-re vonatkozo, By a B-nek a C-re vonatkozo és
C1 a C-nek az A-ra vonatkozd szimmetrikusat. Igazold, hogy ha
H, O az ABC haromszogben és Hy, O az A1 B1Cq haromszogben
a magassagpont és a haromszog koré irt kor kézéppontja, akkor
OO HH; trapéz!

Bencze Mihaly, Brassé

5. Feladat. 10 billisrdgoly6 a mellékelt dbra
szerint van elhelyezve. Legkevesebb hany
goly6t kell elvenni ahhoz, hogy a megmarado
golyok kozt ne legyen harom olyan, melyeknek
a kozéppontjai egy egyenlé oldalt héarom-
szoget alkotnak.

Demeter Albert, Kolozsvar

6. Feladat. Legfeljebb hany sikrészt hatarozhat meg a sikon 2011
kor és 1102 egyenes?

Andras Szilard, Kolozsvar
12. osztaly

1. Feladat. Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan derivalhato
f : R — R fiiggvény, amelyre

vf(z) — f(x) =z, VreR.

Kacso Ferenc, Marosvéséarhely



XXI. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Kézdivasarhely, 2011. februér 4-6.

2. Feladat. A 2010 elemt (G, ) csoportban létezik harom, pa-
ronként és az egységelemtdl kiilonbozé a, b, ¢ elem, amelyre a? =
b2 = ¢? = e. Igazold, hogy a (G, -) csoport nem kommutativ!

Szilagyi Judit, Kolozsvar

3. Feladat. Hanyféleképpen kovezhetd ki egy 2 x n-es téglalap
alaku sétany kétféle sziniti 1 x l-es négyzet alaku kovekkel ugy,
hogy ne legyen olyan k&, amely azonos szinti valamely két szom-
szédjaval? (Két négyzet szomszédos, ha van kozos oldaluk.)

Nagy Ors, Marosvaséarhely
Andréas Szilard, Kolozsvar

4. Feladat. Az ABCD négyzetben M az (AD) oldal egy valtozo
pontja és N a (BC) oldal azon pontja, amelyre AM = CN.
MP  [(AM\?
PN ~ \MD

AP 1 PB és hatarozd meg a P pont mértani helyét!

Legyen P € (MN) ugy, hogy . Igazold, hogy

Csap6 Hajnalka, Csikszereda

5. Feladat. Az ABC haromszdgben jelolje M, N és P a beirt
kérnek az érintési pontjait a BC, C'A illetve AB oldalon. Igazold,
hogy ha D a BC oldal felez6pontja és AD N NP = {E}, akkor
ME1BC.

David Géza, Székelyudvarhely

6. Feladat. Hatirozd meg a legkisebb m € N* természetes szé-
mot, amelyre igaz a kovetkez§ allités!

Barmely m darab egymast kovet§ nem nulla természetes szam
kozt van olyan, amelynek a valddi osztoit Gsszeadva az eredmény
nem kisebb a szam %—énél.

Demeter Albert, Andras Szilard, Kolozsvér

10
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Megoldasok

9. osztaly

1. Feladat. Igazold, hogy a,b,c,d € R esetén
at+btctd—a*—bv*—c—d*<1.
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Megoldads. O-ra redukaljuk a bal oldalt és a jobb oldalon teljes
négyzeteket alakitunk ki. Az a? — a kifejezés az (a — %)2 kifej-
tésében jelenik meg, emiatt az 1-et felirjuk 1 = % + % + % + i
alakban, és igy a kovetkezs ekvivalens dtalakitasokat végezhetjiik:

0<a?+b++d>—a—-b—c—d+1

0

<o) () o (- d)

Az utolsé egyenltlenség nyilvanvald, mivel a teljes négyzetek nem
lehetnek negativak, és négy nemnegativ szdm Osszege sem lehet
negativ. &

2. Feladat. Hasonlitsd 6ssze az

A= 22 és B = 33
S~~~ N~~~
2011 darab 2-es 2010 darab 3-as

szadmokat!

Demeter Albert, Kolozsvar

11
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Megoldds. Vezessiik be az

A, = 2% é6s Bp= 3
SN~ S~—~—
n darab 2-es n darab 3-as

jeloléseket! Ekkor Ay = 4, By = 3, A3 = 16, By = 27, Ay = 216,
B3 = 3% > 216 = A,. Az el6z8ek alapjan az a sejtésiink, hogy

Apy1 < By, han>2.

AP, A1 < By, n > 2 éllitas igaz voltat a matematikai
indukcié modszerével igazoljuk. n = 2 esetén a P :,, A3 < By”
allitas az el6z6ek alapjan igaz. Ha valamely k > 2 esetén Py, igaz,
akkor Ap41 < By, ahonnan Ay o = 24k+1 < 2Bk < 3Bk = Bri1,
azaz Pjy1 isigaz. A matematikai indukci6 elve alapjan az A, 11 <
B,, egyenlGtlenség igaz barmely n > 2 természetes szamra, tehat
Ago11 < Bao1o- ®

3. Feladat. Hatarozd meg a kovetkezs egyenletek megoldasait a
természetes szamok halmazaban!
a) 2022 + 11y? = 2011 b) 2022 — 11y? = 2011

Kacso Ferenc, Marosvéaséarhely

Megoldds. a) 202 utolsé szamjegye 0, tehat 11y? utols6 szam-
jegye 1, azaz y? utols6 szamjegye is 1, vagyis y utolsd szamje-
gye 1 vagy 9. Ugyanakkor 11y% < 2011, ahonnan y < 13, tehat
y€{1,9,11}.

Ha y = 1, akkor 2022 = 2000, tehat x = 10.

Ha y = 9, akkor 2022 = 1120, innen 22 = 56, tehat ebben az
esetben nem jutunk megoldashoz, mivel 56 nem teljes négyzet.
Ha y = 11, akkor 202% = 680, innen 2> = 34, és mivel 34 nem
teljes négyzet, ebben az esetben sincs megoldas N-ben.

12
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Tehat az egyenlet egyetlen megoldasa a (10, 1) szampar.

b) Az egyenlet egyenértékii a 20(x? — 100) = 11(y? + 1) egyen-
lettel, ahonnan 32 + 1 oszthat6 4-gyel, ami nem lehetséges, mert
y%-nek 4-gyel valo osztasi maradéka 0 vagy 1. ®

4. Feladat. Az ABCD paralelogrammaban a BAD sz0g 45°-
os és az ABD szog 30o os Igazold, hogy a B pontnak az (AC)
4tlotol mert tavolsaga 4

-vel egyenld!
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

D C

A E B

Elsé megoldds. Legyen E a D pont vetiilete az AB egyenesre, F
a B pont vetiilete az AC' egyenesre és O az atlok metszwtja
Ekkor az AED héaromszogben m(DAE) = 45° és m(AED) =
90°, tehat AE = ED. A BED haromszogben m(ﬁB\E) = 30° és

(D/E\B) = 90°, tehat DE = B D Ugyanakkor EO oldalfelezs a
BED derékszogt haromszogben tehat OF = = DO = OB.
Az el6z6ek alapjan AE = OE = OB = 0D = DE ahonnan

180° — m(AEO)  m(BEO)

m(ﬂb) = 5 = 5
B m(@) _ 150
=— =1

fgy m(ACB) = m(CAD) = m(BAD) — m(CAB) = 45° — 15° =
30°. Az FBC derékszogii haromszogben m(FCB) = 30°, tehat

_ BC _ AD
BF = BC — 4D ®

13
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Madsodik megoldds. A mellékelt abran legyen BC' = a, AB = b.
Az AM D derékszogii haromszoghen

AM:MDZLZ@:I)’.
N

A BM D derékszogt haromszoghben

MD ¥ 3
tg30°:—:7:£ o oY=
BM a—b0 3 Bl
D a C
b (0]
A M B N

Az ANC derékszogt haromszogben AC? = AN? 4+ NC?, azaz

AC? = (a+ V) +b? = a® + 20" + 2ab =

2 2a* + 2a* L
=a , ahonnan
(V3+1)2 V3+1
2a? - 1)2
ACQZL\/g—i—):%L2 =  AC =aV2.
(V3 +1)2
Ugyanakkor
AC - AB-CN
Tapc, = 02 - 20 , ahol z =d(D,AQ).
Innen )
x_AB-CN_a'ﬁ _ b
T TAC T a2 2
tehat d(D, AC) = 42 ®

14
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5. Feladat. Az ABCD paralelogramméaban AB > AD. Legyen
E,F az (AB), (CD) oldal egy-egy pontja tigy, hogy

EB DF 1 {2, 3, 4 }
AB - DC - n? n ) ) y v )
G1, G2 az ADFE, BCF haromszog silypontja és G1Go N AB =
{K} . Bizonyitsd be, hogy KA = EB.

Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

C

Elsd megoldds. A paralelogramma atlojanak O metszéspontja
szimmetriakozéppont, igy a feladat feltételei alapjan E és F', G
és Go, valamint a DFE és BF szakaszok M illetve N felez&pontjai
is szimmetrikusak az O pontra nézve. A fentiek alapjan DF BE
paralelogramma és MN = EB = DF. Mivel Gy és Gy szim-
metrikusak az O pontra nézve, kovetkezik, hogy K, G1 és O
kollinearisak. Théalesz tétele alapjan ]\[/([—g = ]glGAl = %, tehat
KA=2MO = MN = FEB.

Madsodik megoldds. Felirjuk a CTG; vektort az AB és AD segit-
ségével.

G1G2:AG2—AG1:é(@+m+ﬁ)—%(ﬁJm@).
Tudjuk, hogy/ﬁ:A-ﬁJrﬁ,A‘E:”T_L/@és
AF = (@+(n—1)~ﬁ>: (@+nm>,

1 1
n n

15
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tehat )
G]_GQZ%((TL+2)'@+TZ'@>.

Legyen % = «, ekkor

KG} =40, ~ AR = . ((n—1)- AB+n- AD) ~ o 4B =

zgin((n—l—3na)-ﬁ+n-@).

Mivel K, Gy, G kollinearisak, és A, B, D nem kollinearisak, ezért
a G1G9 és KG1 vektorok AB és @ vektorok szerinti felbontéa-
saikban az AB és AD vektorok egyluitthatoi ardnyosak, azaz

n+ 2 n

n—1—3na n’

ahonnan o = —%. Tehat AR = —%@ és igy KA=14B vagyis

n

K4 _ 1 _ BB Fhhel kivetkezik, hogy KA = EB. &

n

6. Feladat. Legkdzelebb melyik évben lesz 4 olyan péntek, amely
egyben 13-a is?

kkk

Megoldds. Nyilvanvalo, hogy azon hénapokban, amelyekben 13-a
pénteki napra esik, elseje is a hét ugyanazon napjara (vasarnapra)
esik. Legyenek a hét napjai egymasutan rendre A, B,C, D, E, F)
G, azzal a nappal kezdve, amelyikre januar elseje is esett. A
kovetkezs tablazatok tartalmazzak az év honapjainak elsé és utol-
s0 napjait nem szokéévben, illetve szokéévben. Mindkét tablazat-
ban lathato, hogy nincs négy honap, amely ugyanazzal a nappal
kezd&dne, igy 13-a sem eshet 4 kiillonb6z6 hénapban péntekre
semmilyen évben.

16
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hénap 1 29 30 31 hoénap 1 29 30 31
jan. A A B C jan. A A B C
febr. D febr. D D

méarc. | D D E F marc. | E E F G
apr. G G A apr. A A B
maj. B B C D maj. C C D E
jan. E E F jan. F F G
jal. G G A B jal. A A B C
aug. (@] C D E aug. D D E F

szept. | F F G szept. | G G A
okt. A A B C okt. B B CcC D
nov. D D E nov. E E F
dec, F F G A dec. G G A B

10. osztaly
1. Feladat. Mennyi az
E(z) = (3 — 2tgz)? + (3 + 2ctgzx)?
kifejezés legkisebb lehetséges értéke, ha x € R\ {%”]k € Z}?
Kovéacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldas. Teljes négyzet, esetleg plusz egy konstans kialakitasa
érdekében a kovetkez§ atalakitasokat végezziik:

(3—2tgx)?+(3+2ctgz)? = 9—12tgz+4tgr+9+12ctgr+4ctg’s =
= 4(tg’z + ctg’r) + 12(ctgr — tgz) + 18 =
= 4(ctgr — tgz)? + 8 + 12(ctgz —tgz) +9+9 =
= (2ctgr — 2tgx + 3)% + 17.
A kifejezés legkisebb értéke 17, és ezt el is éri, amikor
2ctgx — 2tgxr + 3 = 0,

ahonnan tgr = —% vagy tgr = 2, és ilyen x érték létezik. ®
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2. Feladat. a) Igazold, hogy x > 1 esetén

2\/10g2 T _ x\/Ing 2'

b) Hatéarozd meg a kovetkezd egyenlet valos megoldésait:

2\/2zlog2:c + .,L,\/chlogIQ =927 | .%'2.
Longaver Lajos, Nagybanya

Megoldds. a) Ha logaritmaljuk az igazoland6 Osszefiiggést, azt

kapjuk, hogy
logy 9Vlogaw _ logy zVoes 2
\/logQ x = \/logx 2 -logy x
\/log2 T = \/log2 x,
ami igaz. Az x > 1 feltétel alapjan az el6bbi atalakitasok ekvi-

valens atalakitasok, tehat a bizonyitand6 egyenl&ség is igaz.
b) A létezési feltételek alapjan = > 1. Az a) alpont alapjan

2\/2;3 logoz _ x\/2$ Ing2’ igy az egyenlet

2w/2xloggz _ 2"+ x2
2

alakban irhato. De

2

T 2
oVEET < 9™ o Sem et _ g g < BT

- - 2

és egyenlséget csak akkor kapunk, ha z = log, 2 és 2% = z2.

Lathato, hogy az x = 2 és x = 4 megoldasok. Tovabba = > 0
esetén az r = 2log, r egyenlet jobb oldalan all6 z — 2log, x
fliggvény konkav és a bal oldalon az x — =z fliggvény konvex,
tehat a grafikus képiiknek legfeljebb két kozos pontja lehet. Igy
més megoldéas nincs. ®
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3. Feladat. Hatarozd meg azokat a z komplex szamokat, ame-

lyekre
22 \2
2
= 5.
25+ <z—2>

Kovéacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. Az a®+b% = (a+b)?—2ab azonossag alapjan az egyen-
let a kovetkezs alakba irhato:

22 \2 2
o) ey

z—2 z—2

2 \? 22
-4 -5=0.
<2—2> z—2

At = 2 valtozocserdt alkalmazva a t2 — 4t — 5 = 0 egyenlethez

z—2
jutunk, ahonnan ¢; = —1 és to = 5. Az elsG esetben % = —1,
ahonnan 22 +2z—2 = 0 és a gyokok 21 = —2 és 2o = 1. A masodik
esetben ;_22 =5, tehat 22 —52410 = 0, és a gyokok 234 = 51227‘/%

Tehét az egyenlet megoldésainak halmaza

+ i1
AI:{—1L5;5}.

@

4. Feladat. Az ABCD négyszogben M az AB, N pedig a CD
szakasz felez6pontja. Az AC és a BD atlok hossza 2v/3 és 60°-os

szoget zarnak be. Szamitsd ki az M N szakasz hosszat!

Déavid Géza, Székelyudvarhely
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Megoldds. Legyen O az atlok metszéspontja. Két esetet targya-
lunk aszerint, hogy az AOB vagy a BOC szog 60°-os.

I. eset: Ha AOB = 60°, akkor a kivetkezd két mellékszerkesztést
végezziikk: NE || AC, NE = AC ¢és NF | DB, NF = DB.
Innen kovetkezik, hogy az ACNE és az N D BF négyszogek para-
lelogrommék, ahonnan azt kapjuk, hogy AF || FB és AE = FB,
mert N felez6pont és mindketts parhuzamos a DC-vel. Kévetke-
zik, hogy az AF BE négyszog is paralelogramma. Tehat az EF
atmegy az AB szakasz M felezGpontjan és M az EF felez&pont-
ja. A szerkesztésbdl adodik, hogy az ENF ‘haromszog egyenld
oldald, mert EN = AC = DB = NF és az ENF = 60°. Tehat

NM az ENF egyenl6 oldalt haromszog magassaga, igy NM =
VBEN _ V323 _ g
2 - T2 T

D

II. eset: Ha AOB = 120°, akkor is ugyanazt a segédszerkesztést
végezziik el, csak ebberﬁz\esetben ENF egy olyan egyenld szara
haromszog, amelyben ENF = 120° és EN = NF = 21/3. Ebben
az esetben EF = 6 és MN = /3. ®
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5. Feladat. Az
MNP@ kongruens,
négyzeteket

egymasra

ABCD és az

egységoldalu

gy, hogy teljesen fedjék egymaést.
Az ABCD négyzetet rogzitettnek
tekintjiik, majd az MNPQ négy-
zetet a kozéppontja koril forgatni
kezdjiik. Legalabb mekkora a két
négyzet k6zos részének teriilete?

helyezziik "

B

N
Andréas Szilard, Kolozsvar

Megoldds. Legyenek A1, As, By, By, C1,Cs, D1, Do az elforgatott
négyzet és az eredeti négyzet oldalainak metszéspontjai (lasd az

abrat).

Ha az abrat elforgatjuk az O pont koriil
90°-kal, akkor az 1j abra megegyezik az

>3 p

.
.
.
.
/G
<
.
3 C

D eredetivel, mert a négyzet atloi felezik
egymést és merGlegesek egymasra. Tehét

AAlDQA = BBlAQA = CCIBQA =

= DchgA éSMAlAgA = NBlBgA =
= PClC2A = QD]_DQA.

A keresett tertilet

T =TA,4,B,B,C1CoD1 Dy = TvinPQ — 410D Dyn = 1 — 22,

ami akkor minimélis, ha az zy szorzat maximaélis, ahol D2@Q = x
és QD1 = y. Ugyanakkor QD Dya ~ CC1Bsoa és

T =1—-4T9p,p,p =1 — 4T, Byns

kovetkezik, hogy Top, p,n = TccyBya s tehat ez a két hdromszog
kongruens, mert hasonléak és teriiletiik egyenls. Kovetkezéskép-

pen mind a 8 haromszdgecske kongruens. A kongruencia alapjan
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ADy = x és DDy = y, a QD1Ds derékszdgli haromszoghdl

pedig DDy = /22 4+ y2, tehat = + y + /22 +y2 = 1, ahon-

nan 22 +y? = 1 + 22 + y? — 22 — 2y + 2zy vagyis

1
:Uy:x+y—§. (1)

Igy az 2y szorzat pontosan akkor maximalis, ha az x + y Osszeg

maximalis. Az (1) dsszefiiggés egyenértékd az (1 —z)(1—y) = 4

Osszefiiggéssel, és mivel 1 —x > 0, 1 —y > 0, alkalmazhatjuk rajuk
a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenséget, azaz

N EY (e

Ez alapjan
r+y<2-v2,

és egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha 1 —x =1 —y = \/g,
azazx =y = 1— @ Ebben az esetben a teriilet T = 2v/2—-2. &

Mdsodik megoldds. Az el6z8 megoldas megallapitasai alapjan
OD1Dop = OA1Don = OA1A9A = OB1AoA = OB1Baopa =
= 0C1Ban = OC1Con = OD1Co
Igy m(DTOT)g) = % = 45° és

OD; - OD; - sin(D,0Ds)
2

T = 8Top, Dy = 8- =2v2-0D;-0ODs.

Tehét az OD1-0O D4 szorzat minimumat keressiik. Ha az elforgatas

szoge a € [0,45°] (nagyobb szoggel valo elforgatast megkaphatunk
ezekbdl forgatassal vagy tiikrozéssel), és az O pont vetiilete az AD
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egyenesre T', akkor m(m) = m(TO/B) —m(D/lO\D) =45°—5
és m(D/gO\T) = 45° — m(D/lO\T) = 5. Innen

orT
OD = 4
cos(45° — §)
1 ,
= (0% : (63 s
V2 (cos § +sin 5)
oT 1
ODy =

a = a-
COS 5 26082

N
Kovetkezésképpen a

1 2
cos% (COS% + sin %) =3 + \Zf sin (o 4 45°)
kifejezés maximumat keressiik. Ez akkor maximalis a [0, 45°] in-
tervallumon, ha o = 45°, ekkor a teriilet T = 2v/2 — 2 ®

6. Feladat. Legfeljebb hany elemet tartalmazhat az a halmaz,
amelynek barmely 5 eleme koziil kivalaszthatd harom, amely mér-
tani haladvanyt alkot?

Andras Szilard, Kolozsvar

Megoldas. Jelolje k a halmaz elemeibdl alkothaté leghosszabb
mértani haladvany hosszat. Ha k > 9, és a haladvany tagjai
xg,x1,...,2s, akkor az xg, x1, T3, 7 és xg kozt nincs harom mér-
tani haladvanyban, tehat ez esetben a halmaz nem tartalmazhat
9 vagy ennél tobb elemet. Ugyanakkor belathatjuk, hogy ha a
halmaz elemei zq, z1,...,z7, akkor koziilik barmely 6t kozt van
hérom, amely mértani haladvanyt alkot. Ez azt mutatja, hogy
nyolc eleme lehet a halmaznak. A tovabbiakban vizsgéaljuk azokat
az eseteket, amelyekben k£ < 8 és a halmaznak legalabb 9 eleme
van.

23



XXI. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Kézdivasarhely, 2011. februér 4-6.

Ha k = 8, akkor a halmaz egy részhalmaza

‘H8 = {CC(], oqg, 330(]2, e ,SL'Qq?, y}?

ahol y ¢ Hs, y # z0q® és y # x0/q. Elégséges belatni, hogy
az {x0, v0q, 10q%, 20q", y} és az {x0, v0q, oq*, x0q®,y} részhalma-
zokban nem létezhet egyszerre harom-harom elem, amely mértani
haladvanyban van.

k = 7 esetén a halmaz egy részhalmaza

Hr = {20, 70q, 204>, - - ., 204°, y},

ahol y ¢ Hy, y # xoq" és y # x0/q. Ebben az esetben elégséges
belatni, hogy az {zo, zoq, zoq”, 20¢%, y} és {xo, w0q, z0q®, Toq*, y}
részhalmazokban nem létezhet egyszerre harom-harom elem,
amely mértani haladvanyban van.

k = 6 esetén a halmaz egy részhalmaza

H6 = {230, xoqg, $0q2a s ,$0q5, y}7

ahol y ¢ Hg, y # 10q® és y # x0/q. Ebben az esetben elégséges
belatni, hogy az {zo, zoq, zoq*, 0¢°, y} és {xo, T0q, 20¢®, Toq*, y}
részhalmazokban nem létezhet egyszerre harom-harom elem,
amely mértani haladvanyban van.

k =5 esetén a halmaz egy részhalmaza

Hs = {x0, 70q, 04, ©0q>, z0q", y},

ahol y ¢ Hs, y # x0q° és y # x0/q. Ebben az esetben az y a
K = {z0q"?, 20¢*, 20¢°/%, 20q"/?, 20¢%, 20q", £0¢®} halmaz ele-
me lehet, tehat ha az eredeti H halmaznak lenne legalabb 9 ele-
me, akkor K-boél tovabbi négy elemet kellene tartalmaznia. Mas-
részt a tortkitevds kifejezések koziil legfeljebb kettst tartalmazhat
(kiilonben nem teljesiilne a k = 5 feltétel), és igy az z0q%, zoq”
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és x0q® elemek koziil legalabb kettst tartalmaz. Igy viszont az
{x0>xOQ7x0q37x0q77$0q8} vagy {$0,$0q,1‘0q4,$0q6,$0q7} vagy
{xo,x0q2,xoq6,x0q8,xoq”/ 2} halmazok valamelyike része lesz a
H-nak és nem tartalmaz harom elemet, amely mértani halad-
vanyt alkot. Hasonléan targyalhatoé a k = 4, illetve k£ = 3 eset
is. ®

11. osztaly

1. Feladat. Hatarozd meg azokat az x, y, z természetes szamokat,
amelyekre
xy+yz+ze=3x+y+z) +1.

Kovéacs Béla, Szatmarnémeti

Megoldds. A kifejezések alapjan érezhetd, hogy ha a szamok elég-
gé nagyok, akkor a bal oldal sokkal nagyobb, mint a jobb oldal.
Pontosabban, ha x > 4,y > 4 és z > 4, akkor zy+yz+zz > 3(z+
y+ z) + 1, tehat ebben az esetben nincs megoldéas. A szimmetria
alapjan feltehetjiik, hogy az x,y, z szdmok koziil a legkisebb x.
Igy tehat = € {0,1,2,3}.

Ha x = 0, akkor az egyenlet: (y—3)(z—3) = 10, ennek megoldasai:
(0,4,13), (0,5,8).

Ha x = 1, akkor az egyenlet: (y—2)(z—2) = 8, ennek megoldasai:
(1,3,10), (1,4,6).

Ha x = 2, akkor az egyenlet: (y—1)(z—1) = 8, ennek megoldasai:
(2,2,9), (2,3,5).

Ha x = 3, akkor az egyenlet: yz = 10, ennek megoldasai: (3,1, 10),
(3,2,5).

A szimmetriai okok miatt vehetjiik mindegyik megoldéas permuté-
ci6it is. Ennek alapjan az egyenletnek Osszesen 5 -6 + 3 = 33
megoldasa van. ®
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2. Feladat. Igazold, hogy ha A € My(C), és det A = «, akkor
det (A2 + A — aly) + det (A2 + aly) = a(l + 4a).
Bencze Mihaly, Brasso
Elsé megoldds. A Cayley-Hamilton tétel alapjan irhatjuk, hogy
A% —tA+ aly = O,

ahol t = T'r(A). Tovabba ez alapjan

A2+A—Oé12:(t+1)A—2OéIQ:(t+1) <A—t2+a1]2> =

det (A2 +A—al) =+ 1)2 det (A - t2+041]2> .

De tudjuk azt, hogy VA € C esetén det (A — Alp) = A\2—A\Tr(A)+
det(A) (ez egyszerti szamolassal is konnyen ellendrizhets). Ez
alapjan irhato, hogy

det (A2 + A —aly) = (t+ 1) (( 2a )2 20 t+a> _

t+1) t+1

=4o® —2t(t+ Da+ (t+1)?a=4a"+ (1 -t*)a.  (2)

Ismét a Cayley-Hamilton tétel alapjan irhatjuk, hogy A% +al, =
tA. Innen
det (A + aly) = t*a. (3)

Az (2) és (3) alapjan kovetkeztethetiink, hogy
det (A2 + A — aIQ) + det (A2 + OéIQ) =

=40’ + (1 —t2)a+t2a:a(1+4a).
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Madsodik megoldds. Ha A = ( CCL Z
a Cayley-Hamilton tételt felirva az A% — (a + d)A + aly = Oy
egyenlGséget kapjuk, ahonnan A2+ aly = (a+d)A, igy det(A% +
aly) = (a+d)*det A = (a + d)?a. Ugyanakkor

> akkor TrA = a + d és

A2+ A—al=(a+d+1)A—-2al, =

_<(a+d+1)a—2a (a+d+1)b )
N (a+d+1)c (a+d+1)d—2a )’

ahonnan
det(A?+A—aly) = (a+d+1)*(ad—bec)—2a(a+d+1) (a+d)+4a? =

=ala+d+1)(1—a—d) +4a® =all - (a+d)?] + 40>

Ekkor
det (A2 + A— ong) + det (A2 + ozlg) =

= (a+d)?a+all —(a+d)? +40® = a +4a® = a(da + 1).
®

3. Feladat. Az (z,),>0 sorozatot az p4o = 3Tpt1 — Tpn, 1 >0
és xg = 2, x1 = 3 Osszefiiggésekkel értelmezziik. Van-e ennek a
sorozatnak olyan tagja, amely teljes négyzet?

Kacso6 Ferenc, Marosvéasarhely

Elsé megoldds. Mivel a sorozat els két tagja egész szam, a soro-
zat értelmezése alapjan azonnali, hogy a sorozat minden eleme
egész. Tovabba minden n € N esetén irhatjuk, hogy

Tn+3 = 3$n+2 — Tp4+1 = 3(3$n+1 - xn) — Tp4+1 =

= 8zpt1 — 3xy = 4(2xp41 — xn) + Ty
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Ebbdl a felirasboél észrevehetd, hogy Vn € N esetén
Tnts = T, (mod 4). (4)

Ekkor legyen (r,)n>0 sorozat, ahol minden n € N esetén r, az
xp-nek 4-gyel vett osztasi maradéka. Az (4) Osszefliggeés alapjan
lathato, hogy az (ry,)n>0 sorozat periodikus és periddusa 3. Mivel
a sorozat els6 harom tagja x¢g = 2,21 = 3,22 = 7 kovetkezik,
hogy m, € {2,3}, Vn € N. Ez azt jelenti, hogy a sorozat minden
tagjanak 4-gyel vett osztasi maradéka vagy 2 vagy 3.

Innen kovetkezik, hogy a sorozat egyetlen tagja sem lehet teljes
négyzet, hiszen egy teljes négyzet 4-gyel vett osztasi maradéka
vagy 0 vagy 1. ®

Madsodik megoldds. Szamitsuk ki a sorozat els§ néhany tagjét:
Ty = 2,21 = 3,20 = 7,23 = 18, x4 = 47, x5 = 123. Ha ezeket
a szamokat a legkozelebbi teljes négyzethez viszonyitjuk, akkor
azt latjuk, hogy a paratlan indext tagok 2-vel nagyobbak egy tel-
jes négyzetnél és a paros indexti tagok 2-vel kisebbek egy teljes
négyzetnél. Ha azt is megvizsgaljuk, hogy minek a négyzeténél
kisebbek, illetve nagyobbak a sorozat tagjai, akkor észrevehetjiik,
hogy n € {0,1,2} esetén

2 . 2
Ton +2=1x; é Topt1 —2 = (Tps1 —xn)°.

Mindkét egyenlGség igazolhatoé az altalanos tag képlete alapjan
vagy a matematikai indukcié moédszerével. Az indukcids 1épés
helyessége az

T2+ T8 — 3TpTpy1 +5=0, n>0

egyenl@ségre vezetddik vissza, amit a rekurzié alapjan szintén tel-
jes indukciéval igazolhatunk. ®
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4. Feladat. Az ABC nem egyenld oldalt haromszogben jeldlje
Ay az A-nak a B-re vonatkozo, By a B-nek a C-re vonatkozo és
C1 a C-nek az A-ra vonatkozd szimmetrikusat. Igazold, hogy ha
H, O az ABC haromszogben és Hy, O az A1 B1C1 haromszogben
a magassagpont és a haromszog koré irt kor kézéppontja, akkor
O0O1HH; trapéz!

Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. Tekintsiik az O pontot a koordindtarendszer kozép-
pontjanak. Jeloljiik G-vel és Gi-gyel az ABC illetve A;B1Ch
héromszogek silypontjait. Ekkor felirht6, hogy

¢

O—Gl>_OA1+OSBI+OC1 _

_ OB+ BA; +0C + CB| + 04 + AC;
- 3
:@+E+@+BT”+071+@
2 :
:@+ﬁ+@+@”+@+@+ﬁ+@+@

3
:20—E§—07i+20?—(ﬁ§+2(ﬁ—0?:

3
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:O?—FO‘;LFO?:@.

Tehat G=G1. Masfeldl tudjuk, hogy H, G és O illetve Hy, G és
01 egy egyenesen helyezkednek el (az Euler egyenesen) és

0G 1 0:Gi  0.G

GH 2 G.H, GH,

Vagyis OO, || HH, amibdl kovetkezik, hogy OO1H H; trapéz.
®

5. Feladat. 10 billiardgoly6 a mellékelt abra
szerint van elhelyezve. Legkevesebb hany
goly6t kell elvenni ahhoz, hogy a meg-
maradé golydk kozt ne legyen harom olyan,
melyeknek a kozéppontjai egy egyenld oldala
haromszoget alkotnak.

Demeter Albert, Kolozsvar

Megoldds. Mivel AGJa egyenlé oldalu, ezért az A, G, J golydk
valamelyikét el kell tavolitani. Tegyiik fel, hogy eltavolitjuk az
A golyot. Mivel BIG és CHJ egyenl oldali haromszogek, a
B,I1,G,C, H, J golyok koziil legalabb kettst el kell tavolitani. Ed-
dig eltavolitottunk legalabb 3 goly6t. A B, C, H, I golyok kozott
van olyan, amely még nincs eltévolitva, ennek kdzéppontja pedig
az F és a D vagy F golyok valamelyikének kozéppontjaval egyenls
oldalu haromszoget alkot, tehat legalabb még egy golyot el kell
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tavolitani. Az el6z6ek alapjan legalabb 4 golyodt el kell tavolitani.
A mellékelt abrakon lathato, hogy 4 golyo eltévolitasa elégséges.
®

6. Feladat. Legfeljebb hany sikrészt hatarozhat meg a sikon 2011
kor és 1102 egyenes?

Andréas Szilard, Kolozsvar

Megoldds. Ha csak koroket rajzolunk tigy, hogy minden kor min-
den kort két kiilonb6z86 pontban metsz és nincs harom kor, amely
egy pontban talalkozik, akkor n > 1 esetén az n + l-edik kor
2n pontban metszi az eddigi koroket, igy 2n tartoményon ha-
lad at, vagyis 2n-nel néveli a tartomanyok szamat. Azaz n Kor
an=2+2-142-24+...42-(n—1) =2+ n(n— 1) tartomanyra
osztja a sikot.

Miutén megrajzoltuk az n kort, rajzoljuk az egyeneseket ugy,
hogy ne legyen koztiik két parhuzamos vagy 3 Gsszefutd egyenes,
illetve minden egyenes minden kort két kiilonb6z6 pontban metsz-
szen gy, hogy azokon a metszéspontokon ne haladjon 4t masik
kor vagy egyenes, illetve egy tartoményon ne haladjon &t kétszer.
Az els§ egyenes 2n pontban metszi a koroket, a korokon kiviili
tartomanyon kétszer halad at, igy 2n-nel noveli a tartomanyok
szdmat. A mésodik egyenes 2n pontban metszi a koroket és 1
pontban a behizott egyenest, igy 2n-+2 tartomanyon halad at. (A
korokon kiviili tartomanyt mar az el6z8 egyenes szétvilasztotta,
igy megtehets, hogy ne haladjon at kétszer egy tartoményon.) Az
m + l-edik egyenes 2n pontban metszi a korcket és m pontban
az egyeneseket, igy 2n +m + 1-gyel noveli a tartomanyok szamat.
Tehat n kor és m egyenes legfeljebb a(n,m) = a, +2n+2n+2+

2n+3+2n+4+...+2n+m = 2+n(n—1)+m-2n+ 2 1 =
= 1+n(n—1)+2mn+% tartoméanyra osztja a sikot, igy 2011
kor és 1102 egyenes legfeljebb a(2011,1102) = 9082108 sikrészt

hataroz meg. ®
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12. osztaly

1. Feladat. Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan derivalhato
f: R — R fiiggvény, amelyre

zf'(z) — f(z) =2z, VzeR.
Kacso Ferenc, Marosvéaséarhely

Elsd megoldds. Feltételezziik, hogy létezik a feltételt teljesité de-
rivalhato fiiggvény. Ekkor elgszor is f(0) = 0, tovabba ha x # 0
azt kapjuk, hogy
fay=1+72 )
Mivel f derivalhato 0-ban, létezik a
fim L& = FO) @)

z—0 x—0 z—0 T

=L

hatarérték és L = f(0).
Az (5) kifejezésben hatarértékre térve azt kapjuk, hogy
lim f'(z) =1+ f'(0). 6
lim f(2) =1+ /'(0) (6)
Mivel f folytonos a 0-ban és derivalhato az értelmezési tartomé-
nyan, a Lagrange tétel kovetkezményeként f/(0) nem csak létezik
és véges, hanem megegyezik az f’ fliggvény hatarértékével a 0-
ban. Ez azt jelenti, hogy
'(0) = lim f'(x). 7
F(0) = lim f'(z) (7)
Azonban (6) és (7) egymasnak ellentmond6 allitasok, tehat a
feltételezésiink hamis, vagyis nem létezik az adott tulajdonsagi
fliggvény.
®

32



XXI. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Kézdivasarhely, 2011. februér 4-6.

Mdsodik megoldds. Ismét feltételezziik, hogy létezik a feltételt tel-
jesité derivalhato fiiggvény. Ekkor ismét Aallithatjuk, hogy
f(0) = 0. Tovabba, ha = # 0, a feladat feltételét a kovetkezs

alakban irhatjuk:
! 1 )
(£2) =1 = ey

Ez egyenértéki azzal, hogy dci,co € R :

xln(—z) +ciz, hax <0
flz)y=1<¢ 0, haxz =0 (8)
zln(z) + caz, haz >0

Az f fiiggvény természetesen derivalhato kell, hogy legyen a 0-
ban is, ez azt jelenti, hogy léteznek és végesek az f O-ban vett
jobb- és bal oldali derivaltjai, mi tobb ezek egyenl6ek kell, hogy
legyenek. De

f]/(O) = i%w = i{%ln(x) +c1 = —o0,

ez viszont ellentmond annak, hogy az f fliggvény derivalhat6. &

2. Feladat. A 2010 elemt (G, ) csoportban létezik harom, pa-
ronként és az egységelemtdl kiilonbozé a, b, ¢ elem, amelyre a? =
b2 = ¢? = e. Igazold, hogy a (G, -) csoport nem kommutativ.

Szilagyi Judit, Kolozsvar

Megoldas. Feltételezziik, hogy a (G, -) csoport kommutativ. Vizs-
galjuk az a-b szorzat lehetséges értékeit. A feladat feltételei szerint
a-b+#a,a-b#bésa-b# e, igy két lehetséges eset marad: a-b = ¢
vagy a-b ¢ {e,a,b,c}.

1. eset: Ha a-b = ¢, akkor a-(a-b) = a-c & a®>b=ac & b=a-c.
Hasonléan (a-b)-b=c-b < a-b>=c-b & a=c-b=b-c,
mivel feltételezés szerint a csoport kommutativ.

Ekkor a Hy = {e, a, b, ¢} halmazra elkészitve a miivelettablat,
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e a b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ b
blb ¢ e a
cle b a e

lathatjuk, hogy Hp részcsoportja G-nek, de ez ellentmond Lag-
range tételének, mely szerint a részcsoport rendje osztdja a cso-
port rendjének, ami ebben az esetben azt jelentené, hogy 4 osztdja
2010-nek, ami ellentmondés.

2. eset: Haa-b ¢ {e,a,b, c}, akkor a Hy = {e,a, b, ¢, ab, ac, bc, abc}
halmazra készitjiik el a miivelettablat.

e a b c ab ac bc abc
e e a b c ab ac bc abc
a a e ab ac b c abc bc
b b ab e be a abc ¢ ac
c c ac  be e abc a b ab
ab | ab b a abc e bc ac c
ac | ac c abc a bc e ab b
bc | bc abc ¢ b ac ab e a
abc | abc  bc  ac ab c b a e

Mivel Hs részcsoportja G-nak, az el§z6 esetbeli indoklas alapjan
ismét ellentmondashoz jutunk. Tehat (G, -) nem kommutativ cso-
port. ®

3. Feladat. Hanyféleképpen kovezhetd ki egy 2 x n-es téglalap
alaki sétany kétféle szind 1 x l-es négyzet alaku kovekkel gy,
hogy ne legyen olyan k&, amely azonos szint valamely két szom-
szédjaval? (Két négyzet szomszédos, ha van kozos oldaluk.)

Nagy Ors, Marosvésarhely
Andréas Szilard, Kolozsvar
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SN SR

Megoldds. Induktivan, sajatos eseteket vizsgalva n = 1 esetén
4-féle, n = 2 esetén 6-féle, n = 3 esetén pedig 8-féle jo kovezés
van. Megfigyelhetd, hogy egy tjabb oszlop kikdvezésekor az utolsd
2 x 2-es négyzet mintaja szamit. Ha az tarka (sakktéblaszert),
akkor az ujabb oszlop kétféleképpen kiévezhets le. Ha oszlopos
vagy soros mintaja, akkor az djabb oszlop csak egyféleképpen
kévezhets jol.

Jeldlje a, a 2 x n-es sétanyok kiilénbo6z6 jo lekdvezéseinek szamat.
Ha x,, y, és z, jeldli a tarka, soros, illetve oszlopos 2 X 2-es négy-
zetre végz6ds 2 X m-es sétanyok szdmat, akkor a fentiek alapjan

Tp = Tp—1+Yn—1, Yn = Tn—-1, 2Zn = Zn—1 és

Gn = Tn + Yn + 2n.

Ezek alapjan x, = xp—1 + xp—2 és mivel zo = 2, x3 = 4 irhatjuk,
hogy z, = 2F,, ahol Fy =0, F} =1 és F49 = F41 + Fy, ha
n > 0 a Fibonacci sorozat. Ebbé&l kovetkezik, hogy vy, = z,—1 =
2F,—1. A (zn)n>0 sorozatra felirt rekurzi6 alapjan z, = 2, ha
n > 1. Igy

an =Tn +Yn+2n,=2(Fp + Fp1+ 1) =2(Fp11+1), n>2.
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1. Megjegyzés. Az (x,)n>1 sorozat tagjait a karakterisztikus
egyenlet segitségével is meghatarozhatjuk. A fentiek alapjan
Tptl = Tp+2Tn—1, tehat a karakterisztikus egyenlet r2—r—1=0

és ennek a gyokei r| = 1-&-27\/57 o = 1_—2‘/5 Igy
Tp =C1- +co-
2 2
Az 1o = 2 és x3 = 4 sajatos esetekbdl ¢ = % és ¢y = —%
adodik. Tehat
2 [(1+v5)" [(1-v5)\"
Tp=—||——1| — ,Vn > 2.
V5 2 2
®

4. Feladat. Az ABCD négyzetben M az (AD) oldal egy valtozo
pontja és N a (BC) oldal azon pontja, amelyre AM = CN.
MP [ AM
PN ~ \MD
AP 1 PB és hatarozd meg a P pont mértani helyét!

Legyen P € (MN) ugy, hogy ——— . Igazold, hogy

Csap6 Hajnalka, Csikszereda

Elsé megoldas. Legyen @ € (AB) tgy, hogy AQ = AM. Ekkor
AQM és BQN egyenl§ szara derékQSz'dgL’i haromszogek, tehat
m(]\TQ\N) = 90°. % = ]g]f[? tehat QP magassiag az
MQN haromszogben Az AM PQ és BNPQ negyszogek htr-
negyszogek igy m(APQ) = m(AMQ) = 45° és m(BPQ)
m(BNQ) = 45°. Tehat m(APB) = 90°. Ez azt jelenti, hogy
a PAB haromszog mindig derékszogd, vagyis a P pont azt az
AB atmérgji félkort futja be, mely a négyzet belsejében van.
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D C
N
P
M
A Q B

@

Masodik megoldds. Vegyiink fel egy derékszogt koordinata-rend-
szert, amelynek kezdGpontja az AB szakasz O felez6pontja, tenge-
lyei az AB egyenes és az erre merGleges egyenes, egysége az OB,
ekkor a négyzet csucsainak koordinatai A(—1,0), B(1,0),C(1,2)
és D(—1,2). Ha AM = CN = z € (0,2), akkor az M, illetve
N pontok koordinatai M(—1,z) és N(1,2 — ). Mivel % =

2 €T
(%) = (2—1)27

a P pont koordinatai

oo+ 2-2)zy 22— (2—12)?
224 (2 —x)? 22+ (2 —x)?

rp =

és

. 22(2-x)
224 (2—12)?

(22— (2— x)2)2 + 42%(2 — x)?
OP? = 2% 4+ y% = 102 =
2 -a)t+ 2222 -2)? )
GRS
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Tehat OP = OA = OB, azaz a P pont az AB atmérgji koron
van, igy m(APB<) = 90°.

y
D(-1.2) 0(1.2)
/N
P
M
A(-1,0) 0 B(1,0) v

Az f:(0,2) —» (—-1,1), f(x) = v —(2-2) fiiggvény folytonos és

z2+(2—1x)2
. 1 . P .. . 2z(2—x) P
il_I)I%) flz) = 1,511_>m2 f(x) =1, tehat sziirjektiv, P > 0, igy
a P pont végigfutja azt az AB atmérsjd félkort, amely a négyzet
belsejében van. ®

. . . : cz AM
Harmadik megoldds. A feladat feltételei alapjan, ha 5 = k,

akkorm:k@,
AN =AB+ BN =AB+ (1 - k)BC = AB + (1 — k)AD,
B K2AN + (1 — k)2AM  K*AB + k(1 — k)AD

R+(1-k?2 B+ (1-k2 7

AP-BP = AP (BA+AP) =
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_ k2fﬁ + k(1 — ]{Z)zﬁ k(1 — k)ﬁ —(1- k)%ﬁ—i— B
RN K2+ (1— k)2 N
AD? — AB? + E . @ (k?’(l — k) — k(1 — k)?’)

- (1 (1 k)2 -

Felhasznaltuk, hogy AB = AD és AB.-AD = 0, mert AB 1 AD.
Tehat AP 1 BP. ®

Negyedik megoldds. Jeloljik az dbécé kis betdivel a pontok affi-
xumait.

Ekkor (b —a)i = d—a = ¢ — b, tehat d = a(l — i) + bi és
¢ = —ai+b(1+41). Ugyanakkor m = kd+(1—k)a = a(1—ki)+bki,
n=kb+(1—k)ce=a(k—1)i+b(1l—1ik+1) és

E*n + (1 —k)?*m

k2 + (1 —k)?
Ca((1—k)?— k(1= k)i) + b (k* 4+ k(1 — k)i)
B k2 + (1 — k)2
Ca(—k —kQ—k)i) +b(k*+ k(1 —k)i)
pma= K2+ (1— k)2 -
k(k+(1—k)i)(b—a)
K2+ (1—k)? ’

- a((1—k)?—k(1—k)i)+b(—(1—k)?*+E1—-k)i)
p=r= K2+ (1 k)2 -
_ (A=K (-(Q—Fk)+Fki)(b—a) _

K2+ (1—k)?
(- k)i(i(1—k)+ k) (b—a)
k24 (1 — k)2
Tehét ;;T—g = 12kj € Ri, kovetkezik, hogy AP L PB. ®
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5. Feladat. Az ABC haromszdgben jelolje M, N és P a beirt
kornek az érintési pontjait a BC, C'A illetve AB oldalon. Igazold,
hogy ha D a BC oldal felezépontja és AD N NP = {E}, akkor
ME1BC.

Déavid Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. Legyen I a haromszogbe irt kor kézéppontja. A bi-
zonyitast agy végezziik el, hogy igazoljuk, hogy az AD és az M1
egyenesek a PN szakaszt ugyanabban a pontban metszik. Legyen

ADN PN = {E} és MI N PN = {F}. Igazolni fogjuk, hogy
PE _ PF
EN — FN-

2-TABD A
2 —pap _ AC

= = — = ———— = ,

EN  Tang, AE-ANsnDAC  5in DAC 223135 AB

PE TAPEA AE-AP-sin PAD sin PAD

tehat % = f‘—g. Ugyanakkor

PF  Typrp, AMEMESWPME  Afp.gin
FN  Tynpa MN~MFésin NMF MN -sin

)

ro| Q)] )

mert MIPB négyszog korbeirhato, ezért m(m\P) = m(I/BTJ)

-

és hasonléan MINC négyszog is korbeirhato, igy m(IMN) =

)
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m(NCT). Tovabba tudjuk, hogy BM = BP és CM = CN, tehat
MP = 2BM sin g és MN = 2CM sin %, ahonnan kapjuk, hogy

PF  2BMsin®8  2rctgB sin’

FN 90 M sin?

B sin B B A£
sina AB

2

2| QY| vo| T3y
| QY| vo| )

2rctg§ sin
®

6. Feladat. Hatarozd meg a legkisebb m € N* természetes szé-
mot, amelyre igaz a kovetkezé allitas:

Barmely m darab egymast kovet§ nem nulla természetes szam
kozt van olyan, amelynek a valddi osztoit Gsszeadva az eredmény

nem kisebb a szam %—énél.

Demeter Albert, Andras Szilard, Kolozsvar

Megoldas. Jelolje f(n) az n > 1 szam valodi osztoinak Osszegét
(f(1) = 0 és ha n prim, akkor f(n) = 0). Rendre kiszamitva
f(1), f(2), f(3), ... értékeit, azt talaljuk, hogy f(k) < %-kz, Yk €
{1,2,3,...,23} és f(24) = 2+3+4+6+8+12 = 35 > 3-24. Tehat
van olyan 23 darab egymast koveté nem nulla természetes szam
(nevezetesen az 1,2, ...,23), amelyek kézt nincs olyan, amelynek
a valodi osztoit Osszeadva az eredmény nem kisebb a szam %—énél,
ezért m legalabb 24 kell legyen.

Kimutatjuk, hogy m = 24 megoldas. 24 egymést kdvetd nem nulla
természetes szam kozt biztos van egy 24-gyel oszthatd. Legyen ez
n = 24k, k € N*. Ekkor n valédi osztoi kozt szerepel 2k, 3k, 4k, 6k,
8k, 12k, igy f(n) > 2k + 3k + 4k + 6k + 8k + 12k = 35k > 3 - n.
Tehét m = 24 a legkisebb ilyen szam. ®
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