XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

1. NAP

O. OSZTALY

1. Igazoljuk, hogy minden n € N™ \ {1} esetén n” >1-3-5-...-(2n — 1)
Lackd Jozsef, Csikszereda
2. Az a,b € R,a < b szamok esetén hatarozzuk meg az E(z) = vz —a + b —z kifejezés
minimumat és maximuméat az [a,b] intervallumon.
Tamasi Csaba, Csikszereda

3. Bizonyitsuk be, hogy ha z, > z, > ... >z, > 0, akkor

n 3
PR
k=1

f:(:ak? —3k+1)z; <

k=1

Bencze Mihaly, Brasso
4. Egy béalteremben kerek asztalok vannak, minden lés foglalt. Miel6tt tancra perdiilnének a
kovetkez6 jatékba kezdenek: mindenki percenként egy iiléssel jobbra iil. Ha valamely asztalnal
mindenki visszakeril az eredeti helyére, akkor annal az asztalnal ilok a helycsere iranyat
megvaltoztatjak. Ha minden asztalnal mindenki megint az eredeti helyén dl, akkor kezdddik a
tanc. Lesz-e tanc a balban?
Csap6 Hajnalka, Csikszereda
5. Legyen n € N, n > 3 paratlan és nem primhatvany. Jelolje n, <r, <...<r, az n-nél
Kisebb és n -nel relativ primek véges sorozatat. Bizonyitsuk be, hogy:
a) létezik j € {2,3,....k} Ugy, hogy r, — 7, = 2.
b) létezik i € {2,3,...,k} ugy, hogy r, —r, , = 3.
Darvas Tamaés, Barot
6. Hatdrozzuk meg azokat az n > 1 természetes szdmokat, amelyekre léteznek az A, B
halmazok Ugy hogy
ANB=2,AUB ={1,2,...,n} és
A={z+y|layeBa,yecN*} B={ay|z+yec Az,ycN*}.

Dobriban Edgér, Kolozsvar

Megjegyzés. Munkaid6 4 6ra. Minden feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsétél 1ényegesen kilonbdz6 megoldasért feladatonként legfeljebb 5
pont szerezhetd.



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

2. NAP

O. OSZTALY

1. lgazoljuk, hogy barmely n € N* esetén léteznek olyan z,,z,,...,z, természetes szamok,

amelyekre

1 1 1 1
-ttt —F+—=1.
r, o, T, T Tyr...oT

n n

*k*k

2. Az ABC haromszog belsé P pontjan keresztil meghtizzuk a PA’, PB', PC’

parhuzamosokat az A, B és C cslcsokbol kiindulé oldalfelezékhoz (A’ € BC, B' € AC,
C' € AB). Bizonyitsuk be, hogy

PA’+PB’+PC’:%PG,

ahol G az ABC héaromszdg sulypontja.

Longaver Lajos, Nagybanya
3. Az n € N péros szam esetén az a,, a,, ..., a, szamok fele 1-gyel, fele 2-vel egyenls.
Bizonyitsuk be, hogy

a, {%} 4—\/@2 {%} + \/a3 {%} +...+,|a, {2?”} < %

ahol {z} az x € R tortrészét jeldli.

Kacso Ferenc, Marosvésarhely
4. Legyen M az A A,AA, Konvex négyszog egy tetszdleges belsd pontja. G,, G,, G, €s G,

rendre az MAA,, MAA,, MAA,, illetve MA,A haromszdg sulypontja. B,, B,, B, és B,
az AA, AA, A4, illetve A A, oldalak felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy G,B,, G,B,,
G,B, és G,B, 6sszefutd egyenesek.

Tamasi Csaba, Csikszereda

Megjegyzés. Munkaid6é 3 ora. Minden feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsotol Iényegesen kilénbdzé megoldasert feladatonként legfeljebb 5
pont szerezheté.



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

1. NAP

10. OSZTALY

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazaban az 2> + 4™ = 2008zy — 2006 egyenletet!
Laczko Jozsef, Csikszereda
2. Hatarozzuk meg azokat a tizes sz&mrendszerbeli a, b, ¢, x szdmjegyeket, amelyek
teljesitik a kovetkezo feltételeket:
1) az n = abc, + bca, + cab, termeszetes szam oszthatd 15-tel (x a szamrendszer
alapjat jelenti);
i) az a, b, ¢ sz&mok egy szigortian ndvekvd szamtani haladvanyt alkotnak.
Miko Agnes, Sepsiszentgyorgy

. (e+y) =2~y , .
3. Oldjuk meg az . egyenletrendszert, ahol z,y € C és n >1 rogzitett
r—y) =z+y
természetes szam.
oy +y =4
4. Szamitsuk ki az zy + yz + 2z 6sszeg értékét, ha z,y,2 > 0 és {y> +yz +2° = 7.
24 +2° =3

Farkas Csaba, Székelykeresztur
5. Legyen A, B és C egy kor harom rdgzitett pontja. lgazold, hogy az ABC haromszdg

akkor és csakis akkor egyenlé oldalt, ha PA+ PC = PB a B -t nem tartalmaz6 e nyilt
koriv barmely P pontja esetén.
David Géza, Székelyudvarhely
6. A jégkorongcsapat szurkolOja szerencsés, ha a szezon 0sszes mérk6zésén jelen volt, amikor
a csapat nyert, de egy mérkézésen sem volt jelen mikor a csapat vesztett. Egy szurkolétabor
szerencsés, ha a szezon veégére lesz legalabb egy szerencsés tagja. Az egyik szurkol6tabor
Kieszelt egy stratégiat, amivel a szezon végére szerencséssé valik, a mérkézések kimenetelétol
fuggetlenul. Az éppen soron kovetkezé mérk6zés el6tt dontik el, hogy ki megy el a mérkézésre
és ki nem. Ha a szezonban 0sszesen n mérkézés van, akkor legaldbb hany tagja kell legyen a
hogy a jégkorong mérk6zések végeredménye sosem dontetlen).
Darvas Tamaés, Barot

Megjegyzés. Munkaid6 4 6ra. Minden feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsétél 1ényegesen kilonbdz6 megoldasért feladatonként legfeljebb 5
pont szerezhetd.



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

2. NAP

10. OSZTALY

1. Hatdrozzuk meg az f: R — R injektivésa ¢g: R — R szlrjektiv fuggvényt, ha

fg(zy)) = F@rg(y),
barmely z,y € R esetén.

Kacso Ferenc, Marosvasarhely
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a

109 5006 (X —1) +109 0, (X —1) =3-1g (X10 - 24)
egyenletet.

Kovécs Lajos, Székelyudvarhely
3. a) lgazoljuk, hogy ha «, S,y paronként kiilonb6z6 komplex szamok és z € C, akkor

a(z=p-y)  Blz-r-a)  y(z-a-p) _
+ + =1.

(=Pl a=y) (B-r)(B-a) (r-a)(r-p)
b) Jeldlje A, B,, C, az ABC haromszog BC, CA, AB oldalainak felezépontjat, R a
haromszog kore irt kor sugarat, H a magassagpontjat, m,, m,, m, az oldalfelez6k hosszat és
legyen P egy tetszOleges pont a haromszog sikjaban. Igazoljuk, hogy

i) R(a-PA1+b-PBl+c-PC1)2%abc;

ii) a-m,-HA+b-m -HB+c-m_ -HC zgabc.
Szész Robert, Marosvasarhely
4. Az ABC haromszog tetszéleges belsé pontjan keresztiil meghizzuk az MN, PQ, ST
parhuzamosokat a BC, CA, AB oldalakhoz, ahol M,P € AB, S,QQ € BC', N,T € AC.
Igazoljuk, hogy
T[ASQ,]+ T[BNT,|+ T[CMP,] = T[ABC.,].
Longaver Lajos, Nagybanya

Megjegyzés. Munkaid6é 3 6ra. Minden feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsétél 1ényegesen kilonbdz6 megoldasért feladatonként legfeljebb 5
pont szerezhetd.



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

1. NAP

11-12. OSZTALY

1. Egy n -ed rendii determinans minden sordban és minden oszlopaban az 1, 2, 2% .., 2"t
szamok vannak elhelyezve valamilyen sorrendben ugy, hogy egy sorban, illetve egy oszlopban
is minden szam pontosan egyszer szerepel. Bizonyitsuk be, hogy az ilyen determinans értéke
nem nulla.

Kacso Ferenc, Marosvasarhely
2. Az ABCD trapézban AB | CD, O az atlok metszéspontja, G, és G, az OAB illetve

OCD héaromszogek sulypontja, H, és H, az OBC illetve ODA haromszogek
magassagpontja. lgazold, hogy G,G, L H H, .

Tamaési Csaba, Csikszereda
3. Legyen n € N, paros ¢és nem kett6hatvany. Jeldlje r, <, <... <, az n-nél kisebb, n -

nel relativ primek véges sorozatat. Bizonyitsuk be, hogy létezik j € {2,3,...,k} Ugy, hogy

T =4

Darvas Tamaés, Barot
4. Egy mxn-es (m,n € N') tablazat minden mezején egy pohar &ll, talpra allitott
helyzetben. Rogzitjik az 1<i<m és az 1< j<n természetes szdmokat. Egy 1épés azt jelenti,
hogy kivalasztunk i sort és j oszlopot és a kdzos mezékben levé poharakat megforditjuk

(vagyis ha talpon alltak, akkor fejre allitjuk, ellenkezd esetben talpra allitjuk). Ennek a
Iépésnek a véges sok ismétlésével elérhet-e, hogy minden pohér fejjel lefele alljon? Targyalas.
Andras Szilard, Kolozsvar
5. lgazold, hogy a Fibonacci-sorozat els6 2n tagja koziil barhogyan is valasztunk ki (n+1)-et, a
kivalasztott szamok kozétt mindig lesz ket olyan szam, melyek kozil az egyik osztdja a
masiknak!
David Geza, Székelyudvarhely
6. Egy csiga végigjar egy 10 x 10 -es négyzethalot Gigy, hogy minden mezdre pontosan egyszer
1ép, egy mezordl csak oldalszomszédos mezore ,,Iéphet”. Megszamozzuk a mezdket 1-t61 100 -
ig aszerint, hogy melyik mez6re hanyadik 1épésénél ,lépett” a csiga. Ezutan két tetszdleges
oldalszomszédos mezdn szerepld szdmot ugyanazzal a természetes szdmmal noveliink, vagy
csokkentiink és ezt tobbszor is megismetelhetjik. Elérhetjiik-e, hogy minden mez6n ugyanaz a
szam szerepeljen?
Csap0 Hajnalka, Csikszereda

Megjegyzés. Munkaid6 4 6ra. Minden feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsétél 1ényegesen kilonbdz6 megoldasért feladatonként legfeljebb 5
pont szerezhetd.



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

2. NAP

11. OSZTALY

1. Hatarozzuk meg azokat az (z,)  nemnegativ szdmokbol &ll6 valés szdmsorozatokat,

n>1
amelyek teljesitik az 27 + 2 +...+2° =z x, ,, Osszefuggést, barmely n >1 természetes

n n*’n+l
szam esetén!
David Géza, Székelyudvarhely

2. Adott a kovetkezd két matrix:

1 2 3 .. 21-1 2n )
(-1 (-1 (-1
2 3 4 2n 1 . ,
—2 -2 .. (=2)
A=13 4 ) 1 2 |és B= (=2) (=2) (=2) ,
n n+l n+2 ... n—2 n-1 (_Qn)l (—2n)2 (—2n)"

ahol n € N'. Szamitsuk ki a BA matrix determinansat. )
Miko6 Agnes, Sepsiszentgyorgy
3. Legyen abeR, lal=p é ABeM/(R) két olyan matrix, amelyre
a-AB =1, +b-BA.lgazoljuk, hogy det(AB — BA)=0.
Longaver Lajos, Nagybanya
a CL2

4. Adott a kovetkez6 sorozat: a, =a =2, a, = , a,,, = ——————, ahol n >2.
a—2 a, —2a, +2

Igazoljuk, hogy: a, + 2a, +2*a, +... + 2" 'a, = a,a,...qa, , barmely n > 1 esetén. Vizsgaljuk
a sorozat konvergencigjat és hatarozzuk meg a hatarértékét. Hatarozzuk meg a sorozat

altalanos tagjat!
Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Megjegyzés. Munkaid6é 3 6ra. Minden feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsétél 1ényegesen kilonbdz6 megoldasért feladatonként legfeljebb 5
pont szerezhetd.



XVII. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY
CSIKSZEREDA
2007. FEBRUAR 8-11.

2. NAP

12. OSZTALY

1. Az f,¢:[0,1] — [0,00) folytonos fuggvények esetén inf f(z) = inf g¢(z). lgazoljuk,

0<z<1 0<z<1
hogy létezik A\ €[0,1] dgy, hogy f*(\) +5f(\) = ¢*(\) + 5g()).
Farkas Csaba, Székelykeresztur
2. Az f:(1,+o) — (1,+x) derivalhato fliggvény teljesiti a kovetkezo feltételeket:
a) F(f(X)F(x)=1, Vxe(l+x);
b) f(2)=+2.
Igazoljuk, hogy barmely z € (1,+00) esetén f(f(z)) = =, majd hatdrozzuk mega f ésa F
fliggvényeket.
Szasz Robert, Marosvasarhely

3
3. Az AB,C,DeM,(C) matrixok az XZ:(5 8] egyenlet kiilonbozé megoldasai.

Igazoljuk, hogy A*" + B +C** + D* =0,.

Bencze Mihaly, Brassé
1

4.A G(a,a)= [a“,+ooj halmazon értelmezziik az x* y = ((x“ —a)(y“-a)+ a)i miiveletet,

ahol a,a > 0. Igazoljuk, hogy (G(a,),*) Abel-féle csoport és (G(a,a),*)=(G(b, B),*),
barmely b, # >0 esetén.
Bencze Mihély, Brassd

Megjegyzés. Munkaid6é 3 6ra. Minden feladat helyes megolddsa 10 pontot ér. Lényeges
altalanositasért vagy az elsétél 1ényegesen kilonbdz6 megoldasért feladatonként legfeljebb 5
pont szerezhetd.



Megoldasok
1. nap
IX. osztaly

1. Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozéparanyos kozotti egyenldtlenséget az
1,3,5,...,2n — 1 szamokra és figyelembe vesszik, hogy 1+ 3 +5+... 4+ (2n —1) = n’.
2
n=" = 1+3+5+..+@n—1) ZQ/1-3-...-(27L—1).
n n
Mivel a szamok nem mind egyenl6k egymassal, az egyenl6tlenség szigoru, tehat n -edik
hatvanyra emelés utan kapjuk, hogy n" >1-3-...-(2n —1).
2. A négyzetgyokok értelmezésébdl x € [a,b]. Az y =z —a +~b—x >0 kifejezés

pontosan akkor maximalis vagy minimalis, ha y* maximalis, illetve minimalis.

vV =b—a+2y@-a(b—z)>b—a,
tehat y_ . = ~/b—a, merteztaz értéket x = a vagy = = b esetén el is éri.
Az (A+B) +(A-B) =2(A"+B’) azonossag felhasznalasaval irhatjuk, hogy

=2(b—a)— («/:1: —a —b— x)2 és ez akkor maximalis, ha

( b— :z:) =0, azaz ha ~z—a=+b—=xz. Innen Kkovetkezik, hogy
z=2 ; b esetén éri el a maximumatés y .= 2(b —a).

3. Ha n =1, akkor az egyenl6tlenség teljesiil. A tovabbiakban a matematikai indukcid
madszerét hasznaljuk. Feltételezzik, hogy igaz n -re és igazoljuk (n +1)-re

k=1 k=1

:[zn:xk] <3n —|—3n—|—1> z), <
=1
3 n
T | — 3T, [Z xk] 3xn+1 [Z Ly,
-1

n+1 3
371/ + 3” + 1) 7L+1 371/ ‘/L'fl+l 3nxn+1 - x2+1 - [Z l'“] -

k=1

nif(gk? —3k+ 1)z = [2(318 — 3k + 1)@%] +(3(n+17° =3(n+1)+1)z),, =

zy (30 + 3+ 1)), <

—
3
=

8
S
N——
w
+
—

Az utolso becslésnél felhasznaltuk, hogy Zxk > nz, . A matematikai indukcio elve

k=1
alapjan a bizonyitando egyenl6tlenség igaz barmely n > 1 esetén.
4. Jeloljik n,, n,, ..., n,-val az asztaloknal levd helyek szamat. Ha az n,, n,, ..., n,
legkisebb kdzos tobbszorose N, akkor N perc utan minden asztalnal ismét az eredeti
sorrendben iilnek, tehat kezdddhet a tdnc. Természetesen el6fordulhat, hogy ez a szdm
annyira nagy, hogy ennyi helycsere gyakorlatilag Kivitelezhetetlen.



5. a) Legyen p az n legkisebb primosztéja. Az a = p—1 és b = p + 1 sz&mok n -nél
kisebbek, és n -el relativ primek valamint egymast kovetd paros szamok.
b) A feladat feltételei mellett n = plp}...p! alakba irhatd (2 < p, < p, <...<Dp,).
Legyen a = p, és b= p,...p,. Mivel a és b relativ primek, kovetkezik, hogy létezik
¢,d € 7 ugy, hogy ca +db=1,€s |cal <n.

leset: Ha ¢ pozitiv, akkor blca —1= (bca—2)=1 és (bca+1)=1.
Természetesen (a,ca +1)=1 és (a,ca —2)=1. Ezek utan egyszerli belatni, hogy
ca —2 €s ca + 1 két egymast kovetd n -nél kisebb és n -nel relativ prim.

2.eset: Ha ¢ negativ, akkor b|—ca+1= (b,—ca+2)=1 és (b,—ca—1)=1.
Természetesen (a,—ca —1) =1 €s (a,—ca +2) = 1. Ezek utan egyszerii belatni, hogy
—ca + 2 6S —ca — 1 két egymast kovetd n -nél kisebb és n -nel relativ prim.

6. Nyilvan ha valamelyik halmaz Ures, akkor a mésikban sem lehet egy elem sem, de
AUB=1{1,2,....n},n >1 miatt ez lehetetlen. Tehat egyik halmaz sem dres, és igy

n>2.

Az A={z+y|zy € B,z,y € N*} feltételt ugy tudjuk &tirni, hogy az A csakis
olyan elemeket tartalmaz, amelyek felirhatok x + y alakban, aholz,y € N* észy € B,
és minden ilyen tipust elemet tartalmaz. Hasonloan atirhatjuk a masik feltételt is.

Ha n =2, akkor az A={2},B={1} halmazok megfelelnek, mivel
2=14+11-1=1€eBésl=1-1141=2¢c A.

Ha n =3, az 1 nem lehet A-ban, mivel ekkor 1=z + y,z,y € N* kellene,
ami lehetetlen (z,y >1). Tehat 1 € B,igy mivel 1=1-1=1+1=2€ A.Ha 3 € 4,
akkor 3=1+2=1-2=2¢€¢ B ellentmondds, mert 2€ A. Ha 3¢ B, akkor
3=1-3=1+3=4 € A ellentmondas mert n = 3. Tehat n = 3 esetén nem léteznek
ilyen halmazok.

Bebizonyitjuk, hogy n > 4 esetén sem léteznek megfeleld halmazok. Ha 4 € A,
akkor 4 =2+2¢€ A miatt 2-2=4 € B lehetetlen. Ha 4 € B, akkor 4=2-2€¢ B
miatt 2+ 2 =4 € A lehetetlen. Tehat a 4 nem lehet benne egyik halmazban sem, igy
nem létezik megfelelé A és B halmaz.

X. osztaly

1. Alkalmazzuk a szamtani mértani kozepek kozti egyenlotlenséget 2006 darab 1-esre
2008 2008 _

és 7" -ra, illetve y™ -ra.
2008 2008
7"+ 32/008—{— 2006 > 2(]()8/x2008y2008 _ |37y| > zy.
Egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha 2z = ** =1 és z, illetve y azonos el&jeliiek,

tehat csak az x = y = 1 illetve z = y = —1 megoldasok léteznek.
2. A b) feltétel alapjan felirhatjuk, hogy a = b —r, ¢ =b+ r, ahol » > 0 a haladvany
allando kulonbsége.

n = abc, +bca, + cab, = (a +b +c)($2 +z+ 1> = 3b(:z:2 +z+ 1>.




Az 2> + x4 1 6sszeg csak 5m + 1, 5m +2, bm + 3 alak( lehet, azaz nem oszthatd 5 -
tel. Ezért n csak akkor oszthaté 15-tel, ha b oszthat6 5-tel, és mivel b szamjegy, b = 5.
A szamrendszer alapja tehat legalabb 7 kell legyen, mert ha b =5 és az a, b, ¢
szamok egy szigoruan novekvd szamtani haladvanyt alkotnak, akkor ¢ > 6. Sorra
vesszllk az = lehetséges ertekeit, és a kdvetkez6 megoldasokat kapjuk:

a=4 la=4 [a=3 [a=4 |a=3 [a=2

b=5 |[b=5 [b=5 |b=5 |b=5 [b=5)
c=6"lc=6"lc=7"lc=6"le=7"]c=8

r=T7 |r=8 [z=8 |z=9 |z=9 |[z=9

3.Han=1,akkor z+y=2—y=y=0,Iigy (z,0) parok megoldasok, Vz € C. Ha
n > 2 az elsd egyenletet n-re emelve, a masodikat behelyettesitve majd atrendezve

kapjuk, hogy (= + y)[(m + y)”Z*1 —1|=0, ahonnan z + y = 0 vagy (= + y)”zf1 =1.
Azels6 esetben z +y =0 és x—y =0, tehataz =z = y = 0 megoldas adodik. A

masodik esetben z 4 y = cos

ka + isinzk—ﬂ, ahol k € {0,1,2,...,n> — 2} . Innen
1 n- —1

2 2 , ,
T — 1Y = Cos fnm + isinﬁ , tehat a megoldasok
n-—1 n- —1
1 2km 2knm i . 2kw . 2knm
T = —|Cos—; 4+ cos 5 + —|sin 5 4+ sin 5
2 n-—1 n°—1 2 n°—1 n-—1
1 [ 2km 2knm ] 7 [ . 2km . 2knm ] 1
Y = —|COsS—; — COS—; + —|sin—; —Sin———
2 n°—1 n- — 2 n-—1 n-—1

ahol k € {0,1,2,...,n> —2}.

4. 1. megoldas. Mivel az 2” + 2y +y° kifejezés a koszinusz tételben szerepld
kifejezés, ezért létezik egy olyan haromszdg amelynek az oldalai 2,x,y, hasonl6an
létezik olyan haromszog amelynek az oldalai /7,y,z és létezik olyan haromszog
amelynek oldalai /3, z,z . Ezeknek a haromszégeknek az z,y, v,z, illetve 2,z oldalai

altal bezart szog mértéke 120°. Ha ezeket a kis haromszogeket Gsszeillesztenénk a
megfeleld oldalnal akkor egy olyan haromszoget kapnank amelynek belsejében van egy
olyan pont amelybdl minden oldal 120° fokos szog alatt latszik, és amelynek oldalai

2,+/3,~/7. Ez a haromszdg derékszogli és a terilete i = /3. Ugyanakkor a kis

haromszdgek teriiletének dsszege a nagy haromszdg terulete, tehat
nysinl20O _ Z:L“y \/_ V3

= xy +yz + 2z
2 5 2.5 M —(2y +y )

Tehétx/§:§(xy+yz+zx) ésigy zy +yz + 2z = 4.

2. megoldas. Az els6 egyenl6ség mindkét oldalat beszorozzuk (z — y)-nal, stb. Azt
kapjuk, hogy:



r’ — 1y’ =41 — 4y,
Yy -2 =Ty —"Tz,
2 — 2’ =3z 3.

x+3y. Az els6é és a

Ha 0sszeadjuk a megfeleld oldalakat azt kapjuk, hogy 2z =

harmadik 0Osszege egyenld a masodikkal (a jobb oldal miatt), ahonnan
T+ 3y

20" + Yy + 2w = yz, ide z = -t helyettesitve, 32> +2zy —y* = 0 adddik. Ez

alapjan y = 3z (kdzben hasznéljuk, hogy z,y > 0, tehat azonos eldjeliick), tehat
6

9 5
) - ) Z -
J3 Y T s J13

és innen

z = 573; és igy 132° = 4, vagyis = > 0 alapjan z =

Yy +yz+zx=4.

5. El6szor azt igazoljuk, hogy ha a haromszdg egyenld oldalt, akkor PB = PA + PC'.
1. modszer: A PABC korbeirt négyszogre felirjuk Ptolemaiosz  tételét:
PA-BC + PC-AB=AB-AC, ahonnan, mivel AB = BC = CA, kapjuk, hogy
PB = PA+ PC.

2 .mbdszer: PC-t a C fel6l meghosszabbitjuk a PD szakasszal, ugy hogy PD=PA. Azt
kapjuk, hogy PD=PA+PC, tehat igazolni kell, hogy PD=PB. Kénnyen belathato, hogy a
BAP haromszog egybevagd a BCD haromszdggel, ahonnan kovetkezik, hogy PB=BD.
Mivel a BPD szog 60°, kovetkezik, hogy a PBD haromszog egyenld oldald, tehat
PB=PD.

A tovébbiakban igazoljuk a kijelentés forditottjat. Mivel PB = PA + PC minden P-re

az AC korivrdl, ezért sajatosan a P-t ugy valasztjuk meg, hogy eldszor az AC Koriv
felezOpontja legyen, majd a C-hez kdzelebbi harmadol6 pontja legyen. Mindkét esetben
felirva  Ptolemaiosz  tételét a PABC  négyszogre azt kajuk, hogy:
PA-BC+ PC-AB=AB-AC, ahonnan egyik esetben kovetkezik, hogy
BC + AB =2AC, a masik esetben, pedig a 2BC + AB = 3AC 06sszefliggés. Ezen
utobbi két egyenléségbol kovetkezik, hogy BC=AC. Ha a P-t ugy valasztjuk meg, hogy

elészor az AC koriv felezOpontja legyen, majd az A-hoz kdzelebbi harmadold pontja
legyen a fentiekhez hasonléan azt kapjuk, hogy AB=AC, tehat a haromszog egyenld
oldalu.

6. Belatjuk, hogy 2" létsz&m0 szurkoldtabor esetén kieszelheté egy stratégia, amely a
szurkolotébort szerencséssé teszi.

Az elsé mérkdzés elétt a szurkolotabor vezetdje kijelol 2"' embert aki
megnézheti a mérkdzést, a tobbi nem mehet el. Igy az elsé mérkézés utan pontosan 2"
szurkol6 reménykedhet abban, hogy szerencsés lesz a ideny végen. Ezek kozil a
szurkol6tabor vezetdje kijelol 2" embert, aki megnézheti a masodik mérkézést, a tobbi
pedig nem mehet el. Ezt a mddszert folytatva, az idény végére lesz pontosan egy
szerencseés szurkold.

Belathatd, hogy ennél kevesebb szurkold esetén nem biztosithatd hasonlé stratégia. Az
utolsd mérkdzes elott 1éteznie kell legalabb 2 ,,addig” szerencsés szurkolonak. Ellenkezd
esetben az utolsé mérkdzés kimenetele befolydsolhatja azt, hogy szerencsés lesz-e a
szurkolotabor vagy sem. Hasonlé meggondolas alapjan az utolséel6tti mérkdzés elott



legaldbb 4 ,,addig” szerencsés szurkold sziikséges, az azel6tti mérkbézés elétt 8 és
altalaban az els6 mérkozés elott 2" .

XI-XII. osztaly

1. lgazoljuk, hogy a determindns értéke pératlan. Ha a determinans minden elemét
helyettesitjuk a 2-vel val6 osztasi maradékaval, akkor az igy kapott determinans paritasa
megegyezik az eredeti determinans paritdsdval. Masrészt az igy kapott determinans
kifejtése, az értelmezés alapjan, csak egy nemnulla tagot tartalmaz és az 1 vagy —1. Ez
alapjan az eredeti determinans paratlan, tehat nem lehet 0.

2.

A M B

Mivel G, és G, rajtavanaz OM és ON oldalfelezon és a trapézban M, O, N kollinearis,
elég igazolni, hogy MN - H H, = 0. Ezt a kvetkezéképpen alakithatjuk

MN - HH, = (ON — OM)- (OH, — OH,) = 0

1/—— =\ [ ——
5(AD+BC)~(OH1—OH2):O
AD-OH, — AD-OH + BC -OH, — BC -OH = 0. (1)
Mivel AD L OH, é BC LOH = AD-OH,=0, BC-OH =0, illetve

m

E,O—fg’):m(ﬁ,ﬁ):90°—ﬁ és ha az OBC illetve az ODA

haromszogekben felirjuk a BC', OH, illetve AD, OH, szakaszokat a koré irt kor



sugarénak fiiggvényében, kovetkezik, hogy BC -OH, — AD-OH, = 0 azaz teljesil az
(1) egyenldség.

3. A feladat feltételei mellett n=2'p;p%...p" alakba irhato (p, kilénbozé paratlan
primek). Ha a=p,p,...p, —2 és b=p,p,..p, +2, akkor a és b két egymast kovetd

paratlan szam, n-nél kisebbek és n-nel relativ primek.
4. Az e-edik sor f-edik poharat ha 0sszesen ,, -szer forgatjuk, akkor a poharforgatasok

€

szama Zerf . Ha a Kkivant allapot elérhetd, akkor ennek a paritdsa megegyezik az
e=1 f=1

mn paritdsdval, mert ez mn darab paratlan szam 6sszege. Méasrészt egyszerre ij darab
forgatast végziink, tehat ijv a forgatasok szama, ahol v a lepések szama. Eszerint ijv €s
mn ugyanolyan paritasiak. Ez lehetetlen, ha az m €és n péaratlan de az i és j kozil
valamelyik paros. S6t ha ¢ is €s j is paros, de az m és n kozul csak az egyik paros,
akkor szintén nem lehetseges, mert ebben az esetben minden sorban és minden oszlopban
a forditasok szdma paros, de ugyanakkor, ha m pératlan, akkor minden oszlopban (és ha
n péaratlan, akkor minden sorban) pératlan sok forgatast kellene végezni. A tovabbiakban
igazoljuk, hogy ha i €s j paratlan, akkor tetszéleges m,n esetén, ha i paros és j
paratlan, akkor paros m -re és tetszbleges n -re, ha j paros és i paratlan, akkor paros n -
re és tetszéleges m -re, mig ha i-is és j-is paros, akkor paros m -re és n -re elérhetd a
kivant konfiguracio.

Ha ¢ pératlan, akkor minden pohar i-szer fordul meg egy oszlopban, ha rendre
kivalasztjuk a k-adik elemtdl kezd6déen a kovetkezé i sort (az utolsd utan az elsd
kovetkezik). Ha i paros, akkor az elsé ¢ — 1 sort mindig valasztjuk és az utolsé sornak
rendre valasztjuk az i-edik, (i + 1)-edik, stb., n -edik sort valasztjuk. igy ismét minden
pohéar paratlan sokszor fordul meg.Ha ezt a két kivalasztasi format dsszekombinaljuk,
mindig elérhetd a kivant allapot.

5. Eszrevehetd, hogy ha n osztja az m -et, akkor az F, osztja az F,-et, tehat elégséges

igazolni, hogy ha az {1,2,...,2n} halmazbol kivalasztunk n +1 elemet, akkor koztik
mindig lesz két olyan szam melyek kozul az egyik osztoja a méasiknak. Ennek érdekeben
a kivélasztott n 4 1 szamot 2* - p alakba irjuk, ahol p paratlan és p <2n-1. Mivel 1-
t6l 2n-ig csak n paratlan szdm van, ezért a kivalasztott n + 1 szam kozil legalabb két
szamnal a p ugyanaz kell legyen, vagyis van két olyan szam, amelyek 2* - p és 2'.p
alakuak, amelyek kozil az egyik oszt6ja a masiknak.

6. A mezdket kifestjiik sakktablaszerlien, igy két oldalszomszédos mezd szine
kiilonbozd. A fekete mezdn szerepld szamok 6sszegébdl kivonjuk a fehér mezoén szerepld
szdmok 0sszegét. Ez a kilonbseg nem valtozik, ha két oldalszomszédos mezén szerepld
szamot ugyanazzal a természetes szammal noveljik, vagy csokkentjuk.

A csiga is fekete mez6rdl fehérre, és fehérrdl feketére 1€p, igy a péaros szamok mind
azonos szinli mez6kon helyezkednek el, a paratlanok szintén. Tehat a kiindul6 kilénbség
1-243-4+..499—-100 = —50 vagy 50. Ahhoz, hogy minden mezdn ugyanaz a
szam szerepeljen, ez a kilonbség 0 kellene legyen, viszont ez nem lehetséges, mert ez a
kilénbség invarians.



Megoldasok
2. nap
IX. osztaly

1. Az n=1 esetén z, =2. Az n =2 esetén z, =2 eés z, =3 (vagy forditva). A
tovabbiakban a matematikai indukcié mddszerével igazoljuk, hogy tetszéleges n > 3
esetén is léteznek olyan természetes szamok, amelyek teljesitik az adott egyenldséget. Ha
n + 1-re is ugyanazokat az z,,x,,...,z, szamokat hasznaljuk, akkor az

1 1 1

—t+—+..+—+
T T, T, X Ty...T,
1 1 1 1 1
—+—+..+—+ + =1

xl x2 xn anrl xle i 'xn+1

=1 és

egyenldségekbdl kovetkezik, hogy
1 1 1
_

n+1 xle""xnanrl mle"'xn

-et, akkoraz z,,, =1+ zz,...x, Osszefliggést kapjuk, tehat

x
Ha ebbdl kifejezziik az x

n+1

z, € N, akkor z, , € N és igy a matematikai indukci6 elve alapjan

Y n n—+
kdvetkezik a feladat allitasa.
2. A P ponton keresztil MN , TQ, RS parhuzamosokat hizunk a BC', AC és AB

oldalakkal (R,Q € BC,N,Se€ AC, M,T € AB). Az igy keletkezett PR(@Q, PNS,
PTM haromszogek az ABC haromszoggel hasonléak és bennik a PA’, PB’, PC’

szakaszok oldalfelezOk. Ezért
9.PA' = PR+ P, 2-PB' = PN + PS, 2. PC' = PT + PM.

ha z,,x,,..

2-(PA’+PB’+PC’):ﬁ+m+W+P_'S+ﬁ+W@

2-(PA’+PB’+PC’):(ITRJFW)JF(P_’QJFW)JF(WJFP—'S)@

2.(PA’+PB’+PC’):FB+FF)+E’1:3-F@,

ahonnan kovetkezik a kért 6sszefuiggés.

YA\

R A Q@




2 n
3. Elészor kiszamitjuk az S, = {%} + {%} +.o+ {%} Osszeget. Ha k€ N és k

2k 22771, _ 4m . 1 +1

paros, akkor — = 1
3 3

k
:4m*1+4m*2+---+1+1,tehét 2 =—. Ha
3 3 3

k paratlan, akkor
k 2m+1 2m m
R |
3 3 3 3

, , 1
4/71,—1 +4m—2 _’_+1+§] —

=2(4" + 4" L+ 1)+ %

3n+1

k
tehat {%} :% Ezek alapjan S, :%’ ha n paros és S = , ha n pératlan.

Alkalmazzuk a Cauchy-Bunjakowski egyenlétlenséget a (/fa,, \fa,, ..., Ja, , illetve

2 n
\/{g} ,/{%} /{%} szamokra (és hasznaljuk azt, hogy n paros):
2 92 on _ 3
Va1{§}+\/a2{?}+"'+\/%{?}§\/a1+a2+...+an\/87n:\/T_TE,\/%: .

4. A BG, és B,G, metszéspontjat jeloljik P -vel. A B B,G,G, négysz0g trapez és az

MB, B, haromszbgben MG, _ 2, tehat GP GG 2. Ezek alapjan irhatjuk, hogy
MB, 3 PB, BB, 3
7 _ 3 MG +2-MB, _ 2-MB, +2-MB, _ MA + MA, + MA, + MA,
5 5 5

Hasonléan a B,G, és B,G, szakaszok P’ metszéspontjara is teljesil az
MA + MA, + MA, + MA,

MP' =

5

Osszefligges, tehat a négy szakasz 6sszefuto.

Ay




X. osztaly

1. Mivel g szirjektiv, létezik olyan y, € R, amelyre ¢(y,) = 1. A feltétel alapjan

f(g(zy,)) = f(z).
Az f injektivitasa alapjan kovetkezik, hogy ¢(zy,) =z, Yz € R. Az y, nem lehet 0 és

igy g(u) = iu , Vu € R. Ha ezt visszahelyettesitjiik az adott feltételbe, akkor az

Yo
flazy) = ayf(z)

egyenldéséghez jutunk, ahol «a :i. Az =z _1
Yo a

fy) = af[l]y, Vy e R, tehdt az af[l] _ b jeldléssel f(z) = bz, Yz € R. Lathato,
a a

értékre  kovetkezik, hogy

hogy ezek a fliggvények teljesitik a megadott dsszefliggest.
2. Vegyuk észre, hogy = =2 megoldasa az egyenletnek. Bebizonyitjuk, hogy mas

megoldasa nincs. Az értelmezési tartomany (¥/24,+o00). Ha W24 <z <2, akkor az

egyenlet bal oldala negativ, a jobb oldala pozitiv. Ha z > 2, akkor az egyenlet bal oldala
pozitiv, a jobb oldala negativ.

3. Az a) alpontot szamolassal ellendrizziik. A tovabbiakban tekintsik az ABC
haromszog kore irt kor kbzéppontjat origonak és legyen «, 5 és v az A, B és C csUcs

affixuma valamint z a P pont affixuma. Ha A, B, és C, az oldalak felezpontjai,
—%‘, PBlz‘z—a+7‘ és PClz‘z—M.

lgy

akkor  PA =

=lal=|fl=|| és a=|B—1], b=|y—q], illetve ¢ =|a —§|. Az a) alpontban
|gazolt osszefliggésbe helyettesitsiink z helyett 2z -t. Vilagos, hogy az azonossag alapjan
irhatjuk, hogy
|a(22—5—7)| |5(2z—'y—a | |’y 2z—a B) |
(a=B)a-)] [B-NE-a) |(y-a)rv-8)|"
¢€s ez épp a bizonyitandd egyenldtlenség.
A  masodik egyenl6tlenseg igazolasa hasonld, csak origonak a haromszdg
magassagpontjat tekintjik es P -t a sulypontnak valasztjuk.
4. Jelolje T az ABC héromszog terlletét.

>1




T[CMP]=T —T[ACP,] - T[BCM,| =T — T[ACO,] - T[BOC,] =
T[CMP,]= T[AOB,].

Hasonloképp
T[BNT,]=T[A0C,];
T[ASQ,)=T[BOC,].
T[ASQ,]|+ T[BNT,|+ T[CMP,] = T[AOB,]+ T[AOC,|+ T[BOC,]=T.

XI. osztaly

1. Felirva a megadott 6sszefiiggést (n+1)-re is és abbdl kivonva az n-re megadott
osszefuiggést azt kapjuk, hogy z’ —z,,.,%,, Vn > 1, vagyis, hogy

ntl — T

nr1¥n1o
Tty — @y +2,) =0,V 21,
ahonnan kovetkezik, hogy barmely » > 1 eseten z,,, =0 vagy z,,, — =, , +z, =0.
Ha létezik olyan n, € N, amelyre x =0, akkor, mivel

L)

o 4z, +..+a, ==, 1, ., kovetkezik, hogy z, =z, =.. ==z, =0. Tehat ha a

sorozatnak minden hataron tul van 0-as tagja, akkor minden tagja 0, ami teljesiti is a
feladatban megadott feltételt.

A tovéabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor a sorozatnak nem minden tagja O.
Ebben az esetben létezik olyan n,természetes szam gy, hogy a sorozat tagjai az n,-adik
tagig mind nullék, és attol kezdve egy tagja sem nulla. Legyen a a sorozat els6é nullatol
kiilonbozo tagja. Konnyen belathato, hogy a kovetkezd tagok a 2a, 3a, 5a, 8a, ...,
F.a,...,ahol F, aFibonacci-sorozat k-adik tagja.

Tehat a megadott feltételt csak a 0, O, ..., 0, a, a, 2a, 3a, 5a, 8a, ..., Fa,...

alaku sorozatok teljesitik.
2. Mivel a B matrix (2n,n) tipusu, az A pedig (n,2n) tipusd, a BA szorzat (2n,2n)
tipusu lesz. Az A és a B matrixok rangja legfeljebb n lehet, a szorzat rangja viszont
nem lehet nagyobb a tényez6k rangjanak minimumanal, tehat a BA rangja is legfeljebb n
lehet. Ez azt jelenti, hogy a (2n,2n) tipusi BA matrix determinansa nulla.

3.a-AB=1+b-BA< a-(AB—BA)=1I +(b—a)-BA.



a-AB=1 +b-BA<b-(AB—BA)=1,+(b—a)-AB.
Tudjuk, hogy barmely A € R és A, B € M, (R) esetén igaz a kovetkezd Osszefuiggés:
det(I, + X- AB) = det(I, + \- BA).
Ez alapjan
det[I, + (b—a)- BA|=det[I, + (b—a)- AB]
tehat
det(a-(AB — BA)) = det(b- (AB — BA)) vagyis
a" - det(AB — BA) = b" - det (AB — BA) ahonnan
(a" —b")-det(AB — BA) =0 ésigy det(AB — BA)=0.
4. Az a =0 esetén a sorozat minden tagja 0, a sorozat alland6, konvergens és

hatarértéke 0. Az a = 4 esetén a sorozat: 4,2,2,...,2,..., ez szintén allandd sorozat a

masodik tagtol kezdve, tehat konvergens és hatarértéke 2. Mindkét sorozatra teljesil a

vizsgalt egyenldség.

Legyen a =2 és a = 0. Az n =1 esetén az egyenldség nyilvanvald. Az n = 2 esetén
2a a’

a1+2a2:a+a_2:a_2=a1a2.

n+1 2

n > 2 esetén a rekurziv dsszefiiggés a ., = % alakba irhat6. Ez felirhatd

alakba, ahonnan egyrészt

masrészt

Ezeket az 0sszefliggéseket felirjuk n =2, n =3, n =4, ...sth. értékekre, majd az els6

esetben dsszeszorozzuk, masodik esetben, szorozva rendre a 2, 2*, 2°, stb. tényezdékkel,

2a,

Osszeadjuk, és mindkét esetben figyelembe vesszik azt, hogy a, =

o Igy egyrészt

a,
az

a
__on n+1
a, -0y Q.- q, = 2" ——

n
an+l - ]‘

masrészt az

a, +2a, + 22a, +...+ 2" g =" Jot1
a, , —1

n+1



osszefiiggéseket kapjuk. Tehat a, +2a, +2°a, +...+2" 'a, = a,-a,-...-a,, barmely
n > 1 esetén.
Vizsgaljuk most a sorozat konvergenciajat és hatarozzuk meg a hatarértéket.
2
A rekurziv Gsszefliggés alapjan a, ., = 2a— >0, ha n >2, vagyis a sorozat
a, —2a, +2

) . . —(a, —2) .

alulrdl korlatos. Masrészt a,,, —2 = ——-———<0, ha n >2, vagyis a sorozat
’ a, —2a, +2

felllrol is korlatos. Tehat a sorozat korlatos.

- 2(a, —1) . : I
Tovabba a,,, —1 = ﬁ ha n > 2, vagyis a sorozat harmadik tagjatol kezdve

an - aTL

minden tagja nagyobb mint 1, vagy minden tagja kisebb mint 1 (a, =1 és a, =1, ha
n>2).

— —1 -2 . . .
a, = a,(e, — (e, ), n > 2, alapjan kovetkeztethetlink a sorozat

n+l ~ Yn 2
a’n, - 2an + 2

Veégil a

monotonitasara.

Ha a, = a <0, akkor a, = a2 >0 €és a, <1, tehat a, <1, barmely n > 2 eseten.
a_

A sorozat korlatos és a masodik tagtol kezdve szigortian cs6kkend, tehat konvergens.

Ha a, = a € (0,2), akkor a, = a2<0,de0<a3<1ésigyan<1,bérmelyn22
al_

esetén. A sorozat korlatos és a harmadik tagtoél kezdve szigortan csokkend, tehat

konvergens.

Ha a, =a > 2, akkor a, = ¢

2>1, de 1<a, <2 ésigy a, >1, barmely n > 2
a_

esetén. A sorozat korlatos és a harmadik tagtol kezdve szigoran ndvekvo, tehat
konvergens.

Ha z a sorozat hatarértéke, akkor a rekurziv 6sszefiiggésben hatarértékre térve kapjuk az

2

x:ﬁ egyenletet, ami ekvivalens az 2° — 32> +2x =0 egyenlettel. A
r -2

megoldasok 0, 1 és 2. Figyelembe véve a sorozat monotonitasat, kapjuk, hogy a sorozat
0, ha a<?2

hatarértéke csak 0 vagy 2 lehet. Tehat li = .
gy noes 11 2, ha a>2

A sorozat altalanos tagjanak a meghatarozasara a megadott rekurziv dsszefliggés mindkét

oldalanak vessziik a reciprokat:



1 2 2
=1-=+=,
n+1 an a’n

n>2.
a

a = 0 és a = 2 esetén szorzunk 2 -vel és teljes négyzetet alakitunk ki:

2 2 Y
_1:[__1].
a Qa

n+1 n

a

gn-1
Az el6bbi 6sszefliggés alapjan kdvetkezik, hogy 2 1= [E — 1] és igy

n

2.0
a’ - 271—2 a 277,—2 1 n Z 2 .
a +(a—4)

XII. osztaly

1. Ha rendezziik a bizonyitand6 egyenléséget, akkor az
F) = gOILFA) + g(A) +5] = 0
egyenldséghez jutunk. Lathatjuk, hogy ez pontosan akkor teljesul, ha létezik, olyan
A €[0,1], amelyre f(A) = g(\).
Jeloljuk a fenti infimumok kdzos ertékét m -el. A Weierstrass tétel alapjan léteznek
o, €[0,1] ugy, hogy f(a)=g(8)=m. Legyen a tovabbiakban £ :[0,1] — R,
h(z) = f(x)— g(z). Lathatd, hogy a h fuggvény folytonos az értelmezési tartomanyan.
A fentiek alapjan, h(a)=m —g(a) <0 (mert a ¢ infimuma m), hasonldan
h(B)= f(6)—m >0. Ha «a =, akkor megtalaltuk a keresett értéket, ellenkezd
esetben az altalanossag lesziikitése nélkll feltehetjik, hogy « < 3. Ekkor a fentiek
alapjan létezik \ € [0,1] ugy, hogy h(\) = 0, vagyis f(A) = g()).
2. Els6 Iépésben vegyiik észre, hogy az adott egyenl6ségbe x helyére f(z)
helyettesithet6 és az kdvetkezik, hogy
F(f(f(2)F(f(z)) =1, Yz € (1, +00).
Ezt egybevetve az a) egyenldséggel azt kapjuk, hogy
F(f(f(2))) = F(z), V& € (1,400).
Mivel F'(z) = f(z) >0, Vz € (1,+00), kdvetkezik, hogy F injektiv és igy az elébbi
Osszefligges alapjan
f(f(z) ==z, Vzel,+o0).
Mésodik lépésben derivaljuk az adott egyenléség mindkét oldalat:
F(f@) [ (2)F(z) + f(2)F(f(2)) =0, V& € (1,+00),
tehat

zf'(z)F(x) + 1{7((?) =0, Yz e (1,+00),

ami azzal ekvivalens, hogy




Ezt integralva kovetkezik, hogy

f(2) = F(z) = ——+ ¢, Va € (1, 400).
F(z)
Mivel f(x/2) = /2, az a) feltétel alapjan F(~2) = 1 és igy az el6z6 egyenlségben
¢ =0, tehat

L)l = l, Ve (l,+00).
F(z) + L
F(z)
Ha ezt integraljuk, akkor a In | F*(z) +1 = Inz + ¢, Gsszefliggést kapjuk, tehat

F(\/2) =1 alapjan F(z) = z* —1 és f(z) = f

, Vo e (l,400).
1

3. Az adott egyenldség alapjan det X* = (det X)* = 49, tehat det X € {—7,7}. Ha

a b
X = . d € M,(C), akkor X* —(a + d)X + det X - I, = 0, , tehat
3 -5 7 0 10 -5
(et dX =12 1 *lg 7|75 15/
ha det X =7 és

3 =5 7 0 -4 =5
@rdX=\g g7l 7|75 1]
ha det X = —7. Az elsé esetben (a + d)* =25 a masodikban (a + d)* = —3, tehét az

: —1], [—2 1], Z-ﬁ[_4 _5] s ‘%4 _5}'

let Idasai
egyenlet megoldasai | 1 3 215 1 _—_—

Ezeknek az 6sszege 0,. Masrészt

1003

(A+B+C+D)=0,.

3 =5
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4. A * mivelet értelmezése alapjan lathato, hogy

(zxy) —a=(z"—a)(y" —a),
tehat az f  :G(a,0) = R, f . (v)=2" —a fiiggvény miivelettartd. Masrészt ha
Imf = (0,00), tehdt az f_':(0,00) — G(a,a) fliggvény bijektiv és miivelettartd a

a,o a,o

((0,00),-) és (G (a,ax),*) struktarak kozt. Mivel az elsd Abel-csoport, a masodik is az és
izomorfak. Ez alapjén (G (a,a),x) és (G (b, 8),) kozti izomorfizmus f, o f ).



