,fanuljunk meg bizonyitani, de

Vissza| tanuljunk meg tlalélgatrli is”
Pdlya Gyorgy

El6sz6

Minden emberi tudas alapja a tapasztalt dolgok, jelenségek,
osszefuggéseinek észrevétele. Ez aldl a matematikai tudas sem kivétel.
Bar a matematikus alkot6 munkajanak eredménye, végterméke egy
bizonyitas, ezt okoskodassal, talalgatassal fedezi fel.

Ha a matematikatanulas folyamataban tukrozi a felfedezést, akkor
feltétlenul helyet kell kapjon benne a talalgatas és azok a logikai
miveletek, amelyek elvezetnek U Osszeflggések felfedezéséhez.
Sajnos ezt a mi oktatasi rendszerink nem veszi elég komolyan és a
tankonyvek nagy része sem torekszik ezen strukturak beépitésére és
folyamatos alkalmazasara a tanitas folyamataban. Pedig az okoskodas
eredményes hasznalata, mint altalaban a gyakorlati dolgok, utanzassal
és gyakorlassal tanulhaté. Ezért a mostaninal jéval nagyobb hangsulyt
kellene kapjanak a plauzibilis okoskodas moddszerei a matematika
tanitas/tanulasban. Egy ilyen modszer az analdgia. Ha két dolog, vagy
dolgok két rendszere kozott hasonlosagot észlelink és ezt hatarozott
fogalmakra akarjuk redukalni, analogikusan gondolkodunk. Az analdgia
teljesen athatja gondolkodasunkat, mindennapi beszédunket, hétkdznapi
logikankat, a kifejezés milvészi eszkozeit és a tudomanyos
tevékenységet egyarant. Minden fajta analdgianak lehet szerepe
kulonboz6 helyzetek felismerésében, feladatok megoldasaban. Az
emberek gyakran alkalmaznak bizonytalan, félreérthetd, nem teljesen
tisztazott analdgiakat, de az analégia a matematikai pontossag fokat is
elérheti.

Az analogikus gondolkodas fejlesztése (hisz lehetésége minden
egyénben megtalalhatd) éppen ezért fontos feladata minden emberi
gondolkodast és tanulast iranyité felnéttnek, tanarnak, el6adonak,
szerz6nek egyarant.



1. FEJEZET o
A GONDOLKODAS SZERKEZETI PROBLEMAI

A gondolkodas nevelésének a kérdése a matematika tanulasanak
és tanitasanak igen fontos problémaja. Eppen ezért ezt a témakért a
pszichologia mellett, de ezzel kardltve, a matematika tanitasanak
modszertana is tanulmanyozza. Ebbél kifolydlag valaszt kellene adni
arra, hogy a matematikaban mit és hogyan tanitsunk? Ezekre a
kérdésekre univerzalisan egyértelm valasz nem adhato, a
tanulmanyozas céljabol foglalkozunk a kulonb6zé matematikai
stilusiranyzatokkal, tanulaselméletekkel, tanulasi stratégiakkal,
modszerekkel és eljarasokkal egy dolgot azonban biztosan allithatunk: a
matematika tanitdsa soran szUkségszerl az informacié nyujtas, de
ugyanakkor nélkuldozhetetlen a gondolkozas fejlesztése és altalaban a
képességek fejlesztése is. A sikeres fejlodés és tovabbhaladas
érdekében a két komponens kolcsonOsen feltételezi egymast.
Szukségszerien merul fel tehat a gondolkodas és a matematikai
gondolkodas folyamatanak tanulmanyozasa. Eppen ezeért
felelevenitenék néhany idevago ismeretet.

1.1. A gondolkodas és problemamegoldé gondolkodas folyamata

Bels6 felépitését tekintve minden gondolkodasi folyamat
meghatarozott ,feladat” megoldasara iranyuld cselekvés vagy
tevékenységi aktus. Ez a feladat magaban foglalja az egyén
gondolkodasi tevékenysége szamara a ceélt, amely kolcsonos
Osszefliggésben van azokkal a feltételekkel, amelyek azt feladtak. A
szubjektumnak minden realis gondolkodasi aktusa valamilyen
motivumbdl indul ki, valamilyen cél, meghatarozott ,feladat” megoldasa
érdekében.

A gondolkodasi folyamat kezdeti mozzanata rendszerint a probléma-
helyzet. Akkor kezd az ember gondolkodni, amikor megjelenik az a
szUukséglete, hogy valamit megértsen. A gondolkodas rendszerint
problémaval vagy kérdéssel, csodalkozassal vagy meglep&déssel,
ellentmondasokkal kezdédik. Ez a problémahelyzet inditia meg a
személyiségben a gondolkodasi folyamatot, ami mindig valamilyen
feladat megoldasara iranyul.

Az ilyen kezdet meghatarozott befejezést is feltételez. A feladat
megoldasa a gondolkodasi folyamat természetes befejezését jelenti.
Annak beszuntetését, amig a célt el nem érte, a szubjektum
meghiusulasként vagy kudarcként fogja elkonyvelni. A gondolkodasi
folyamat egésze tudatosan szabalyozott mdivelet. A gondolkodasi
folyamat dinamikajaval egyutt jar a gondolkodd szubjektum emocionalis
kozérzete, amely eleinte megfeszitett, a végeén kielégult vagy feloldddott.



Altalaban a valésagos gondolkodasi folyamat az individuum egész
pszichikus életével 6sszefligg.

Tehat a gondolkodas mindenekel6tt cselekvési forma, amely a
fejlédés soran differencialodik, szervez6dik, mikodése kifinomul.
Alapelemei a gondolkodasi miuiveletek, amelyek a fejl6édés kezdeti
szakaszaban tényleges cselekveésként jelentkeznek, a targyakkal végzett
cselekvések alkotjak azt a forrast, amelybdl erednek. A fejlédés
folyaman a kulsé cselekvés interiorizalodik (belsévé valik), a tényleges
cselekvés a belsbvé valasi folyamat réven atalakul és lerdvidul. Ezt a
bels6 cselekvést gondolatban, a valésagos dolgokat helyettesité kepek,
szimbolumok (jelek) segitségével végezzuik el.

Tobbszor is emlitettuk mar a ,probléma” szé6t. Tagabb értelemben, de
a matematikdban is, problémanak nevezzik olyan feladat, kérdés,
szituacio felbukkanasat, amelyre a valaszt, megoldast nem tudjuk
azonnal észlelés, emlékezés, tapasztalas alapjan kozvetlenul megadni,
hanem csak kozvetett uton gondolkodasi és logikai miiveletek végzésén
keresztul. Az ilyen szituacidk felbukkanasat problémahelyzetnek
nevezzuk, magat a folyamatot pedig problematizalasnak. Minden egyes
problémahelyzet ugynevezett problémamegold6é gondolkodast igényel.

A gondolkodasi tevékenységnek azt a részhalmazat, amely a
problémak érzekelésén, felfogasan, megfogalmazasan, elemzésén,
megoldasan keresztul egészen annak ellendrzéséig és a  kapott
eredmeények altalanositasaig terjed, problémamegoldé gondolkodasnak
nevezzuk.

A definiciobdl kovetkezik, hogy a problémanak relativ és szubjektiv
jellege van. Egyik ember szamara problémat jelenthet az, ami a masik
szamara nem probléma, a megoldas utan pedig mindannyiunk szamara
elveszti probléma jellegét.

A gondolkodasnak megvan a maga mindségileg sajatos tartalma és
megvannak sajatos lefolyasi torvényszerliségei. A gondolkodas sajatos
tartalma a fogalom, a lefolyasaban pedig az ugynevezett fazisokat
kiilénbdztethetjiik meg. Eppen ezért a pszicholdgia a problémamegoldas
folyamataban kettés szerkezeti felépitést mutatott ki: a gondolkodas
makrostrukturdja a gondolkodasi fazisokat, a mikrostrukturaja a
gondolkodasi mlveleteket foglalja magaba.

A gondolkodasi fazisok

1. Ténymegallapitas: a probléma adatainak vagy a megoldas
menetében felismerhetd barmely O6sszeflUggésnek a megnevezése.
Aszerint, hogy a hogy a problémamegold6 épit-e a szdéban forgd
tényre, beszélink spontan illetve tervszerl ténymegallapitasrél. Ezen
kival a ténymegallapitas lehet téves, irrealis és szubjektiv is. Ez a
fazis megalapozza a gondolkodast és ha a gondolkodas sikertelen



Ujrakezd6dik a megalapozas. A matematikdban ebben a fazisban
torténik az adatok, ismeretlenek leolvasasa és a koztuk levd relaciok
megallapitasa, érzékelése.

2. A probléma moédositasa: az a gondolkodasi fazis, amelynek soran
az elmélet vagy gyakorlat sikjan, a megoldas érdekében, célszer(
valtoztatast hajtunk végre a probléman. A valésag tukrozésétdl
fugg6en lehet ez is tervszeri vagy irrealis, amikor elszakad a
problématdl. Ez a fazis nevezhetd6 a varialas fazisanak is, hiszen
ilyenkor jobban megismerjuk a problémat, mivel Ujraszervezzik a
tudasanyagot, felidézlink emlékeket.

3. Megoldasi javaslat vagy terv-készités: egy probléma megoldasa
soran ,zsakutcaba jutas” esetén tobbszor is megismétiédhet.

4. Kritika: sajat ténymegallapitasunkkal, problémamaodositasi,
megoldasi javaslatunkkal kapcsolatos allasfoglalas. Ez lehet helyes
vagy helytelen.

5. Kételkedés: egyrészt a probléma megoldhatésagaban (,ezt nem
lehet megoldani”), masrészt a problémamegoldd képességeiben (,en
ezt nem tudom megoldani”).

6. Mellekelt mozzanatok felbukkanasa: a problémaval semmilyen
Osszefluggésben nem levd megjegyzés, megallapitas, amely
rendszerint a gondolkozas pillanatnyi zsakutcajarol tanuskodik.

7. Erzelmi mozzanatok: csodalkozas, tetszés, a gondolkodast serkentd
pozitiv érzelmi mozzanatok. Bosszankodas (szintén gydjténév) a
gondolkodast hol gatlo, hol serkentd érzelmi mozzanat. (Ide sorolhaté
az idegesség turelmetlenség, zavar, indulatossag, duh, bosszusag,
stb.)

8. A munka feladasa vagy a probléma megoldasa: az elsé menekiulés
a kellemetlen szituaciotdl, a bels6é kényelmetlen pszichikus
feszultségérzéstdl, mig a masodik, sikerélmény, amikor a bels6
pszichikus feszultség gyonyorélményben oldddik. Ennek nagysaga
aranyos a problémamegoldasba fektetett energiaval.

Lénard Ferenc a Problémamegoldd gondolkodas [12] cimU konyvében
sokkal tobb fazist kulonboztet meg, mig Pdlya Gyorgy a Gondolkozas
iskolaja [17] cim( konyvében csak négyet:

> A feladat megértése

» Tervkészités

» A terv végrehajtasa

» A megoldas vizsgalata

Belathatd, hogy ez utdbbi osztalyozas nem a gondolkodas pszichikus
utjat jellemzi, hanem minden pszichikus mozzanattdl megtisztitott,
leroviditett, még zsakutcakat is figyelmen kivul hagyo utat jelol. A
gondolkodasi lépéseknek ilyen lancolatat, amely torés nélkul vezet el a



probléma felismerésétél annak megoldasaig gondolatmenetnek
nevezzuk.

Osszegzésil foltétlen kihangsulyozhatjuk, hogy a gondolkodas
folyamataban az emlitett gondolkodasi fazisok nem egyszer el6fordulo
szakaszonként jelentkeznek, hanem ismeételt komplex 0sszefonodasok
lancolataban.

Mivel a matematikai tevékenységunk nap mint nap nagyrészt
problémamegoldasokbadl all célszerli néhany ezt szemlélteté diagramm
bemutatasa. Mihai Golu szerint a problémamegoldas blokk-diagrammja
az alabbi abran lathato.

KORNYEZET

Probléma

\ / helyzet

Kodolo
ténymegallapitas

A kérnyezet
valds hatasa

Bels 6 reprezentaciok

A modszer
alkalmazasa

A modszer
megvalasztasa

A reprezentaciok
) modositasa
Altalanos ismeretek

Modszerek

raktara

SZUBJEKTUM




Harsing Laszldé (Tudomanyos érvelés logikaja) tudomanyos megismerés
problémaelméleti modellle mélyrehaté elemzést ad a tudomanyos
megismerésrol. A modell az alabbi abran lathato.

El6zetes
o . A
Valésag ismeretek ]
i f megisme-
kérulhata- s
. rés targya
rolasa
A 4 + L
. L . Problémak Heuriszti-
Megismerési Probléma formulaza- Kus
szikségletek helyzetek > ]
sa szabalyok
. . Megismerési v /
Megismerési . X . o
eszménvek szemléletmo- Hipotézisek
szmeny dok(beallits- »  alkotasa
és értékek .
dasok
Ertékelési
szabalyok
Logikai é Elf dasi é N
ogikai és ogadasi €s Eldértéke-
matematikai elvetési lés
modszerek szabalyok
Megfigyelés,
kisérlet
Ismerethattér
bévités
A 4
| Atértékelés |
Elfogadas
—P . ——
elvetés
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Tuzson Zoltdn |. fokozati dolgozatdban a problémamegoldas
folyamataban a kdvetkez6 strukturalis 6sszefliggéseket emeli ki:

I 2
5 1]
11 1 11
1! 1 1!
11 1 . 1!
¥ ! Bizo- H
: ! Gondol I nyitasok "
! ondol- ! I
1! . Reduk- ! .. -
—p{ kodisi > tiv > Sejtések P KOYet_ : :
1| miivele- li4ra ! kezmények | !,
- K eljarasok ! i
. ; Céfo- ¥
' A lasok h
[ 1 1!
11 1 11
11 1 11
11 1 . 1
¥ ! Logikai o
¥ : miiveletek ::
11 1A 1
11 1 11
i ! i
: i PLAUZIBILIS KOVETKEZTETES : LOGIKAI KOVETKEZTETES i i
1 1
T S [
1 1 !
! HEURISZTIKUS OKOSKODAS ! BIZONYITO OKOSKODAS i
b e e e e i . !

TUDASANYAG ( ismeretek, tapasztalatok, médszerek stb.) [¢———

A gondolkodasi miveletek és a logikai miveletek segitségével a
mar meglévé (megszerzett) tudasanyagbal kiindulva, a reduktiv eljarasok
altal tevékenységunk a problémamegoldas megsejtésére iranyul. Ezek
nyoman alakulnak ki bennunk bizonyos sejtések a problémamegoldast
illetéen. Ez a tevékenység a plauzibilis kovetkeztetés fogalomkorébe, ez
utobbi pedig a heurisztika fogalomkorébe tartozik. Tovabba,
tudasanyagunk birtokaban, a logika szigoru szabalyait alkalmazva
bebizonyitjuk vagy megcafoljuk sejtéseinket. Levonva a megoldasbal
szarmazo0 tanulsagokat, kovetkeztetéseket ezekkel tovabb gyarapitjuk
tudasanyagunkat ami természetesen dontd modon befolyasolja
gondolkodasunkat az adott vagy egy ujabb probléma megoldasa
erdekében. Nyilvanvaldé, hogy a probléma megoldasa mar logikai
kOvetkeztetés, mig annak megsejtése csak plauzibilis kovetkeztetés,
természetesen ezt is logikusan végezzuk.

1.2. Az analdégia, mint gondolkodasi miivelet

A gondolkodasi miveletek a gondolkodas mikrostrukturajanak elemi
epitdé koveit képezik. Mivel a cselekedeteink konkrétan megszervezhet6
muUveletsorozatokra bonthatok és mivel a gondolkodas is cselekveési
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forma ezért a gondolkodasunk is miuveletekre bonthaték. Ezek a

miveletek tobbféleképpen is osztalyozhatdk.

Elemi gondolkodasi miiveletek

1. Analizis: az a gondolkodasi mivelet amelynek soran valamely dolgot,
az elmélet vagy gyakorlat sikjan olyan részekre bontunk fel, ahol a
részek is viszonylag onallé egységet képeznek.

2. Szintézis: az a gondolkodasi mivelet, amely a részeket gondolatban
vagy a cselekvés sikjan egésszeé kapcsolja 0ssze.

A gondolkodas iranyat illetben az analizis és a szintézis egymasnak

forditott iranyu gondolkodasi miuveletei, igy a gondolkodasban

rendszerint egyutt jelentkeznek.

Osszetett gondolkozasi miiveletek:

1. Elvonatkoztatas: az a gondolkodasi mivelet amellyel konkrét
dolgoknak olyan kozos tulajdonsagat emeljuk ki, amely segitségeével
egy 6t tartalmazd halmazra térunk at.

2. Konkretizalas: Az a gondolkodasi milvelet amelynél egy halmazra
vonatkozo tulajdonsagot valamely elemére vonatkoztatjuk.

Az elvonatkoztatas és a konkretizalas egymassal ellentétes iranyu

gondolkodasi miveletek.

3. Altaldnositds: az a gondolkodasi mivelet amelynek segitségével
valamely megadott halmazrdl (részhalmazrdl) egy bovebb (az el6z6t
tartalmazo) halmazra térunk at.

4. Specializalas: az a gondolkodasi mivelet, amelynek segitségével
egy megadott altalanos dologhoz (halmazhoz) tartozé alarendelt
dolgot (részhalmazt) megtalaljuk.

Az altalanositas és a specializalas egymassal ellentétes iranyu

gondolkodasi mlveletek.

5. Osszehasonlitds: az a gondolkodasi mivelet amely konkrét vagy
elvont dolgok azonossagat vagy kulonbozdségét tarja fel.

6. Rendezés: az a gondolkodasi mivelet, amely valamely halmazt
felismert vagy megadott szempont alapjan részhalmazokra bont.

7. Osszefiiggés felfogdsa: az a gondolkodasi mivelet, amellyel két
dolog kozotti  valamilyen  kapcsolatot  (relaciét)  konkrétan
megnevezunk.

8. Kiegészités: az a gondolkodasi mivelet, amely valamely dologhoz
egy adott relacio ismeretében megtalalja a megnevezett relacionak
megfeleld masik dolgot.

9. Analdgia: az a gondolkodasi miivelet, amely az 06sszefuggés
felfogasat és a kiegészités gondolkodasi muiveleteket alkalmazza,
ebben a sorrendben.

Az analdgia nagy segitség a gondolkodas szamara. Az analdgias
gondolkodas fiziologiai alakja a feltételes reflexkapcsolatok kialakulasa.
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A transzfer (atvitel) jelenségével is kapcsolatos. A transzfer Iétrejottének
alapfeltételei a moddszerek és a tartalom hasonlésaga valamint az
alapelvek hasonlésaga. Az analdogias gondolkodas modszertani
szempontbdl karos is lehet, szamos tipushiba forrasa.

1.3. Az analdégia, mint reduktiv eljaras

A Kkijelentések ,durva szerkezetén” alapulé hihetd (plauzibilis)
kovetkeztetéseket reduktiv kévetkeztetéseknek nevezzuk.
Részletesebben kifejezve, reduktiv eljarasnak nevezziak a mar
megszerzett ismeretekbdl kiinduld uj tételek, feladatok megsejtését
eredmeényez0d tevékenységet. A megsejtés soran két dolgot kell
megsejtenunk: a kovetkezményt (vagy konkluziét) illetve a lehetséges
alapot (premisszat). Tehat a reduktiv eljarasokkal viszonylagos
igazsagokat probalunk keresni, amelyekbdl végul biztosan igaz
allitasokhoz juthatunk. Nyilvan a megsejtés utan kapott eredményeket,
tételeket be is kell bizonyitani.

1.3.1. A reduktiv eljarasok osztalyozasa és fontosabb sémai

A reduktiv eljarasok, mint plauzibilis kovetkeztetések, tobb
szempont szerint osztalyozhatok. igy példaul a gondolkodas iranya
szerint lehetnek szintetikus (progressziv) vagy analitikus (regressziv)
eljarasok. A szintetikus eljaras, olyan gondolkodasi eljaras amelynek
alkalmazasaval az okokrél a kdvetkezményekre térunk ra. Az analitikus
eljaras olyan gondolkodasi eljaras, amelynek segitségével a
kovetkezményekrél az  okokra térunk at, megkeressik a
kovetkezmények okat, eredetét.

Mas szempontok szerint a reduktiv eljarasok lehetnek induktiv
vagy nem induktiv eljarasok. Szamos kombinalt tipusu reduktiv eljaras
létezik, ezek kozul a legfontosabbak az indukcid, az altalanositas és az
analogia.

Polya Gyorgy szerint a vizsgalt kovetkezmények valtozatossaga
illetve a kiindulopontot képezd premisszak valtozatossaga nagy
mértékben befolyasoljak az induktiv és reduktiv érvelés erejét. Vizsgaljuk
meg a folyamatokat induktivan és reduktivan.

Induktiv

1. Ha az A el6z6bleg igazolt B,,B,,...,B, kovetkezményei kozul valamelyik

nem igaz, akkor A nem igaz.
2. Ha A-bol kovetkezik B, ,, B, ,nagyon hasonlé az A el6zbleg igazolt

B,.B,,...,B, kovetkezményeihez és B,  gaz, akkor A egy Kkissé
hihetdbb.

n+1

n+1
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B

n+1

3. Ha A-bol kovetkezik B, ,, nagyon kulonbozik az A el6z6leg igazolt
B,,B,,...,B, kovetkezményeitbl és B, ,igaz, akkor A sokkal hihet6bb.
4. Haaz A B,,B,,...,B, kovetkezményei mind igazak A nagyon hihetd.

Reduktiv

1. Ha B az A A,,...,A, mindegyikének kovetkezménye és A A,,....A

mindegyike igaz, akkor B igaz.

2. Ha B az A,A,,...,A A, mindegyikének kovetkezménye, A
nagyon hasonlo A A,,...,A,-hez és A A, .. A, A, mindegyike
hamis, akkor B kevésbé hihet6.

3. HaBaz A,A,,....,A A, ., mindegyikének kovetkezmeénye, A, nagyon
kalonbozik A, A,,...,A -t6l és A A, ... A A mindegyike hamis,
akkor B valamivel kevésbé hihetd.

4. Ha B az A,A,,...,A, mindegyikének kovetkezménye és A, A,,....A

mindegyike hamis, akkor B nehezen hihetb.

n

n+1

n+1

n

Az induktiv folyamatokban, egy uj kdovetkezmény igazolasa tobbet
vagy kevesebbet jelent aszerint, hogy jobban vagy kevésbé tér el a
korabban igazolt kovetkezményektél. Ugyanez fogalmazhaté meg
forditva, a reduktiv folyamatok ujabb feltevésére. Meggondolhatd
tovabba, hogy egymast kovetd bizonyitasi kisérletekbdl arra
kovetkeztethetink, hogy a tovabbi bizonyitasbdol ereddé bizalom
megnovekszik, ha az ujonnan igazolt kovetkezmény és az el6zbleg
igazolt kovetkezmények kozotti hasonlosag csokken. A tovabbiakban
bemutatunk még néhany Osszetett reduktiv kovetkeztetési sémat:

{A analég B - vel; B } = A hihet6bb
{A analég B - vel; B hihetébb} = A valamivel hihetébb
{A < H;B«H;B |= Ahihetsbb

Az els6, az analdgias kovetkeztetés alapvet6 sémaja, a masodik
pedig annak gyengitett valtozata, a harmadig pedig egy O0sszetett séma
amelyikben az A és B kozotti analdgiat ugy tekintjuk, mint olyan k6zos H
alap felfedezéseére vonatkozé torekveést, amelyb6l A és B kovetkeznek.
Tehat egy sejtés hihetébb lesz, ha egy vele analog sejtés igaz volta
kiderul, illetve valamivel hihetébbé valik, ha egy analdg sejtés hihetdbb.

Mas reduktiv kovetkeztetési séma-parok:

{A — B; B onmagabanvaldszinitien; B igaz} = A sokkal sokkal hihet6bb
{A — B,B 6nmagaban igen valdsziniitlen} = A épp egy kicsit hihetébb
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Az alabbi séma-parokbdl leolvashatdé hogy a konkluzié ereje
novekszik amennyiben B hihetdésége csokken A nélkul:

{A— B, B az Anélkiil alig hihet6; B igaz}

U
A nagyon sokkal hihetébb

{A— B, B mindenképpen majdnem biztos; B igaz}

U
A nagyon kicsivel hihetébb

A plauzibilis kovetkeztetés konkluzioja monoton modon valtozik, ha
egyik premisszaja monoton modon valtozik, tovabba folytonossag is
észlelhetd olyan értelemben, hogy a plauzibilis kovetkeztetési sémaknak
van ,hataresete” és ez egy demonstrativ kovetkeztetési séma, tehat
folytonos atmenet van a heurisztikus és valamely demonstrativ séma
kozott.

1.3.2. Az analégia, mint reduktiv eljaras

Mivel az analogia reduktiv eljaras és ez plauzibilis kovetkeztetés a
reduktiv eljarasok jellemvonasai az analdgiaban is érvényesek. Alapvet6
analdgia sémakeént jelent meg a kovetkezo:

{A analog B-vel; B igaz } = A hihetébb

Ez azonban explicite médon nem tartalmazza, hogy mit is jelent az,
hogy ,A analég B-vel’? Analdgidval kovetkeztethetink ugy is, hogy
fogalmakat vele analég fogalmakkal cserélink ki és megprobaljuk
megsejteni, hogy ez az analdgia miként lesz jelen a bizonyitasokban,
vagy éppen analog tételt, eredményt kapunk-e?

Az a kérdés is felmerul, hogy mikor mondhatjuk (feltételezhetjuk),
hogy két rendszer analog?

Analdgiaval ugy is kovetkeztethetunk, hogy adott helyzetek,
feltételek, érvek stb. hasonlésaga miatt a bizonyitasi modszerek
analdgiaira is, vagy (és ) a tételek analdgiaira is kdovetkeztethetunk.

Nyilvanvaléan miutan preciz matematikai-logikai eszkodzokkel
deduktiv médon be is bizonyitottuk sejtésunket, maris rendelkezésunkre
allnak, végeérvényesen, vitathatatlanul érvényes analdog bizonyitasi
maodszerek, tételek stb.

Nézzuk meg tehat az analdgia elemi szintl leirasat. Az analdgia
mindenek elbétt a hasonlésag egy fajtdja (nem a geometriaban hasznalt
transzformaciora gondolunk). Hasonlénak mondunk két dolgot, ha
valamilyen tekintetben megegyeznek egymassal, analognak akkor
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mondunk két dolgot, ha megfelel6 részeik egyforma kapcsolatban
vannak. Tehat ha az egyez6 vonas fogalomma tisztul, ezeket az
objektumokat analognak tekintjuk. Ha sikerul vilagos fogalmakhoz
jutnunk, akkor tisztaztuk az analogiat.

Ezek szerint két rendszer analdg, ha megfelel6 részeik vilagosan
megfogalmazhat6 kapcsolataikban megegyeznek. Még jobban kozelitve
az analdgias kovetkeztetés mibenlétét kijelenthetjuk, hogy az analdgia a
gondolkodasnak az a formaja, amely alkalmazaskor két vagy tobb
jelenségnek, dolognak, bizonyos tulajdonsagokban, viszonyokban,
strukturaban valé megegyezése alapjan mas tulajdonsagokban,
viszonyokban strukturaban valé megegyezését is sejtjik. Az eljarast
szokas analogias kovetkeztetési modnak nevezni.

Egy leegyszerUsitett, leggyakrabban hasznalt sémaja a kovetkezo:
1. feltétel: az A objektum rendelkezik a, b, c, x tulajdonsagokkal,

2. feltétel: a B objektum rendelkezik a, b, ¢, tulajdonsagokkal;
Kévetkeztetés: valdszini hogy a B rendelkezik x tulajdonsaggal is.
(természetesen, egy lényegesen jellemzd x tulajdonsagot vizsgalunk)

A gondolkodas mikroszintjén — miszerint a gondolkodas miveletek
formajaban megy végben — az analdgias koOvetkeztetés soran az
analégiat mint  gondolkodasi  muiveletet  hasznaljuk, vagyis
osszeflggéseket fogunk fel és egészitunk ki. Az analégias gondolkodas
fiziolégiai alakja a feltételes reflexkapcsolatok kialakulasa. A transzfer
(atvitel) jelenségével is kapcsolatos. A transzfer I|étrejottének
alapfeltételei a modszerek és a tartalom hasonlosaga valamint az
alapelvek hasonlosaga.

Az analdgidas gondolkodas az alapja a ,tipusfeladatoknak”, az
.egyenletkaptafaknak”, az x<algoritmusoknak” a ,Szabalyok
alkalmazasanak” stb. Kihangsulyozandé azonban hogy az analégia nem
feltétlenul egyértelmi: példaul egy haromszog analognak tekintheté egy
tetraéderrel, vagy éppen egy tetsz6leges gulaval vagy kuppal. A
tetraéder a haromszogon kivul bizonyos tekintetben analognak
tekinthet6 a triéderrel is. A fogalmak analdgiai utan felmerul az
kérdése is. Amennyiben ezek analdgiajat bizonyitani tudjuk, ugy
analogias sejtésiink beigazolddott. igy analég tételek, feladatok par-
illetve sorozatat kapjuk, amelyek végérvényesen tisztazott analogiak.
Fontos ujra kihangsulyozni, hogy az analdgias kovetkeztetéssel nyert
sejtést minden esetben kovetnie kell a bizonyitasnak.

Ugyanakkor az analdgia észrevétele az emlékezet hasznos
eszkdze. Gyakran az utélagos analogia észrevétele az ismeretek
elmélyitését is szolgalja és er6siti a tartds emlékezést.

Az analogias gondolkodas modszertani szempontbdl szamos
tipushiba forrasa lehet. A hamis analégiak gyarapodasahoz az is
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hozzajarul, hogy egy fogalom — a szempont fluggvényében — tobb mas
fogalommal is analdg lehet.

Annak fluggvényében, hogy az analégias fogalomcsere soran
altalanosabb vagy specialisabb fogalmakat illetve gondolatmeneteket
hasznalunk az analdgias kovetkeztetéseink lehetnek altalanositdo vagy
specializalé analogiak.
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Il. FEJEZET ,
A GEOMETRIAI ANALOGIAKROL ALTALABAN

2.1. Geometriai fogalmak, értelmezések analogiaja

Tisztaztuk, hogy az analdgia kulonb6z6 dolgok, jelenségek kozotti
hasonldésagot, egyezést jelent. A geometriaban fogalmak, alakzatok,
tételek, feladatok illetve bizonyitasi modszerek, eljarasok kozatti
analogiakrol beszélhetink (ez a hasonlosag, egyezés, amit a geometriai
analogia jelent, nagyon kulonbdzik a geometriaban kdzismert hasonlosag
fogalmatal).

Mar az alapfogalmak szintjén is jelentkeznek analdgiak, és az analogias
gondolkodassal egyidejlileg ennek az altalanositassal és specializalassal
kapcsolatos szoros 6sszefliggései.

Mivel analdg szerepet toltenek be analdg helyzetekben,
értelmezésekben stb. analdégnak tekintjuk a

A d n-dimen- szemlé-
_ _— I ziés hiper- letes
pont egyenes sik sik tér

A felsorolas az analdég fogalmak altal magukba foglalt altalanossag
szerint végeztuk.
Szintén analog fogalmak a:

n-oldalu
testszoglet

sikszog lapszog trieder

A felsorolt fogalmak itt is magukkal hordozzak az altalanositas és
specializalas jellemzdit.

Az altalanos haromszog esetén, nala sajatosabb a derékszogl,
egyenld szaru, egyenldé oldalu haromszog, altalanosabb a négyszog,
Otszog, ... , n-sz0g. Vagy példaul a téglalap esetén, nala sajatosabb a
négyzet, haromsz0g, szakasz, pont, altalanosabb a rombusz,
paralelogramma, trapéz, konvex négyszOg, konkav négyszog, n-oldalu
sokszog.
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Ugyancsak analég fogalmak a 2-, 3-, ...,n-dimenziés nem ortonormalt
és ortonormalt koodinata rendszerek (euklideszi terek), igy a tér dimenzidja
szamos analdgia forrasa: a haromszog analdég a tetraéderrel, triéderrel,
kuppal, n-szimplexel stb. Sajatosan a specialis tetraéderekkel, triederekkel,
kupokkal stb. vagy altalanosabban hasabbal, poliéderrel stb. A téglalapot
analégnak tekinthetjuk a téglatesttel, n-dimenzids téglatesttel, stb.,
sajatosan a kockaval, n-dimenzidés kockaval, vagy altalanosabban a
paralelepipedonnal, a hasabbal, a poliéderrel stb.

A példak felsorolasabdl arra kovetkeztethetlink, hogy ha az analdgiat
nagyobb mértékben jellemzi az altalanositas, akkor csdkken az analdg
tulajdonsagok mértéke (szama), ha viszont a sajatossagok dominalnak,
akkor bizonytalanna valhat az analdgias sejtésunk, mert az analdgiak a
sajatos eset miatt is bekovetkezhetnek.

Ertelmezések szintjén érdemes megfigyelniink azt, hogy mi biztositja
mar indulasbdl két fogalom kozotti analdgia alapjat? Vizsgaljunk meg
néhany példat:

A szakasz felezOmerdblegese a sikban és a szakasz felezOmerdleges
sikja térben egyarant két ponttdl — a szakasz két végpontjatol — egyenld
tavolsagra levd pontok halmaza.

A kor és gomb egyarant azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek
adott ponttol adott tavolsagra vannak.

Mindkét példa esetében az analég fogalmak értelmezésekor
ugyanazt a definicidt hasznaltuk.

A szabalyos sokszog olyan sokszog, amelynek minden oldala és
minden szoge egybevagd. A szabalyos poliéder olyan konvex poliéder
amelynek lapjai egybevagd szabalyos sokszoglapok és lapszogei
egybevagoak.

A fenti példa esetében analog definicidkat hasznaltunk azaltal, hogy a

sokszog — poliéder, oldal — oldallap, sz6g — lapszog

analog fogalomparokat hasznaltuk. Nyilvanvald, hogy az els6 felsorolas
esetén ha tovabbra is azonos értelmezéseket, azonos axiomakat stb.
hasznalunk atfogd és nyilvanval6 analogiakra szamithatunk, mig a masodik
példa kapcsan szamos tisztazott analdgia bizonyithatd, de eltérések is
elallhatnak. igy barmely n > 2 esetén létezik n-oldalt szabalyos sokszdg,
viszont a térben csak 5 szabalyos poliéder van: a tetraéder, a hexaéder, az
oktaéder, a dodekaéder és az ikozaéder.

A geometriai analbgiakkal kapcsolatban fontosnak tartom
kihangsulyozni azt, hogy bizonyos analdgias fogalmak esetén az analdgia
tovabbi létérél elérelathatdban nem vélekedhetunk. JO példa erre az, hogy
mig a haromszog magassagai egy pontban metszik egymast, addig a
tetraédernél a magassagok egy kozos pontban vald metszése specialis
tetraéder — ortocentrikus tetraéder — tulajdonsaga (a fogalom tisztazasaval
a specialis tetraéderek fejezetben foglakozunk).
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Végul adjunk néhany példat arra, amikor egy fogalomnak két, vagy
tobb analégdnja van:

A haromszog analogonjanak tekinthetjuk a tetraéderen kivul a harom
oldalu testszoget és a gOmb-haromszoget is, mert tobb olyan tétel is
érvényes rajuk, amely haromszogre igaz. Példaul nagyobb oldallal
szemben nagyobb szog fekszik, barmely két oldal 6sszege nagyobb, mint a
harmadik oldal, koszinusztételt is felirhatunk stb. (egyébként nemcsak
gombfellleten értelmezhetlink haromszoget, hanem mas feluleten is).

A négyzetbe irt kor analdgja vagy a kockaba irt gdmb, vagy a kocka
éleit érint6 gomb, attdl fuggben, hogy a négyzetoldalainak a kocka lapjait
vagy a kocka éleit feleltetjuk meg.

E néhany példabol is lathatjuk, hogy a geometriaban analdgiat
létrehozni szamtalan mddon lehetséges. A kovetkez6 paragrafusban mar
csak a haromszog és tetraéder analdgiait taglaljuk.

2.2. Analég fogalmak a haromszdg és tetraéder geometriajaban

Mar emlitettuk, hogy a tetraéderen kivul mas térbeli alakzat is
rendelkezik olyan tulajdonsagokkal, amelyek hasonléak a haromszog
bizonyos tulajdonsagaihoz. De ezeknek az analogiaknak a szama eltorpul
azokéhoz képest, amelyek a haromszog és a tetraéder (harom oldalu gula,
négy lapu szogletes test) kozott allnak fenn, ezért a haromszog térbeli
analogjanak a tetraédert tekintjuk. Emellett szo6l az a tény is, hogy a
haromsz0g a legegyszeriibb sokszog (poligon), a tetraéder pedig a
legegyszertbb poliéder. Tovabba kiemelhetjuk azt is, hogy a haromszoget
felfoghatjuk mint 2 dimenziés szimplex, a tetraédert pedig mint 3 dimenzios
szimplex. Azonban tisztazni kell az alapvet6 analég fogalmakat, hisz a
tetraéder gazdagabb, mint sikbeli tarsa, van oldaléle és oldallapja is.
Tisztazzuk hat a haromszog nevezetes vonalaival analég fogalmakat.

1. Oldalfelez6 merdleges és az él felez6merdleges sik. Lattuk mar, hogy
az oldalfelez6 merdleges és az él felezémerdleges sikja analdg fogalmak
(ugyanazt az értelmezést hasznaljuk), igy haromszogben a 3 oldalhoz 3
oldalfelez6 merdlegest, a tetraéderben a 6 élhez 6 felezémeréleges sikot
csatolhatunk (itt az oldalélek jatszanak f& szerepet). Ha az oldallapokat
vesszuk alapul, akkor az oldalfelez6 meréleges analdég megfelel6je azon
pontok meértani helye amelyek egyenl§ tavolsagra vannak az oldallap
harom csucsatol. Ez nyilvan az oldallap koré irt kor kdozéppontjaban, az
oldallap sikjara allitott merdleges egyenes — lapfelez6 merbleges. A 4
laphoz 4 ilyen lapfelezd meréleges tarsithato.

2. Szogfelez6 és lapszog szogfelezé sikja. Az a csucsbdl kiinduld
félegyenes, amely a szoget két egybevago szogre osztja, illetve lapszog
esetén az a kozOs egyenesbdl kiinduld félsik, amely a lapszoget két
egybevago lapszogre osztja. Azon pontok mértani helye, amelyek egyenld
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tavolsagra vannak a szég két szaratdl — lapszég két lapsikjatol. igy
haromszognél 3 oldalhoz 3 szogfelezét (belsé vagy kulsd) a tetraédernél a
6 lapszoghoz 6 lapsz0g szoOgfelez6 sikot tarsithatunk. Masrészt ha a
sz0g — triéder analdgiabdl indulunk ki, a szogfelez8ho6z hasonldéan a trieder
szégfelezje azon pontok mértani helye, amelyek egyenldé tavolsagra
vannak a triedert alkotdé harom siktdl (ez az egyenes egyeébkeént a triédert
alkotd harom élen athalado lapszogfelezd sikok k6zos egyenese), akkor a
tetraéder 4 csucsahoz 4 ilyen triéder szogfelezd tarsul és egy uj analdgiat
hoztunk létre.

3. Oldalfelezé és élfelezé sik. Haromszogben egyik csucsot a szemben
fekvd oldal felezépontjaval 6sszekoté szakasz mig tetraéderben egyik élen
és a szemben fekvé oldal felez6pontjan athaladoé sik analég fogalmak. Ha
viszont a az oldalfelezét ugy fogjuk fel mint egyik csucsot a szemben fekvd
oldal sulypontjaval 0sszekoté szakaszt — sulyvonalat, akkor tetraéderben
az egyik csucsot a szemben fekvd oldallap sulypontjaval 0Osszekot6
szakaszt tekinthetjuk a tetraéder sulyvonalanak. Ezek szintén analog
fogalmak.

4. Magassagok. Egy csucsot a szemben fekv6 oldalra — odallapra es6
merdleges vetlletével 0sszekotd szakasz.

Természetesen megprébalhatjuk a magassag térbeli analdgjanak az
egyik élen at a szemben fekvd élre bocsatott merdleges sikot tekinteni,
vagy esetleg a szemben fekvd élek kozos merdlegesét, de mint azt a
negyedik fejezetben latni fogjuk, ezen sikok és egyenesek egy pontban
valé Osszefutasa az el6zd paragrafusban mar emlitett specialis
tetraéderekben a fent bevezetett magassagok Osszefutasanak
kovetkezménye. Ezért a haromszogbeli magassag analdgjanak a fent
bevezetett magassagot tekintjuk.

A kovetkezd fejezetben azokkal a tételekkel foglalkozunk, amelyek
altalanos alakzatokra (haromszdg, tetraéder) vonatkoznak, majd a
negyedik fejezetben olyan tetraéderekkel, amelyek bizonyos specialis
szempontok szerint tekinthet6k a haromszog analogonjanak.
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ll. FEJEZET
ALAPTETELEK

3.1. Haromszog és tetraéder koré irhaté kor illetve gomb

Tétel. a) A haromszog oldalfelez6 merblegesei egy pontban metszik
egymast. Ez a pont a haromszog koré irt kor kozéppontja.

b) A tetraéder éleinek felezOmerdleges sikjai egy pontban metszik
egymast. Ez a pont a tetraéder koré irt gomb kozéppontja. Ugyanezt a
pontot kapjuk a négy lapfelezé6 merdleges egyenes metszéspontjakent is.
Bizonyitas. Haromszog esetén elegendd kimutatni, hogy két
felezbmerdleges metszi egymast, mert ekkor az O metszéspont egyenl6
tavolsagra van a haromszog mindharom csucsatdl, igy rajta a harmadik
oldalfelez6 merélegesen is. Legyen d; az AB, d, a BC oldalfelez6
merdlegese. Ha d; és d, nem metszik egymast, akkor d,||d.. Mivel
d, LAB=4d, L AB azaz B-n at d, -re két mer6leges huzhatd. Ez nem

lehetséges, tehat d; és d, metszik egymast.

Tetraéder esetén az egyik lapon fekv6 élek oldalfelez6 merdleges sikjai
egy egyenesben metszik egymast, ez a lap koré irt kor kozéppontjaban a
lapra emelt d merbleges. Ez az egyenes nem lehet parhuzamos a
tetraéder tobbi éle kozul egyikkel sem, mert a tetraéderben nincs olyan él,
amely parhuzamos lenne valamelyik lappal. igy d metszi a tébbié él
oldalfelez6 meréleges sikjat is. Ha a egy ilyen sik és {O} =d n«a, akkor O

egyenlé tavolsagra van a tetraéder négy csucsatol, tehat rajta van az
Osszes él oldalfelez6 merdleges sikjan. Ezt az O pontot nevezzuk a
tetraéder koré irt gomb kozéppontjanak.
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3.2. Tetraéderbe irhaté gémbok

Tétel. a) A haromszog bels6 szogfelezdi egy pontban metszik egymast. Ez
a pont a beirt kor kdzéppontja.

b) A tetraéder hat lapszogének belsé szogfelezésikja egy k6zOs
pontban metszi egymast. Ez a pont a beirt gomb kdzéppontja.

Bizonyitas. a) Haromszog esetén az A és B csucsbdl kiinduld szogfelezdk
metszik egymast (ellenkez6 esetben parhuzamosak, igy az A és B sz0g
0sszege mar 180°, ami lehetetlen). A két szogfelez6 | metszéspontja
egyenld tavolsagra van a haromszog mindharom oldalatol (a szdgfelez6k
értelmezése alapjan), tehat rajta van a harmadik szdgfelezdén és egyben a
beirt kor k6zéppontja.
b) A BC és CD éli lapszdgek szogfelezdsikjai nem esnek egybe, de van
koz0s pontjuk, tehat egy egyenesben metszik egymast. Ez az egyenes
metszi az (ABD) sikot, tehat a BD élU lapszog szogfelez6sikjat is. Az /
metszéspont a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
d(/,ABC)=d(/,BCD)
(mert a BC éll lapszog szogfelezbsikjaban van),
d(/,ACD)=d(/,BCD),
d(I,ABD) =d(/,BCD).
Ebbdl kovetkezik, hogy
d(I,ABC) = d(I,ACD), d(I,ABC) =d(/,ABD) és d(I,ACD) = d(I,ABD).

Tehat az | pont benne van az AB, AC és AD éll lapszogek szogfelezb
sikjaban is. Ez azt jelenti, hogy az | pont egyenl6 tavolsagra van a

tetraéder minden lapjatdl. igy az I kdzéppontl és d(l,ABC) sugaru gomb
érinti a tetraéder minden lapjat.

A A

23



3.3. Tetraéderhez irhatéo gémbék

Tétel. a) A haromszdg B és C csucsan atmend kulsé és az A csucsbol
kiindulo belsé szogfelezd egy pontban metszik egymast. Ez a pont /,- az a

oldalhoz hozzairt kdr kbzéppontja.(és még 2 analdgja)

b) Tetraéderben az AB, AC, AD élekhez tartozo6 bels6 és a BC, CD,
DB élekhez tartoz6 kulsé lapszdgfelezd sikok (hat sik) egy pontban metszik
egymast. Ez a pont /,- az A csuccsal szemkozti BCD laphoz hozzairt
gomb kdzéppontja.(és még 3 analogja)

A bels6 és kuls6 szdgfelez6k azonos tulajdonsaga miatt a fenti tétel
bizonyitasa hasonlé az eldbbi tétel bizonyitasahoz, ezért erre kulon nem
térek ki. Foglaljuk Ossze az témaval kapcsolatos eredményeinket: A
haromszognek négy olyan kore van, amely mind a harom oldalegyenesét
érinti. A tetraédernek ot olyan gombje van amely mind a négy lap sikjat
érinti. Vegyuk észre, hogy a haromszdg oldelegyenesei a sikot
7 =2° —1részre osztjak és 4 érintd kdre van, mig a tetraéder lapsikjai a
teret 15 =2* —1 térrészre osztjak de ezekbdl ,csak” 5-ben van érinté géomb
holott a varhatd eredmény 8 volna(4 =2, 8 =2°). A kdvetkezd tételben
belatjuk, hogy a tetraédernél bizonyos esetben létezik még harom
erintégomb (kulsé érintégomb vagy mas néven pszeudoérintdé gomb).
Nyilvan ezen gomboknek nincs analog megfelel6je haromszog esetén de a
példa ramutat a dimenzid fontos szerepére altalanositasoknal és analdgiak
tisztazasaban. )

Tétel. A kuls6 érintbgdmb csak akkor létezik, ha a megfelel6 két lap
tertletének 0sszege kulonbozik a masik két lap teruletének 0sszegétdl.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a tetraéder beirt gdmbje a tetraéder négy lap
sikjat ,belulrdl” érinti, a hozzairt gombok pedig harom lapsikot ,belllrél”,
egyet kivulrél” érintenek. Latni fogjuk, hogy a kulsé érintégombok két
lapsikot ,belllrél”, két lapsikot ,kivulrél” érintenek. Egy ABCD tetraéder két
szemkozti , példaul AB és CD élekre illeszkedd belsd lapszogfelezd
sikmetszésvonalat egy harmadik, példaul a BC élre illeszked6 kulsé
lapszdgfelezé sik vagy metszi, vagy parhuzamos vele. Ha metszi, akkor a
metszéspont vagy az AB-re , kifelé” illeszked6 ABC és ABD oldallapok
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tartosikjai altal meghatarozott térrészben, vagy a szemben fekvé CD-re ,,
kifele” illeszked6 ACD és BCD oldallapok tartosikjai altal meghatarozott
térrészben van (mindkettében nem lehet metszéspont mert egy egyenes és
egy sik csak egy pontban metszheti egymast). A lapszdgfelezé sikok
tulajdonsaga alapjan ez a pont egyenld tavolsagra van a négy lap sikjatol
tehat egy kulsé érintégomb kozéppontja. Legyenek M, N és P a CD, AB és
BC élekre illeszkedd szogfelezd sikok metszéspontjai a szemben fekvd
élekkel.

Ha MN|[(BCP)< d(M,(BCP))=d(N,(BCP))« V[MBCP]=V [NBCP]
V[MBCP] V[NBCP]
V[ABCP] ~ V[ABCP]
a két arany értékét és kozben tobbszor hasznaljuk a 3.5. szogfelezé tételt
V[MBCP] d(M,(BCP)) BM  BM T,
V[ABCP] d(A(BCP)) BA BM+MA T,+T,
T, az X csuccsal szemben fekv6 oldallap teruletét jeloli. Analég mdédon
V[NBCP] CN CN T,
V[DBCP] CD CN+ND T, +T,
V[NBCP]| V[NBCP|VI[DBCP] 1T, DP T, T, T,

ahonnan osztassal . (*) A tovabbiakban kiszamitjuk

tetraéderre:

(1), ahol

ahonnan felirhatjuk, hogy

V[ABCP] V[DBCP]'V[ABCP] T,+T, PA To+T, T, To+T,
Ezt (*) alapjan (1)-el egyenlévé téve:T,+T, =T, +T,. Analég modon
kovetkeztethetink arra, hogy tetszbleges két lap terlletének Osszege
egyenld. Tehat ekkor nem léteznek kulsd érintdgombok.

A N
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3.4. Sulypont

Tétel. a) A haromszog oldalfelez6i (sulyvonalai) egy pontban metszik
egymast. Ez a pont a haromszog sulypontja (G), barmelyik sulyvonalat a
csucstol szamitva 2:1 aranyban osztja.
b) Tetraéderben:
(1) az élfelez6 sikok (hat sik) egy pontban metszik egymast.
(2) a sulyvonalak (négy darab) egy pontban metszik egymast.
Ez a pont a tetraéder sulypontja (G), barmelyik sulyvonalat a
csucstol szamitva 3:1 aranyban osztja. Ezen a ponton mennek at
a tetraéder éltengelyei (kettbs felezdbi) is.
Bizonyitas. a) Legyen M a BC, N az AC, P az AB felez6pontja. Az AM és
BN szakaszok biztos metszik egymast mert AM az ABC haromszog

belsejében van és elvalasztja a B és N pontokat. Legyen {G} =AM N BN

és P az AG illetve Q a BG felez6pontja. MN és PQ kozépvonalak az ABC

és ABG haromszogekben, tehat MN || PQ és MN =PQ = % = NMPQ

négyszog paralelogramma = MG =GP és mivel P felez6pont nyilvanvalo,

hogy A’;—g:% Legyen {G'}=AMANCP. Az elébbi gondolatmenetet

megismeételve ICI(G;':% vagyis G és G'az AM szakaszt ugyanolyan

aranyban osztja—= G =G'azaz az oldalfelez6k 6sszefutnak. Hasonl6an

. . CG 2
bizonyitjuk, hogy — =—.
IzonyIiyu gy PG 1

b) Tetraéderben vegylk észre, hogy elegendd bebizonyitani a
sulyvonalak oOsszefutasat, mert példaul a BCD haromszoget alkoté élek
élfelezd sikjainak metszéspontja az AG, sulyvonal. Tekintsuk a tetraéder
AG, és BG, sulyvonalat amelyek ugyanabban az ABE sikban vannak ( E
a CD felezbpontja),tehat metszik egymast a G pontban. Mivel G, és Gza
1 . EG, 1_EG, 1 .  EG; 1

megfeleld lapok sulypontjai EG, =— €s = es —.
GB 2 G;A 2 EB 3 EA 3
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Ez azt jelenti, hogy tehat G,G; || AB és % :% vagyis GG,G;a~ SABa

GAG:GBG:l. Ha a bizonyitast hasonldéan elvégezzik a tobbi
GA GB 3
sulyvonalra is a tételt bizonyitottuk.

Az élfelezd tengelyek 0Osszefutasanak bizonyitdsa. Az abra jeldléseit
hasznalva belathatd, hogy MNPQ és RNSQ négyszogek paralelogrammak
(oldalaik a megfelel6 haromszdgekben kdzépvonalak), tehat atléik metszik
egymast. De a két paralelogrammanak van egy kozos atloja, igy a harom
atlé egy pontban metszi egymast.

Megjegyzés. Modszertani szempontbdl érdemesnek tartom a sulyvonalak
Osszefutasanak mas, lényegesen kulonb6z6 bizonyitasat is ismertetni, hisz
a hozza szukséges tudasanyag mar kozépiskolas diakok altal is ismert
mechanikabdl (az anyagi pontok csoportositasi tétele vagy sulypont

szerkesztési tétel). Az el6bbi jeldléseket haszndljuk és az A(m) jeldléssel

utalunk az A pontra illetve a hozzarendelt sulyra. igy ha az
(A(1),B(1),C(1)) pontrendszert A(1) és (B(1),C(1)) halmazokra bontjuk

akkor a rendszer G(3) sulypontja az A(1)M(2) szakasz M-hez kdzelebb
es6 harmadolopontjia. Ha elvégezzik a B(1), (A(1).C(1)) és C(1),
(A(1).B(1)) csoportositasokat allitasunkat igazoltuk.

Tetraéderben az A(1) és (B(1),C(1),D(1)) csoportositassal a rendszer

G(4) sulypontia az A(1)G,(3) szakasz G,-hoz kozelebb es6
negyedelépontja. Elvégezve az analdég csoportositasokat (1)-t
bebizonyitottuk. Ha azonban az (A(1),B(1)) és (C(1),D(1)) csoportositast
végezzilk el a tetraéder G(4) sulypontja az (M(2),P(2)) szakasz

felez6pontja és a masik két élpar szerinti csoportositast is elvégezve (2)-t is
bebizonyitottuk.
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3.5. Szogfelezé6 tetele

Tétel. a) Haromszogben az egyik csucshoz tartozé belsé szogfelezdé a
szemkozti oldalt a szoget bezard oldalak hosszanak aranyaban osztja két
részre. (A nagyobb oldal mellett van a nagyobb rész.)

b) A tetraéder barmelyik élére illeszkedd bels6 lapszogfelezd sik a
szemkozti élt a lapszoget bezarod lapok teruletének aranyaban osztja ketté.
(A kisebb teruletl lap mellett van a kisebb rész.)

Bizonyitas. 1. Példaul ha E aBAC< szogfelezdjének talppontja az ABE és
AEC haromszogek A csucshoz tartozé magassaga kozos és az E egyenl6
tavolsagra van az AB és AC oldalaktol
BE T|[ABE| ABd(E,AB) AB
EC T[AEC] AC.d(E,AC) AC
amit bizonyitani akartunk.
2. Segédszerkesztéses bizonyitast is adhatunk. Ha B-n keresztul AE-hez
hazott parhuzamos egyenes AC-t F-ben metszi, akkor ABF haromszdg
egyenld szaru (AF = AB) és AEC haromszog hasonlé FBC haromszdggel,
ahonnan szintén kovetkezik az allitas.

‘ D
k)

LY

Y

Y

A

C

Az ABCD tetraéder AB éll lapszdgének szdgfelez6 sikja a CD szakaszt az
CM T[CAB]

MD T[DAB]

Az AMBC és AMBD tetraéderek AMB alapja kdz0s, és a C, illetve a D-bdl

M pontban metszi. Be kell bizonyitsuk, hogy

huzott magassagok aranya % tehat

1
cu  3CM TIAMB] v [amca]

MD ;MD.T[AMB] V[ADBM]

A Dostor-féle kifejezés alapjan (lasd metrikus relacidoknal)
T|AMB|-T|ABC|-sin
v[AmBC]=2. [AMB] T|ABC]-sina
3 AB
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V[AMBD] _2 T[AMB] : T[ABD] -Sina |
3 AB
ahol ¢ az AB éll lapszog mértékének a fele. Ebbdl kovetkezik, hogy
V[AMBC] B T[ABC] CM _ T[CAB]

V[AMBD] T[ABD]’ MD T[DAB]

tehat

2. analég tétel. Ha az ABCD tetraéderben az A csucs altal meghatarozott
trieder I, szogfelez6jének BCD lappal valé metszéspontjat P-vel jeloljuk

akkor T[PBC]:T[PCD]:T[PDB]=T[ABC]:T[ACD]: T[ADB].

A

=

_____

Bizonyitas. A sikbeli (1) bizonyitassal analdg médon a keletkez6 PABC,
PACD, PADB tetraéderek térfogatat kétféleképpen szamitjuk ki. Egyrészt
ezeknek A-bdl kiindulé magassaga kozos tehat

V[PBC] : V[PCD] vV [PDB] =T [PBC] T [PCD] T [PDB]
masrészt a P a szogfelez6 tulajdonsaga miatt egyenld tavolsagra van a
triéder lapjaitol, igy

V[PBC] Vv [PCD] ; V[PDB] =T [ABC] T [ACD] T [ADB].
A két dsszefuggésbdl kdvetkezik az allitas.

3.6. Menelaosz tétele

Tétel (Menelaosz tétele)

a) Az ABC haromszogben AB, BC és CA oldalainak tartéegyenesein
vegyuk fel az M, N és P pontokat ugy, hogy az oldalakhoz viszonyitva a
bels6é pontok szama legyen paros. Az M, N, P pontok akkor és csak akkor
AM BN CP ’

MB NC PA

b) Az ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA oldalélein vegyuk fel az M,
N, P illetve Q pontokat. Az M, N, P, Q pontok akkor és csak akkor vannak
AM BN CP DQ 1

MB NC PD QA

vannak egy egyenesen, ha

egy sikban, ha
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Megoldas. Haromszdgben az abrak segitségével vegylk észre, hogy a
pontok elhelyezése az egyeneseken nem lehet tetszbleges, legalabb egy
pont a haromszog valamelyik oldalan kivulre esik. A tétel els6 részét két

modon is bizonyitjuk, az elsét N¢[BC] de Me[AB] és Pe[AC], a
masodikat ellenkez6 esetben.

A

O

— Feltételezzlk, hogy M, N, és P egy egyenesen vannak.

1. Legyen E a B-n keresztul az NP-hez huzott parhuzamos egyenes

metszéspontja AC-vel. Ekkor az AMP és ABE illetve a CPN és CEB

AM  PA ., BN PE .
— és = ) két

MB PE NC PC

Osszeflggést 0sszeszorozva kovetkezik az allitas.

2. Legyen d, az X pont MN-t6l mért tavolsaga. A létrejott hasonlosagokbdl

adodnak az Mzd—“ ﬂ:d_B CP _dc
MB d, NC d, PA d,

AM BN CP _ 1

MB NC PA

<~ A lehetetlenre valo visszavezetés elvét alkalmazzuk. Feltételezzuk,

AM . BN . cP =1 (*) de M, N, P nem kollinearis, pl. P ¢ MN . Jeldlje
MB NC PA
Q az MN és AC metszéspontjat. Nyilvan P = Q(**). Az M, N, Q kollinearis
pontokra alkalmazva a el6bb bizonyitott allitast kapjuk, hogy

AM BN CQ =1. Ezt (*)-al dsszehasonlitva kovetkezik, hogy E:@

MB NC QA PA QA
azaz a P és Q pontok AC-t egyenlé aranyban osztjak, tehat P =Q ami
ellent mond (**)-nak. (Itt Iényeges az M, N, P pontok helyzete a haromszdg
oldalaihoz képest, mert egyebként P és Q harmonikusan konjugalt pontok
is lehetnének AC-re nézve). Tehat M, N, P kollinearisak.

Tetraéderre is két bizonyitast ismertetunk:

1) ,=" Feltételezzuk, hogy M, N, P és Q egy sikban vannak.

l. eset.

haromszogék hasonléak azaz

Osszeflggések, amelyeket

oOsszeszorozva kovetkezik, hogy

hogy
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(MNPQ)|| AC
(MNPQ) ~(ACD) = PQ
(MNPQ) ~(ABC) = MN

MN || AC
= .
PQ|| AC

ABC,-ben MN || AC, tehat Thalesz tétele alapjan BN = %
NC MA

ACD, -ben PQ|| AC, tehat Thalesz tétele alapjan bQ = %
QA PC

Ebbdl kovetkezik, hogy AM BN CP DQ =1

MB NC PD QA

Il. eset.
Legyen MNPQmAC:{R}. Az M, N és R illetve a P, Q és R pontok

kollinearisak, mert PQ =(ACD)(MNPQ) és R e AC c(ACD), valamint
Re(MNPQ), tehat Re(ACD)m(MNPQ) illetve MN:(ABC)m(MNPQ)
és Re MN c (ABC) valamint R e (MNPQ), tehat R e (ABC) N (MNPQ).
Felirjuk a sikbeli Menelaosz tételt az ABC,-re és az M, N, R kollinearis
pontokra, valamintaz ACD, -re ésa P, Q, R kollinearis pontokra.
AM BN . CR 1
MB NC RA
CP _ DQ AR 1
PD QA RC
A fenti két 0sszefuggés megfelel6 oldalait 6sszeszorozva a bizonyitando
AM.BN_CP_DQ:1
MB NC PD QA

osszefliggéshez jutunk.
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AM BN CP DQ _
MB NC PD QA
|. eset. Feltételezzik, hogy PQ|| AC.
Az ACD haromszogben Thalesz tétele alapjan
DP DQ N CP DQ
PC QA ~ PD QA
AM BN . AM _CN
MB NC MB NB
Alkalmazva Thalesz tételének forditott tételét az ABC haromszdgben,
kovetkezik, hogy MN || AC . Viszont PQ||AC = MN||PQ = M, N, P és
Q egy sikban vannak.
Il. eset. Ha MN || AC, kdvetkezik, hogy PQ|| AC, tehat M, N, P és Q
egy sikban vannak.
lll. eset. Ha MNNAC={R}, PQNnAC={R'|, akkor az ABC
haromszogben az M, N, R kollinearis pontokra felirva Menelaosz tételét, a
kovetkez§ dsszeflggést kapjuk:
AM.BN.CR:1 (1).
MB NC RA
Az ACD haromszogben a P, Q, R’ kollineéaris pontokra felirva Menelaosz
tételét:

.= Feltételezzuk, hogy

1().

=1 és (*) alapjan

DQ AR .CP:1 2).
QA R'C PD
Az (1) és (2) osszefuggések megfelel6 oldalait 0sszeszorozva kapjuk, hogy
AM_BN.CP_DQ.CI'?.AR’_1
MB NC PD QA RA RC
, innen pedig (*) alapjan
CR AR’ _
RA R'C
%: CR . Viszont C, A és R’
RA RA
kollinearisak, ¢s R, R' az AC B
szakaszon kivul helyezkedik el,
tehat R=R".
Ebbdl kovetkezik, hogy
MNmAC=PQmAC={R} =

MN A AC nPQ={R}, tehat MN

és PQ metsz6 egyenesek, ez
pedig azt jelenti, hogy M, N, P és Q egy sikban vannak.

1 kovetkezik, hogy
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2.) ,=" Ez a bizonyitas a sikbeli 2.) bizonyitas térbeli analdgja.
Feltételezzik, hogy M, N, P és Q egy sikban vannak. Legyen X' az X

merdleges vetulete az (MNPQ) sikra és jeldlje d, az XX' tavolsagot. A

keletkez6 AA'N és BB'N haromszogek hasonldak (illetve paronként a tobbi

is) tehat M:d—A ﬂ:% C—P:d—c %:d—" A négy Osszefliggést
MB d, NC d., PA d, QA d,

0sszeszorozva az allitast igazoltuk.
3.7. Ceva tetele

Tétel (Ceva)
a) Az ABC haromszogben legyen A, € BC, B, € AC és C, € AB. Az

AA,,BB,,CC, egyenesek akkor és csak akkor 0sszefutdak egy O pontban,
AC, BA, CB, _
CB AC BA
b) Legyen M, N, P és Q az ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA
élének tetszéleges pontja. Az (MCD),(NDA),(PAB),(QBC) sikok akkor és
csak akkor metszik egymast egyetlen O pontban, ha
AM.BN.CP.DQ:M*)
MB NC PD QA

ha

Bizonyitas
A ,— Feltételezzik, hogy AA, nBB, nCC, :{O}.
Két kulonb6zé modszerrel fogjuk bebizonyitani

G ezt az imlikaciot:
B (1)-Menelaos tétel segitségével,
(2)-tertletek segitségével.

O Az egy egyenesen fekv6 C,-O-C Illetve
B A C B,—-O-B pontokra irjuk fel Menelaos tételét

azABA, és AAC haromszogekben:
AC1.BC.AO _1és CB1.AO.A]B:1.
C,B CA, OA, B,A OA, BC
Ha a két dsszefliggést dsszeszorozzuk a kért dsszefuggést kapjuk.
Mivel ABA, és AAC illetve OBA, és OA,C haromszogek magassagai
egyenlok
BA, T[ABA1] B T[OBA1] B T[ABA1] —T[OBA1] B T[OAB]
AC T[AAC] T[OAC] T[AAC]-T[OAC] T[OAC]
(a harmadik egyenléséget szarmaztatassal nyertuk).Analég modon
felirhatjuk, hogy
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CcB, T[OBC] ss AC: _ T[OAC]
BA T[OAB] C.B T[OBC]'
Ha a harom dsszefuggést 6sszeszorozzuk a kért 0sszefliggést kapjuk.
<~ A lehetetlenre valo visszavezetés elvét alkalmazzuk. Feltételezzuk,

hogy AA NBB,={0} és CC, nem megy at O-n de AC, .BA1 .CB1 =1.(*)

CB AC BA
Jeléie C, a CO és AB metszéspontjat. NyilvanC, =C,. Igy az
AA,,BB, és CC, o0Osszefutdé egyenesek tehat az el6bbi gondolatmenet

., AC, BA, CB v e s .
alapjan 2 —4=1. Ezt (*)-gal egyenlévé téve kapjuk, ho
Pj C.B AC BA (*)-9 gy Pj gy
A—C1:A—C2 azaz C,=C, (mert AC-t ugyanolyan aranyban osztjak). Ez
CB C,B

ellent mond a C, #C, feltételnek, tehat a harom egyenes egy pontban
metszi egymast.

Tetraéderben is az egyik iranyban két bizonyitast ismertetunk.

,— (1) Mivel O a négy sik koz6s metszéspontja, példaul a BC a szakaszon
felirhatjuk a kdvetkezbket:

BN _ T[NDB] _ V[ANDB] B V[ONDB] _ V[ANDB] —V[ONDB] _ V[OADB]
NC T[NCD] V[ANCD] V[ONCD] V[ANCD]-V[ONCD] V[OACD]
Ha analég modon felirjuk a hianyzé harom aranyt majd dsszeszorozzuk

Oket a kivant 0sszeflggést kapjuk. A
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2. bizonyitas

Mivel MP =(MCD)n(PAB) és NQ =(QBC)n(NDA) és O a négy sik
ko6zbs pontja, kovetkezik, hogy O e MP és O e NQ (ha példaul O ¢ MP az
(MCD) és (PAB) sikoknak MP egyenesen kiviil van még kozos pontjuk,

tehat egybeesnek, ami ellentmondas). Tehat MP és NQ metszik egymast,
vagyis egy sikban vannak. Alkalmazva Menelaosz tételét M, N, P és Q
pontokra kovetkezik az allitas.

<= A lehetetlenre vald visszavezetés elvét alkalmazzuk. Feltéttelezzik,
hogy a négy sik kozul az egyik( pl.(MCD)) nem megy at a masik harom O

metszéspontjan de fennall a (*) 6sszeflggés. Legyen R az (OCD) sik és

az AB él metszéspontja. Nyilvan R# M és tovabb ugy jarunk el mint a
Menelaos tétel bizonyitasanal.
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3.8. Desargues tétele

Tétel. Legyen ABC és A'B'C'két nem feltétlenil egy sikban levd
haromszdg, Ugy, hogy létezzenek az ABnA'B'={N},BCNB'C' ={M},

AC N A'C' ={P} metszéspontok. A kévetkez6 kijelentések egyenértékiiek:

a) Az AA',BB’,CC'egyenesek O-ban 6sszefutdak vagy
parhuzamosak.

b) Az M, N és P pontok kollinearisak.
Bizonyitas. A tétel bizonyitasat abban az esetben végezzuk el amikor ABC
és A'B'C’' nincsenek egy sikban (az abrakat lasd a kdvetkez6 oldalon).
(a)=(b) Ez a kovetkeztetés igaz, mert az M, N és P pontok egyrészt az
ABC altal, masrészt az A'B'C’' altal meghatarozott sikban vannak, tehat
rajta vannak a két sik kozos egyeneseén.
(b) = (a) Nyilvan két esetet kell megkuldonboztetnink: I. BB'|| AA" és L.

BB' N AA' ={0}.
I. A feltétel alapjan az ANA' és ABB' haromszogek hasonloak, tehat

BA = NA = BA.NA =1. Masrészt a BAB'P tetraéderben AA,C',C
AN A'B" AN AB’

egy sikban vannak és Menelaos tétele alapjan BA : NA .BC .PC =1,
AN A'B" C'P CB

azaz BB'||CC'.

! !

ahonnan az el6z6 dsszefiggés alapjan B =

PC C'P
ll. Ha BB'nAA'={O}akkor CC'nAA'={0'} (ha CC'||AA’ az el6bbi
gondolatmenet nyoman BB’ || AA" eredményhez jutnank, ami ellent mond a
feltevésnek). Az ANA' haromszog sikjaban N,B’,A’ kollinearisak, APA’
haromszog sikjaban P,C’, A’ kollinearisak igy alkalmazhaté Menelaosz

-t és
O'A
kifejezéseket. Mivel ANA'P

tétele mindkét esetben. Alkalmazas utan kifejezve

A'0O AB' NB iletve A'0" AC PC
OA B'N BA OA CP CA
tetraéderben B,B',C’,C pontok egy sikban vannak alkalmazhaté

, AB NB' A'C' PC BN B'A” A'C' PC

Menelaosz tétele. ) . ) =1, ahonnan ) = )
BN B'A" C'P CA AB BN CP CA
és az el6bbi kifejezések alapjan AO,E\) = 'gi\ . Tehat O és O’ ugyanolyan

aranyban osztjak AA’-t, ami azt jelenti, hogy egybeesnek (O és O' nem
lehetnek harmonikusan konjugaltak AA’-ra nézve mert az O és O’ pontok
szerkesztésébdl kovetkezik, hogy az (A’B'C') sik elvalasztja az A illetve

O és O' pontokat).

-t kapjuk
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Megjegyzés. Ha ABC és A'B'C' egy sikban vannak a tételnek tobb
bizonyitasa is ismert (lasd pl. [3], vagy Menelaosz tételének sorozatos
alkalmazasaval). Vegyuk észre, hogy a fenti bizonyitasban hasznalt érvek
fliggetlenek a két haromszdg sikja altal meghatarozott lapszog mértékétdl
(még a térbeli Menelaosz tételének alkalmazasa is elkerulhet6). Ha példaul
az ABC haromszog sikjat a kozos MP egyenes korul addig forgatjuk, amig
az A'B'C'haromszog sikjaba kertl, allitasaink érvényesek maradnak és a
forgatas folytonossaga kovetkeztében a fennti bizonyitas a sikbeli
tulajdonsag bizonyitasanak is tekinthetd.
Desargues tételének analdg tétele Poncelet nevéhez fizédik.

Tétel. (Poncelet) Ha ABCD és A'B'C'D' tetraéderek esetén az
AA' BB',CC',DD’ egyenesek kodzdés O pontban metszik egymast és

(BCD)~(B'C'D')=a, (ACD)(A'C'D')=b, (ABD)~(ABD)=c illetve
(ABC)n(A'B'C')=d, akkor az a, b, ¢ és d egyenesek egy sikban vannak.

Bizonyitas. I. Ha ABn A'B'={M} akkor M rajta van az a, ¢, d egyenesek

mindegyikén, tehat ezek az egyenesek egy sikban vannak. Ha a
lehetetlenre vald visszavezetés elve alapjan b nincs a tobbi egyenes
sikjaban, akkor at kell mennie M-en ez azt jelentené, hogy M az ABCD
minden lapjanak a sikjan rajta van, ami lehetetlen. Tehat a négy egyenes
egy sikban van.

ll. Ha AB||A'B’', akkor c||AB és d||AB azaz c| d vagyis c és d egy
sikban vannak. Analdg belathatjuk, hogy a négy egyenes paronként egy
sikban van. Ekkor azonban ahhoz, hogy a feltétel ne teljeslljon (a
lehetetlenre valo visszavezetés elvét alkalmazzuk) a|bjc|d kell legyen.

De ekkor ABCD minden lapja parhuzamos kell legyen a —van és ennek
kovetkeztében minden éle is, ami viszont lehetetlen, tehat a négy egyenes
egy sikban van. Ezzel a tételt igazoltuk.

A Desargues (Poncelet) tételében szereplé haromszogeket (tetraédereket)
homoldgikusaknak, a metszéspontok (sikok) altal meghatarozott egyenest
(sikot) homoldgia tengelynek (siknak) nevezzik.

3.9. Steiner tétele

Steiner tételének kijelentéséhez szikségunk van az izogonalis fogalmara
sikban és térben egyarant. Ismerkedjunk meg elébb a Ceva-egyenes (sik)
fogalmaval.

Ertelmezés. Egy haromszdg valamelyik csticsan és a szemben fekvé oldal
tart6 egyenesének tetszbleges pontjan athaladé egyenest Ceva-
egyenesnek nevezunk. Egy tetraéder valamelyik élén és a szemben fekvd
oldal tarté egyenesének tetszbleges pontjan athaladd sikot Ceva-siknak
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nevezunk (egy Ceva-egyenes (sik) lehet belsé vagy kulsé annak
fuggvenyeében, hogy az oldalt vagy annak maghosszabbitasat metszi).
Ertelmezés. Egy haromszdgben két, egy csucshoz tartozé Ceva-egyenes
izogonalis ha szimmetrikusak a szogfelezére nézve. Egy tetraéderben két,
egy csucshoz tartoz6 Ceva-sik Jzogonalis ha szimmetrikusak a
szogfelez6re nézve.
Tétel (Steiner)
a) Ha ABC haromszogben AE és AF izogonalisak, akkor
AE AF (ABY
EB' FB \AC)
b) Ha ABCD tetraéderben (ABE) és (ABF) izogonalisok akkor
2
CE CF _(T(ABC)
ED FD T (ABD) '

Bizonyitas. a) Az izogonalisok értelmezésébdl adodik, hogy
m(ABF<)=m(AEC«)=A-a.

Tovabba

AE T[ABE] B AB.AE .sin(«) B AB.sin(a)

EC T[AEC] AEAC.sin(A-a) AC.sin(A-a)
Hasonléan

AF T[ABF] B AB.AF .sin(A-a) B AB.sin(a)

FC T[AFC] AF.ACsin(a) ACsin(A-a)
Osszeszorozva a kért dsszefliggést kapjuk.
b) Tetraéderben legyen M a CD-n at AB-re allitott meréleges sik AB-vel

valé metszéspontja. Az izogonalisok értelmezésébdl kovetkezik, hogy MCD
haromszogben ME és MF izogonalisok, tehat alkalmazhaté a mar

CE CF_(MB)Z (MB.ABT {T[ABC]T

ED'FD \MC) \MCAB) |T[ABD]

bizonyitott tétel azaz
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3.10. Van Aubel tétele

Tétel. (Van Aubel)
a) Ha az ABC haromszogben AA nBB, nCC, ={0}, ahol A, eBC,
AO AC, N AB,
OA, CB BC
b) Ha az ABCD tetraéderben A, e(BCD), OeAA,
(BCO)NAD ={D,}, (BDO)n AC ={C,}, (CDO)n AB ={B,}, akkor
AO _AB N AC, +AD1 '
OA, BB CC DD
Bizonyitas. a) Haromszogre, vegyuk észre, hogy az AA,C haromszogben
B,, O, B kollinearisak, tehat Menelaosz tételébdl
AO BA, CB, PN AB, _ AO BA

B, € AC és C, € AB, akkor

OA, BC BA BC OA BC’
Hasonléan az AAB haromszogben C,, O, C kollinearisak, tehat
AC, AO CA,
CB OA BC’
AB, AC, AO

Osszeadva ez utébbi két dsszefliggést, kapjuk, ho + = )
99 b % BC CB OA,

b) Legyenek {O,}=CD,nDC, ¢és {E}=AOQ,nCD. Az ACD

haromszogben felirva Van Aubel tételét, kapjuk, hogy
AO, AC, +AD1 (1)

OE CC DD




A B, O és O, pontok kollinedrisak, mert B, O, O, e(BCO) és
B, O, 0,e(BOD) = B, O, O,&(BCO)(BOD)=BO,. A B, A és E
pontok is kollinearisak, mert A e és B, E <(ABE), tovabba
B, A, Ee(BCD) = B, A, E<(ABE)n(BCD)=BE.

Az ABE haromszogben felirva Van Aubel tételét kapjuk, hogy
AO AB, N AO, W AB, N AC, N AD,
OA, BB OE BB CC DD

3.11. A Leibniz-relacio

Tétel
a) Ha M egy tetszdleges pont a térben és G az ABC haromszdg
sulypontja, akkor
MA? + MB? + MC? = 3MG? + GA®? + GB* + GC?>.
b) Ha G az ABCD tetraéder sulypontjia és M egy tetszbleges terbeli
pont, akkor

MA? + MB? + MC? + MD* = 4MG? + GA® + GB* + GC* + GD*

Bizonyitds. Az MA=MG+GA, MB=MG+GB és MC=MG+GC
egyenl6ségek mindkét oldalat onmagaval szorozzuk skalarisan, és a
megfeleld oldalakat 6sszeadjuk:

MA? = MG? + GA? + 2MG -GA
MB? = MG? + GB? + 2MG -GB
MC = MG? + GC? + 2MG -GC

MA? + MB? + MC? = 3MG* + GA® + GB* + GC? + 2MG-(GA +GB + GC)

Mivel GA+GB + GC =0, a kért egyenléséget igazoltuk.
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a’ +b? +c?

Megjegyzés. Konnyen belathatd, hogy GA? + GB* + GC? = 3

2 2 2
tehat a Leibniz-relacié MA? + MB? + MC? = 3MG? + &0 +¢°

alakban is irhato. Ebbél kovetkezik, hogy OG? =9R* —(a* + b’ +c?) és

2 2 2
OH? =R? -2 ”; “C  ahol O az ABC haromszdg koré irt kor

kozéppontja, G az ABC haromszog sulypontja és H az ortocentruma.

b) Ha G az ABCD tetraéder sulypontja, akkor barmely O térbeli pont
esetén OG - OA+OBZOC+OD (1) és GO = AO+BOZCO+DO 2).

Az MA = MG + GA 6sszefliggésbsl MA? = MG? + GA? + 2MG - GA (3).
Hasonldan

MB? = MG? + GB? + 2MG - GB (4)
MC? = MG? + GC? + 2MG -GC (5)
MD? = MG? + GD? + 2MG - MD (6)
A (3), (4), (5) és (6) 6sszefuggeseket 0sszeadva, kapjuk, hogy
MA? + MB? + MC? + MD? =
= AMG? + GA? + GB? + GC? + GD? + 2MG - (GA +GB+GC + GD) (7).

A (2) 6sszefuggeésbe O helyett rendre A-t, B-t, C-t, illetve D-t helyettesitunk:

@»:BA+CA+DA, G—B»:AB+CB+DB
@:AC+B4C+DC, G—D»:AD+BD+CD

Ha dsszeadjuk az utébbi négy egyenléség megfelel6 oldalait kapjuk, hogy
GA+GB+GC+GD =0, tehat (7) éppen a keresett 6sszefuggés.

3.12. Metrikus relaciok

Tétel. a) A haromszogbe irt kor sugara r = L ahol T a haromszdg
a+b+c
terulete, a, b, ¢ a haromszog oldalainak hossza.
b) A tetraéderbe irt gdmb sugara r = 3V , ahol V a

Ty +T5+T.+T,
tetraéder térfogata,T,, T;, T, T, pedig a megfelel6 csuccsal szemben fekvd
oldallap tertlete.
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Bizonyitas

a) T[IAB]+T[IBC]+T[IAC]=T[ABC], tehat T = % ¥ % ¥ % Ebbé| r-et
kifejezve az allitast kapjuk. A
b
C
|
B ' 3 C

b) Hasonléan a tetraédert az IBCD, IABC, IDCA és IABD tetraéderekre
bontjuk fel. Ezeknek a tetraédereknek /-bél indulé magassaga a beirt gomb
sugara. A

4 [ABCD] =V [ABCI] +V [BCDI] +V [ABDI] +V [ACDI]
egyenléség alapjan
TA-r+TC-r+TB-r+TD-r

V= , tehat
3 3 3
B 3V
T AT, +T +T,
Tétel. a) A haromszog hozzairt koreinek sugarai r, = L
-a+b+c
r, = _2r és r, = L.(minden nevezOben az az oldal negativ
a-b+c a+b-c
el6jell, amelyikhez hozza van irva a kor).

3V . 3V
T AT, +T+T, % T,-T,+T +T,
analdgjaik (minden nevezében annak az oldallapnak a terulete negativ,
amelyikhez hozza van irva).

Bizonyitas. A rajz alapjan T[ABI,|+T|[ACI,|-T[BCl,|=T[ABC], tehat

cr. br, ar . . ez
a4+ 2 2"’ =T , ahonnan kovetkezik az allitas

b) Tetraéderben r, = es




Tetraéderben analdg moédon az ABCl,, ACDI,,ABDI, tetraéderek
terfogatabol kivonva a BCDI, tetraéder térfogatat az ABCD tetraéder

térfogatat kapjuk. Felirva a térfogatok képlatét az Osszefuggeésbdl
kifejezhetjuk r,-t.

Tétel. A tetraéder harom kulsé érintégomb sugaranak képlete:

o 3V - 3V .o 3V

B T AT, -T =T, 7 T,-Ty+T,-T," ™ T,-Ty+T,-T,
amennyiben T, + T, >T. +T,, T,+ T, >Tg+T,lilletve T, +T, >T;+T,. (I
az A és B csuccsal szemben fekv6 lapok sikjat "belulrél" a masik kettdt
pedig "kivulrdl" érinti)
Bizonyitas. A kuls6 érintégomb az AB élhez kifelé csatlakozo lapsikok altal
hatarolt térrészben van. Legyen a kozéppontja /5. A mellékelt abrat nézve
kiderul, hogy az /,;,ABC, [,;,ABD és ABCD tetraéderek térfogatainak
osszege pont az/,,BCD, 1,;,ACD tetraéderek térfogatanak osszege, tehat

_agTa  ragls Taglp  Tasl

V= + . Ebbdl kovetkezik az allitas. Nyilvanvalo
3 3 3 3

azis, hogy T, + T, > T, + T, mert ellenkezd esetben a tort nem ertelmezett
illetve r,z; <0.

b) tetraéderben

ahol h,-val az a oldalhoz tartoz6 magassagot, h,-val a tetraéder A
csucsabdl huzott magassag hosszat jeloltuk.

Bizonyitas. A haromszog teruletkéepletebdl h, _2r , h, :%, h, :E.
a c
Ezeket Osszeadva i+i+i:a+—b+c :1. Hasonl6éan jarunk el
h, h, h, 2T r

tetraéder esetén is.
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Tétel. a) Minden haromszogben 1 = 1+l+l.
r r, r, r

a

b) Minden tetraéderben 2 = i+i+i+i.
rr, ry Iy I

Bizonyitas. Tetraéder esetén a mar bizonyitott képletek segitségével
1T 1 1 1 T, +Tg+T.+T, +TA —T,+T,+7T, +TA +T,-T,+1T, N

ry rg I I 3V 3V 3V
+TA+TB+TC—TD_2(TA+TB+TC+TD) 2
3V - 3V r

Megjegyzés: Az el6bbi tételekbdl rogton adddik, hogy
1T 1 1 1 1 1

h, h, h r, r, r

a c a c

és térbeli analogja.

Tétel. a) Minden haromszdgben l:—i+i+i, l:i_i+i és
ra ha hb hc rb ha hb hc
11,1 1
rc ha hb hc .
b) Minden tetraéderben
1 1 1 1 1T 1 1 1 1 1
— =t —t—+—, —=— ——+—+—,
rA hA hB hC hD rB hA hB hC hD
T 1T 1 1 1 1 1 1 1 1
—=—+———+—€65 —=—+—+———.
rC hA hB hC hD rD hA hB hC hD

Bizonyitas. A haromsz6g magassagképleteibél
1T 1 1 a b ¢ -a+b+c 1

——t—t—= :
h, h h, 2T 2T 2T 2T r,

Hasonléan bizonyitjuk a masik két dsszefuggest is. Tetraéder esetén a
térfogat képletbdl indulunk ki, és analég médon jarunk el. D

Tétel. a) A haromszog teruletképlete T = w (illetve

analogijai).
b) Ha az ABCD tetraéderben AB<-vel jeloljik az AB 4 C
éll lapszog mertékét, M-mel és N-nel a D csucs ABC
sikra, illetve az AB oldalélre esé vetiiletét, akkor N
B
V= % .AB- AC - AD - (sin(AB<)sin(DAN<)sin(CAB<)),

(és még 3 analog 6sszefugges).
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Bizonyitas. A harom merbleges tételének els6é forditott tétele alapjan
MN 1 AB, és a DNM<x szdg mértéke az ADB és ABC sikok lapszogének
mertéke. Az  AND es DNM  derékszogu haromszogben
DM = DN -sin(DNM<) és DN = DA -sin(DAN<), tehat
V:%-T[ABC]-DM:%-%-AB-AC- sin(CAB<)-DN-sin(DNM<:):

:%-AB-AC-AD-sin(DAN<r)-sin(CAB<x)-sin(AB<r).
Tétel (Dostor, 1867)

T.-T,sin(AB«
Az ABCD tetraéder térfogata kifejezhet6 a Vzé . AB( )

Osszefliggéssel is.
Bizonyitas. Az el6bbi feladat abrajat és jeloléseit hasznalva:

V:%-T[ABC]-DM:%-T[ABC]-DN-sin(ABq):

2 .AB'DN-sin(AB<:):g.Msin(AB<r).
AB 3 AB

Ugyanigy bizonyitjuk a masik 3 analog 0sszeflggést is.

1
- -T[ABC
1. 7{a8c]

Tétel. Az ABCD tetraéder térfogata kifejezheté a V :%-AB-CD-d-singo

egyenléséggel is, ahol d=d(AB,CD) és ¢ =(AB,CD«).(AB,CD<«x) az AB

és CD egyenesek szogét jeloli.
Bizonyitas. Az ABCD tetraéder koré egy hasabot irunk. Felvesszik az E
és F pontot ugy, hogy az ABCE és BCDF négyszogek paralelogrammak
legyenek. Az AB és CD egyenesek altal kozrezart szog éppen az ABF és
ECD haromszog B, illetve C csucsanal keletkez6 szog, tehat a hasab
alapterulete:
CE-CD-sinp AB-CD-sing

2 2 '
A Az ABF és CED sikok tavolsaga éppen az

AB és CD kitéer6 egyenesek tavolsagaval
. egyenld, ezért a hasab térfogata
B, V, =T[ECD)-q = A2 C2 SN2 - pe 4
E
hasab felbonthaté az ABCD, ABFD és AECD
(' p tetraéderekre, €s mivel ezek a tetraederek
c azonos térfogatuak,

V, AB-CD-d-sing

T[ECD] =

3 6
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Megjegyzések
1. A o, =sin(DAN<)sin(CAB<x)sin(AB<«) szorzat az A cslcsU

triédert jellemzi, mert

o, =sin(AC<x)sin(DAC<)sin(BAC«) = sin( AD<)sin(BAD<)sin(CAD«).
Ez a tulajdonsag Cristian von Standt, német matematikus nevéhez flizédik.
Belathato, hogy itt az analdgia az oldal-oldalél, illetve sz6g-térszog analog
fogalmak kozvetitésével valdsult meg.

2. Az els6 feladatban levezetett képlet esetén az oldal-oldallap illetve
sz0g- lapsz0g analdgiak jatszanak szerepet, de megfigyelheté bizonyos
szerkezeti analdg is ,objektum x objektum x kozrezart sz0g szinusza’.
Természetes jelenség az is, hogy a nevezében megjelenik az oldalhossz,
hisz a ,terllet x terulet” 4 dimenziés. A masodik feladat kapcsan is
érzékelhet6 ez a jelenség ,alapterulet x magassag” formaban amennyiben
két egyenes k6z0s merdlegesét a magassaggal azonositjuk.
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V. FEJEZET
SPECIALIS TETRAEDEREK

4.1. Ortocentrikus tetraéderek

Feladat. (L’Huiler, 1782) Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD tetraéderben
AB 1 CD, akkor az A és a B csucsokhoz tartozé magassagok metszik
egymast.

Megoldas. Jeldljuk A,-gyel az A pont

BCD sikra es6 vetuletét.
AA L (BCD) = AA, LCD

=
AB 1 CD

=CD L (ABA1) = CD 1 BA,

Tehat BA, a BCD haromszog
magassaga. Jeloljuk B,-vel ennek a
magassagnak a talppontjat és B,-gyel
a B pont AB, egyenesre es0 vetuletét.

A harom mer6leges tétele alapjan
AB, L CD, igy a harom merdleges

tételének masodik forditott tétele alapjan BB, L(ACD). Az ABB,

haromszogben az AA, és BB, magassagok, tehat metszik egymast.
Feladat. Igaz-e az el6bbi allitas forditottja?
Megoldas. Ha B, a B pont (ACD) sikra es6 vetiilete, és A, az A pont
(BCD) sikra es6 vetiilet, akkor BB, LCD és AA LCD. Tehat
CD L (ABAB,) (az A, A4, B és B pont egy sikban van). Az AB,"CD és
BA, nCD metszéspontok az ABAB, sik CD egyenessel valo
metszetében vannak. A CD egyenes nincs az ABA,B, sikban és nem is
parhuzamos vele, tehat a CD és az (ABA1B1) metszete egy pontot
tartalmaz. Ebbd&l kovetkezik, hogy az AB, és a BA, a CD egyenesen
metszik egymast (ezt a pontot jeléltik B,-vel). CD L (ABAB,) alapjan
CD 1 AB, tehat a tulajdonsag forditottja is igaz.

Az el6bbi két feladat arra mutat ra, hogy a tetraéder magassagai
nem mindig Osszefutok. Ezért nagyon sok, haromszogre vonatkozé
tulajdonsag nem altalanosithatd tetraéderekre. Ahhoz, hogy akar

egyszerld sikbeli tulajdonsagok térbeli analdgjarél beszélhessunk,
szUkséges néhany specialis tetraéderosztaly bevezetése. Ha a
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magassagok osszefutasat tetraéderekre szeretnénk kiterjeszteni, az elsé
két feladat alapjan egy specialis tetraéderosztalyt kapunk.

Ertelmezés. (Steiner, 1827) Az ABCD tetraédert ortocentrikusnak
nevezzuk, ha magassagai 0sszefutd egyenesek.

Tétel. Az ABCD tetraéderben a kdvetkez6 kijelentések egyenértékiiek:
a tetraéder ortocentrikus;
AB 1 CD, AC 1L BD;

AB 1 CD, AC L BD és AD 1 BC,;

AB? + CD* = BC* + AD* = AC? + BD?; (Feuerbach, 1827)
Egy csucs vetllete a szembefekvd lap ortocentrumaba kerl;
Barmely csucs szembefekvd lapra esd vetllete az illeté lap
ortocentruma.

7. A kett6s élfelez6k kongruensek.

8. Létezik olyan k, allandd, amelyre

k, =DA-BD-cos(ADB<«)=DB-DC -cos(DBC<)=DA-DC -cos(CDA<)
Bizonyitjuk a 8. tulajdonsagot. A D -t tartalmazé oldallapokon felirjuk a
koszinusz tételt.

2DA -BD -cos(ADB<x) = AD? + DB* — AB?,

2DA -DC -cos(BDC<) = DB* + DC* —-BC? és

2DC - DA -cos(CDA<x) = CD? + DA* —CA?.
Masrészt az AD* + BD* — AB* = BD* + DC* — BC* egyenl8ség pontosan
akkor teljestl, ha AD?+BC? = AB* +CD?, vagyis ha BD 1CD. Ez
alapjan az ABCD tetraéder pontosan akkor ortocentrikus, ha az el6bbi
koszinusz tételekb6l szarmazd egyenléségek bal oldalan megjelend
kifejezések egyenlok.
Mivel a szorzatok eldjele csak a megjelend koszinusztdl fugg, igaz az
alabbi kovetkezmény:
Kovetkezmény. Az ABCD ortocentrikus tetraéder D csucsara

illeszked6 sikszogek vagy mind tompaszogek, vagy mind derékszogek,
vagy mint hegyesszdgek.

ok WM~

Tulajdonsagok

1. Az ABCD ortocentrikus tetraéderben O, G és H kollinearisak és G
felezi OH -t.

2. Az ABCD ortocentrikus tetraéderben az oldallapok sulypontjaiban a
lapokra allitott merbéleges egyenesek egy I' pontban metszik
egymast, amely kollinearis O,G és H-val és HI' =2I'O.

3. Az ABCD ortocentrikus tetraéderben a négy lap Euler kore egy
gbmbon van, amelynek atméréi a kettbs élfelez6k (Voght, 1881)
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. Az ABCD ortocentrikus tetraéderben a lapok magassagpontjai és
sulypontjai egy gombon vannak, melynek kozéppontja OH-n van és

sugara g Ez a gomb harmadolja az AH, BH, CH és DH

szakaszokat.
. Az ABCD ortocentrikus tetraéderben az AH, BH, CH és DH

szakaszok felez6pontjai egy E kozéppontu és g sugaru gombon

vannak. (Jacobi, 1831)
. Ha az ABCD tetraéderben H az ABCD ortocentruma, akkor D az
ABCH ortocentruma.
. Ha az ABCD tetraéderben a lapok ortocentrumaiban a lapokra emelt
merblegesek egy H pontban metszik egymast, akkor a tetraéder
ortocentrikus.

Ha az AA,A,A, ortocentrikus tetraéderben ¢, az A pontban a

koreirt gombhoz huazott érinté sik, G, az A-vel szembefekvd lap
sulypontja, ahol i=14, akkor a G.-b6l az «;-re bocsajtott
merdlegesek Osszefutok.

4.2. Az egyenlé oldalu tetraéderek
Ha az egyenld oldalu haromszog térbeli megfeleldjét keressuk, egy

alapveté problémaval talaljuk magunkat szemben. Elvarjuk ugyanis,
hogy a térbeli megfelelébnek (analdégnak) hasonlé tulajdonsagai legyenek.
Ezért felsorolunk néhany olyan tulajdonsagot, amely az egyenlé oldalu
haromszoget jellemzi:

oldalai kongruensek;

szOgei kongruensek;

magassagai egyforma hosszuak;

az oldalfelez6i magassagok;

a szogfelezbi oldalfelezdk;

egy bels6é pontnak az oldalaktol vett tavolsagai Osszege a
haromszog magassagaval egyenld;

7. a beirt és koréirt korok kozéppontjai egybeesnek.

SahwN=

Mar az elsé tulajdonsag alapjan sem egyértelmi a térbeli analdg, hisz a
tetraéder gazdagabb, mint sikbeli tarsa, van oldaléle és oldallapja is. Ha
az oldalélek egyenl6séget kérjuk, akkor olyan tetraédert kapunk,
amelynek minden lapja egyenldé oldalu haromszdg. Ez rendelkezik a
tobbi tulajdonsag térbeli megfelel6jével is, de ezek a tulajdonsagok ezt a
tetraédert nem jellemzik, hisz ha a magassagok egyenlé hosszuak,

akkor az oldallapok teruletei egyenldk kell, hogy legyenek (V :%.SA -h,
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stb.), és ilyen tetraéder barmely hegyesszdgl haromszogbdl kiindulva
szerkeszthet6 az alabbi médon:

Az ABC hegyesszogl haromszdg alaku kartonlapot az A'B', B'C' és
C'A’ k6zépvonalai mentén megtlrtink.

Be kell lathunk azt, hogy az AB'C’, BC'A’ és CA'B’ haromszogek
mozgathatdk ugy, hogy az A, B és C csucsok egy pontban talalkozzanak
(azaz, hogy egy tetraédert kapunk):

1.megoldas. Ha a B'C' mentén tirjuk fel az AB'C’' haromszdget, és

egy adott pillanatban az

[AA’] szakasz hossza megegyezik a [B'C'] szakasz hosszaval, akkor
éppen a keresett tetraédert kapjuk, mert ekkor AA'B'=CA'B’' és
AC'A"=BC’A’. Nyilvanvald, hogy a feltirés folyaman az AA’" szakasz
hossza csdkken. Legyen A"C'B’ az AC'B’ a feltlirés utan. Eszrevehet?,
hogy AOC'=A"0OC' = AO=0A". Az A'OA" haromszdgben a

haromszog egyenlbtlenséget felirva
A"0O+0A > A'A"
A"O+0A = A0 +0A = AA
Az AA' szakasz hossza akkor lesz a legrovidebb, ha visszat(rjuk a sikba
az AB'C'-et. Az [A'A", AA"] intervallumban barmilyen értéket felvehet az

A"A". Tehat annak szikséges és elégséges feltétele, hogy egy
tetraédert kapjunk a harom haromszog feltirése utan az, hogy
AA"<B'C' <AA'.

Mivel m(A«)<90° = m(ABA%x)>90° = az ACAB

paralelogrammaban AA'>B'C'. Az A'A"C'B' trapézban

m(C'B'A'<x) = m(ABC<r) <90 = C'B'> A'A".

Tehat fel lehet tlrni gy a haromszoget, hogy egy tetraédert kapjunk.

2. megoldas. Az A-nak az A'B'C’ sikra es6 vetulete a mozgas ideje alatt
az ABC haromszog A-bdl huzott magassagan mozog. Elégséges azt
igazolni, hogy az ABC haromszdg H magassagpontjia az A'B'C’
haromszog belsejében van és, hogy a feltlirés soran, amikor A, Bés C
rakerll a H-ban (A'B'C’)-ra emelt merélegesre, akkor ugyanabba a
pontba kerllnek. Az A"H szakasz hosszara érvényes az

2 2
A'H? = (%) - (AH - %} = AH -HA, = 4R? cos Acos BcosC

} = AA' > A'A".
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egyenléség. Mivel ez a kifejezés szimmetrikus A, B és C-re nézve a
feltlrés soran tetraédert kapunk.

Feltehetjuk a kovetkez6 kérdést: Mi térténik ha tompaszdgl
haromszbgbdl indulunk?

Megoldas. Az el6z6 feladat alapjan, ha m(A<r) >90°, akkor AA'<C'B’,
tehat nem lehet feltlirni a haromszoget a kért modon.

Visszatérve el6bbi fejtegetésinkre, az is lathatd, hogy az
oldallapok teruleteinek egyenlésége elégséges ahhoz, hogy egy bels6
pont tavolsagainak 0sszege a magassag hosszaval legyen egyenl6. E
tulajdonsagok alapjan lathaté, hogy a térbeli analég nemcsak az
alakzattol fugg, hanem az alakzat konkrét tulajdonsagaitdl is, amelyek
szerint az analdgiat épitjuk. Ezért bevezetjtk a kovetkezd
tetraéderosztalyt, és vizsgaljuk a tetraéderek tulajdonsagait:

Ertelmezés. Az ABCD tetraédert egyenld oldalunak nevezzik, ha
oldallapjai egyenl6 teruletiek.

Az eddigi meggondolasaink alapjan érvényes az alabbi tétel:

Tétel. Az ABCD tetraéderben a kdvetkez6 allitasok egyenértékiek:

1. ABCD egyenl6 oldalu.

2. A magassagok egyenld hosszusaguak.

3. Harom, nem egy csucsbdl kiinduld él altal meghatarozott lapszogek
szOgfelezbsikjai felezik a szemkozti élt.

Példaul, egyenld oldalu tetraéder az

elébbi eljarassal szerkesztett

tetraéder. Természetesen tevédik fel

a kérdés, hogy az igy szerkesztett

tetraédernek egyéb tulajdonsagai

jellemzék-e az egyenl6 oldalu

tetraéderekre, illetve, hogy létezik-e

olyan egyenl6 oldalu tetraéder, amit

nem a fent leirt médon szerkesztunk.

Induljunk ki abbdl, hogy az ACD és a

BCD haromszog terulete egyenlé. Mivel a két haromszég CD oldala

koz0s, az AE és BF magassagok kongruensek. Ha M és N az AB és CD

oldalélek felez6pontjai, akkor az EF szakasz az AB oldal CD-re es6

vetulete, tehat [EN]E[NF]. Ebbdl kovetkezik, hogy a BFN és AEN
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derékszdgli haromszogek megfelelé befogdi kongruensek, tehat
AEN=BFN. gy [BN]=[AN], tehat az ANB egyenl6 szaru

haromszogben MN magassag. Hasonlbéan belathato, hogy az MN kett6s
felez6 merdleges CD-re is, tehat a kettds felez6k a hozzajuk tartozo
oldalélparok ko6zos merblegesei. Ha a BFC és AED derékszogl

haromszogeket vizsgaljuk, lathatjuk, hogy [BF|=[AE] és [CF]|=ED,
tehat BFC = AED . EbbdéI kdvetkezik, hogy [AD] = [BC]. Tehat egy ujabb

tulajdonsagot igazoltunk. Ezt a kdvetkezd tételbe foglaltuk:

Tétel. Az ABCD tetraéder akkor és csak akkor egyenlé oldalu, ha a
kovetkez6 tulajdonsagok kozul valamelyik teljesul:

4. a szembefekvé élparok kongruensek;

5. a kett6s felez6k az altaluk felezett élek kozos merdlegesei.
Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitasbdl kiderul, hogy az egyenl6é oldalu
tetraéder oldallapjai kongruens haromszégek. Erdemes megfigyelni,
hogy az egyenl6 oldalu tetraéder értelmezésében kerultik az oldallapok
kongruenciajanak hasznalatat, bar kézenfekvé lett volna hasznalni
(egyenlé oldalu haromszogben az oldalak kongruensek, tehat egyenl6
oldalu tetraéderben az oldallapok kongruensek). Ennek az oka az, hogy
a haromszogek kongruencigja bizonyos meértékl kotottséget rejt
magaban (megfelel6 oldalak és szogek kongruensek), ami nem biztositja
az értelmezés kell6 pontossagat és tomorsegét. Masrészt a szakaszok
kongruenciajat a szakaszok hossza segitségével értelmeztuk, tehat ezt
kilktatva a hosszmérték — tertletmérték analogia alapjan az értelmezés
sokkal ,természetesebb” és ilyen szempontbdl 6sszhangban van az
egyenl6 oldalu elnevezéssel ugy haromszog, mint tetraéder esetén.

Tulajdonsagok

1. Az ABCD tetraéder akkor és csak akkor egyenl6 oldalu, ha
térlapszogeik egyenlék.

2. Az ABCD tetraéder akkor és csak akkor egyenl6 oldalu, ha az O, G
és | pontok kozul legalabb kettd egybeesik.

3. Az ABCD egyenl6 oldalu tetraéder éleinek felez6pontjai egy olyan
oktaéder csucsai, amelynek lapjai kongruens haromszogek.

4. Az ABCD egyenl6 oldalu tetraéder minden csucsaban a sikszogek
mértékének osszege 180°.

5. Ha az ABCD tetraéderben harom csucsban a sikszogek mértekének
o0sszege 180°, akkor a tetraéder egyenlé oldalu.

6. Az ABCD egyenl6 oldalu tetraéderben a csucsoknak a szembefekvd
lapokra es6 vetuletei, a magassagok felez6pontjai és a lapok
magassagpontjai egy gombon vannak.
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7. Az ABCD tetraéder akkor és csak akkor egyenld oldalu, ha a hozzairt
gOmbok sugarai egyenlok.

8. Ha egy ABCD tetraéderben Iétezik négy, nem egy sikban fekvé pont,
amelyekre a csucsoktdl valé tavolsagok osszege ugyanaz, akkor a
tetraéder egyenl6 oldalu.

4.3. Derékszogletii tetraéderek

Ertelmezés. Az ABCD tetraédert A-ban derékszdgletiinek nevezziik, ha
AB, AC és AD élei paronként merélegesek egymasra.

Tulajdonsagok

Bizonyitsuk be, hogy az ABCD, A-ban derékszogletl tetraéderben

1. az A-nak a BCD-re es6 A" vetulete a BCD haromszdg
ortocentruma és a BCD haromszog hegyesszogu;

1 1 1 1
AA?  AB? * AC? ’ AD*’
cos” (A'AB) +cos® (A'AC) + cos® (A'AD) =1 (Tinseau, 1780);
cos? (BC«)+ cos? (CD«) + cos” (DB«x) = 1;
T? [ABC] =T [BCD] T [A’BC] ;
T? [BCD] =T? [ABC] +T° [ADC] +T° [ABD] ;

7. 9V? [ABCD] =2T [ABC] T [ACD] : T[ABD].
Bizonyitas
1. A mellékelt abra
jeloléseit hasznaljuk. Az

AA 1L BC és
AD 1 (BAC)

Osszeflggések és a
harom merdleges tétele
alapjan DA, L BC és az
A pontnak a BCD sikra
es0 vetulete az AD
magassagon
helyezkedik el.
Hasonloan igazolhato, B
hogy az A pontnak a
BCD sikra es6 vetulete rajta van a BCD haromszog B illetve C csucsabal
huzott magassagon is. Eszerint az A pontnak a BCD sikra es6 vetllete
éppen a BCD haromsz6g magassag-pontja.

o a0 k0w b
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2.Ha az AB, AC és AD szakaszok hosszat rendre x-szel, y-nal és z-vel
jeloljuk, akkor az ABC haromszogben az AA, magassagra

AA, - XY ¢saz AAD haromszogben
X2+ y?
AN = AD - AA _ xyz .
\/ADZ + AA? \/xzy2 +y?7° + 2°x?
Ebbél kévetkezik, hogy —— =+ 4+t 11 1 1

— = + + :
AA?  x* y* 72 AB* AC* AD?
3.-4. m(A'AD«) = m(DA,A«x) = m(BC<), tehat
AA, ’ B x?y?
DA, x?y? +y?z? + 2°x°

cos?(A'AD) = cos?*(BC«x) = (

Hasonlé médon igazolhato, hogy

2,.,2
cos’(A'AB<x) =cos’(DC<x)=——2Y __&s
xX?y? +y?z% + z°x
z°x?
cos?*(A’AC<x) = cos?(BD<«x) = —, tehat

xX°y? +y*z* + 2°x
cos’(A’AB<x) + cos®*(A’AC«x) + cos’(A'/AD<x) =1 és
cos?(BC<x)+ cos?(CD<x) + cos*(DB<x) =1.

2.,2
5. A T?[ABC]=2 :’ . TBCD] = 2ACBC _ %\/x2 V2 1+ Y222 + 22X és
A'A-BC 1 x%y?

T[A'BC] = egyenl6ségek alapjan

2 B 2\/x2y2 122 4 22X
T*[ABC]=T[BCD]-T[A'BC].
Ez a befogo tétel analogja.

6. Az el6bb igazolt egyenléseget a tetraéder tobbi lapjara is felirjuk, majd
O0sszeadjuk a kapott egyenléségeket.

T2[ABC]+ T2[ADC] + T2[ABD] = T[BCD]-T[A'BC] +,
+T[BCD]- T[A'DC] + T[BCD]- T[A'BD] = T[BCD]- T[BCD] = T2[BCD].

7. A V[ABCD]=%, T[ABC]:%, T[ADC]:% és T[ABD]:Z_ZX

egyenl6ségek alapjan kovetkezik, hogy
OV?[ABCD] = 2T[ABC]-T[ADC]-T[ABD].
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Tulajdonsagok

1. A derékszogleti tetraéder Euler egyenese a derékszoglet csucsabdl
Kiindulé sulyvonal.
2. Az A-ban derékszogletl tetraéderben

2 2 2 2
mg +mgz +mj =11mj
(Ez a tulajdonsag a derékszogl haromszogeket jellemzd
m’ +m? =5m’ egyenl6ség analogonja)

4.3. Szabalyos tetraéderek

Ertelmezés. Az ABCD tetraédert szabalyosnak nevezzuk, ha minden
oldaléle azonos hosszusagu.

Lathatd, hogy igy barmely csucsnak a szemben fekvd lapra esé
vetllete az illetd lap kdzéppontjaba (ortocentrumaba) esik, tehat a
szabalyos tetraéder ortocentrikus is. Mivel az oldallapok kongruensek, a
tetraéder egyenld oldalu is.

Tétel. Ha valamely egyenlé oldalu tetraéder ortocentrikus, akkor
szabalyos.

Tulajdonsagok

1. Ha az ABCD tetraéder szabalyos, akkor az O, I, G és H pontok
egybeesnek.

2. Ha egy ortocentrikus tetraéderben az O, I, G és H pontok kozul
legalabb kettd egybeesik, akkor az ABCD szabalyos.

3. Egy a oldalu szabalyos tetraéderben h:a\/g, Vzéasx/i,

cos« :%, ahol o a tetraéder lapszoge.

4. Ha p az a oldalu szabalyos tetraéderben egyik élnek az egyik lappal

3 1
bezart szoge, akkor cos = —.
J3

5. Egy a oldalu szabalyos tetraéderben két szembefekvd él tavolsaga
a2
—
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V.FEJEZET
SPECIALIS ANALOGIAK

Ebben a fejezetben két el6adas mddszertanilag lebontott menetét
ismertetjuk, és tovabbi harom analdgiat mutatunk be. Az el6adasok
tehetséggondozo taborokban hangzottak el, valogatott hallgatésag eldtt
és, egy hetes felkészitd program keretén beliill. Eppen ezért a a
felhasznalt tételek és fogalmak (Cauchy-Bunjakovszkij egyenlétlenség,
szimmedianok tulajdonsagai, mértani helyek, sulypont értelmezése
tetraéder esetén, Menealosz-tétel stb.) el6 vannak készitve, tehat a
feltételezziik, hogy a hallgaték (a Marton Aron Liceum, a Tamasi Aron
Liceum és a Bathory Istvan Liceum 11. és 12. osztalyos versenyz6
didkjai) ezekkel tisztaban vannak. A targyalasméd eltér a hagyomanyos
Ertelmezés-Tétel-Bizonyitas stilustdl, mert a foglalkozas a diakok
munkajan alapszik, 6k ,fedezték fel”, hogy a tetraédernek is van Lemoine
pontja illetve 6k terjesztették ki a térre a szukséges tételeket stb. Ez a
targyalasmaéd az analdgiak felfedezésének egy jellemz6 tulajdonsaga.

A foglalkozas 06t részre tagolhato:

. a problémaszituacid megteremtése a sikbeli tulajdonsag
(és megoldas) ismertetésével;

. @ megoldas kielemzése, a f6 Otletek azonositasa;

. a hasznalt tételek és fogalmak térbeli analogonjainak
meg(/ki)talalasa;

. a bizonyitas Iépéseinek megismétliése a térben;

. a térbeli tulajdonsag megfogalmazasa és a bizonyitas
letisztazasa.

wWiN —

[©) 2

A foglalkozasok leirasa nem tartalmazza a tévutakat, ezeket ugyanis
a diakok menetkdzben vagy a bizonyitas letisztazasa soran kijavitottak.
Ennek ellenére néhany helyen utalni fogunk a a lehetséges hamis
analdgiakra. Az egyik legnehezebb lépés mindig a megfeleld térbeli
alakzat azonositasa volt, a haromszog Ceva-egyenesei helyett ugyanis
az els6 esetben Ceva-sikok jelennek meg (bar lehet kisérletezni Ceva-
egyenesekkel is, de ez nem vezet eredményhez), mig a masodik
esetben az alapra illeszked6 Ceva-egyenesek helyett Ceva-sikok, de a
harmadik csucsbal kiindulé egyenes analogonja a térben is egy egyenes.
igy ugyanannak a sikbeli abranak a két esetben két kiildnbdzé térbeli
abra az analogonja.

A dolgozat nem tartalmazza az 5. rész leirasat, mert ez gyakorlatilag
az 6t megel6z6 részek 6sszefoglalasa lenne.
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5.1. Tetraéder Lemoine pontjanak értelmezése a minimum-
tulajdonsag alapjan

1. rész

Az ABC haromszogben egy tetszéleges M pontnak az oldalaktol
valo tavolsagait jeloljuk rendre d,, d, és d.-vel. A haromszog
geometrigjabdl ismert, hogy a Lemoine pont (a szimmedianok'
Osszefutasi pontja) rendelkezik a kovetkez6 minimum tulajdonsaggal:

Tétel. Az ABC haromszogben a K Lemoine féle pontra az
S=d>+d} +d?
0sszeg minimalis.

Ebben a paragrafusban ebbdl a minimumtulajdonsagbdl kiindulva
értelmezzik a tetraéder Lemoine pontjat. Ehhez el6bb szukségunk van a
sikbeli tulajdonsag bizonyitasara, mert az analdgia forrasa éppen ez a
bizonyitas.

Bizonyitas. Az ABC haromszoglapot felbonthatjuk az AMB, BMC és
CMA haromszoglapokra, tehat az AMB, BMC és CMA haromszogek
terlletének az 6sszege egyenlé az ABC haromszog teruletével.

B
A T[ABC] =T[AMB] + T[BMC] + T[CMA] egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy
ad, +bd, +cd, =2T[ABC].
igy a Cauchy-Bunjakovszkij egyenlétlenség alapjan:
(ad, +bd, +cd, )’ <(a” +b* +c?)(d? +d} +d?),
tehat
AT?

d?>+d?+d? >
b — -
@ T a?+d?+c?

"' A szimmedian az oldalfelezd szimmetrikusa a szogfelezére nézve.
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dy

Egyenl6ség pontosan akkor teljesul, ha %:?:%. Igazoljuk, hogy

pontosan egy olyan pont létezik, amelyre ezek az egyenléségek
teljesulnek. Ehhez szikségunk van a kovetkezé tulajdonsagra:

Tulajdonsag. Azon M pontok mértani helye, amelyekre % =k, ahol k
egy rogzitett pozitiv allanddé két egyenes, amelyek athaladnak az A
csucson. Ezek kozul az egyik a BAC szog belsejében van és a masik a
kllsé tartomanyaban helyezkedik el.

Ebbdl a tulajdonsagbdl (és a masik két tulajdonsagra felirt hasonld
tulajdonsagokbadl) kovetkezik, hogy a haromszdg belsé tartomanyaban
pontosan egy olyan K pont Iétezik, amelyre
d, _a_.d,_b

-

a

b d

d, c
Erre a K pontra ﬁzﬁzﬂ. Megjegyezzuk, hogy a $:§

a b ¢ d, b
egyenléség az oldalfelezbnek a szogfelez6 szerinti szimmetrikusat
jellemzi, tehat K pont a szimmedianok &sszefutasi pontja (a

sikgeometridban igy értelmezzik altalaban a Lemoine pontot).

2.rész
A megoldas f6 lépései:
— a tavolsagok, oldalhosszak és terulet kozti 6sszefliggés;
— a Cauchy-Bunjakovszkij egyenlétlenség alkalmazasa;
— az egyenlbség feltételének vizsgalata (mértani hely);
Megjegyzés. A diakoknak a legnagyobb nehézséget a harmadik lépés
okozta.

3.rész

A gondolatmenet kiterjeszthet6 a tetraéderre is. Ehhez az
szUkséges, hogy a bizonyitas kulcslépéseit tudjuk kiterjeszteni a
tetraéderre is. EIsG lépés az ad, +bd, +cd, =2T[ABC] azonossag

térbeli analogonjanak a megtalalasa. Ezt az 0sszeflggés levezetéséhez
hasznalt modszer kiterjesztésével érhetjuk el. Tekintsuk az ABCD
tetraédert és annak egy bels6 M pontjat. A tetraéder felbonthatdé az
MBCD , MACD, MABD és MABC diszjunkt tetraéderekre, tehat
V[ABCD] = V[MBCD]+ V[MACD] +V[MABD] + V[ABC]
Ebbdl kdvetkezik, hogy
d,T,+d,T;+d.T.+d,T, =3V[ABCD].

59



A Cauchy-Buniakovski egyenlétlenség alapjan

(d, Ty +d, Ty +d.T, +d,T,) < (02 + 0 + a2 +dZ ) (TR +T2 +T2 +T3),
tehat

9V?[ABCD]
TZ4+T2+T2+T2
Ebben az egyenl6tlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha
dy 9y _de _dy

a C

T, T, T. T,

2 2 2 2
d; +d; +d; +d; >

A térben a % = k egyenl6ség keét sikot értelmez, amelyeknek a k6z0s
b

egyenese éppen a CD egyenes. Tehat a bizonyitas minden kulcslépése
kiterjeszthetd tetraéderre is.

4. rész

A % = k egyenl6seég altal értelmezett két sikbdl az egyik metszi a
b

tetraéder bels6 tartomanyat és a masik nem. Tehat a sikbeli
gondolatmenet kiterjeszthetd, mert harom ilyen sik metszete meghataroz
egy pontot és ez a pont az Osszes feltételt teljesiti. Ugyanakkor az

d—a :;—A egyenléség a CD-n athaladd és AB-t felez6 siknak a CD él
b B

lapszog szOgfelezbsikja szerinti szimmetrikusat jellemzi, tehat ezt a sikot

nevezhetjuk szimmedian siknak és az 0sszefutasi pontjukat a tetraéder

Lemoine pontjanak.
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5.2. A sulypont egy tulajdonsaganak altalanositasa

1. rész
Induljunk ki a kovetkez6 tulajdonsagbdl:

Tulajdonsag. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszogben az
Me(AB) és N e(AC) pontok altal meghatarozott egyenes pontosan

akkor tartalmazza a haromszog G sulypontjat ha %+C_N =1.
MA NA

Bizonyitas. Vetitsuk le az A, B, C és D pontokat a d egyenesre. Az
abra jeloléseit hasznaljuk és d, -el jeloljuk az X pont tavolsagat a d
egyenestél. A d egyenes pontosan akkor halad at a G ponton, ha

9s _ 2. Masrészt d;+d, =2d,, mert a BCC,B, trapézban DD,
D
kozépvonal és 9 = BM valamint 9 = % Ezek alapjan

A A
2d, dg+d; _BM+CN
d, d, MA NA'
tehat a tulajdonsag igaz. A

A paragrafus célja ezt a tulajdonsagot kiterjeszteni tetszdleges belsé
pont és tetraéder esetére. Ezt két Iépésben végezzik el. El6bb
megprobaljuk a sikbeli tulajdonsagot kiterjeszteni tetszéleges bels6é pont
esetére, majd ezt terjesztjuk ki térre. Az elsé l|épés a bizonyitas
kulcsfontossagu lépéseinek azonositasaért szukséges.
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2.rész
Ha AD, BE és CF 0sszefutd egyenesek és G-vel jeldljuk az
Osszefutasi pontjukat, akkor a Van Aubel Osszeflggés alapjan

AG _AF AE és a d egyenes pontosan akkor tartalmazza a G
GD FB EC
AG d;, BM

pontot, amikor d—A:—. A ==—— és d—C:C—N egyenléségek
d, GD d, MA d, NA

tovabbra is igazak, tehat elégséges a d, tavolsagot kifejezni a d; és d,

tavolsagok fuggvényében. Ez azt jelenti, hogy a kovetkez6 sikmértani

feladatot kell megoldanunk:

Feladat. A BCPQ trapézban az X és Y pontok a BC és QP szarakat
ugyanolyan aranyban osztjak. Fejezzik ki a BQ és PC alapok

. . . BX QY
fuggvényében és a k = —— = —— arany fuggvényében az XY szakasz
ggveny XC VP y fuggveny
hosszat.
P
Megoldas. Felvessziuk az R (CP) pontot /
ugy, hogy a BCRQ négyszog Y
paralelogramma legyen. Ha {Z} = XY " RQ, Q
akkor ZY = QY = K , tehat
PR QP k+1
XY = X2+ (Pc-qB) =
k +1
_k-PC+BQ
k+1 B X ¢
Ez alapjan irhatjuk, hogy
BD d. +d
pc ™% BD.d.+DC-d, , .
d, = = , tehat
BD BC
—+1
DC

d, _BDd, DCd, BDCE DCBF
d, BCd, BCd, BCEA BC FA

és igy a 9% GD egyenldség ekvivalens az
d, AG

_AGBD CN AG DC BM

- GD BC NA GD BC MA
Osszefuggéssel. Az ABD és ACD haromszogben a B-G—-E és
C — G - F szel6Gkre a Menelaosz tétel alapjan
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AG BD AE s AG DC AF
GD BC EC GD BC FB’
tehat a d egyenes pontosan akkor halad at a G ponton, ha
AF BM N AE CN _
FB MA EC NA
Kijelenthetjuk tehat a kovetkez6 tételt:
Tétel. Az ABC haromszogben az M (AB) és N e(AC) pontok altal
meghatarozott egyenes pontosan akkor tartalmazza az AD, BE és CF
O0sszefutd egyenesek kozos pontjat (D € (BC),E € (AC) és F €(AB)), ha
AF BM AE CN 1

FBMA ECNA
Lathaté, hogy ez a tulajdonsag altalanosabb, mint a sulypontra
vonatkozo6 eredeti tulajdonsag. A kovetkezd lépésben ezt a tulajdonsagot
terjesztjuk ki tetraéder és tetszéleges bels6 pont esetére.

3. rész

Az ABCD tetraéder belsejében vegyunk fel egy tetszbleges O
pontot és jeldljuk B,, C, és D,-gyel az (OCD), (OBD) és (OBC)
sikoknak az AB, AC illetve AD egyenesekkel valé metszetét. Ha
MeAB, Ne AC és P e AD, akkor az altaluk meghatarozott o sik

d
pontosan akkor tartalmazza az O pontot, ha On :OAO ahol

d, OA’
O, =A0N(BCD) és a tavolsagokat az o siktol szamitjuk.
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Lathaté, hogy a kovetkezd problémat kell elébb megoldani (ez a
bizonyitas részleteinek a kiterjesztése):

Feladat. FejezzUk ki a BCD haromszog belsé X pontjanak egy o siktdl
valé tavolsagat a csucsok tavolsaganak és a D pont BCD-bel
helyzetének fuggvényében.

Ez a tulajdonsag a mar bizonyitott sikbeli tulajdonsag térbeli analogonja.
A sikbeli tulajdonsag kétszeri alkalmazasaval és a Van Aubel tétel
segitségével igazolhatjuk, a kovetkez6 tulajdonsagot:

Tulajdonsag. Ha X a BCD haromszog belsé pontja, B, =BX CD,
C,=CXnBD és D, =DX nCB, akkor

k,ds + k,d. + k,d,

k,+k, + Kk,

CB, k, DC, ﬁé BD, k,

ahol —=—=, — = S ==
BD k, CB Kk, D,C Kk,

dy =

4. rész

Ezeknek és az

=k aranynak a jelodlésével egyszerien
A

levezethetjik az eredeti tulajdonsag térbeli altalanositasat. Ha az ABO,
haromszogben a B, -O-E szel6re alkalmazzuk a Menelaosz tételt,

akkor az AB, _ OA EO, _ Kk, egyenléséghez  jutunk.
BB 00, BE k, +k,+k,
AC, kk, . AD, Kk

Hasonléan kapjuk az = es =
C.C Kk, +k,+k, DD k,+k,+Kk,

egyenl6ségeket. Ugyanakkor az « sik pontosan akkor tartalmazza az O
pontot, ha

1 kdg +kyds +kdp, 1

d, k +k,+k, k-
Ha behelyettesitjuk a megfelel6 aranyokat kijelenthetjuk a kovetkez6
altalanos tételt (5. rész):

Tétel. (Andras Szilard) Ha ABCD egy tetraéder, O egy pont a térben,
(BCO)NAD ={P,}, (BOD)nAC ={N,} és (OCD)n AB ={M,}, tovabba
Me AB, N e AC és P e AD tetszbleges pontok, akkor az O pontosan
akkor van az (MNP) sikban, ha

BM AM, CN AN, DP AP

MA MB NA NC PA PD
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5.3. Osszefut6 egyenesek egy tulajdonsdga

E paragrafus célja megfogalmazni és bizonyitani a kovetkez6
sikbeli tulajdonsag térbeli analogonjat:

Tétel. Ha az ABC haromszogben M eBC, NeCA, PecAB és
AMNBNNCP ={0}, tovabba az A-n at a BC-hez huzott d

parhuzamos az MN és MP egyeneseket az E és F pontokban metszi,
akkor AE = AF.

o, , E A F
Bizonyitas. Az AEP és BMP
haromszogek hasonloak, tehat
AE _AP N
BM PB’ p 0
Az AFN és CMN haromszogek
hasonlosagabol
AE AP
BM PB’
Ha a két egyenl6ség megfeleld B y C

oldalait elosztjuk, az
AE AP BM CN

AF  PB MC NA
egyenldéséghez jutunk. A Ceva tétel alapjan kovetkezik, hogy AE = AF .

Megjegyzések

1. A bizonyitasban megjelen6 aranyok akkor is ugyanazok maradnak,
ha az abra nem igy néz ki (az Osszefutasi pont tetszdlegesen
helyezkedhet el a sikban).

2. A tulajdonsag segitségével nagyon sok sikgeometriai feladatra
egyszerl megoldas adhatd, ha a megfelel6 segédszerkesztést
elvégezzuk. A tovabbiakban egy ilyen alkalmazast mutatunk be és
tovabbi néhanyat kijelenttnk.

Alkalmazas

Az ABC haromszdgben M e(BC), Ne(CA), Pe(AB) dgy, hogy

telejsuljenek a kovetkezd egyenlbségek:
BMP<« =CMN<x, CNM<« = ANP<«x és APN<« = BPM<.
Bizonyitsuk be. hogy az AM, BN és CP egyenesek magassagok.
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Bizonyitas. EIs6 |épésben igazoljuk, hogy az AM, BN és CP
egyenesek Osszefutdak. Ezt a Ceva tétel és a szinusz tétel segitségével
igazoljuk. Az ANP, BMP és CMN haromszogekben a m(BMP<x) =«
m(CNM<x) = g és m(APN<) = y jelolésekkel a szinusz tétel alapjan:
AP _ sing BM _ siny és CN _ sina
AN siny BP sina CM sing’
AP BM CN

Ezek alapjan =1, tehat a pontok elhelyezkedése és a Ceva
PB MC NA

tétel forditottja alapjan kovetkezik, hogy az AM, BN és CP egyenesek
Osszefutéak. Ha d az A-n at a BC-hez huzott parhuzamos,
{E}=MN d és {F}=MP nd, akkor a tétel alpjan AE = AF, vagyis az
EMF haromszogben az MA szakasz oldalfelezd. Masrészt a feltételek
alapjan az EMF haromszogben m(MEF<x)=m(MFE<x)=«a, tehat a
haromszdg egyenlé szari. igy MA magassag is. Mivel d| BC,

kovetkezik, hogy AM 1 BC. Hasonléan igazolhatd, hogy BN és CP is
magassagok.

Javasolt alkalmazasok

1. Az ABC haromszogben MeBC, NeCA, PecAB és
AM BN nCP ={0O}. Bizonyitsuk be, hogy ha O az MNP

haromszog sulypontja, akkor AM, BN és CP az ABC
haromszogben oldalfelezék.

2. Az ABC haromszogben MeBC, NeCA, PecAB és
AM ~BN nCP ={0O}. Bizonyitsuk be, hogy ha O az MNP

haromszogbe irhatd kor kdzéppontja, akkor AM, BN és CP az

ABC haromszbgben magassagok.
3. Az ABC haromszogben az M e BC, NeCA, P e AB pontok a

bels6 szogfelez6k talppontjai. Bizonyitsuk be a kovetkezd

ekvivalenciat

m(BAC<) =120° & m(NMP<) =90°
(Amerikai versel

4. Az ABC haromszogben AM, BN és CP Osszefutd egyenesek és

{Q} =AM NP, ahol M €(BC),N €(CA),P (AB). Bizonyitsuk
be, hogy ha m(BQM<) = m(MQC<), akkor AM L NP.
(X. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny, Andras Szilard)
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A tétel térbeli analogonja a kovetkezd:

Tétel. (Andras Szilard) Az ABCD tetraéder BCD lapjanak tetszéleges A,
pontja esetén vegyunk fel az AA,-n egy M pontot. A
(BCM)n AD, (BDM)~AC és (CDM)n AB metszeteket jeldljiik rendre
D,, C.,es B,-el. Az A-n at a (BCD) sikkal huzott parhuzamos « sik az
AD, AC, és AB, egyeneseket D, C, Iilletve B,-ben metszi.
Bizonyitsuk be, hogy a B,C,D, haromszog sulypontja éppen A.

Bizonyitas. Tekintsilk az A pontot egy koordinatarendszer
kezd6pontjanak. Bevezetjuk a kovetkez6 jeloléseket: a, = AA,, b= AB,

stb.
B,

Mivel A, €(BCD) = a, a b, ¢ és d vektorok konvex kombinacidja,
azaz 31 a, B, yeR ugy, hogy a+pf+y=1 és a_(;:a5+ﬁ5+ya.
MeAA, = m=Aa,=Aab+ifc+Ayd. (Feltételezhetjik, hogy
AeR \{1}, mert ellenkez6 esetben a B,C,D, haromszdg egy pontta
zsugorodna, vagy nem léteznének a B,, C,, D, metszéspontok.)
Ugyanakkor, mivel D, e AD, kdvetkezik, hogy d; = ud, ueR (1).

De D, € (BMC), tehat
d—1 :a15+052n—7+(1—a1 —052)5 =

= (o + ,Aax) b+(a,AB+1—a, —a,)C +a,Ayd (2).
Az (1) és (2) osszefluggésekbdl kovetkezik, hogy
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= (o + aAa) b+ (A +1-a,—a,)c +(ady — u)d =0.
Mivel b, ¢ és d nem koplanarisak, kovetkezik, hogy
a,+a,la =0
o, AP +1-a,—a, =0, tehat
a,Ay —u=0
1

(@ nevezé6 nem lehet 0, mert ellenkez6 esetben a
1—/1(a+ﬂ)

o, =

Ay

“1-A(a+p)

d. Hasonléan belathatd, hogy b, = A2 poes

1—l(a+,8)

0-a,=1 ellentmondashoz jutnank), u es

- 27/
=17 (a+B)
— ﬂﬂ -
o= 1—/1(a+,B)C'
(B,C,D,)||(BCD)
(B,C,D,) " (ADA) = AD,+ = AD, =AD.
(BCD)(ADA,) = AD

Tehat @zr@:r(a—%),ahol reRr.

Az ADD, és A,DD, haromszdgek hasonlésagabél AD, =rDD, tehat

d, :r(a—é) és E:r(a—a) =

:>671—r(1— 2 )Ja_ﬂ‘ﬂ(“*ﬂ”)a_ r(1-2) 5

1—/1(a+,8 1—/1(a+ﬁ) 1—/1(a+ﬁ)
Ugyanakkor d, = Ay d, tehat Ay= r(1-4) = r :i.

" 1-A(a+B) 1-1
Koévetkezésképpen d, = %(—af) — Bc+ (1- 7/)3).

. — Aa - - = .
Hasonldan b, :m((%a)b—ﬂc—yd) és
— A - .

c, —m(—ab+(1—ﬂ)c—yd).

A fentiekbél kdvetkezik, hogy b, +c, +d, =0, tehat AB, + AC, + AD, =0,
és innen kovetkezik, hogy A a B,C,D, haromszog sulypontja.
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Megjegyzések

1.

2.

3.

A tulajdonsag n dimenziés térben is igaz, ezt szintén Andras
Szilard kozolte a Nieuw Archief voor Wiskunde (NAVW)
folydiratban.

Akarcsak a sikbeli valtozat esetén itt is igaz a tulajdonsag az A,
pont helyzetétél fuggetlenul, tehat A, nem kell a BCD lapon
legyen, elégséges, ha a (BCD) sikban van.

A sikbeli tulajdonsag alkalmazasainak analogonjait is
megszerkeszthetjuk. Igy sok érdekes tulajdonsaghoz jutunk (lasd
példaul a 49. javasolt feladatot)
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5.4. Osztépontok és térfogatok
Induljunk ki a kdvetkez6 sikgeometriai feladatbol:

Feladat. Egy konvex négyszog két szemben fekvd oldalat osszuk fel n
egyenld részre, majd a megfeleld osztéopontokat kdssiuk 6ssze (lasd a
mellékelt abrat). Bizonyitsd be, hogy az igy kapott n diszjunkt belsével
rendelkezd négyszog terulete szamtani haladvanyban van!

Megoldas. A feladatot elégséges n=3-ra megoldani, hisz egy
sorozat pontosan akkor szamtani haladvany, ha barmely harom egymas
utani tag szamtani haladvanyban van. A mellékelt abra jelolései szerint

T[BMC] = S T[ABC] és T[AQD] = ST[ACD], tehat

T[BMC]+T[AQD] = %(T[ABC] +T[ACD])= %T[ABCD].

Ebbdl kovetkezik, hogy T[AMCQ] = %T[ABCD]. (1).

Masrészt T[MPQ]=T[MCP] és T[AQN]=T[MNQ], tehat
T[MCQA] =T [MNPQ]+T[MPC]+T[ANQ] =
=T[MNPQ]+T[MPQ]+T[MNQ]=2T [MNPQ] (2).
Az (1) és (2) alapjan T[MNPQ] = %T[ABCD], tehat
T[BMPC]+ T[ANQD] = ZT[ABCD]
es igy
T[BMPC]+T[ANQD]

T[MNPQ] = 5 .
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A jobb megeértés céljabol n =7-re is elvégezzuk a bizonyitast (ugyanigy
barmely n-re elvégezhetd).

A bizonyitott tulajdonsag alapjan t ,= L £t3 , t,= Ly ert“ , t, = t ertfv ,
ts =%, ts :%, tehat a (t),_., Szamok szamtani

haladvanyban vannak.

Ennek a tulajdonsagnak egy alkalmazasa a kdvetkez6 feladat:

Feladat. Egy konvex négyszdg minden oldalat osszuk fel n egyenld
részre, majd a szemben fekvd oldalak megfeleld osztopontjait kdssik
ossze (lasd a mellékelt abrat). Az igy keletkezett n* négyszdg kozil
valassz n darabot ugy, hogy a kivalasztott négyszogek kozt ne legyen
kettd, amely ugyanahhoz a ,savhoz” tartozik (,sav’-nak nevezzik a 34-
es feladatbeli négyszogeket; mivel mind a négy oldalt felosztottuk
0sszesen 2n darab sav van; a mellékelt abran beszineztink egy savot
és egy lehetséges valasztasnak megfelel6 harom négyszoget).
Bizonyitsuk be, hogy a kivalasztott négyszogek teruletének Osszege az
eredeti négyszog teruletének az n-ed része! (Kémal)

Megoldas. EI6bb megvizsgaljuk, hogy a belsé metszéspontok milyen

B M 4
M /\
//
N R -
- 0
/
7/
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aranyban osztjak a megfelel§ szakaszokat.

A mellékelt abran % = C—P =k és % — ﬂ -

CD BC AD
PQ

Ha k=1, akkor MN|AC és MN _ ., valamint PQ|AC és —=1-k,
AC AC

MN = _k . Ebb&I kovetkezik, hogy MR = E

PQ 1-k° MP NQ

Ha k =/, akkor jeloljuk X,-el és X,-vel az MNNAC és PQNAC
metszéspontokat (lasd az |.7. abrat). Az ABC haromszogben az MNX,
XA 1-k |

XC k 1-I

tehat MN || PQ és

szel6re a Ceva tétel alapjan

Az ACD haromszégben aPQX, szelére XA _1-k 1 , tehat a két
X,C  k A-1

D
metszéspont egybeesik. Jeldljuk a tovabbiakban X-el ezt a két
metszéspontot.

Az MPX haromszogben az NRQ szel6re alkalmazott Menelaosz tétel

ertelmében MN XQ PR =1. A PQD haromszogben az XAC szel6re
NX QP RM
ismét Menelaosz tételét irjuk fel: CP DA QX =1, tehat
CD AQ XP
QX _AQ CD _ | QX / . NX MA BC .
S igy — =——. Masrészt =1, tehat
XP AD CP k QP k-1 MX AB CN
M:ﬂ es igy M=u Ebbdl kovetkezik, hogy %:L
MX 1-k NX 1-k RP 1-1
o . NR k
Hasonl6an igazolhato, hogy — =——, tehat
RQ 1-k’
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NR BM CP &s MR BN AQ

NQ AB CD MP BC AD’
Eszerint a megfelel6 osztopontokat dsszekdtd szakaszokon keletkezd
metszéspontok az illeté szakaszt n egyenlé részre osztjak(*). Az AB és

Xz//
X

CD oldalak megfelel6 metszéspontjai altal meghatarozott savokat
nevezzuk fuggblegesnek, mig a BC és AD osztépontjai altal
meghatarozott savokat vizszintesnek. Ha f;-vel jeloljuk az /-edik

vizszintes és j-edik fuggbleges sav kozOs részének teruletét, akkor a
paragrafus elsé feladata és (*) alapjan (t;) _ és (t;) . szamtani

i=1,n

haladvanyok. A tovabbiakban igazoljuk, hogy a (t;) _ haladvanyok

j=1n
allando kiilénbsége ugyanaz a szam minden i e {1, 2, ..., n} esetén.
Vizsgaljuk elébb n =3 esetén.

T[BMN] = %T[ABC] és T[PDQ] = %T[ABC], tehat

T[BMN]+T[PDQ] = ST[ABCD].

Tovabba T[MNU]=T[UTR] és T[TRS]=T[SQP], tehat
T[MUN]+T[SQP]+T[RSTU]= 2T [RSTU].

Masrészt T[RSTU] = 1T [MxPY] - %(%T[ABCDU - 17[asco),

tehat
T[BMUN] + T[UTRS] + T[SQPD] =

-2.2T[ABCD]+ ST[ABCD] - S T[ABCD],
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Ebbdl kovetkezik, hogy t,,, t,, és t,, is szamtani haladvanyt alkot. Az
eddigiek alapjan a (t, t, ts),  (ta o t),  (f t ty),

(tw t21’ t31)’ (t12’ t22’ tsz)’ (t13’ t23’ t33)’ (tw t22’ tss) es (t13’ t22’ t31)
szamharmasok elemei egy-egy szamtani haladvanyt hataroznak meg.
Ez csak akkor lehetséges, ha a (t, ),-:ﬁ haladvanyok allandé kiilénbsége

ie{t 2 3}-ra és a (t;) . haladvanyok alland6 kildnbsége
Je {1 2, 3} -ra ugyanaz. Ezt a tulajdonsagot hasznalva allithatjuk, hogy

az altalanos esetben a (tu) _ haladvanyoknak /e{1 2, n} esetén

j=in
ugyanaz az allandé kilonbsége és a (¢ ),-:rn haladvanyoknak
je{l 2, .., n}-re szintén ugyanaz az allando kiilénbsége.
Az eddigiek alapjan a (t,..), . szamokra irhatjuk, hogy
ty=t,,+(i=1)-b, 1n
t=t,+(j-1a, j=1n
tehat o
t=t,+(j-Na+(i-1)b, i j=1n.
Barhogyan is valasztunk ki n sikrészt, ha azok kozt nincsen kett6 sem
egy sorban sem egy oszlopban, akkor az 6sszegukben t,, megjelenik n-

szer, és az a illetve b egyutthatojaként 0-tol (n—1)-ig minden természetes
szam megjelenik, tehat az 0sszeg értéke

nt, +a- Z(] )+b- Z( i—1) nt11+y(a+b).

Ez éppen az 6sszes (tff),-j ., Szam 0sszegenek —-ed része és fuggetlen
=t n

a sikrészek megvalasztasatol.
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Egy egyszerl kovetkezmény az is, hogy paratlan n esetén a kozépso

tartomany terulete a teljes terulet iz-ed része.
n

A paragrafus tovabbi részében ennek a tulajdonsagnak egy térbeli
analogonjat fogalmazzuk meg és bizonyitjuk be. Ez a tulajdonsag
vilagosan mutatja, hogy itt a tetraéder a négyszog analogonja és nem a
haromszognek. Az el6bbi tulajdonsagokbdl adodd tovabbi analog
tulajdonsagok felfedezését és igazolasat nem végezzuk el, mert nagyon
megnovelné a dolgozat terjedelmét.

Tétel. (Simon Jozsef) Egy ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA éleit
osszuk fel n =2k +1 egyenl6 részre, ahol k e N'. Legyen A, és A, .., B,
és B,,,, C, es C,,, valamint D, és D, ., a k-adik es k +1-edik osztopont
az el6bbi éleken az adott sorrendben. Ha tekintjuk az a=AC,,,,
b=A.C,, c=BD,, es d=B,,D, egyeneseket, akkor érvényesek a
kovetkez6 tulajdonsagok:
1. az (ac), (ad), (bc) és (b, d) egyenesparok metsz6
egyenesek és négy olyan sikot hataroznak meg, amelyek egy
tetraédert zarnak kozre;

2. az elbbbi tetraéder és az eredeti tetraéder térfogatanak aranya
1

n*’
Bizonyitas. 1) EIs6 Iépésben igazoljuk, hogy AD,. | B,.C,.,. EbbdI
kovetkezik, hogy az a és ¢ egyenesek egy sikban vannak, tehat létezik
az {M}=anc pont.
Az ABD haromszogben

AA_ADey K tohat AD, . |IBD.
AB  AD  2k+1

A BCD haromszogben

CBk — Cck+1 = k +1 y tehét Bka+1 || BD )
CB CD 2k +1

Az el6bbi két Osszefuggés alapjan AD,.,|B,C,,,. Hasonléan
and={Q}, bnc={N} és bnd={P}, tehat az egyenesparok metsz6
egyenesek és az MNPQ tetraédert zarjak kozre.

2) A bizonyitas tobb lépésbél all. Elobb igazoljuk, hogy MA, = kMQ,
NB, =kMN, PC, =kNP és QD, =kPQ, majd az 1. és 2. segédtételek
segitségével kiszamitjuk az MNPQ és A B,C.D, illetve az AB,C,D, és
ABCD tetraéderek térfogatanak aranyat.
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1. Segédtétel. (Simon Jozsef) Ha ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA
éleit meghosszabbitiuk az MA=k-AB, NB=k-BC, PC=k-CD és
QD = k - DA szakaszokkal, akkor

VIMNPQ)] g —(k _1)4.
V[ABCD]
Bizonyitas. Az MNPQ tetraédert felbontjuk a QBNP, MBNP, BMNQ és
BMPQ tetraéderekre, majd ezeknek a térfogatait osszehasonlitjuk az
ABCD tetraéder térfogataval.

T[BNP]=k -T[BCP]=k* - T[BCD].

1
, T[BNP]-QQ'-
QQ'_QD _,  VIQBNP]_ 3 kg
AA" AD VIABCD]  11pcpy. anr. !
3

Hasonldan

VIMBNP] _TIBNP] MM' _,, MB _

M5 _ k2 (k-1)
V[ABCD] T[BCD] AA’ AB ———~
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VIBMNQ] _ T[BMN] d[Q.(ABC)| k-T[BMC] QA
VIABCD] TIABC] d[D,(ABC)] TIABC] DA
B k-(k—1)-T[ABC]
VIBMPQ] _TIQBM] d[P,(ABD)] _(k=1)-TIQAB] PD _
V[ABCD] T[ABD] d[C,(ABD)] - T[ABD] CD

_(k—1)2-T[ABD]- PP
= amn =0

Tehat
VIMNPQ] _ VIQBNP] V[MBNP]+V[MNBQ]+V[BMPQ] B

VIABCD] V[ABCD] V[ABCD] V[ABCD] V[ABCD]
=K+ kP (k=) + k(k=1)" +(k-1) =
=k* —(k=1)° (k* -2k +1) =k* — (k- 1)’

2. Segédtétel. Ha egy ABCD tetraéder (AB), (BC), (CD) és (DA) élein
felvesszuk fel az M, N, P és Q pontokat ugy, hogy fennalljanak az
AM BN CP DQ
AB BC CD DA

= k egyenl6ségek, k €(0,1), akkor

VIMNPQ]

~k* —(k-1)
V[ABCD] (k=1)

Bizonyitas. Legyen k e (0%} . Az ABCD tetraédert 7 tetraéderre bontjuk

fel, amelyek kdzul az egyik éppen az MNPQ tetraéder, a tobbi pedig az
MNCP, PMAQ, NPDQ, QMBN valamint az AMCP és BNDQ tetraéderek.
A VIMNPQ)]
V[ABCD]
tetraéder és az ABCD tetraéder térfogatanak aranyat, majd ezek
osszegét kivonjuk 1-bél.
AM_BN_CP_DQ_k BM CN DP AQ

aranyt ugy kapjuk meg, hogy kiszamitjuk az utobbi 6

- = = k= = = = =1-k.
AB BC CD DA AB BC CD DA
1
V[MNCP]_T[NCP]’ME's_CN'CP‘ME—( )k BM 1oy
VIABCD] ~ r(gcpy. aF. | BC-CD-AF BA |
3
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VIMNPQ] aranyt ugy kapjuk meg, hogy kiszamitjuk az utobbi 6

V[ABCD]
tetraéder és az ABCD tetraéder térfogatanak aranyat, majd ezek
O0sszeget kivonjuk 1-bdl.
AM BN CP DQ BM ~CN _DP AQ _

AB BC CD DA

AB BC CD DA
1
TINCP]-ME -~ .
3 _CN-CP-ME _ 1 k).« —BB’\szm—k)z.

VIMNCP]
V[ABCD] T[BCD].AF.; BC-CD-AF
2

Hasonloan kapjuk, hogy VIPMAQ] _ VINPDQ] _ VIQMBN] _ k-(1-k)
! V[ABCD] V[ABCD] V[ABCD] '

T[ACP]-d| M,(ACD)]-
t[i\\/\élgDP] } ? gg A;\"é’ , VIBNDQ] _ -
[ABCDY - 11acD)-d[B,(ACD)]-~ VIABCD]

C.O

M:1—4k-(1—k) —2Kk? = (k* - 2k* +1) - 4k (k-1)" —k* =

V[ABCD]
= (k* -1) — 4k (k1) —k* =

= (k=1 (K +1) =4k |k = (k= 1)" — K"
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k :%—re az arany értéke 0, mert az M,N, P és Q koplanaris pontok. Ha

k e (%1j akkor az abra atalakul, az MP helyett az NQ lesz a lathaté él,

a szamitasok szempontjabdl a k és (1-k) mindeniitt helyet cserél. igy

V[ABCD]_1 4(1 k)k 2(1 k) kK* —k™ +1 4(1 k)k 2(1 k)

=k*+(1-K*)(1+ K*) - 4(1- k) k> —2(1- k)" =
=k*+(1-K)(1+ K + k+ K> = 4Kk*) - 2(1- k) =
=k* +(1-k)(1-3K* + k + k> -2+ 2k) =
= k* +(1-k)(K® = 3Kk? + 3k —1)

Ez alapjan irhatjuk, hogy %CP)DQ]] =k* —(k —1)4, tehat
VIMNPQ] _ |4 _ (k1)
V[ABCD] '

Az a) alpont igazolasanal hasznalt egyenléségek alapjan ADe. __k :
BC,, k+1

tehat az AMD,,, haromszog hasonl6 a BMC,.,

AD,.1 11 B.C,

+17

haromszoghoz és igy AM = K . Ez alapjan
MC,., k+1
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AM  k .
AC... 2k+1 )
Hasonldéan a DAC haromszogben D,C, || AC, a BAC haromszogben
AB.. . ||AC, tehat D,C, | AB,. .- Ebbél kdvetkezik, hogy az C, ,QD,
haromszog hasonlé az A QB, ., haromszoghoz és igy
Cl@ _ k.
AC... 2k+1 ™)
MQ 1
AC.. 2k+1
igazolhaté, hogy NB, =k-MN, PC, =k-NP és QD, =k-PQ. Az 1.
segeédtétel alapjan

A (*) és (™) alapjan , tehat MA, =k-MQ. Hasonloan

VIMNPQ] 1
VIAB.CD] (2k +1)(2k + 2k +1)
A 2. segédtétel alapjan
VIAB,C,D,] Kk*+(k+1)
V[ABCD]  (2k +1)°

tehat irhatjuk, hogy
VIMNPQ] 1 1

V[ABCD] (2k+1f n*’
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5.5. Talpponti alakzatok sulypontja

Jeloljuk P,,P, és P,-mal az A/A,A, egyenl6 oldalu haromszog belsd
P pontjanak a vetlletét az A,A,, AA, és AA, oldalakra. V. Prasolov a

Kvant folydiratban (M805) a kovetkezd tulajdonsag bizonyitasat tlzte ki:
A PP,P, haromszog sulypontja az OP szakasz felez6pontja, ahol

O az AA,A, haromszog kdzéppontja.
Ebbdél kiindulva kiterjesztjuk a tulajdonsagot sokszogekre és
szabalyos szimplexekre.

Az altalanossag megszoritasa nélkul feltételezhetjuk, hogy az
AA,A, haromszog koré irhatd kor sugara 1. A koordinatatengelyeket ugy

valasztjuk meg, hogy O legyen az origd és az OA, egyenes az Ox
tengely. igy az A, A, és A, csUcsok affixumai® a, =1a,=¢ és a, = &7,
ahol ¢° =1 és ¢=1. Feltételezéseink alapjan p, azonnal kiszamithato,

mert a valos része _E €S aZ Imaginarius resze ugyanaz, mint a p

imaginarius része. igy p, = _%+ p;p

el a haromszoget az éramutatok jarasaval megegyez6 iranyban o = 3

. A p, kiszamitasahoz forgassuk

szoggel (a haromszdg csucsai trigonometrikus iranyban vannak
szamozva). igy a P, pont vetiiletét a Q(s*- p) pontba transzformaljuk,

82.p_ gz.p
tehat p,-e®=——+ ( )
2 2

Ebbdl kovetkezik, hogy

— 2-_
pzz—%-5+¥. Hasonl6 meggondolas alapjan allithatjuk, hogy

p-e-p

1 2
= —— +
P, £

Py + Py + Ps
3
kozéppontja. A bizonyitas alapjan megprobalhatjuk igazolni a kovetkez6

tulajdonsagot:

. Ezekbdl az egyenléségekbdl kovetkezik, hogy

:g, tehat a PP,P, haromszog sulypontja az OM szakasz

Tétel. Ha P.(i =0,n—1) a P pont meréleges vetllete az A)AA,.. A, , n

oldalu szabalyos sokszog A A .,(i=0,n—-1) oldalara (i =0,n-1, A, = A)),

* a tovabbiakban minden pont affixumat a pontot jelé18 betlinek megfeleld kisbetivel jeldljik
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akkor a RP,PP,...P, , sokszog sulypontja az OP szakasz felez6pontja,
ahol O az A/AA,...A, , kozéppontja.

Bizonyitas. Az el6bbi bizonyitashoz hasonlé gondolatmenetet
alkalmazunk. El6bb vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor n paratlan. A
2jr 2jr .

sokszbg csucspontjainak affixuma a; = g/ =cos="= +sin="—j =0,n-1.
n n
. 2kr  p-p
Ha n=2k+1, akkor AA.,||Oy, tehat p, =cos + :
2k +1 2
Forgatasokat hasznalva kovetkezik, hogy
, ekl _(p. gk —
p;- & =cos 2kz LPe (p-& )haj:O,k és
2k +1 2
g = —cos KT PE =P i k2K
_ ! 2k +1 2
De ¢ =&?* = ¢, tehat
_ _a2jH o
p. =& cos 2kn +RPZE P, j=0k—-16és
! 2k +1 2
2(j-k)
p =g gog 2K P=E T TP o i k2K
! 2k +1 2
n-1 n—1
Masrészt g’ =0, tehat 1-ij :g és ebbdl kovetkezik a tétel
v=0 n -

allitasa.
Ha n paros (n = 2k), akkor a koordinatatengelyeket ugy valasztjuk
meg, hogy a sokszégnek legyen két Oy -nal parhuzamos oldala. igy
a; = z,¢’ :zo(coszj—””-sinzj—”), j=0,n-1,
n n

ahol z, = cos 2 +i-sin——. Ebbdl kovetkezik, hogy
2k 2k

(2k-NWz p-p
= COS + ,
) . X k=j-1 . k—j—1 -
pj.g"”:cos(Zk 1)7[+p d (p-2 ),ha j=0k—-1és
2k 2
: . PN PNE
p,.;-&"" = cos (2k2k1)” L 2(p ) ha j=k2k 1

n-1
Az el6bbi egyenl6ségek alapjan 1 ij = g tehat a sokszog
n j=0

sulypontja ismét az OP szakasz kdzéppontja.
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Megjegyzés. Ha n=2k, akkor a

% komplex szamoknak

megfeleld pontok az A/A,,, oldallal parhuzamos szimmetriatengelyen
vannak. Tehat a tételben megfogalmazott tulajdonsagot az

18 18P +Pu P i y . .y
—-ij—— Z =— egyenl6éség alapjan a kovetkezOképpen
n = k = 2 2

fogalmazhatjuk at:

A P pontnak a sokszog szimmetriatengelyeire es6 vetlletei altal
meghatarozott sokszog sulypontja az OP szakasz felez6pontja.

Ez a tulajdonsag ugy is felfoghato, mintha egy 0 atmérdji szabalyos
sokszogre alkalmaztuk volna a bizonyitott tételt (az iranyok
megbrzésével). Az atfogalmazott tulajdonsag igaz paratlan n esetén is.
A Dbizonyitds az el6bbi tétel bizonyitasahoz hasonlo, ezért nem
reszletezzuk.

Tétel. (Andras Szilard) Egy szabalyos n oldalu sokszdg belsé P
pontjanak a sokszog szimmetriatengelyeire esd vetlletei egy olyan
sokszdget hataroznak meg, amelynek a sulypontja az OP szakasz
felezbpontja, ahol O az eredeti sokszog kozéppontja.

A térbeli altalanositashoz mas eszkozokre van szukségunk, mert a
térgeometridban nem hasznalhatjuk a komplex szamokat. EI6bb
kijelentjuk az altalanos tételt n dimenzios euklideszi térre, majd igazoljuk
n=3 esetén az analitikus geometria segitségével. A tétel altalanos
bizonyitasa a szabalyos n szimplex forgascsoportjanak tulajdonsagait
hasznalja, ezért ezt nem részletezzuk.

Tétel. (Andras Szilard) Ha G, -val jeloljuk egy tetszlleges P pontnak az
AAA,...A, , n dimenzids szimplex k dimenzios lapjaira es6 vetuletei
oG

k =5, ahol
n

ke{123,...,n-1}.
Ez alapjan térben érvényes a kovetkez6 tulajdonsag:

Tétel. Ha AAAA, egy szabalyos tetraéder és P(i= 14) egy

tetsz6leges P pontnak a lapokra esé vetlletei valamint Q( 1,6) a
élekre esé vetuletek, akkor
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a) A PP,PP, tetraéder G, sulypontja az OP szakaszon

helyezkedik el és G, =Z;
OP 3
b) A QQ,QQ,QQ, pontrendszer G, sulypontja az OP

szakaszon helyezkedik el és OG, = 1
OP 3

Bizonyitas. A paragrafus elsé tétele alapjan
00,+0P, 0Q,+0Q,+0Q, 00,+0P, 0Q,+0Q,+0Q,
2 3 ’ 2 3
00; +OF, _ 0Q; +0Q;, +0Q, &s 00, +0OF, _0Q,+0Q; +0Q;
2 3 2 3 ’

ahol Q eAA;,Q, e AA,Q cAA,Q, e AA,Q e AA,Q cAA, és O

az A, csuccsal szembefekvé lap kozeéppontja. Ezekbdl az
1 4
=1

2 4

6
egyenléségekbdl  kovetkezik, hogy OP,:%ZOQ, (mert
i=1

4 _
%-ZOO, =0), tehat %-OG2 = OG, . Ez az 6sszefuggés mutatja, hogy a
i=1

tételbeli két tulajdonsag egyenértékl, tehat elégséges az egyiket
igazolni.

Tekintsuk az A{0,0,@], A{—l,—@,OJ, A{l,—@ﬁ] és

2 6 2 6

A, [0,?,0} pontok altal meghatarozott szabalyos tetraédert. Ebben a

tetraéderben a lapok egyenletei:
AAA,: —2J3y +3z-~2=0,
A AA,: 3V2x-J6y —3z+2 =0,
AAA, : 3V2x +6y +4/32-/2=0 és
AAA z=0.

Ugyanakkor az (X,,Y0,2,) pont A-x+B-y+C-z+D =0 egyenletii sikra
A-x,+B-y,+C-z,+D
. A? + B® +C?

es® vetuletének az abszcisszaja x=x,—-A

tehat ha x; a P, pont abszcisszaja, akkor
X, =X, = X,
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X, :Xo_3\/§'3\/§-XO+\/6'éy70+\/§'zo_\/§ és
X3 :Xo_3\/§'3\/§-xo_\/g';;_\/g-zo-l_\/i.

Ezekbdl az egyenl6segekbdl kovetkezik, hogy

X+ X, + X3+ X, 2X,

4 -3
Hasonlo 6sszefuggés vezethetd le az y és z koordinatakra is, tehat G,
az OP szakasz P -hez kdzelebb esé harmadolépontja.
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VI. FEJEZET
Javasolt feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéderben a beirt gomb kozéppontja, a
koréje irt gomb kozéppontja és a sulypont kozul ketté egybeesik, akkor
mind a harom egybeesik. (J. Rosenbaum, AMM 3671)

2. Szerkesszunk tetraédert ha ismerjuk az éleinek felezdpontjat.

(N.A. Court, AMM, 3768)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéderben G a sulypont és a GABC
tetraéder G csucsu sikszogei derékszogek, akkor igazak a kovetkez6
allitasok:

a) 2(AB* + AC?) = BC? + AD?;
b) a DA, DB és DC élek egyenlék az ABC haromszdg
antikomplementarisanak  oldalfelezéivel (AB,C, az ABC

antikomplementarisa ha A,B, atmegy a C-n és parhuzamos AB-vel)
és a DA,B,C, tetraéder szembenfekvé élei egyenldk;

c) az ABCD sulyvonalaival szerkesztett paralelepipedon téglatest;
d) a GABC koré irhatdé gomb kozéppontja az ABCD koré irhato
gombon van;
e) az AB? + BC* + CA® 8sszeg egyenlé az ABCD koré irhatdo gémb
sugaranak és a D csucsbol huzott magassagnak a szorzataval.
(V. Thébault, AMM, 3699, 3759)

4. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD tetraéderben a csucsok hatvanyainak
Osszege a GE atmeérdji gombre nézve, ahol G a sulypont és E a
Monge-féle pont egyenld az élfelez6k négyzetének dsszegével.

5. Bizonyitsuk be, hogy egy ortocentrikus tetraéderben a sulypont
negyedeli az koréirt kor kozéppontja és az ortocxentrum altal
meghatarozott szakaszt. (V. Thébault, AMM, 3757)

6. Az O Kkozépponttu gombon felvessziuk az A, A,, A, A, és A

pontokat. Jeldljiik E;-vel az (A;), 73 pontok altal meghatarozott tetraéder
J#i

Monge pontjait és M. -vel az OE; szakaszokat k aranyba oszt6 pontokat

ha i=15. Bizonyitsuk be, hogy az AM. egyenesek 0sszefutoak.

Altalanositas! (V. Thébault, AMM, 3846)

7. Hatarozzuk meg azokat a térbeli M pontokat, amelyeknek egy rogzitett
ABCD tetréder csucsitél valo tavolsagainak dsdszege minimalis.

(J. Rosenbaum, AMM, 3860)

8. Bizonyitsuk be, hogy minden tetraéderben létezik olyan sikmetszet,

amely két egyenl§ térfogatu és egyenlé oldalfelszin( testre bontja a

tetraédert! (J. Rosenbaum, AMM, 3879)
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9. Az ABCD tetraéder M potra vonatkozd antipodalis tetraéderének
nevezzik az AB,C és D pontokon a az MAMBMC és MD

szakaszokra bocsajtott merdleges sikok altal meghatarozott tetraédert.
Jeloljluk az ABCD tetraéder G szerinti antipodalis tetraéderének
terfogatat V, -vel, a GBCD, GACD, GABD és GABC tetraéderek A,B,C

és D pontok szerinti antipodalis tetraédereinek térfogatat pedig rendre

V,, V,, V. és V,-vel. Bizonyitsuk be, hogy
V, =4V, =4V, =4V, =4V,.

(V. Thébault, AMM, 3934)

10. Hatarozzuk meg azon pontok meértani helyét, amelyeknek az élekre,

mint atmérékre szerkesztett gdombdok szerinti (elbjeles) hatvanyainak

Osszege 0. (V. Thébault, AMM, 3963)

11. Bizonyitsuk be, hogy egy tetraéder sulyvonalainak négyzetosszege az

élek négyzetdsszegének g-e. (J. Rosenbaum, AMM, E66)

12. Bizonyitsuk be, hogy minden tetraéderben Iétezik olyan csucs,
amelyben a sikszogek mind hegyesszogek. (W. P. Udinski, AMM, E141)
13. Egy tetraéderben élfelez6 haromszognek nevezzik azokat a
haromszogeket, amelyeket egy él és a szembefekvd él felezbpontja
hataroz meg. Bizonyitsuk be. hogy az élfelez6 haromszdgek teriletének

O0sszege nagyobb mint a tetraéder felllete és ennek g-énél Kisebb.

(Roy MacKay, AMM, E174)
14. Bizonyitsuk be, hogy egyenl6 oldalu tetraéderben az élek négyzetének
O0sszege egyenld a koréje irhatdo gomb atmérbjenek négyszeresével!
(J. Rosenbaum, AMM, E245)
15. Vetitsuk egy rogzitet « sikra egy tetraéder éleinek felez6pontjait.
Bizonyitsuk be. hogy a vetuletekbd6l a megfelel6 élekre bocsatott
meré6leges sikok Osszefutoak. (N. A. Court, AMM, E247)
16. Az ABCD tetraéder M belsé pontjan at parhuzamos sikokat huzunk a
tetraéder BCD, ACD, ABD és ABC lapjaival. Bizonyitsuk be. hogy ha
ezek a sikok a tetraéder AG, BG, CG és DG sulyvonalaita P, Q, R
és S pontokban metszik, akkor
GP GQ GR GS
+ + + =0,
GA GB GC GD
ahol iranyitott szakaszokat tekintunk. (N. A. Court, AMM, E252)
17. Az ABC haromszogben az S=a+b+c és T=ab+bc+ca

kifejezésekre igazak a 3T < S? < 4T egyenl6tlenségek. irjuk fel ezek egy

térbeli analogonjat! (F. E. Wood, AMM, E345)
18. Bizonyitsuk be, hogy egy rogzitett gomb koré irhato tetraéderek kozul
a szabalyosnak a legkisebb az atmeérgje! (J. Fickett, AMM, E2848)
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19. Bizonyitsuk be. hogy egy tetraéder élfelez6inek négyzetdsszege
egyenl6 az élek négyzetdosszegének egy negyedével.
(G. Y. Sosnow, AMM, GE 522)
20. Bizonyitsuk be, hogy egy tetraéder szembefekvd éleinek Osszegei
teljesitik a haromszog egyenlbtlenséget! (M. S. Klamkin, AMM, S12)
21. Bizonyitsuk be. hogy ha egy tetraéderben a beirt gdmb harom lapot az
illet6 lap ortocentrumaban érint, akkor a tetraéder szabalyos.
(Bulgar versenyfeladat, 1981)
22. Az ABCD tetraéder C és D csucsanak a szembefekvd lapra esé
vetllete az illet6 lap beirt korének kozéppontja és AB = BD . Bizonyitsuk
be. hogy a tetraéder szabalyos. (Bulgar versenyfeladat, 1984)
23. Az ABCD tetraéderbe irhato gomb kdézéppontjia az AB és CD
felez6pontja altal meghatarozott szakaszon helyezkedik el. Bizonyitsuk
be. hogy a tetraéder koré irt gomb kozéppontja ugyanezen az
egyenesen helyezkedik el. (Bulgar versenyfeladat, 1985)
24. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD ortocentrikus tetraéderben

OA+0OB+0C+0D=20H, ahol O a tetraéder koré irt gomb
kozéppontja és H az ortocentruma. (Kémal, F2385)
25. a) Az ABC haromszog BC, CA és AB oldalan vegyuk fel az A,, B,

és C, pontokat ugy, hogy az AA,, BB, és CC, egyenesek 0sszefutoak

legyenek. Bizonyitsuk be. hogy T[AB,C,] < %T[ABC].

b) Az ABCD tetraéder BCD, CAD és ABC oldallapjain vegyuk fel az
A, B,, C, és D, pontokat ugy, hogy az AA,, BB,, CC, és DD,

egyenesek O0sszefutdak legyenek. Bizonyitsuk be. hogy
VIAB,C,D,] < %V[ABCD] :

(R. P. Ushakov, Kvant M805)

26. Az ABCD tetraéder B, C és D csucsaibdl merdlegeseket bocsatunk
a szembefekvd lapok BCD sikon kivuli éleire. Bizonyitsuk be, hogy a
vetlletek altal meghatarozott szakaszok parhuzamos sikokban
helyezkednek el. (I. F. Sharygin, Kvant, M868)
27. Egy a és b oldalhosszusagu téglalapot az ABC haromszogbe irtuk
(a téglalap minden csucsa a haromszog oldalain van). Bizonyitsuk be.
hogy ha a, és b, a haromszognek a teglalap oldalaival parhuzamos

egyenesekre esé vetlletének hossza, akkor i+b£: 1. Fogalmazd meg
a1 1
és bizonyitsd be ennek a tulajdonsagnak egy térbeli analogonjat.

(V. N. Dubrovski, Kvant, M954)
28. Az AAAA, tetraéder A csucsanak a szembefekvd lap szerinti

szimmetrikusat jeloljuk B;-vel. lgaz-e, hogy ha BB,B,B, szabalyos,
akkor A/A,A.A, is szabalyos? (O. Bottema, NavW, 596)
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29. Bizonyitsuk be. hogy ha az ABCD tetraéderbe irhaté gomb az
oldallapokat azok sulypontjaban érinti, akkor a tetraéder szabalyos.
(Parabola, Q497)
30. Bizonyitsuk be. hogy ha P az ABCD tetraéder egy tetszbleges belsd
pontja, akkor a PBCD, PABC, PCDA és PDAB tetraéderek sulypontjai
altal meghatarozott tetraéder térfogata az ABCD térfogatanak 1/64 -ed
része. (Lengyel versenyfeladat, 1985)
31. Bizonyitsuk be. hogy ha M az ABCD tetraéder egy tetszéleges bels6
pontia és az M-en at a DA, DB és DC szakaszokkal huzott
parhuzamos egyenesek a DBC, DCA és DAB sikokat rendre a P, Q
és R pontban metszik, akkor
MP MQ MR

DA DB DC

(M. H. Preyedye)
32. Az ABCD tetraéder koré irt gombot az AM, BM, CM és DM
egyenesek masodszor az A,, B,, C, és D, pontokban metszik (M az
ABCD tetraéder tetszbleges belsé pontja). Hatarozd meg azon M
pontok mértani helyét, amelyekre
AM BM CM DM

MA, MB MC MD

(Z. A. Skopets)

33. Rogzitett ABCD tetraéder esetén hatarozd meg azt az M pontot,
amelyre az MA? + MB? + MC? + MD? dsszeg minimalis.

34. Az ABCD tetraéder minden élén vegyunk fel egy-egy pontot.
Bizonyitsuk be. hogy ha minden csucs esetén megszerkesztjuk az adott
csucs és a bel6le kiinduld éleken felvett pontok altal meghatarozott
tetraéder koré irt gombot, akkor a négy gombnek van egy kdzos pontja.

(A. Gordon)

35. Jeloljuk O, R, | és r-el egy tetszbleges n-szimplex koré irhato
n-dimenzidés gdomb kdzéppontjat és sugarat illetve a beléje irhaté gomb
kozeppontjat és sugarat. Bizonyitsuk be. hogy

R? > n’r*+OI?.
(M.S. Klamkin, Siam 85-26)

36. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetraéder hat lapszoge kongruens, akkor a
tetraéder szabalyos. lgaz-e a kdvetkezmény, ha 6t lapszog egybevago?

(Amerikai versenyfeladat 1978)

37. Bizonyitsuk be. hogy egy szabalyos tetraéderben az éleket érintd
gomb sugara a beirt és a koréje irhatd gomb sugaranak szamtani
kOzéparanyosa.

38. Hatarozd meg azt az M pontot, amelyre az AM + BM +CM + DM
0sszeg minimalis, ha ABCD szabalyos tetraéder.
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39. Az ABCD tetraéderben O a tetraéder koré irt gomb kozéppontja. Az
AO, BO, CO és DO félegyenesek a tetraéder lapjait masodszor az A,,

B,, C, és D, pontokban metszik. Bizonyitsuk be. hogy

AA +BB,+CC,+ DD, > ?R
(I.A. Kushnir)
40. Az M pont mozog az ABCD szabalyos tetraéder BCD lapjan.
Hatarozzuk meg az M pontnak az AB, AC és AD egyenesekre esé
vetuletei altal meghatarozott haromszog sulypontjanak mértani helyét.
41. A KLMN tetraéder az ABCD tetraéderbe van irva és O egy rogzitett
pont a térben. Bizonyitsuk be. hogy ha az AP, BQ, CR és DS
egyenesek rendre parhuzamosak az OK, OL, OM és ON
egyenesekkel és P, Q, R illetve S a BCD, ACD, ABD, ABC lapon
helyezkedik el, akkor
OK OL OM ON
+ + + =1.
AP BQ CR DS
(N. A. Court, AMM, E318)
42. Bizonyitsuk be. hogy ha M egy tetszbleges pont az ABCD tetraéder
belsejében, az AM, BM, CM egyenesek a BCD, ACD illetve ABD
lapokat a P, Q és R pontokban metszi és a DM, DP, DQ és DR
egyenesek a BCD lapot rendre az S, X, Y és Z pontokban metszik,
akkor

DM _1(DP N DQ N DR
MS 2\PX QY RZ)
(N. A. Court, AMM, E394)
43. a) Bizonyitsuk be. hogy az ABCD tetraéderben
2 2 2 2 2 2
0G? :Rz_a +b°+c 1+6d +e +f
ahol O a tetraéder koré irt kor kdzéppontja, G a sulypont és a, b, c,
d, e illetev f a tetraéder éleinek hossza.
b) Bizonyitsuk be. hogy ha a, b, c, d, e, f és a,, b, ¢,, d,, e, I,
rendre az ABCD és A .B,C,D, tetraéder éleinek hossza, akkor
aa, + bb, +cc, +dd, +ee, +ff, <16(R-R, - OG- 0G,),
ahol O, O,, G és G, rendre az ABCD és AB,C,D, tetraéder koré
irhatd gomb kozeppontja illetve sulypontja és R, R, a két gomb
sugara. (Andras Szilard)
44. Az AAAA, tetraéderben G, -vel jeloljuk az A, csuccsal szembefekvd
lap sulypontjat. Bizonyitsuk be. hogy ha 3MG. <MA,, i = 1,4, akkor M az
ABCD tetraéder sulypontja.
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Megjegyzések

1. A feladat egy valtozatat Andras Szilard és Tuzson Zoltan javasolta
az V. Nemzetkozi Magyar Matematika Versenyen 1996-ban.

2. A tulajdonsag szimplexekre is kiterjeszthetd.
45. Egy ABCD tetraéder (AB), (BC), (CD) és (DA) élein vegyuk fel az M,

N, P és Q pontokat ugy, hogy teljesuljenek az % =k, —=1I1, —=m,

es % = n egyenldségek. lgazoljuk, hogy

VIMNPQ] .
m_‘klmn (k=1)-(/=1)-(m=1)-(n-1).

(Simon Jozsef)
46. Egy ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA éleit meghosszabbitjuk az
MA=k-AB, NB=/-BC, PC=m-CD és QD=n-DA szakaszokkal.

VIMNPQL _ imn — (k1) (1 1) (m 1) (n 1),

Igazoljuk, hogy V[ABCD]

(Simon Jozsef)
47. Az ABCD tetraéderben M e (AB), N €(BC), P (CD),Q e (DA), G,

az ABCD sulypontja, G, az MNPQ sulypontja és G, a CDM, ADN,
ABP és BCQ sikok altal kdzrezart tetraéder sulypontja. Bizonyitsuk be.
hogy a kovetkezd kijelentések egyenértékiek:

a) G, =G,; b) G, =G;; c) G, =G;;

d) AM:BN:CP:DQ_
MB NC PD QA

(Andras Szilard)

Megjegyzés. A feladat sikbeli analogonjat Andras Szilard és Denes Carol

javasolta a Ill. Wildt Jozsef versenyen.

48. Az AAAA, tetraéderben G, -vel jeloljuk az A, csuccsal szembefekvd
lap sulypontjat és tetszbleges M bels6é pont esetén H,-vel az AM
szakasz M-hez kozelebb esd harmadolopontjat. Bizonyitsuk be. hogy a
GH,, i=14 egyeneseknek van egy kozos pontja és a G;, H, i=14

pontok pontosan akkor vannak egy gomb fellletén, amikor M a
tetraéder anticentruma (Andras Szilard)
49. Az ABCD tetraéderben M egy tetszbleges belsé pont és A,, B,, C,
illetve D, rendre a BCD, MCD, MBD és MBC sikoknak az AM, AB,

AC és AD egyenesekkel val6 metszéspontjai. Bizonyitsuk be. hogy M
pontosan akkor sulypontja az AB,CD, tetraédernek, ha A, a BCD
5

MA S 3
(VII. Wildt Jézsef Verseny, 1997., Andras Szilard)
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50. Az ABCD tetraéderben A’ €[DA], B €[DB] és C' € [DC] tetszbleges
pontok. A P, e[AB], P, <[BC], P, €[AC], P.c[A'B], P, [BC] és
P, € [A'C’] pontokra teljesulnek a kdvetkez6 egyenldségek:

PA _ PA _ AA" PB _ P.B' _ BB’ &s RC _ P,C’ _ CcC’
PB PB BB’ PC PC CC PA PA AA"
Bizonyitsuk be. hogy
a) az AP,, BR, és CP, egyenesek 0sszefutok (P -ben);
b) az A'P,, B'P, és C'P; egyenesek 0sszefutdk (P’ -ben);
PC P'C
C) ——= ;

PP, PP

d) a PP’ egyenes iranya fuggetlen az A’, B’ és C’' pontok
megvalasztasatol.

(Orszagos olimpia, 1998, Mihai Miculita)
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