“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 1 — #1

GYORFI JENO

ANDRAS SZILARD

A VALOSZINUSEGSZAMITAS
ES A LINEARIS PROGRAMOZAS.
A JATEKELMELET ALAPJAI



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 2 — #2

e
]vr
SAPIENTIA ERDELYI MAGYAR TUDOMANYEGYETEM

GAZDASAG- ES HUMANTUDOMANYOK KAR
MATEMATIKA S INFORMATIKA TANSZEK

A kiadvdny megjelenését a Sapientia Alapitvdny tdmogatta.



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 3 — #3 EF

GYORFI JENO
ANDRAS SZILARD

A VALOSZINUSEGSZAMITAS
ES A LINEARIS PROGRAMOZAS.
A JATEKELMELET ALAPJAI

Scientia Kiadé
Kolozsvar-2007



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 4 — #4

Lektor:
dr. Baldzs Mérton (Kolozsvar)

Sorozatborité:
Miklési Dénes

Descrierea CIP a Bibliotecii Nationale a Romaniei
GYORFI JENO, ANDRAS SZILARD
A valésziniiségszamitas és a linearis programozas. A jatékelmélet alapjai /
Gydrfi Jend, Andrds Szilard. — Cluj-Napoca: Scientia, 2007.
Bibliogr.
ISBN 978-973-7953-86-5




“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 5 — #5

TARTALOM

El6szo6

1. Bevezetés a val6szintiségszamitasba
1.1. Valészin{iségszamitdsi alapfogalmak
1.2. Eseményalgebra, Boole-algebra
1.3. Teljes eseményrendszer
1.4. Események, valészintiség
1.4.1. Gyakorisag, relativ gyakorisag
1.4.2. A val6szinfiség matematikai fogalma
1.5. Kombinatorikus, klasszikus valészin{iségszamitéds
1.6. Visszatevés nélkiili mintavétel
1.7. Visszatevéses mintavétel
1.8. Valésziniiségi modellek
1.8.1. Poisson-féle modell
1.8.2. Bernoulli-féle modell

1.8.3. Maxwell-Boltzmann-modell

2. Feltételes valdszintiség, események fiiggetlensége
2.1. Feltételes valészintiség

2.2. A valészintiségek szorzasi szabdlya

2.3. Események fiiggetlensége

2.4. A teljes valészintiség tétele. Bayes tétele

3. Diszkrét valészin(iségi valtozok és jellemzoik

3.1. Diszkrét valészintiségi véltozok eloszlasa

3.2. Diszkrét valészintiségi vdltozok eloszlasfiiggvénye

3.3. Mtiveletek diszkrét val6szintisdgi valtozdékkal

3.4. Diszkrét valészintiségi véltozok vérhato értéke
3.4.1. A varhato érték tulajdonségai

11
11
15
17
18
18
20
22
30
31
32
32
34
34

36
36
38
40
42

50
51
55
57
58
58



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 6 — #6

TARTALOM
3.5. Diszkrét valésziniiségi valtozé szérédsa, szérasnégyzete 59
4. Folytonos valdszinfiségi véltozok és jellemzoik 63
4.1. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsédgai 63
4.2. Folytonos valészintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye 64
4.3. Folytonos valészintiségi valtozé varhaté értéke, szorasa
és szoérdsnégyzete 65
4.4. Fontosabb folytonos eloszldsok 68
5. Nagy szdmok térvénye 76
5.1. Markov-féle egyenl6tlenség 76
5.2. Csebisev-egyenl6tlenség 77
5.3. Nagy szdmok toérvénye 79
5.4. Markov tétele 82
5.5. Bernoulli és Poisson tétele 83
5.6. A Kolmogorov-egyenl6tlenség 85
5.7. A nagy szdmok torvényének erds alakja 87
5.8. Glivenko—Cantelli tétele 91
6. Kétdimenziés diszkrét valészintiségi vektorok és jellemzéik 94
6.1. Diszkrét valészintiségi vektorvaltozok eloszlasa 94
6.2. Kétdimenzids valészin{iségi vektor eloszlasfiiggvénye 96
6.3. Kétdimenzids valészin{iségi vektor peremeloszldsa 97
6.4. Kétdimenzids valészintiségi vektorvéltozo feltételes
eloszlasai 98
6.5. Egylittes eloszlas varhato értéke 100
6.6. A peremeloszldsok varhato értéke 101
6.7. Feltételes eloszlasok varhaté értéke 101
6.8. A kétdimenzids valészin(iségi vektor komponenseinek
fiiggetlensége 102
7. Kétdimenziés folytonos val6szintiségi vektorok és jellemz6ik 106
7.1. Kétdimenziés folytonos valészintiségi vektorok 106



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 7 — #7

TARTALOM 7
7.2. Stirtiségfiiggvény 107
7.3. Feltételes eloszléds- és stirliségfiiggvény 110
7.4. Varhaté értékek 113
7.5. A peremeloszldsok varhaté értéke 114
7.6. Feltételes eloszldsok varhato értéke 115
8. Kovariancia, korreldciés egyiitthaté és regresszidanalizis 117
8.1. A kovariancia (egyiittvaltozas) 117
8.2. A korrelécios egyiitthato 118
8.3. Regresszidanalizis 120
9. A linedris algebra elemei 131
9.1. Vektorok, matrixok, determindnsok 132

9.1.1. Miiveletek vektorokkal 132
9.1.2. Matrixok 134
9.1.3. Determinansok 138
9.1.3.1. Determindnsok tulajdonséagai 139

9.1.3.2. Maétrixok inverze 140

9.1.3.3. Az inverz métrix tulajdonsédgai 140

9.2. Lineadris egyenletrendszerek 141
9.2.1. Gauss—Jordan-féle elemcsere-eljards 143

10. Linedris programozdas geometriai megoldésa 149

10.1. Alapfogalmak 149

10.2. A kétvaltozoés linedris programozasi feladat grafikus

megoldasa (Optimalizélds grafikus médszerrel) 152

11. Szimplex algoritmus és alkalmazdsa normal Lp feladatok

megoldasara 160
12. Optimalis gazdalkodds véltozo er6forrdsok esetében. Dudl
feladat 173



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 8 — #8

8 TARTALOM
13. A jatékelmélet elemei 180
13.1. Jaték, stratégia 180
13.2. Kétszemélyes nulladsszegii jatékok 181
13.3. A minimax elv 183
13.4. Nyeregpontos jatékok 183

13.5. Nyeregpont nélkiili jatékok 2x 2-es matrixjatékok esetében 186

14. Kétszemélyes nem konstans 0sszegfi jatékok
14.1. Benzinkutasok problémaja

14.2. Bimatrixjatékok kevert egyensilypontjainak
meghatédrozésa

Szakirodalom

193
193

196

205



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/]12 — 10:55 — page 9 — #9

ELOSZO

Egyetemi jegyzetiink ismeretanyagdt a matematikai tudomanyok hé-
rom nagy fejezetébdl vdlogattuk ki az EMTE Csikszeredai Kardn tartott
Matematika II. el6adéds tematikdjanak megfelelGen.

A valészintiségszdmilds elemeinek targyaldsat az indokolja, hogy
ma mdr a valdésziniliségszamitds a gyakorlati élet kiilonb6z6 probléma-
inak megfigyelésében és megolddsdban jelen van. A legtébb gazdasagi,
s6t mar tarsadalomtudomaényi targyd tanulmény valészin{iségszamita-
si médszereket is folhaszndl egy vizsgalt jelenség értelmezésére vagy
el6rejelzésére. A valdszintliségszamitasban tapasztalati és matematikai
gondolatmenetek fon6dnak 6ssze.

A matematikdnak ez az dga a véletlen tomegjelenségekre vonatkozé
torvényszertiségek megallapitasaval foglalkozik. Ezek a torvényszertisé-
gek statisztikai jellegliek, vagyis dtlagosan érvényes torvények, és nagy
szamban egyszerre véghemend jelenségekre vagy tobbszor megismétel-
het6 jelenségekre vonatkoznak.

A linedris programozds elemei a matematikai programozas fontos
részét képezik, amely a leggyakrabban alkalmazott mdédszer gazdasagi
folyamatok modellezésére. A linedris programozés alapvet6en a lineéris
egyenletrendszerek elméletén alapszik, tehat a kézépiskolai ismeretekre
épitiink. A gazdasdgi folyamatok optimalizdldsdnak egyes mdédszereit
tanulmanyozzuk.

A jatékelmélet alapjainak megismerése j6l hasznosithaté konflik-
tushelyzetek matematikai modellezésében, optimadlis cselekvések, stra-
tégiak meghatdrozdsdban. A jatékelmélet azt vizsgalja, hogy kiillonboz6
dontési helyzetekben, amelyekben az egyik résztvevé dontésére hatdssal
van a masik résztvevé dontése, mi lehet az ésszerii viselkedés alap-
ja. Megismerkediink a jatékelmélet alapfogalmaival, és tanulményozunk
néhédny feldolgozott jatékhelyzetet.

Az elméleti anyag megértését, a fogalmak kozotti Osszefiiggések
megértését segitik a kidolgozott és magyardzatokkal ellatott példdk és
gyakorl6 feladatok.

A gyakorlati életre utalé példédkat dgy lehet megoldani, hogy a
példdban szereplé adatokhoz meg kell keresni a megfelelé elméleti
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ismereteket. Ez a jegyzet tartalmazza azokat az elméleti résznek tekin-
tett 0sszefiiggéseket, amelyek a példak adataihoz kapcsolva elvezetnek
a megolddshoz.

Az elméleti ismeretek kivalasztdsdban és a példaanyag 6sszedllitasa
sordn tanulményoztuk a mi egyetemiink képzési irdnyaival 6sszeegyez-
tethet6 hazai és kiilhoni fels6fokd intézmények hiressé vdlt oktatdsi
anyagait.

Szeretnénk koszonetet mondani a szaklektornak, dr. Baldzs Mér-
ton ny. egyetemi professzornak hasznos tandcsaiért, a kézirat tébbszoros
preciz kijavitdsdért, valamint mindazoknak, akik hozzdjarultak a konyv
megjelenéséhez.

A szerz6k
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1. FEJEZET

BEVEZETES A VALOSZINUSEGSZAMITASBA

A matematikatorténet a valdszintiségelmélet els6 komoly elméleti
eredményeit a XVII. szdzadra teszi, amikor B. Pascal (1623-1662) és
P. Fermat (1601-1665) a szerencsejdtékok gyakorlatdb6l adédé felada-
tokra matematikai mddszert nyujtott, dsszefliggést teremtve a véletlen
bizonytalansdgai és a matematikai bizonyitdsok kozott. Nem sokkal ké-
s6bb J. Bernoulli (1654—1705) utalt arra, hogy az 1ij matematikai elmélet
alapvet6 fontossdgu a tomegjelenségek vizsgdlatdban. Egyik nevezetes
tételében, az n. ,,nagy szamok torvényében” Bernoulli megéllapitja a
gyakorisdg és valdsziniliség matematikai kapcsolatat nagyszamu kisérlet
esetén.

Laplace (1741-1827) maér alkalmazta a valészin{iségszamitdst a de-
mogréfidban, csillagdszatban.

A modern valészin{iségelmélet megteremt6i a P. L. Csebisev (1821-
1894) vezette szentpétervdri iskola tagjai voltak. Az ide tartozé A. N.
Kolmogorov (1903-1987) nevéhez f(iz6dik a valésziniiségszamitds axio-
matikus elmélete, ami dltal a valoszintiségszamitds a matematikai tudo-
maéanyok szerves része lett.

A valészintiségelméletnek egyre kiterjedtebb alkalmazdsa tjabb tu-
domadanyagak megjelenéséhez vezetett, mint példdul az informdaciéelmé-
let és a megbizhat6sagi elmélet.

A valészintiségszamitds modszerei ma mar hasznalatosak a miiszaki
tudomanyok, a temészettudomdanyok, az orvostudoményok, a kézgazda-
sdgtan kiilénboz6 teriiletein.

1.1. Valésziniiségszamitasi alapfogalmak

A valészintiségszamitas targya: olyan nagy szdmban el6forduld
vagy sokszor megismételhetd, véletlen kimenetelii kisérletek (folyama-
tok), amelyeknek lehetséges kimenetelei ismertek. A val6szintiségszami-
tds a véletlen kimeneteli tomegjelenségeket tanulmdanyozza. A véletlen



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/1? — 10:55 — page 12 — #12

12 1. BEVEZETES A VALOSZINUSEGSZAMITASBA

7 vz

kimenetelii kisérletek, folyamatok szintere lehet az egyszerii jatékok vi-
laga (pénzfeldobds, kockadobds), a természet, a tarsadalom, a gazdasagi
élet stb.

Megjegyzés. A jelenségek megfigyelése el6tt el kell donteni, hogy
mit tekintiink lehetséges kimenetelnek. A pénzérme feldobésa esetében
lehetséges kimenetelek a fej, illetve az {rds megjelenése.

A valészinliségszamitdsban a kisérlet szét a szokdsosndl dltalano-
sabb értelemben haszndljuk. Nemcsak egy jelenség mesterséges el6-
allitdsat nevezziik kisérletnek, hanem barmely jelenség megfigyelését,
fiiggetleniil, hogy milyen okok hozzdk létre.

1.1. értelmezések.

1. Kisérlet. A kisérlet olyan jelenség létrehozdsa vagy megfigyelése,
amely sokszor megismételhett (megismétlédik) azonos feltételek kozott.

Példa. A pénzérme feldobdsa, kockadobds, golyé kihtzdsa egy ur-
nébol stb.

2. Elemi esemény. A kisérlet sordn csak egyféleképpen megvalésul-
haté kimeneteleket elemi eseményeknek tekintjiik. Az elemi események
halmazat E-vel és az elemi eseményeket altaldban E, E», ... szimbélu-
mokkal jeloljiik.

Példdk.

1. A pénzérme feldobdsa esetén E = {fej, irds} , vagy irhatjuk, hogy
E = {0,1}, ha a fej megjelenését a 0-nak, az irds megjelenését az 1-nek
feleltetjiik meg, vagy forditva.

2. Kockadobés esetén, amely nyilvdnval6an akdrhédnyszor megismé-
telhetd, az 1,2, 3,4, 5, 6 kimenetelek alkotjak az elemi eseményeket, tehat
irhatjuk, hogy £ = {1,2,3,4,5,6}. Természetesen ez mér az eredmények
absztrakt kezelését jelenti, mert vdlaszthatndank akdrmilyen hatelemii
halmazt is E-nek, példaul az

E= {0,006 088

halmaz is megfelelne.

Megjegyzés. Altalaban nehéz eldonteni, hogy mit neveziink elemi
eseménynek.

3. Esemény. Az elemi események halmazanak barmely részhalma-
zat eseménynek nevezzik, igy az események halmaza a P (E) halmaz
(az E 0sszes részhalmazanak halmaza). Az események jel6lésére az dbé-
cé nagybetiiit haszndljuk. A P(F) halmazt eseménytérnek nevezziik.
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Példdk.
1. Kockadobéskor az elemi események halmazdnak 2° = 64 részhal-
maza van:

P(E) ={{0},{1},{2},{3},...,{1,2,3},...,{1,2,3,4,5,6}}.

Az elemi események E; = {1}, B, = {2}, E5 = {3}, E, = {4}, E5 = {5}
és Eg = {6}. A pdratlan szdm megjelenésének megfelel6 esemény az
A = {1,3,5}, és a pdros szdm megjelenésének megfelel esemény a
B = {2,4,6}. Ezeket természetesen jeltlhettiik volna az

A={C,E )}, illetvea B = {0}

halmazokkal, ha az eseményeket is igy jeldljiik.

Megjegyzés. Ha az elemi események halmazanak szamossaga n, ak-
kor az események halmazdnak szdmossdga 2", vagyis ha |FE| = n, akkor
|P(E)| = 2"

3.1. Események osztilyozasa

1.2. értelmezések.

a) Azt az eseményt, amely minden kisérletnél bekovetkezik, biztos
eseménynek nevezziik és E-vel jeloljiik.

b) Az elemi események halmazdnak iires részhalmazat lehetetlen
eseménynek nevezzik és ()-vel jeloljik. A lehetetlen esemény azt
jelenti, hogy a kisérlet sordn sohasem kovetkezik be.

c) Az A esemény komplementerét az E biztos eseményre nézve A
(A feliilvondssal) vagy CpA—val jeldljiik. A pontosan akkor ké-
vetkezik be, ha az A esemény nem kovetkezik be.

d) Az A és B események kizdro események, ha a kisérletek sordn
nem val6sulhatnak meg egyszerre. Tehdt az A és B események
nem tartalmaznak k6zos elemi eseményt.

e) Az A és B események dsszeférhet6k (kompatibilisek), ha egy ki-
sérlet alkalmdval egyiittesen is bekovetkezhetnek, vagyis ha van
legaldbb egy kozos elemiik.

f) Azokat az eseményeket, amelyek egynél tobb elemi eseményt tar-
talmaznak, dsszetett eseményeknek nevezzik.

Példdk. A kockadobds esetén a biztos esemény az E = {1,2,3,4,

5,6} halmazzal azonosithat6, ennek a komplementere az () (és forditva, a
lehetetlen esemény komplementere a biztos esemény). Az A = {1,3,5}
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és B = {2,4,6} események kizdr6 események is és komplementer esemé-
nyek is (az eredmény vagy pdros vagy pdratlan, és nem lehet egyszerre
péros is meg pératlan is). A C' = {1,2}, D = {2,3,4}, E = {1,2,3,4,5,6},
F ={1,5,6} és G = {4,5} események esetén E a biztos esemény, D és
F komplementer események, C' és D 6sszeférhetGek, mig A és G kizéaré
események.

Megjegyzések.

1. A lehetetlen esemény nem elemi esemény és nem is Osszetett
esemény.

2. Az esemény lehet diszkrét, illetve folytonos. Az esemény diszk-
rét, ha a szdmossaga legfeljebb megszamlalhato (véges vagy végtelen) és
folytonos, ha nem megszamlalhat6 végtelen (kontinuum).

Példa. Egy targy tomegének mérési eredménye folytonos esemény:

E={zeR| a<xz <b}.

3. A halmazelméletben szokdsos terminolégiat hasznaljuk esemé-
nyekre is, igy az A és a B halmaz egyenl6 egymadssal, ha az A és B
halmaz elemei azonosak. Jel6lése A = B. Ha az A eseménnyel megjele-
nik a B esemény is, akkor az A esemény magédban foglalja a B eseményt,
A C B. A halmazelméletben szokdsos mtiveletek is értelmezhet&k ese-
ményekre is:

AUB={ec E|ec Avagye € B} az A és B esemény egyesitése;
ANB={ec EF|ec Aésec B} az A és B esemény metszete;
A\B={ec E|ec Aése ¢ B} az A és B események kiilonbsége.

Példa. Kockadobds esetén tekintsik az A = {1,2,3} és B =
{1,2,3,6} eseményeket. Nyilvanvald, hogy A C B, AU B = {1,2,3,6},
ANB = {1,2,3} és B\A = {6}. Az A véletlen eseményt akkor te-
kintjiik bekovetkezettnek, ha a kisérlet eredményeként megjelend elemi
esemény eleme az A részhalmaznak (A C P (F)). Altaldban A C A,
ACE, ) CA AUB=BUAstb.

4. A részhalmaz-reldcié tranzitiv tulajdonsagu, vagyis ha A C B és
B c C,akkor A CC.

A valészintiségszamitdsban gyakran van sziikség arra, hogy az ese-
ményeket egyszerlibb események segitségével el6allitsuk, ezért fontos
megvizsgédlni, hogy az eseményekhez rendelt valészin{iségek hogyan vi-
szonyulnak a miiveletekhez. Ezt tigy érjiik el, hogy elébb a miiveletek
tulajdonsdgait vizsgédljuk meg alaposabban (ez a kévetkezé paragrafus
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targya), majd értelmezziik a val6sziniiség fogalmat és végiil megvizsgdl-
juk a valdészintiségnek és a miiveleteknek a kapcsolatat.

1.2. Eseményalgebra, Boole-algebra

1.3. értelmezés. Eseményalgebra, Boole-algebra az olyan
{P(E) 7m7U7ﬁ7®7E}7

két bindris (N, U) és egy undris (—) mivelettel, valamint két univerzalis
korlattal (0, E) ellatott halmaz, amelyre érvényesek a kovetkezs miiveleti
szabdlyok (1.1. tablazat).

1.1. tablazat. Miiveleti szabdlyok

Metszet Egyesités Miivelet elnevezése
1. AnNA=A AUA=A Idempotencia
2. AnNB=BnA AUuB=BUA Kommutativitds
(ANB)NC = (AUB)UC = TR
3. = AN (BNC) — AU(BUC) Asszociativitds

4. AnN(AuB)=A AU(AnB)=A Elnyelés

A metszet disztributiv

AN(BUC) = AU(BNC) = az egyesitésre nézve,

A - és az egyesités
=(ANB)U(ANC) =(AUB)N(AUC) disztributiv

a metszetre nézve.

ANo =, AU¢ = A, . . .
6. ANE — A AUE - E Univerzdlis korldtok
7. ANA=2¢ AUA=E Komplementumok
8. j = A Involicid
9. ANB=AUB AUB=AUB de Morgan rel4cick
Megjegyzések.

1. Mivel az események az elemi események halmazdnak részhal-
mazai, a halmazalgebra mfiveleti szabdlyai érvényesek az eseményekkel
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végzett algebrai miiveletekre is. gy az eseményekkel végzett miivelete-
ket az algebrai miiveletek jeleivel jeldljik. A halmazalgebra miiveleti
szabdlyai véltozatlanul dtvehetdk, illetve megtarthaték az események al-
gebréjaban is.

A tdbldzatban szerepl6 A és B két tetszbleges eseményt jelol. Az ese-
ményekkel val6 miiveletek egyszeriibb jelolésére szokds az egyesitésre a
+ jelet, a metszetre pedig a szorzds (-) jelét haszndlni.

fgy ha az A-val és B-vel egy kisérlethez tartozé eseményhalmaz két
tetsz6leges eseményét jeloljiik, akkor az A U B, tovdbbiakban az A + B
Osszeg az az esemény, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha az A és B
koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Altalanosabban: A, + A, + ... +
A, azt az eseményt jeloli, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha az
Ay, A, ..., A, események koziil legaldbb egy bekovetkezik.

Az A és B események metszetén vagy szorzatdn, az AB eseményen,
azt az eseményt értjlik, amely akkor és csak akkor kovetkezik be, ha A is
és B is bekovetkezik (AB ekvivalens az AN B jel6léssel). Altaldnosabban:
Ay Ay ... A, azt az eseményt jeloli, amely pontosan akkor kovetkezik be,
amikor az A;, A,, ..., A, események egyszerre kovetkeznek be.

Az A — B eseményen azt értjiik, hogy A teljesiil, de B nem. Ezt dgy
is kifejezhetjiik, hogy A — B = AB.

Példa. Hozzuk egyszerfibb alakra az (A + B)(B + C) kifejezést, ha
ACB ésBcCC.

Megoldds. Ha A C B, akkor A+ B = B. Ugyanugy, ha B C C, akkor
B+C=C.Tehdt (A+B)(B+C)=B-C=B.

Gyakorlat. A hadosztély és a f6hadiszallds kozott harom kiilonbozs
telefonvonalat 1étesitettek. Jeloljiik ezeket a vonalakat az 1-es, 2-es és
3-as szdmokkal. Az ellenség persze egyfolytdban igyekszik megsemmi-
siteni ezeket a telefonvonalakat. Jeloljik A-val, B-vel és C-vel az 1-es,
2-es, illetve a 3-as vonal meghibdsodasat jelentd eseményt. (Ezek elemi
eseményeknek szdmitanak, ha a kisérlet a telefonvonalak mtikdésének
ellendrzését jelenti.) Fejezziik ki elemi események segitségével a kovet-
kez6 eseményeket:

a) csak az els6 vonal hibés;

b) az els6 két vonal hibas, a harmadik nem;

c) legaldbb az egyik vonal hibés;

d) mindhédrom vonal hib4s;

e) pontosan egy vonal hibés;

f) pontosan két vonal hibdés;

g) egyik vonal sem hibads;
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h) legfeljebb egy vonal hibés;

i) legfeljebb két vonal hibés.

Megoldds. Néhany esemény a kovetkez6 médon fejezhet6 ki:

a) Ha csak az els6 vonal hibas, akkor ez azt jelenti, hogy az A teljesiil
és nem teljesiil sem a B, sem a C, tehét a kivdnt esemény: ANBNC.

b) Ha az els6 két vonal hibds és a harmadik nem, akkor az A, a B
és a C eseményeknek egyidejtileg kell teljesiilniiik, tehét a kivant
esemény: ANBNC.

h) Ha legfeljebb egy vonal hibas, akkor vagy pontosan egy vonal
hibds, vagy egyik sem hibds. Eszerint a vizsgalt esemény:
(ANBNC)U(ANnBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

1.3. Teljes eseményrendszer

1.4. értelmezés. Egy kisérlethez tartozé A, As, ..., A, véges szdmu
események halmaza teljes eseményrendszert alkot, ha:
a) Osszeglik a biztos eseményt alkotja és
b) paronként kizarjak egymast, vagyis
a) > A=A+ Ay +...+ A = E (biztos esemény),
i=1
b) A;-A; =0, hai# j (paronként egymadst kizdr6 események).

1.5. tétel. Ha egy kisérlethez véges sok elemi esemény (E;, Eo, ...,
E,) tartozik, akkor az elemi események teljes eseményrendszert alkot-
nak.

A teljes eseményrendszer egy fontos tulajdonsédgat és alkalmazhato-
sdgat fejezi ki a kovetkez6 tétel.

1.6. tétel. Ha az E eseménytérben az A, A,,..., A, véges szdmu
események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor barmely B esemény
felbonthaté az egymast paronként kizaré A, B, A>B, ..., A,,B események
0sszegére, azaz

B = ZAiB =A,B+ A;B+ ...+ A,B. (1.1)
=1

Valamely B eseménynek ily médon valé felirdsat bdzisos elddllitds-
nak nevezziik.
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Bizonyitds. Az a) és a disztributiv tulajdonsdgokat felhaszndlva ir-
hatjuk:

B=FE-B=(A +A+...+A,)B=AB+A;B+...+ A,B.

Az A;B és A;B, i # j események pedig egymést pdronként kizarjak,
mivel a b) tulajdonsag alapjan

1.7. tétel. Ha n szdmu elemi esemény alkotja az F eseményteret,
akkor az 0sszes lehetséges esemény szama 2".

Bizonyitds. Valéban, ha az E halmaz n elemi eseményéhez még
hozzdszamitjuk az (n + 1)-edik lehetetlen eseményt — ami se nem ele-
mi, se nem Osszetett esemény, mivel nem irhaté fel elemi események
Osszegeként —, akkor az Osszes esemény szdmdnak megdllapitdsdhoz
osszegezniink kell az n elembdl alkothat6 0, 1,2, .. ., (n—1), n-ed osztalyd
kombindciék szamat. Tehét az n elemi eseményt tartalmazé eseménytér-
ben az 6sszes események szdma:

CO+Cl4+ .. . +Cr=(1+1)"=2"

1.4. Események, valdsziniiség

A koznapi gondolkoddsban szokatlan, hogy a ,,véletlennek” is lehet-
nek torvényszertiségei, de ami kisszamu esetben véletlen, nagy szamok
esetén lehet torvényszerd. Példdul egy csalddban a gyerekek nemének
ardanya véletlen, de t6bb és tobb csalddot tekintve egyre inkabb térvény-
szerli. Azilyen és ehhez kapcsol6d6 torvényszertiségeknek a felfedezése,
értelmezése és alkalmazdsa a valészin{iségszamitds egyik targya.

Most azt vizsgéljuk meg, hogy valamely kisérlet esetében hogy lehet
egy A esemény bekovetkezésének lehet8ségét, val6szintiségét egy 0 és 1
kozti valés szdammal megadni.

1.4.1. Gyakorisag, relativ gyakorisag

Tegyiik fel, hogy egy bizonyos kisérletnek véletlen okok miatt tobbfé-
le kimenetele lehetséges. Jeloljiik a kisérlethez tartozé eseményrendszer
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(eseményalgebra) egyik véletlen eseményét A-val, A € P(F), és ismé-
teljiik meg n-szer a kisérletet. Ha az n-szer elvégzett kisérletben az A
esemény k4-szor kovetkezik be, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény
abszolut gyakorisdga ka-val egyenld. A 4 hdnyadost az A esemény re-
lativ gyakorisdgdnak nevezzik és p4-val jeldljik.

Mivel az A bekovetkezéseinek szdma k4 € {0,1,2,...,n}, ezért a
k
0< 2 <1 (1.2)
n

egyenl6tlenség teljesiil a relativ gyakorisédgra.

A kisérlet tobbszori elvégzése utan észlelhetd, hogy a relativ gya-
korisdg egy bizonyos szdm koriil ingadozik, az n névekedésével pedig
ez az ingadozds mind kisebb és kisebb, és egy viszonylagos stabilitds
kovetkezik be.

1.8. értelmezés. Aztaszamértéket, amely koriil valamely A esemény
relativ gyakorisdganak ingadozasa viszonylagosan stabil, az esemény va-
I6szintiségének nevezziik és P(A)-val jeloljik.

Minden A € P (F) eseménynek megfeleltetiink az el6bbiek sze-
rint értelmezett valés szdmot, igy definidlunk egy P : P(E) — [0,1]
halmazfiiggvényt, amelynek a P(A) helyettesitési értéke adja az A ese-
mény valészintiségét. (A P(F) fliggvényérték nem tévesztendd Gssze az
E részhalmazainak P(E) halmazéval, dltaldban a szévegktrnyezetbdl
egyértelmtien latszik, hogy melyikrél van sz6.)

A relativ gyakorisédg (1.2) egyenl6sége alapjan az A esemény valdszi-
niiségére is teljesiil a 0 < P(A) < 1 egyenl6tlenség. Ha az A biztos
esemény, azaz F, akkor kr = n, tehat P(E) = 1. A lehetetlen ese-
ményre kg = 0, igy a lehetetlen esemény valGszintisége P()) = 0. Ha
Ay, A, ..., A, egymadst paronként kizaré események, akkor

kA1+A2+~~-+An = kAl + kAz +...+ kAn'

Ezért

ka k k k

14+As+ ... +A, Aq Ao A,

- = — + - + LRI + 9
n n n n

Pa +A>+ .. +4, =

amelybdl kévetkezik, hogy

P(A +Ay+ ...+ A,)=P(A) + P(A) + ...+ P(4,).
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Megjegyzés. Az elébbi egyenl6ség két oldaldn a + szimbdlum két
kiilénb6z6 mitiveletet jeldl, a jobb oldalon valés szamokat adunk 6ssze,
a bal oldalon az egyesitésre vonatkozik.

1.4.2. A valésziniiség matematikai fogalma

A relativ gyakorisdgra érvényes Osszefiiggések alapjan dllapitotta
meg A. N. Kolmogorov a P(A) valésziniiségre érvényes alapkovetelmé-
nyeket (axiomakat).

1. 0 < P(A) < 1;

2. P(E)=1;
3. ha A- B =), akkor P(A+ B) = P(A) + P(B);
4. ha A, A,,..., A,,... egymdst paronként kizdr6 események, azaz

A;A; =0, hai # j, akkor
PAi+ Ay + ...+ Ay +..) = P(A) + P(A2) + ... + P(A,) +

Az axiémdk alapjdn igazolhatdk a valészintiségszdmitds kovetkezd
tételei.

1.9. tétel. Ha az A esemény valészintisége P(A), akkor az A (ellen-
tétes esemény) valészintisége P(A) = 1 — P(A).
Bizonyitds. Mivel ANA =0 és AUA = E, ezért a 3. axiémat
alkalmazva
P(E) = P(AUA) = P(A) + P(A).

Viszont a 2. axiéma szerint P(E) = 1, ezéltal P(A) =1 — P(A).
Kévetkezmény. A lehetetlen esemény valészintisége 0.

Valéban, P()) = P(E) =1—P(E)=1—1=0.

1.10. tétel. Ha A C B, akkor P(A) < P(B).

Bizonyitds. A P(E) eseménytér A és B — A eseményei egymadst kol-
csonosen kizarjdk és B = A+ (B — A) (1.1. dbra). igy a 3. axiéma szerint
P(B)=P(A)+ P(B — A).Mivel P(B — A) > 0, ebbél kovetkezik, hogy
P(A) < P(B).

1.11. tétel. Ha A és B két tetsz6leges esemény, akkor

P(A—B)=P(A) - P(A-B).
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1.1. abra.

Bizonyitds. Mivel a P(F) eseménytér A — B és A- B eseményei egy-
madst kolcsonosen kizarjak (1.2. dbra) és A = (A — B) + A - B, igy a 3.
axioma szerint

P(A)=P(A—B)+ P(A-B),

és ebbdl kovetkezik, hogy P(A — B) = P(A) — P(A - B).

1.2. abra.

1.12. tétel. Ha az A és B két tetsz6leges esemény (1.3. dbra), akkor
P(A+ B)=P(A)+ P(B)— P(A- B). (1.3)

Bizonyitds. Az A+ B és B eseményeket felirjuk kiilon-kiilon két-két
diszjunkt esemény osszegeként: A+ B= A+ (A-B) és B= AB+A-B.
Ezekre a diszjunkt eseményekre alkalmazzuk Kolmogorov 3. axiomajat:

P(A+B)=P(A)+P(A-B), P(B)=P(A-B)+P(A-B).
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1.3. 4bra.

Ha a mdsodik azonossagbdl kifejezziik a P (A - B)-t, és ezt behelyettesit-
jik az el6z6 0sszefliggésbe, akkor a P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)
egyenldséghez jutunk.

Kovetkezmény (Poincaré tétele). Hasonléan bizonyithaté, hogy ha
A, B és C tetszbleges események, akkor:

P(A+B+C) = P(A)+P(B)+P(C)—P(AB)—P(AC)—P(BC)+P(ABC).

1.5. Kombinatorikus, klasszikus valdszintiségszamitas

Kisérleti titon kozelité pontossaggal meghatdrozhatjuk egy esemény
valésziniiségét, az esemény relativ gyakorisaga segitségével, gy, ahogy
az 1.4.1. paragrafusban lattuk. Vannak azonban olyan mddszerek is,
amelyek lehet6vé teszik, hogy megfelel6 feltevések teljesiilése esetén
a valészintiséget logikai tton, kozvetlen kisérletekre valé tdmaszkodds
nélkiil meghatdrozhassuk. A megfeleld feltevések a kovetkezdk:

— a kisérletek kimenetelei véges szamuak;

— minden esemény elemi vagy véges szdmu elemi esemény 0ssze-

gére bonthato;

— az elemi események valdszintiségei egyenlok.

1.13. értelmezések. Egy teljes eseményrendszer eseményei a hozza-
tartozo valészintiségekkel alkotjdk a valdszintiségi mezét:

< Al A2 Ty An >
b1 b2 e Pn )
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Ez a jel6lés azt jelenti, hogy minden j € {1,2,...,n} esetén az A; ese-
mény valészintisége p;. Ha p; = p, = p3 = ... = p,, akkor klasszikus

valdszintiségi mez6r6l beszéllink, tehat a klasszikus valészintiségi mezé

<E1 E2 T En)
1 1 1

alaki. Ilyen valészin(iségi mez6 esetén barmely esemény valdszin{isé-
ge kiszamithaté a kombinatorika segitségével, a valészintiségszamitds
klasszikus képlete alkalmazédsaval. Azt is mondjuk, hogy az

Al AZ Ty An
pP1r P2 - DPn
egy diszkrét valdszintiségi valtozo eloszlasa.

1.14. tétel. Legyen a P (F) eseménytér elemi eseményeinek szdma
n, és tegylik fel, hogy minden elemi esemény egyenld valészintiséggel
kovetkezhet be. Ha egy A esemény k elemi esemény 6sszegeként {rhato,
akkor

P(A)=—, (1.4)

vagyis az A esemény valdszintisége a ,kedvezd elemi események” és
az ,,0sszes elemi események” szdmanak hdnyadoséval egyenlé.

Megjegyzés. Az (1.4) képlet kordbban a valészintiség definiciéjaul
is szolgélt, és Abraham de Moivre (1667—1754) francia matematikustol
szarmazik (1711).

Bizonyitds. A kisérlet elemi eseményei legyenek £, Es, ..., E,. Fel-
tevés szerint

P(E,) = P(Ey) =...= P(E,).

Mivel az elemi események egymadst paronként kizarjak, irhatjuk, hogy
P(Ey+Eyy+...+ E,)=P(E,)+ P(Ey)+...+ P(E,) =1,

tehdt P(E;) = L, hai e {1,2,3,...,n}.

Ha az A eseményt az E,, Fs, ..., £} elemi események 0sszege alkotja
(az elemi események szamozdsa tetsz6leges), akkor A = F1+Es+. . .+ E,
ésigya

P(A) = P(E\ 4+ Es + ...+ Ey) = P(Ey) + P(E) + ...+P(Ek):k.%
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Osszefiiggést kapjuk. Az A eseményt alkoté elemi eseményeket kedvezd
eseteknek szokds nevezni.

A klasszikus valészintiségszamitas képletében szerepl6 k és n sza-
mok meghatdrozasdban fontos szerepet jatszik a kombinatorika. Tekint-
siik 4t nagyon roviden a kézépiskoldban tanult legfontosabb kombinato-
rikai alapfogalmakat.

a) Permutacio (ismétlés nélkiili)

n kiilonbdzd elem egy bizonyos sorrendben valé elhelyezését az ,,n
elem egy permutaciéjdnak” nevezziik. Két permutdciét akkor neveziink
kiilénb6zodnek, ha az egyik permutacié sorrendje kiilonbozik a masiktél.
A lehetséges permutacidk szdma

P,=nl=1-2-3-...-n.
Itt emlékeztetiink arra, hogy megdallapodas szerint 1! =1 és 0! = 1.
b) Ismétléses permuticié

Legyen adva r kiilonb6z6 elem, amelyeknek az eléforduldsi szdma
rendre kq, ko, ..., k, (vagyis a j-edik elembdl pontosan k; darab van) és
k1+ky+...+k, = n. Az el6bbi n elem egy sorrendjét ismétléses permutd-
ciéonak nevezzilk. Az n elembdl képezhetd 0sszes, egymastdél kiilonbozé
»ismétléses permutdciék” szama (kq, ko, . . ., k, rOgzitett)

n!

Pn ism T/ 7 1.1 11"
’ kilko!. . K,

¢) Variacio (ismétlés nélkiili)
Egy n elem( halmaz k elem{i rendezett részhalmazait ,,k-ad osztalyd
varidciéknak” nevezziik. Két varidciét akkor neveziink kiilonbozének, ha

kiilonb6znek az elemekben vagy az elemek sorrendjében. Az n elembdgl
képezhet6 6sszes kiilonboz6 k-ad osztdlyu varidcio szama

k=nesetén V' =n!l=P,.
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d) Ismétléses variacio

Ha egy n elemi halmazbdl kivalasztunk k elemet tigy, hogy az erede-
ti halmaz elemeit t6bbszor is kivalaszthatjuk, akkor egy ,.k-ad osztdly
ismétléses varidcio”-t hozunk létre. Az n elembdl képezhet6 6sszes kii-
16nb6z6 k-ad osztalyu ismétléses varidcio szdma

vk =nk.

n, ism
e) Kombinacio (ismétlés nélkiili)

Ha n szdmu, egymastol kiilénb6z6 elembdl k£ elemet kivédlasztunk
(k <n) és az elemek sorrendjétél eltekintiink, akkor egy ,k-ad osz-
tdlyu (ismétlés nélkiili) kombindciot” kapunk. Két kombindciét akkor
tekintiink kiulonbozoének, ha elemeikben kiilonboznek. Az n elembél] ké-
pezhet6 Osszes (kiillonboz6) k-ad osztalyi kombindcié szdma

I O n!
Cn = ( k > D

1) Ismétléses kombinacio

Ha egy k-ad osztdlyd kombindciéban az egyes elemek ismétlgdé-
sét is megengedjiik (legfeljebb k-szor!), akkor , k-ad osztdlyi ismétléses
kombindciorél” beszéliink. Az n elemb6l képezhetd 6sszes (kiillonboz6)
k-ad osztalyd ismétléses kombindci6 szdma

Cvk:

([ n+k-1
n, ism k .

Megjegyzés. Mind az ismétlés nélkiili, mind pedig az ismétléses
permutéaciokndl, ill. varidciokndl az egyes elemeknek a helye, azaz az
elemek sorrendje (egymadsutdnisdga) a kiilonb6z6ség jele, mig a kombi-
néaciok esetén az elemek sorrendjének nincs ilyen jelentsége.

A kombinatorikdt gyakran a véges szdmossagu halmazok elméle-
tének is szokds nevezni. A végtelen (szamossdgi) halmazok elmélete
lényegesen kiilonbozik a kombinatorikatél. A permutéaciok, varidcidk és
kombindciék attekintését konnyiti meg az 1.2. tdblézat.
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1.2. tablazat.

Kiilonbo6z6 Elemek
Elem- elemek szdma A csoportok el6forduldsanak
kombindciék az egyes szdma szdma
csoportokban a csoportokban
Permutaci6 n P ol Minden elem
(ism. nélkiil) no pontosan egyszer
Ismétléses | Az egyes elemek
ermulacio r P ism = 7,61”{;'_““! pontosan
permu ki, ko, ..., k.-szer
Varidcis Minden elem
k_ _nl .
(ism. nélkiil) h<mn Vo' = G legfeljobb
egyszer
Ismétléses " Minden elem
variécio m, dsm legfeljebb k-szor
Kombindci k<n ck=(" M11: c}g?eigm
(ism. nélkiili) n =\ k 51¢%
egyszer
Ismétléses c [ n+Ek-1 Minden elem
kombindci6 m, tsm k legfeljebb k-szor
Megoldott feladatok

1. Egy 22-es 0sszlétszdmu osztdlyban 12 ldny és 10 fid van. Az osz-
talyban kisorsolnak két szinhdzjegyet tigy, hogy mindenki felirja a nevét
egy kis papirdarabra, majd a papirkdkat egy sapkdban Gsszekeverik és
valaki kihiz két papirt. Mekkora a val6szintisége annak, hogy a két jegy
koziil az egyiket fid, a masikat pedig lany kapja?

Megoldds. A 22 didk koziil kett6t C2, = 231 kiilénb6zé médon le-
het kivdlasztani, tehdt a kisérletnek 0sszesen 231 kimenetele lehetséges.
Ezek a kimenetelek azonos valészintiségtiek, hisz semmi okunk felté-
telezni, hogy a hiizdsok nem véletlenszertiek. A kedvezé esetek szdma
12 - 10 = 120, mert 120 olyan pért tudunk képezni, amelynek az egyik
tagja fiti és a masik lany. Igy a vizsgélt esemény valdszintisége
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120 40
— = — =0,5194.
231 77

2. Egy pénzérmét tobbszor feldobunk. Jeldljik A-val azt az ese-
ményt, amely pontosan akkor kévetkezik be, ha négy dobasbdl harom
fej, és jeloljiik B-vel azt az eseményt, amely pontosan akkor kovetkezik
be, ha nyolc dobéasbdl 6t fej. Hasonlitsuk 6ssze a két esemény val6szinii-
ségét!

Megoldds. Mivel minden dobés eredménye fej vagy irds (a tobbi do-
bastdl fiiggetleniil, hisz az érmének nincs memdridja, és nem tudhatja,
hogy a tébbi dobds eredménye mi volt vagy lesz), 6sszesen 2* = 16 kii-
16nb6z6, négy hossziisagii dobdssorozat létezik. Igy négy dobds esetén a
kisérletnek 16 lehetséges kimenetele van, és ezeket tekinthetjiik azono-
san valészin{inek. A kedvez6 kimenetelekben pontosan harom dobés fej
és a negyedik irds. Ilyen dobdssorozat C; = 4 darab létezik, tehdt

4 1
P(A)= 1, =, =02
Hasonl6 gondolatmenettel nyolc dobds esetén az 6sszes lehet6ség szama
28 = 256, ebbdl Cy = 56 kedvezd, tehat
56 7

P(B)=— = -—-=0,218.
(B) 256 32 0,218

Az el6bbiek alapjan P(A) > P(B).

3. Bolyongdsi feladat a szdmegyenesen. Egy automata utasitdsi rend-
szerében az olvasé(ird)fej egységnyi ugrdsokat tesz meg a szamegyenes
mentén (pozitiv, illetve negativ irdnyban). Hany kiilénb6z& ttvonalon
juthat az origébdl n 1épés utdn a k abszcisszdju pontba?

Megoldds. Jeldljiik a jobbra megtett 1épések szdmadt x-szel és a balra
megtett 1épések szamadt y-nal. A feladat feltételei szerint x +y = n és
x —y = k. Az egyenletrendszer megoldasa:

2 YT

Mivel z,y € N, az n és a k paritdsa azonos kell hogy legyen, vagy mind a
kettd pdros, vagy mind a kettd paratlan. Fiiggetleniil a haladasi iranyok
sorrendjétél, a kedvezd esetek szdma

n+k n—k

n+k n—=k

c,z =C, 7.

n n
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Szdmpélda. Abban az esetben, ha n = 3 és k = 1, akkor a lehetséges
utak szdma C3 = 3. A lehetséges utak —1,0,1; 1,0,1; 1,2,1.

Megjegyzés. A probléma altaldnosithaté két- vagy hdromdimenziés
racspontok esetében.

4. Bridzsjatékhoz az 52 lapos kartyacsomagot a négy jatékos kozott
egyenlden osztjak szét (a csomag négyfajta — pikk, kér, karo és treff — lapot
tartalmaz, mindegyik fajtdbél 13—13 darabot). Mennyi a valészintisége
annak, hogy az egyik elére kivdlasztott jatékoshoz éppen k darab (k €
{0,1,2,3,...,13}) karé keriil?

Megoldds. Feltételezhetjiik, hogy osztdskor nem csalnak, tehdt min-
den lap azonos valészintiséggel keriil az egyes jatékosokhoz. Igy a lehet-
séges kimenetelek szdma C33, mert az 52 lapos csomag barmely 13 lapot
tartalmazo részhalmaza a kivalasztott jatékoshoz keriilhet. Mésrészt, ha
pontosan k darab k4ré lapja van a jatékosnak, akkor ez C¥, - Cz5 " kii-
16nb6z6 moédon lehetséges (mert a k£ darab kéré a 13 karé koziil és a
tobbi 13 — k darabot a 39 nem kéré lapok koziil kapja). Igy a keresett
val6szintiiség
ol o

PA="e

5. Egy dobozban 8 piros és 4 fekete golyd van. Egyenként hizunk
taldlomra golyékat. A kihtzott golyd szinét rendre feljegyezziik, majd
a golyét visszadobjuk. Szamitsuk ki annak a valészin{iségét, hogy az
n-edik hizaskor jelenik meg k-adik alkalommal piros goly6!

Megoldds. Ha az n-edik kihuzott goly6 a k-adik piros, akkor a hu-
zdssorozat pontosan k darab piros és n — k darab fekete golyé kihtzasat
jelenti, ahol az utols6 goly6 piros. Tehat az els6 n — 1 hiizdsb6l meg
kell jelélniink n — k hiizast (a feketéket). Ezt C"~F kiilonb6zé médon
tehetjiik meg. A piros golyékat a 8 piros golyé koziil hizhatjuk ki, a
fekete golydkat pedig a 4 fekete goly6 koziil, tehdt a kedvez6 esetek sza-
ma C"~F . 8F . 47k Mésrészt n hiizds esetén 6sszesen 12" a lehetséges

htizasok szdma, tehét a keresett valdsziniiség:

- ] k 4 n—k - 9 k 1 n—k QkCZ:k
-t (i) () -t (5) () -

6. Bizonyitsuk be, hogy ha az X kisérletre vonatkoz6 A eseménynek
a valdszintisége P(A), és ha egy ett6l fiiggetlen Y kisérletre vonatkozé B
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esemény val6szintisége P(B), akkor annak a valdszintisége, hogy az A is
és a B is bekovetkezik P(A) - P(B)! Altaldnositsuk ezt a tulajdonsédgot!
Bizonyitds. Jeloljik az X és Y kisérlet lehetséges kimeneteleinek
szamat x-szel, illetve y-nal, az A-nak, illetve a B-nek kedvezs6 esetek
szamat a-val, illetve b-vel. Tehdt az X és az Y kisérletnek = - y lehetséges
kimenetele van (és mivel a kisérletek kozott nincs Osszefiiggés, ezek
egyforma valdszintiséggel rendelkeznek). A kedvezd eset azt jelenti, hogy
az X kisérletben az A-nak, mig az Y kisérletben a B-nek kedvezé a
kimenetel, tehét a kedvez§ esetek szdma a - b (minden A-nak kedvez
eset tarsithaté egy-egy B-nek kedvezd esettel). Ebb6l kivetkezik, hogy

az A és a B események egyiittes bekovetkezésének valdszinlisége
a-b

b
s =, = PP,

SHRS

Ez a gondolatmenet tobb halmazra is kiterjeszthetd, tehat ha az X;
kisérletekre vonatkoz6 A; esemény valészintisége P (A;), 1 < i < n,
akkor a kisérletek egylittes végrehajtdsakor az A; események egyiittes
bekovetkeztének valdszintisége

HP(AZ-).

7. Annak valdsziniisége, hogy egy szamitégép processzora dram-
erGsség-ingadozéaskor (vagy dramsziinetkor) kiég, 0,0001. Mennyi a va-
lészintisége annak, hogy a tizezredik bekapcsolédskor kiég a gép procesz-
szora?

Megoldds. Ahhoz, hogy pontosan a tizezredik bekapcsolédskor égjen
ki a processzor az kell, hogy az els6 9999 bekapcsolaskor ne égjen ki és
a tizezredik bekapcsoldskor kiégjen. Ha Aj-val jeldljiik azt az eseményt,

hogy a k-adik bekapcsoldskor nem ég ki a processzor, akkor a vizsgalt
9999

esemény Ajgooo N | Ak alakban irhatd, tehét az elGbbi feladat szerint
k=1

a keresett valészintiség P(A) = 0,0001 - 0,9999%9%° ~ 3,67 - 10~°, mert
annak a val6szintisége, hogy egy bekapcsoldskor a processzor nem ég ki
0,9999.
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1.6. Visszatevés nélkiili mintavétel

A gyakorlatban, kiilon6sen a minéségellen6rzés sordn, sokszor talél-
kozunk a kovetkez6 tipust problémaval.

Legyen adott egy N elemf( termékhalmaz, amelyek koziil s selej-
tes van. Vegyiink ki a halmazbdl egy n elemii mintdt, és feltételezziik,
hogy a mintdk valészin{isége ugyanaz, vagyis barmely n elem{i mintat
és barmely terméket azonos valészintiséggel emelhetjiik ki (klasszikus
valésziniiségi mez6!). Mekkora annak a val6szintisége, hogy a minta pon-
tosan k selejtes terméket tartalmaz? Oldjuk meg a feladatot visszatevéses
és visszatevés nélkiili mintavétel feltételezésével.

Ha a minta minden darabjat egyszerre emeljiik ki, vagy (ami ugyan-
azt jelenti) a minta darabjait egymds utdn vessziik ki, de egyiket sem
tessziik vissza, akkor visszatevés nélkiili mintavételrsl beszélink. Ez-
zel az eljarassal a selejtes termékek ardnydra vonatkozéan szerezhetiink
informaciét.

1.15. tétel. Ha IV szdmu termék kozott s szdmu selejtes, akkor annak
avaldsziniisége, hogy egy n elemf visszatevés nélkiili mintédban k (k < s)
szamu selejtes legyen:

Ch-Cy%
=~

Bizonyitds. A kisérlet lehetséges kimeneteleinek a szdma C}. A
kedvez6 eseteket azok az n elemi mintdk fogjak alkotni, amelyekben
pontosan k szdmu selejtes darab van. Az s szdm selejtes termék koziil
k szdmu selejtes C*-féleképpen vdlaszthat6 ki. Tovdbbd minden egyes
ilyen kivélasztdshoz az N — s hibétlan termék koziil a még hidnyzé n —k
szamu hibétlan terméket O "-féleképpen vélaszthatjuk ki. Ezek a ki-
vélasztdsok egymdstol fiiggetlenek, vagyis a C* szdmu eset barmelyike
megvalésulhat a C " szdmu eset barmelyikével, tehat a kedvez6 esetek

ci-cpt
o
Megjegyzés. Egyes szerz6k a C* (n elem k-ad osztdlyt kombindcioi-

P (1.5)

, k n—k £ P S _
szama C7 - Cy_".. Igy a keresett val6szintiség éppen P =

nak a szdma) jelolésére az szimb6lumot hasznéljak (ezt ,,n alatt a

n
k
k”-nak olvassuk).
Szdmpélddk.
a) N=11,s=3,n=2,k=0¢6s
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( ; ) < 20 > ( : )

0 2—-0 2 87

P(A) = = AL =42

8-7 4.7 28
11-10 11-5 55

b) N=11,s=3,n=3,k =1, igy

< 3 > ( 11-3 >
1 3—-1 328
P(B) = = =0,51.
(B) 11 165 ’
3
Megjegyzés. A p = + hényadost szokds selejtardnynak is nevezni.

A nem selejtes termékek ardnya ekkor ¢ = £=* = 1 —p. Ezzel a jel6léssel
az (1.5) képlet igy irhaté:

) God) () G5
(%) (%)

1.7. Visszatevéses mintavétel

1.16. tétel. Ha N szdamu termék kozott s szdmu selejtes van, akkor
annak a valészintisége, hogy egy n elemfi visszatevéses mintdban k szé-

mu selejtes legyen
k N — n—k
P:<n>8<fﬂ, (1.6)

Bizonyitds. Egy-egy elemi esemény itt is n szdmu termék kivalasz-
tdsdbdl all. A visszatevés miatt itt az is el6fordulhat, hogy ugyanazt a
terméket tobbszor is kivessziik. Igy a lehetséges esetek szdma az N sza-
mu termék n-ed osztdlyd ismétléses varidciéinak a szdma, N".

A kedvez6 eseteknél az elsé k szdmu kiemelés eredménye selejtes,
a tobbi n — k szamt kiemelés hibatlan termék. Igy az s szdmii selejtesbél
alkothat6 k-ad osztalyu ismétléses varidciok szdmét szorozzuk az N — s
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szdmu j6 darabbdl kiemehets (n — k)-ad osztdlyd ismétléses varidcidk
szdmaval, tehat s*(N — s)" ",

Természetesen a k szdmu selejtest nemcsak az elsé & kiemeléssel
kaphatjuk meg, hanem az n kiemelés soran barmely & szdmu selejtes
kiemelése is kedvezé esetnek szamit. Azoknak az elemi eseményeknek
a szama, melyek éppen a rogzitett helyeken tartalmazzdk a selejtes ter-

mékeket, egyenlé -val. Igy az osszes kedvez6 elemi események

n
k
. n ) e / B n sF(N—g)"—F
szama < /{7 > s*(N — s)"*. Tehdt P = < I )N

1.8. Valészintiségi modellek

A klasszikus valészintiségszadmitashoz tartozé kiilonféle tipusti mo-
dellek targyaknak kiilonb6zd osztdlyok kozti elosztdsaként fogalmaz-
haték meg, és egymadstdl az elosztds feltételeiben, illetve az egyenld
valésziniiségi események megadédsaban kiilonboznek.

1.8.1. Poisson-féle modell

Példa. Ha A, As, ..., A,_1 és A, egymastdl fiiggetlen események,
akkor fejezziik ki ezek fiiggvényében azt az A eseményt, amely akkor és
csak akkor kovetkezik be, ha az el6bbi események koziil pontosan k£ darab
kovetkezik be (tehat & darab bekovetkezik, és n — k£ nem kovetkezik be),
majd irjuk fel az A valdészintiségét az A,, A,,..., A, és A, események
valészintiségének fiiggvényében!

Megoldds. Azt, hogy az Ay, A,, ..., Ax_1 és Ay események bekovet-
keznek és a tobbi esemény nem kovetkezik be, az 4, N A, N...N AN
A1 N AroN...N A, metszettel irhatjuk le. Ezt a k darab bekovetkezd
esemény minden lehetséges megvalasztdsdra meg kell ismételniink, és a
kapott C* metszetet egyesiteniink kell. A kivdnt esemény tehat

A= U (ﬂAj>ﬂ m/TJ , ahol X ={1,2,3,4,...,n}.

HCX JjEH Jj¢H
| H=k]

Ha az A, esemény valdszinfisége py, akkor P (/Tk) =1— pg, tehat az
A kifejezésében szerepl6 metszetek valészintisége p;, - pi, - Diy = - - - - Diy, -
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Qirsr * Qinys ~ -+ - G, alakd, ahol ¢, = 1 —p,, 1 < v < nésiy,ig,. ..., 00
az elsd n természetes szam egy tetszdleges sorrendje. Ebb&l kovetke-
zik, hogy az A esemény val6szintisége Y pi, - Di, = - Dip * Qs * -+ i,
alakd, ahol az Gsszegzést az X halmaznak a k elemii {iy,is,...,% } in-
dexhalmazai szerint végezziik. Beldthaté, hogy ez az 0sszeg éppen a
(pz+q1) - (pex+ q2) - ... - (Pux + g,) polinom z* tagjénak az egyiittha-
téja, tehat érvényes a kovetkezo tétel:

1.17. tétel. Ha az A, esemény valdszintiisége py, és ¢z = 1 — pi, ahol
1 < k < n, valamint ezek az események pdronként fiiggetlenek, akkor
annak a valdszintisége, hogy az A, As, ..., A,_1 és A, események koziil
pontosan k darab kovetkezzen be, a (p1x + q1) - (P22 + @2) - . .- (P + @)
polinom z*-t tartalmaz6 tagjénak az egyiitthatéja.

Példa. Harom urna koéziil az els6ben 4 piros és 6 fekete, a masodik-
ban 4 piros és 1 fekete, a harmadikban pedig 3 piros és 2 fekete goly6
van. Mindegyik urnabél kihizunk egy-egy golyét. Mennyi a valészinii-
sége annak, hogy 2 piros és 1 fekete golyét htizzunk?

Megoldds. Jeloljik Aj-val azt az eseményt, hogy a k-adik urnébél
kihtuzott goly6 piros. A feladatban kért esemény akkor és csakis akkor
teljestil, ha az A, események koziil pontosan kettd teljesiil. A feltételek
alapjén P (A;) = 2, P(As) = 3 és P(A;) = 2. A tétel értelmében a
keresett valészintiség éppen az

o= (i) (41) (4]

polinom z?-es tagjdnak egyiitthatéja. Szdmoldssal ellenérizhets, hogy a
keresett egyiitthaté éppen 2% = 0, 464.

Azokrél az eseményekrél, amelyek néhany fiiggetlen esemény koziil
rogzitett szamu esemény bekovetkeztével azonosithaték, azt mondjuk,
hogy a Poisson-féle modellt kivetik. Tehat a Poisson-féle modell ese-
tében van n kiillonb6z6 Osszetételi osztily (csomag). Példaul az A,
osztdlyban a ,j6” targyak ardnya p;, mig a selejtes targyak ardnya g¢;.
A kérdés az, hogy ha mindenik osztdlybdél kiemeliink egy targyat, akkor
mi a valészintisége annak, hogy az n targy koziil k legyen ,,j6” ésn — k
selejtes.

Példa. Hérom falu legel6jén 6t-6t forrdsndl lehet itatni. Az A falu
legel6jén az 5 forrdshél egynek a vize szennyezett, a B falu hatdrdban az
5 forrds koziil kettének a vize szennyezett, és a C' falu legel6jén az 5 forrés

kéziil haromnak a vize szennyezett. A pédsztor hdromszor taldlomra itat
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rendre a harom falu legel6jén. Mi a valészin{isége annak, hogy két falu
hatédraban tiszta forrdsokbdl itasson?

Megoldds. Tekintsiik a kovetkez6 fliggetlen eseményeket:

A, : ,,az elsg falu” hatdrdban tiszta forrdsbél itatott;

As : ,,a masodik falu” hatdrdban tiszta forrdsbol itatott;

As : ,a harmadik falu” hatardban tiszta forrasbdl itatott.

Tehat azt kell meghatdrozni, hogy mi a valészintisége annak, hogy a
hérom esemény koziil kettd bekovetkezik. A Poisson-modellt alkalmaz-
zuk a kovetkez adatokkal:

4 3 2
n=3, k=2, plZP(Al):ga pzzp(z‘b):g, p3:P(A3):5‘
A keresett valészinfiség a (22 + 1) (224 2) (22 4+ £) polinom mdsodfo-

ki tagjanak egyiitthatéjaval egyenld, tehat
433 422 321 36+16+6 58

5557555 555 12 125
1.8.2. Bernoulli-féle modell

Ha a Poisson-féle modellben szerepld fliggetlen események A,

As, ..., A, egyenlGen valészintiek, tehdt p, = p, ¢ = ¢ = 1 —p
(1t = 1,2,...,n), akkor annak a val6szintiségét, hogy az n eseményhol

pontosan k kovetkezik be, a (pz + ¢)" polinombdl az z* egyiitthatéja
adja, vagyis
P(A) = Cy-pfq .

A Poisson-modellnek ezt a sajatos esetét nevezziik Bernoulli-modellnek.
Leggyakrabban egy kisérlet tobbszori elvégzésekor kapott eredmények
vizsgalatara alkalmazhatjuk.

Példa. Mi a valdsziniisége annak, hogy egy pénzérme négyszeri fel-
dobésa utdn egyszer jelenjék meg a fej?

Megoldds. A modell paraméterei: p = %, q= %, n=4, k=1¢és

0N /1\° 11
= 1 — — = - —_ = —
P, ,=0C; (2> (2> 4 91 = 1
1.8.3. Maxwell-Boltzmann-modell

Ebben az esetben m szdmu egyméstél megkiilonboztetheté targyat r
osztdlyban helyeziink el, oly médon, hogy minden targy véletlenszerii-
en, tehat egyenl6 val6szintiséggel keriiljon valamelyik osztélyba. Jel6lje
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A, 1,1, azt az eseményt, hogy az els6 osztdlyba [;, a masodikba l,, az r-

edikbe [, targy (megszdmozott) keriil. Természetesen [, +1>+. ..+, = m.

r osztalyt m targyhoz r™-en féleképpen lehet hozzarendelni, ami azt
mutatja, hogy melyik tdrgy melyik dobozba keriil. A lehetséges esetek
szamadt r osztdlynak m elemi ismétléses varidciéi adjak. Kedveztk azok a
véges sorozatok, amelyekben az els6 osztdly pontosan /;-szer, a masodik
lo-szor, az r-edik [,.-szer jelenik meg, amelyeknek szdma k = P!r!z -l =

! 2 . 2 2 2 s 2
- lehdt a vizsgdlt esemény val6szintisége
NN

m! 1

PAutat) = om0

Példdk.

1. Egy tehervonat 3 kocsijara 6 egyforma ladat kell felrakni. A 1a-
dak szétosztdsa tetszleges. Mi a valdszintisége, hogy a kocsik kéziil az
els6be 1, a masodikba 2, a harmadikba 3 ldda keriil? Mindegyik ladat
véletlenszerfien rakjdk fel a harom kocsi egyikére.

Megoldds. A kivdlasztds moédszerébdl kovetkezik, hogy a Maxwell—
Boltzmann-modell alapjan kell szamolni. A vizsgilt eseményt A-val
jeloljik. A 1addk szdma m = 6, a kocsik szdma r = 3. A kocsikra rendre
li =1,1, = 2,3 = 3 1dda keriil. Tehét az esemény valdszintisége

m! 1 6! 1 1
PA) =" — = > -~

2. Hérom diédk lakcime azonos. Egy napon a postds 5 levelet hoz erre
a cimre. Mi a val6szin{isége annak, hogy mind az 5 levél egyazon didk
nevére érkezzen?

Megoldds. Ebben a feladatban Maxwell-Boltzmann-modellrél van
sz6. Harom kiilonb6z6 megoszlasa a leveleknek kedvezé esetnek szamit:
az Osszes levelet az els6, masodik vagy a harmadik didk kapja, egyforma
valészin{iséggel. Tehat

5! 1 1 1

PA) =3 5roro 3 ~ 3 s
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2. FEJEZET

FELTETELES VALOSZINUSEG, ESEMENYEK
FUGGETLENSEGE

A feltételes valészintiség fogalma lehet6vé teszi a kisérletek kolcson-
hatdsainak vizsgédlatét, a teljes valészintiség tételének és a Bayes-tétel
bizonyitasat, valamint az események fiiggetlenségének a tanulményo-
z4sét.

2.1. Feltételes valdszintiség

Példa. Egy dobozban 12 piros és 8 fekete golyé taldlhaté. Szamit-
suk ki annak a valészintiségét, hogy a harmadik hizaskor piros golyot
veszilink ki, ha az els6é két huzaskor fekete golyét vettiink ki (véletlen-
szerlien) és egyik goly6t sem tettiik vissza.

Megoldds. Ha mar kihtztunk két fekete golyét, akkor a dobozban 12
piros és 6 fekete golyé maradt, tehat annak a val6szintisége, hogy pirosat
hizunk 2 = 2.

Példa. Jeloljink A-val és B-vel két eseményt, amelyek valamely
véges sok, azonos valészin{iségli kimenettel rendelkez6 kisérletre vo-
natkoznak. Ha a B eseménynek k eset kedvez, és ezek koziil m kedvez
A-nak is, akkor mennyi a valészintisége annak, hogy bekovetkezik az A,
ha a B mar bekovetkezett? Fejezziik ki az eredményt a P(B) és P(ANB)
valbszintiségek segitségével!

Megoldds. Ha a B esemény bekovetkezett, akkor az A vizsgalatakor
a lehetséges esetek csak a B-nek kedvezdek, tehdt a lehetséges esetek
szdma k. Ezek koziil az A-nak is kedvezd esetek szdma m, tehét a keresett
valdsziniiség . Ha n az 0sszes lehet6ségek szdma, akkor ez ¥ = Pl(fzg,j)g)
alakban is irhaté, mert m tulajdonképpen az ANB eseménynzi,k kedvez6
esetek szdma.

Megjegyzés. Lathatd, hogy nem az A esemény valdsziniiségét sza-
moltuk ki, hanem az A esemény valamilyen feltételre (a B esemény-
re) vonatkoz6 bekovetkezésének a valdszinfiségét. A tovabbiakban az
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ilyen jellegli valdszintiségeket feltételes valésziniiségeknek nevezziik.
Altaldban az A eseménynek a B eseményre vonatkozé valészinfiségét
P(A| B)-vel jeldljiik, és az eldbbi feladat alapjén P(A | B) = Z52.

Legyen E egy kisérlethez tartozé elemi események halmaza. Ezen
halmaz részhalmazai alkotjdk a P(F)-vel jelolt eseményteret. Legyen
A és B a P(E) két tetsz6leges eseménye. Ha a tekintett kisérlet so-
ran feltételezziik, hogy bekovetkezik elstként (a priori) a B esemény,
akkor az a kérdés, hogy ez az informdcié hogyan befolyésolja az A ese-
mény valészin{iségét. Hogy erre a kérdésre vdlaszt tudjunk adni, meg
kell hatdrozni, hogy mekkora lesz az A esemény valészintisége, ha az A
eseménynek csak azokkal az elemi eseményeivel szdmolunk, amelyek a
B eseménynek is elemei. Tehdt tulajdonképpen 4j eseményrél van szo.
Az A esemény kedvez6 eseteinek szdma egyenld az A és B események
szorzata (metszete) elemi eseményeinek szdmdval. Az A eseménynek a
B feltétellel valo lesziikitését A |B-vel szokds jelolni.

2.1. értelmezés. Valamely A eseménynek a B eseményre vonatkozé
P(A|B) feltételes valészintisége a két esemény egyiittes bekovetkezé-
séhez tartozé P(A - B) valdsziniiségnek és a B esemény P(B) # 0
valészin{iségének hanyadosa (2.1. dbra).

P(A/B) = Jw, P(B) # 0. (2.1)
E
B
7
. J

2.1. dbra. Venn-diagram: PIS,‘?B?) szemléltetése

A feltételes valdszintiség esetén tulajdonképpen az E eseménytér
szerepét annak egy sziikitett része, a B esemény elemi eseményeinek a
halmaza veszi at. Természetesen a sziikitéssel nem lehet P(B) = 0-ig
menni.
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Példa. Két nem egyforma kockdval dobott szdmok 6sszege 7. Mek-
kora annak valdszintisége, hogy legalabb az egyik kockan 6-os szerepel?

Megoldds. Jelentse A azt az eseményt, hogy legalabb az egyik kockédn
6-os van, B pedig azt, hogy a dobott szdmok 6sszege 7. Meg kell hatarozni
a P(A|B) valdszintiséget. A (2.1) képlettel szdmolunk. Most az elemi
eseményeket a 36 szdmpar alkotja, és a kedvez6 esetek az (1,6); (2,5);
(3,4); (4,3); (5,2); (6,1) szampdrok. Igy a klasszikus képlet szerint

_5

© 36

Az A - B esemény bekovetkezésére két lehetség van, az (1,6) és (6,1)
szampar, igy

P(B)

2

A keresett feltételes valészintiség tehat

= 1

P(A|B)=3 = .

36

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a B
eseményt alkoté elemi események szama 6 és ezekbdl , kedvez6” 2, igy

2 1

2.2. A valésziniiségek szorzasi szabdlya

A feltételes valdsziniiség fontos kovetkezménye az an. szorzdsi sza-
bdly, vagyis a (2.1) képlet alapjan
P(A-B)=P(B)-P(A|B). (2.2)

Megjegyzés. A (2.2) képlet jobb oldala A-ban és B-ben nem szim-
metrikus, de az A és B szerepe értelemszerfien felcserélhet6 és igy

P(A-B)=P(A)-P(B|A). (2.3)
A szorzasi tétel tetszbleges szamu A;, As, ..., A, eseményekre is ki-

terjeszthetd a teljes indukci6 alkalmazédsaval.

P(Ay-As- .. - A,) = P(A)P(As | A1) P(As |A1As) .. P (A, |A1As .. Ay
(2.4)
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Példdk.

1. 100 darab alkatrészbél, melyek kozott a selejtarany 0,04, egy-
mds utdn kivesziink két alkatrészt. Mennyi a valészin{isége annak, hogy
az els6 mintavétel selejtes (A esemény), a mdsodik pedig nem (B ese-
mény), ha

a) visszatevés nélkiili mintavételt haszndlunk;

b) visszatevéses mintavételt haszndlunk?

Megoldas.

a) A selejtaranynak megfeleléen P(A) = 5= = 0,04. Mivel a ko-
vetkez6 htzdsndl a visszatevés nélkiili esetben mar csak 99
alkatrészbdl vélaszthatunk, de ezek kozott 96 a kedvezd, ezért
P(B|A) =2 20,(96) és igy

P(A-B)=P(A)-P(B|A) =0,04-0,(96) = 0,03 (78) .

b) Visszatevéses mintavétel esetén is P(A) = 0,04. A kovetkez6
hiizasnal azonban ismét 100-bél valasztunk. Igy a kedvezé esetek
szdma 96 és igy

96
PB|A)=—= .
Végeredményben P(A - B) = P(A)- P(B|A) = 0,04-0,96 =

0, 0384.
Megjegyzés. Ha a visszatevés nélkiili mintavétel esetén nem kotjiik
ki, hogy a két kivett alkatrészb6l az elsd legyen selejtes, és csak azt a
feltételt szabjuk meg, hogy a két kivett alkatrészbdl az ,.egyik legyen
selejtes”, akkor a megoldas médosul. Altaldban, ha N a termékek szdma,
s a selejtes termékek szama, n a kivett termékek szdma és £k a kivett
termékekbdl a selejtes termékek szdma, akkor ennek az X eseménynek

a valoszintisége
5 N —s
k n—=k
P(X) = .
N
(2

Az el6bbi esetben N =100, s =4,n =2és k =1, igy

<4><96)
1 1 .
pP= _ 496 ores.

( 100 ) ~100.99
2

(2.5)
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A visszatevéses minta esetén, ha nem kotjiik ki, hogy a kivalasztott al-
katrészekbdl melyek a selejtesek, csak a selejtesek szamat tudjuk, akkor
az eseménynek a valdszin{isége

k n—k
[ n\ (N —s)
Jelen esetben P = ? 411(')%?1 =0,0768.

2. Egy urnédban 7 fehér és 5 fekete goly6 van. Egymads utdn kihtizunk
hérom golyét, visszatevés nélkiil. Mi a valészin{isége annak, hogy az
elsének kihuizott golyé fekete, a masik kett6 pedig fehér legyen?

Megoldds. Az elstnek kihuzott golyé fekete eseményt jeldljiik A;-
gvel. A,: a mdsodiknak kihtuzott goly6 fehér; A;: a harmadiknak kihdzott
golyo6 fehér.

P(A, - A~ Ag) = P(A)) - P(Ay |Ay) - P(Ag |41 Ag) = 2> = O T

2.3. Események fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlenségét a feltételes valbészin{iség segitségével
értelmezziik.

2.2, értelmezés. Legyen A és B két tetsz6leges véletlen esemény. Az
A és B egymastdl fiiggetlen események, ha

P(A-B) = P(A) - P(B), (2.7)

vagyis a két esemény szorzatdnak a valdszintisége egyenld a két esemény
valésziniiségének a szorzatdval.

A (2.1)-b6] kovetkezik, hogy ha P(B) > 0, akkor P(A|B) = P(A),
vagyis az A feltételes valdszintisége a B feltétel mellett egyenls az A
valésziniiségével, azaz a B esemény bekovetkezése nem valtoztatja meg
az A bekovetkezésének valdsziniiségét.

A fiiggetlen események lényeges tulajdonsdga az, hogy ha A és B
fiiggetlenek, akkor az A és B is fiiggetlenek. Valéban,



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/1? — 10:55 — page 41 — #41

2.3. ESEMENYEK FUGGETLENSEGE 41

P(A-B) P(A)—P(A-B)
P(A)
P(A) - P(B)
- P(4)

P(B|A) =

=1 =1- P(B) = P(B).
Altaldban, n eseményt (n > 2) fiiggetlennek neveziink, ha tetszéleges
szamu eseményt kivalasztva koziiliik, azok egyiittes bekovetkezésének
valdszintisége egyenlé val6szin{iségeinek szorzatdval. Ebben az esetben
az A, As, ..., A, események teljesen fiiggetlenek.

Példdk.

1. Tekintsiik a jatékkockaval valé kisérletet és a kovetkezd esemé-
nyeket:

B =1{1,2,3,4,56}, A={1,2}, B={2,3,4,56}

 P()=3, P(B)=
1

PAIB)= 4. P(A[B)=1, P(B|A):%, P(B|A) = 1.

S| ot

Ezek a valészintiségek azt mutatjék, hogy ha informéciét kapunk a B
esemény bekdvetkezésérél, akkor az A esemény val6szin{isége megval-
tozik és 1-bdl £ lesz, ha viszont azt tudjuk meg, hogy B nem kovetkezett
be, akkor ez a valdszintiség 1 lesz. Hasonl6képpen, a B valészin{isége
%, ha azonban A mar bekovetkezett, akkor ez a valészintiség %—re véalto-
zik. Beldthatd, hogy az A és B események valdszintiségei médosulnak
egymds bekovetkezésének vagy be nem kovetkezésének fliggvényében.
Kovetkezésképpen azt mondjuk, hogy A és B egymadstél fiiggd ese-
mények. Lathaté, hogy P(A - B) # P(A) - P(B), mert A- B = {2},
PA-B) =2t P2
2. Tanulméanyozzuk a dobdkockdval valé kisérletezéshez kapcsols-
do6 A és B események fiiggetlenségét, ha:
a) A={1,2,3}, B=1{2,3,4,5};
b) A={1,3,5}, B=1{2,4,6}.
Megoldds.
a) P(A) = 1, P(B) = & = 2, P(A|B) = ¢ = 1, P(B|A) =
P(A|B)=1 PB|A)=2.
Az A és B események koziil egyiknek a valésziniisége sem mo-
dosul a madsik bekdvetkezésének vagy be nem kovetkezésének
fliggvényében. Tehat az események fiiggetlenek és a (2.7) teljesiil,
A-B={2,3},P(A-B)=3-2=1

3 3°

2
37

o=
=
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b) Péros és paratlan szam dobdsa egyszerre nem kovetkezhet be,

tehdt A és B egymast kizaré események, vagyis P(A - B) = 0. Az

A és B események bekovetkezésének val6sziniisége P(A) = 1,

P(B) = 3, tehat P(A) - P(B) = . Mivel 0 = P(A- B) # P(A) -

P(B) = 1, a(2.7) feltétel nem teljesiil, ezért az A és B események
egymadstol fiigg6 események.

3. Két urna van egymads mellett. Az egyikben 3 fehér és 5 piros golyd
van, a masikban pedig 4 fehér és 6 piros. Mennyi a valészin{isége annak,
hogy a két urndbdl egyszerre egy-egy piros golyét hizunk ki?

Megoldads. Jeldljik A,-gyel azt az eseményt, hogy az elsé urnabdl egy
piros goly6t hizunk ki, P(A;) = 2. Jelljiik A;-vel azt az eseményt, hogy
amésodik urndbol piros goly6t huzunk ki, P(A4,) = . Jelsljiik A-val azt
az eseményt, hogy a két urndbdl egyszerre egy-egy piros golyét hiizunk
ki. Mivel az A, és A; események egymadstol fiiggetlen események,

P(A) = P(A4). P(A)P(4y) = 21% _ g — 0,375,

2.4. A teljes valdsziniiség tétele. Bayes tétele

2.3. tétel (A teljes valésziniiség tétele). Ha a P(E) eseménytérben az
Ay, As, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor az
eseménytér barmely B eseményének val6szintisége:

P(B) = P(A,)-P(B|A,)+...+P(A,)-P(B|A,) ZP P(B|A;)

(2.8)
Bizonyitds. Az 1.6. tétel alapjan felirjuk a B esemény bazisos el64l-
litdséat: .
B=) AB=AB+AB+...+A4,B,
i=1

ahol az A;B, i € {1,2,3,...,n}, egymadst kolcsondsen kizaré események
(2.2. dbra), igy

P(B) = P(A\B) + P(4,B) + - - + P(4,B).

A valdsziniiségek szorzdsi szabdlya szerint P(B) a (2.2) alakban irhato.
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2.2, bra.

2.4. tétel (Bayes tétele). Ha a P(F) eseménytérben az A, As, ..., 4,
események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor az eseménytér bar-
mely B eseményére, amelyre P(B) > 0, érvényes a kovetkez6 Osszefiig-
gés:

P(Ay) - P(B|Ay)

n

S P(4) - P(B4))

P(Ak|B):

(2.9)

Bizonyitds. A feltételes valdszintiség értelmezése szerint

Pl ) = T

Ha a szamldalé6t a (2.2) szorzdsi szabdly alapjdn, a nevez6t a teljes valo-
szinliség tétele alapjan helyettesitjiik be, akkor a bizonyitandé egyenl6-
séghez jutunk.

Gyakorlatok.

1. Adott hdrom urna, amelyeket A-val, B-vel és C-vel jeldliink.
Mindegyikben van egy fehér golyé. Ezenkiviil az A urnédban egy, a B
urndban két, a C urndban hdrom piros golyé van. Az urndk kivélaszta-
sdnak valdszintisége rendre %, %, illetve % Véletlenszerfien kivdlasztunk
egy urndt és abbdl kihtizunk egy golyét. Mennyi a valészintisége annak,
hogy piros goly6t hiztunk?

Megoldds. A feladatnak a mellékelt fadiagram felel meg (2.3. dbra).
Ha az A urnét vélasztjuk, akkor a piros golyé kiemelésének val6szintisége
1 1

+.1 = . Haa B urnat vélasztjuk, akkor a piros goly6 kiemelésének

val6szintisége 5 - 2 = 3. Ha a C urnét vélasztjuk, akkor a piros goly6
kiemelésének valdszintisége 3 - 3 = 1. Igy egy piros goly6 kiemelésének
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valésziniiségét a hdrom 1t valésziniiségének az 6sszege adja:

1 1 1 2
P( piros golyd) = 5 + 3 + i=3

mivel a piros golyékhoz hdrom kélcsonosen fiiggetlen 1t vezet.

%

2.3. abra.

2. Egy tudoményos konferencidn 60 n6 és 20 férfi vesz részt. A nék
koziil 15-en kék szemiiek, a férfiak koziil 5-en. Mi a val6szintisége annak,
hogy a véletlenszerfien interjira felkért né kék szemi lesz?

Megoldds. Jeloljik A-val azt az eseményt, hogy a kivélasztott sze-
mély kék szemii és B-vel azt, hogy a valasztott személy n6. Annak a
valdsziniisége, hogy ha a taldlomra kivélasztott személy né, akkor az
kék szemt, az A esemény B-re vonatkozo feltételes valészintiségével
egyenlé. )

P(AB) &£ 1
P(A|B)=———~ =+ =-=0,25.
@B ="m =~w=5="

3. Egy lizemben bizonyos termékeket 3 egyforma gépen dllitanak
el6: az 6sszes termék 25%-at az elsén, 35%-at a méasodikon, 40%-4t a
harmadikon. A selejtardny a megfelel sorrendben 2%, 3%, 5%. A mi-
néségellendrzés két tipikus kérdése: a legyartott termékeket egy helyen
tarolva és koziiliik egyet véletlenszertien kivalasztva,

a) mi a valdésziniisége, hogy a valasztott termék selejtes?

b) ha ez a termék selejtes, mi a valészintisége, hogy a masodik gép

gyartotta ?

Megoldds. Jeldljiik A;-vel azt az eseményt, hogy a kivdlasztott termé-

ket a j-edik gép gyartotta. igy P(A4,) = 0,25, P(A,) = 0,35, P(A3) = 0,40
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és Al, Ay, A; teljes eseményrendszert alkotnak, mivel 4;A; =0, hai # j
és Z A; = E. Jeldljlik a selejtes termék kivédlasztdsanak megfelel6 ese-

menyt B-vel. A feltételek alapjan P (B|A;) = 0,02, P (B|A;) = 0,03 és
P (B|A;) = 0,05. Ezekkel a jelclésekkel

P(B) =P (A1) -P(B|A1)+ P (A) - P(B|A2) + P (43)- P(B|4s) =
=0,25-0,02+0,35-0,03 +0,4-0,05 = 0,0355
és
P(B|A;)  0,35.0,03
P(B) 10,0355

4. Az évfolyam agrar- és élelmiszeripari gazdasag szakos hallgatéi-
nak 26%-a, a konyvelés- és gazddlkoddsi informatika szakos hallgatéinak
52%-a és az dltalanos kozgazdasédg szakos hallgatok 57%-a szerezte meg
a 30 kreditpontot. A fenti szakos hallgaték ardnya rendre 32%, 35%,
illetve 33%.

a) Mennyi a val6szin{isége annak, hogy egy taldlomra kivélasztott

hallgat6é megszerezte a 30 kreditpontot?

b) Mi a valészintisége annak, hogy a 30 kreditpontot szerzett hall-

gaték kozil taldlomra kivélasztott didk agrar szakos?

Megoldds.

a) Legyen B a kérdéses esemény. Az A, esemény jelentse azt, hogy

a kivdlasztott hallgaté agrar- és élelmiszeripari gazdasag szakos
hallgaté, A azt, hogy konyvelés- és gazddlkodasi informatika sza-
kos a kivalasztott hallgaté, és A; azt, hogy altaldnos kézgazdasag
szakos a kivélasztott hallgaté. Igy a feltételek alapjan:

P (Ay/B) = P(A,)

=0, 295.

32 35 33
- = = — P(A3) = —.
100’ (42) 100° (4s) 100

A B esemény A,;-re vonatkozé feltételes valdszintisége

26
P(B|A;) = —
(B]A1) 100’
és hasonldan,
52 57
P(B|A;)=—, P(B|A43;)=—.



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/1? — 10:55 — page 46 — #46

46 2. FELTETELES VALOSZINUSEG, ESEMENYEK FUGGETLENSEGE

A teljes valdszintiség tétele alapjan

P(B)=P(A)-P(B|A1) + P (As) - P(B|As) +
+P(A3)'P(B|A3):
32 26 35 52 33 57

— 22 2y 27 22 L2 20 . 4533,
100 100+100 100+100 100 0,4533

b) Annak a valészin{isége, hogy a 30 kredit pontot elért hallgaté
éppen agrar- és élelmiszeripari gazdasdg szakos hallgat6 legyen

P(A,)-P(B|A))  #-35  0,0832

P(A, |B) = = = =0, 1835.
(A1|B) P(B) 0,4533 ~ 0,4533
Hasonléan
P(A3) - P(B|Ay) 15" 16
P A B — — 100 100 — 4 1
(421B) P(B) 0,4533 0,4015
P(A;) - P(B|A
P (A4s|B) = ( 3)13(3() | 3):(),4149.

5. A hirk6z16 csatorndn a 0-k 15-e egyessé torzul, mig az egyesek 5--a
nullava torzul. A leadott jelek koziil a 0-k és 1-ek ardnya 5 : 4. Szamitsuk
ki annak a valdszintiségét, hogy ha a vevd oldalon 0-t kapnak, akkor az
adé 0-t tovabbitott.

Megoldads. Jeltlje A, azt az eseményt, hogy a vev6 0-t észlel, A; azt,
hogy a vevé 1-et észlel, By, hogy az adé 0-t kiild, illetve B, hogy az adé
1-et kiild. Elkészitjiik a mellékelt diagramot.

B, A,
9/10
1/10
1/20
19/20
B, A,
2.4. abra.

A feltételek alapjdn P(B) = 2, P(B,) = §, tehat
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B P(By) - P(Ao|By) _
P(Bo|A) = P(By)P(Ay|By) + P(By)P(Ay|By) N

9

=210 — =0,865.
5 9 4 1 )
9 10 To

t

20

6. Egy raktdrba az A, A, és A; gyiimolcsosokbél szallitottak almat.
A raktér készletének 25%-a az A; gytimolcsosbdl, 35%-a az A, gylimol-
csOsbdl és 40%-a az A; gylimolcsosbdl érkezett. Az dltaldnos tapasztalat
szerint az A; gylimolcsosbdl szdllitott alma 10%-a férges. Az A, gyiimol-
csOs esetében a selejtardny 15%-os, és az A; gyiimolcsos esetében 20%-os
a selejt.
a) Mennyi a valdszintisége annak, hogy a raktarbdl egy taldlomra
kivett alma férges legyen?
b) Mi a valészin(isége, hogy a selejtes alma rendre az A;, A,, vagy
az A; gytimolcsosbdl szarmazik?
Megoldas.
a)

P(B)=P(A,))-P(B|A;)+ P(A) - P(Bl|Ay) +
+P(A3)'P(B’A3):
25 10 35 15 40 20

= 100100 T 100 100 T 100 100 = %1975

P(A)-P(BJA1) _ 151

P A B — — 100 100 — 1

(411B) P(B) 0,1575 0, 1387,
0,0525

P(A;|B) = = =0,(3) és P(A;|B)=0,5079.

00,1575

7. Egy vizsgan a 45 vizsgatétel kozott 10 ,,j6” tétel van (vagyis min-
denki ebbél a tizb6l szeretne hiizni). Mennyi a valdszintisége annak,
hogy az els6 didk nem htiz ,,j6” tételt, a mésodik ,,j6” tételt hiz és a har-
madik nem huz ,,j6” tételt? (Megjegyzés: a kihuzott tételeket nem teszik
vissza.)

Megoldds. Jeloljiik A;-gyel, As-vel és A;-mal a kovetkez6 eseménye-
ket:

A; : az els6 didk nem huz ,,j6” tételt;

A, : a masodik didk ,,jo” tételt hiiz;

Ajs : a harmadik didk nem huz ,,j6” tételt.
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P(A;NA,) P (A NAyN A3)
P(As]A]) = ——2 és P(A3]A1NA,) =
(42]41) P4, = (431410 42) P(A,NA)
tehat

P(AlﬁAgﬂAg):P(A3|A1ﬁA2)P(AlﬂAQ):

DeP(A) =2 =1 P(A]A) =2 =265 P(A3]A;NAy) = 2, mert
az A; bekdvetkezése utdn a 44-b6l 10 ,,j6” tétel marad, és az A; és A,
bekovetkezése utan a 43 tételbél pontosan 9 ,,j6” tétel marad. Eszerint
mindhdrom esemény bekovetkezésének a valdszintisége
P(AiNAy;NA3) = 4%-%%: %%0,037.

8. 32-lapos magyar kértyabdl 3 lapot hizunk egymads utén, vissza-
tevés nélkiil. Mennyi a valészin{isége annak, hogy az els6 kihtuzott lap
alsé, a masodik fels6 és a harmadik ismét als6?

Utmutatds. Alkalmazzuk a valészintiségek szorzasi szabdlyét. Az
el6irt feltételek - valészintiséggel teljestilnek.

9. Egy egyetemi vizsgdn az A-szakos hallgaték 70%-a vizsgazik si-
keresen, a B-szakos hallgatéknak pedig 45%-a. Az A-szakos hallgaték
az évfolyam 60%-at teszik ki. Mennyi a valészintisége annak, hogy egy
taldlomra kivélasztott hallgat6 sikeresen vizsgazik?

Utmutatds. Alkalmazzuk a teljes valdsziniiség tételét. A taldlomra
kivalasztott hallgaté 2-6d valészintiséggel vizsgdzik sikeresen.

10. Két dobozban azonos fajta dru van. Az elsé dobozban 30, a mé-
sodikban 15 darab van. Mindkét dobozban egy-egy hibds darab van. Az
els6 dobozbdl véletlenszertien kiesik egy darab, és azt atteszik a ma-
sodikba. Ezutdn a mdsodik dobozbdl vélasztunk taldlomra egyet és ezt
megvizsgdljuk. Mi a valdészintisége annak, hogy ez a darab selejtes?

Felelet. Alkalmazzuk a teljes val6szin{iség tételét. Annak a valészi-
niisége, hogy a méasodik dobozbdl selejtest vesziink ki == ~ 0, 06.

11. Egy cukraszati laborban késziilt siitemények 96%-a felel meg
a stlyszabvdnynak. A min&ségellentrzés soran az elkésziilt siitemé-
nyek egy részét megvizsgaljak, a stily szempontjdbdl szabvanyos darabok
98%-a bizonyul alakra jénak, a nem szabvanyos stlyd darabokbél pedig
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5%-ot nyilvanitanak alakra jénak. Mennyi a valészin{isége annak, hogy
egy adag slitemény, amely a min&ségellen6rzésen alakra jonak bizonyul,
megfelel a silyszabvdnynak?

Utmutatds. A-valjeldljiik azt az eseményt, hogy egy siitemény alak-
ra jonak bizonyult a min6ségellenérzésen, és B az az esemény, hogy a
darab siilya szabvanyos, B pedig azt jelenti, hogy a siitemény stilya nem
szabvanyos. A P (B |A) ~ 0,998 feltételes valdszintiséget Bayes tételével
szamitjuk ki.

12. 10 azonos alaki doboz koziil az els6 9-ben 4-4 korondi tdnyér
van, mégpedig 2 zold és 2 kék. A tizedik dobozban 5 z6ld és 1 kék tanyér
van. Az egyik taldlomra vélasztott dobozbdl véletlenszertien kivesziink
egy tdnyért. Mennyi a valdszintisége annak, hogy ez a tizedik dobozbdl
valé, ha a kivett tdnyér zold?

Utmutatds. Jelsljiik A-val azt az eseményt, hogy zoldet vesziink ki.
Legyen B; az az esemény, hogy a j-edik dobozbél védlasztottuk. Annak a
valészin{isége, hogy egy zold tanyért éppen a tizedik dobozbdl hizunk
ki, Bayes tételével szdmithat6 ki: P (B |4) = 5.
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DISZKRET VALOSZINUSEGI VALTOZOK
ES JELLEMZOIK

Kockadobas esetén minden elemi eseményhez hozzarendelhett 1-
t6l 6-ig egy természetes szdm, ha az emberek testmagassdgat vizsgdljuk,
akkor a lehetséges esetek szintén szamokkal fejezhet6k ki. Masrészt
viszont vizsgdlhatunk olyan eseményeket, amelyek nem mennyiségi
ismérvekhez kapcsolédnak, példaul, ha azt szeretnénk leirni, hogy boly-
gonk lakossdgdnak hany szdzaléka né és hany szdzaléka férfi. Ebben az
esetben is a lehetséges esetekhez hozzarendelhetiink szdmokat, az egy-
szer(ibb kezelés (illetve adatfeldolgozas) céljabél. Igy gyakorlatilag az
eseménytér minden elemi eseményéhez val6s szamokat rendeliink hoz-
z4. Vannak kisérletek, amelyeknél nem elégséges csak szdmokat rendelni
az elemi eseményekhez, hanem szdmpdérokat, szamhdarmasokat vagy 4l-
taldban szdm n-eseket rendeliink hozzdjuk.

3.1. értelmezés. A P (F) eseménytér egy teljes eseményrendszeré-
nek mindegyik eseményéhez hozzdrendelhetiink egy R¢-beli elemet. Az
igy értelmezett fiiggvényt valdsziniiségi vdltozénak nevezziik és X-szel
jeloljiik.

Ha d = 1, akkor egydimenzids valdsziniiségi vdltozorél beszéliink
és dltaldban d dimenzids valészin{iségi valtozérdl. A tovabbiakban csak
akkor lesz sz6 tobbdimenziés valészin{iségi valtozékrol, ha ezt kihang-
stilyozzuk, kiilonben a valészin{iségi véltozo kifejezésen egydimenzios
val6szin{iségi valtozot értiink.

3.2. értelmezés. Ha az X val6szin{iségi vdltozo értékkészlete véges
vagy megszdmlédlhat6an végtelen halmaz (xy, zs, ..., x,,...), akkor az X-
et diszkrét valészintiségi vdaltozonak nevezziik.
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3.1. Diszkrét valésziniiségi valtozék eloszlasa

3.3. értelmezés. Legyen A, As,..., A, egy kisérlet teljes esemény-
rendszere. Ha az A; eseményhez az x; = X (4;) szdmot rendeljiik hozzd
és az A; esemény valdszinfisége P (A;) = p;, akkor az X valGszintiségi

véltozé eloszldsa az
X ry Lo ... Tp .
pPr P2 ... Dn

Tehat a fels6 sor a valészintiségi vdltozo lehetséges értékeit tartalmazza,
és minden érték ald azt a valészin{iséget irjuk, amellyel az X felveszi az
illet6 értékét.

Mivel az X = 21, X = 9, ..., X = z,, események pdaronként kizarjak
egymast, de egyikiik mindenképpen bekovetkezik, felirhatjuk, hogy

PX=x)+PX=z)+...+P(X=2,) =1,

vagyis /
Y=Y P(X=mz)=) P(A)=1
k=1 k=1 k=1

Altalaban a teljes eseményrendszerhez tartozé valészintiségek Gsszessé-
gét valészintiség-eloszldsnak nevezzik.

Példék a gyakorlati életben el6fordulé valészintiségi valtozékra: egy
adott 4ru szabadpiaci dra; szinhdzi el6addson a néz6k szdma; valamelyik
uton adott id6 alatt dthaladé kocsik szdma; egy hektdarnyi f6ldon termd
burgonya mennyisége; egy varos napi kenyérfogyasztdsa stb.

Példa. A jatékkocka esetében a kisérlet hat azonos valdszintiségii
elemi eseményt eredményez, ami egyben egy teljes eseményrendszert is
képez. Legyen a valdszintiségi valtozé értéke a kocka fels6 lapjan 1évé
pontszdm. Abréazoljuk a valészinfiségi valtozé eloszlasat.

Megoldds. Az X val6szintiségi véltozé a k (k € {1,2,3,4,5,6}) érté-
keket a kovetkezé valdszintiséggel veszi fel:

Az X eloszlésa
1 2 3 4 5 6
X( i1 1 1 1 1 >
6 6 6 6 6 6
Ennek az dbrdzolédsa ldthat6 a 3.1. dbrdn.
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Mo
1 —_
1/67— . . . . ° °
0l 1 2 3 4 5 8 &k

3.1. dbra. Egyenletes eloszlds grafikus képe

A jétékkockdval valo kisérletezés sordn az A; = {1,3,5} és Ay, =
{2,4, 6} szintén egy teljes eseményrendszert képez. Ha A;-hez hozzédren-
deljiik az 1-et és A>-ho6z a 0-t, akkor az igy kapott Y val6szintiségi vdltozo

eloszldsa
0 1
y ( 01 ) |
2 2

A gyakorlatban kiilénféle valdszintiségeloszldsok fordulnak eld.
Ezek koziil a legjelentGsebbek a kovetkezbk:

1. Karakterisztikus eloszlas (vagy indikdtoreloszlds) lehetséges ér-
tékei az 1 és a 0, valésziniiségeloszldsa pedig:

1 0
(1,0 5

Tehdt p = P(X = 1), ha az A esemény kovetkezik be, 1 —p = P(X = 0),
ha az A esemény kovetkezik be.

2. Egyenletes eloszlas. Olyan kisérletek leirdsdra hasznaljuk, ame-
lyeknél az elemi események egyenlé valészintiségliek. A valészintiségi

valtozo eloszlasa
Try Lo ... TIp
X ( 11 1)
n n Tt n

3. Geometriai eloszlas. Tegyiik fel, hogy egy kisérletet addig ismét-
liink, amig a kisérlethez rendelt p valészin{iségli A esemény bekovetke-
zik. Ha az ismétlések szamat tekintjiik valészin(iségi véaltozénak, akkor
az igy kapott val6szinfiségi vdltoz6t nevezziik geometriai eloszldstnak.
A valészintiségi valtozo eloszldsa

X<§>, k>1, ahol p,=(1-p)* "' p
k

4. Az X hipergeometrikus eloszlasi, ha lehetséges értékei a
0,1,2,...,n szdmok és valésziniiségeloszldsa
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1 ...
X < 0 K " ) : (3.2)
Po P1 -+ Pk --- Dn
s N —s
k n—=k
pk:P(X:k‘)— 0<k <

— b :
n
Bizonyithaté, hogy
i s N-s\ (N
k n—k ) \n )’
k=0

ahonnan kovetkezik, hogy Z pr = 1.
k=0

ahol

Megjegyzés. Ha egy urndban N targy taldlhato6, amelyek koziil s da-
rab valamilyen Kkitiintetett tulajdonsdggal rendelkezik, és kivesziink n
tdrgyat az urndbdl, akkor a kivett targyak kozt megjelend Kkitiintetett
tulajdonsdgiak szdmdnak mint valészinfiségi vdltozénak az eloszldsa
hipergeometrikus.

5. Binomialis eloszlas. Tekintsiink egy kisérlethez kapcsol6dé A ese-
ményt, amelynek a val6szintisége p. Ha a kisérletet n-szer megismeételjiik,
és az A esemény megjelenésének a szamat tekintjiik X,, valészin{iségi
véltozénak, akkor az X, eloszldsa

k
X, < R ) . (3.3)
Cp 1 =p)"" ) cien

Koénnyen beldthaté, hogy > < Z )p"'(l —p)"F=p+Q-p)" =1
k=

Példdk. ’

1. A sziiletések statisztikai vizsgalata szerint fit sziiletésének a va-
l6szintisége 0,51. Nyilvdnvaléan egy tjsziilott neme fiiggetlen a tébbi
gyermek nemétsl. Mi a val6szintisége, hogy egy csalddban 6 gyermek
kozil 4 fia legyen?

Megoldds. A fiik szdma binomiélis eloszlasu. Igy

P(X =4)= < i )0,514-0,492:0,24.
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2. Hatédrozzuk meg, hogy binomiélis eloszlas esetén a P (X = k) =

Z phq"~* valésziniiség (¢ = 1 — p) milyen k-ra lesz maximalis.

Megoldds. A valészintiségek diszkrét sorozatdban vizsgaljuk két
egymas utani valdszintiség hanyadosat:

i ()

Ha (n+1)p > k, akkor =, > x,_1, mig ha (n+1)p < k, akkor z;, <
Zp_1, tehdt k = [(n + 1) p]-nél van az egyetlen maximum, ha (n + 1)p ¢
Nés (n+1)p € Nesetén az (n+1)p — 1 és (n + 1)p-nek megfeleld
valésziniiségek egyenlok.

6. Poisson-eloszlas. A A\ > 0 paraméterti X valdszintiségi valtozot
Poisson-féle eloszldsinak nevezziik (a gyakorlat egyik legfontosabb el-
oszldsa), ha a val6szintiségi valtozo eloszlasa

Aee=A

k!

k= 0. (3.4)

Pk

Igazoljuk, hogy a (3.4)-re jogos az ,eloszlds” elnevezés, mivel az ott
szerepld valészintiségek 6sszege 1. Valdban,

oo )\k)
ZP(X:]C) :e_/\Zﬁ =e . et=1.
k=0 "

(Figyelembe vettiik, hogy ¢* = 1+ 2 + A" + ... + 2 4 ... éppen az
e” fliggvény mindeniitt konvergens hatvanysoranak = = X helyen vett
értéke.)

Bizonyithat6, hogy a binomidlis eloszlds aszimptotikusan tart a
Poisson-eloszlashoz, ha n — oo, p — 0 és np = X (allandd). Valéban,

P(n,k) = ( Z > p"(1 — p)"~F felirhat6 a kévetkez6képpen:

P, k) = n(n—1)(n-2)...(n—k+1) <)\>k (1_>\>”k _

k! n n

non-1n-2 n—-k+l /\7’C 1_& " 1_& —k
T n n n n k! n n ’

tehdt lim P(n,k) = %6_)\'

n—oo
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Példa. Valamely szov6gépnél 5 - 10~° annak a valészintisége, hogy
T id6 alatt 1 szal elszakad.
a) Ha 800 szdl van, hany szakadas a legval6szintibb 7" id6 alatt? (Az
egyes szalak szakadésa fiiggetlen egymastdl.)

P(X=k) = ( 820 ) (5-107%)" (1-5-10"%)™"" 0 < k < 800.

A val6sziniiség maximalis, ha k = [(n+1)p] = 801 -5-107* =

[4,005] = 4. Megjegyezziik, hogy A =n - p ~ 4.

b) Mi a valészintisége legfeljebb 10 szakadédsnak?

A 10 )\k
P(X<10)=e Zﬁ ~ 0, 99.
k=0

Megjegyzés. Ha ismerjiik egy diszkrét valoszintiségi valtozé eloszla-
sét, akkor az erre vonatkozé feladatok megolddsa dltaldban mar kénnyf.
A gyakorlatban ugyanis legtobbszor az X < a, vagy b < X < ¢, vagy
X > d alaki események valésziniiségét kell meghatarozni. Ezeket pe-
dig — ha z1,z,,... az X lehetséges értékeit jelolik — a kovetkez6képpen

szamithatjuk ki:
P(X <a)=)_ P(X

r;<a
Pb<X<c) = Z P(X =),
b<z;<c
P(X>d)=Y P(X
x;>d

3.2. Diszkrét valészintiiségi valtozék
eloszlasfiiggvénye

3.4. értelmezés. Az X diszkrét valoszintiségi valtozé esetében az
F:R — [0,1], F(z) = P(X < x) figgvényt az X eloszldsfiiggvényének
nevezzik.

HaX(xl o ... Ip

> az X eloszldsa, akkor
Pr P2 ... Dn

= Z pi,, T €R, (3.5)

T, <T
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ahol az 6sszegezést elvégezziik mindazon i-kre, amelyekre z; < x. fgy az

X = o " | diszkrét valészintiségi valtozo F (x) eloszlés-
pPr P2 ... Dn
fiiggvénye a kovetkez6:
07 ha x <2
D1, hax <z <ay
p1+ D2 ha zo < 2 < 23
F(r)=q . ’
pr+pe+...+pr, haz, <z <apg
1, haz >z,
F(x)
N —_—
—
p1+p2 ”””” T "
p. [T .
0 Xl XZ X3 anl Xn
3.2. dbra.

Példa. Egy utkeresztez6désnél az évi balesetek szdma az aldbbi el-
oszlds szerint torténik:
< L )
11 :
6 12

Abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt.

Az értelmezés alapjan F(x) = 0,hax <0, F(x) = %, ha0 <z <1,
Fz)=3%hal<z<2 F(x)=1,ha2<z<36és F(z)=1,ha3 <.
Az F grafikus képe a mellékelt dbrdn lathaté.

= O
N

A F
1femmnmrmenanes ‘
11/12 —
3/4 —
1/2f—
i >
0 1 2 3

3.3. abra.
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Megjegyzés. Diszkrét valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye no-
vekvé és balrol folytonos, a —oco-ben a hatarértéke 0 és +oo-ben a hatédr-
értéke 1.

3.3. Miiveletek diszkrét valészintisagi valtozékkal

TekintsiikazX(fE1 Taor x”)ésY<y1 Y2 oo ym>va_
pr P2 -t DPn G G2 " Gm

l6szinfiségi valtozokat. Az X-et és Y-t fiiggetlennek nevezziik, ha érté-
keiket egymastol fiiggetleniil veszik fel, vagyis ha minden 1 < i < n
és 1 < j < mesetén az X = x; és Y = y, események fiiggetlenek.
Ez pontosan azt jelenti, hogy minden 1 < i < nés1l < j < m esetén
teljesiil a

P(X=ux;6Y =y;) =P(X =x;)- P(Y =y;) = pigqj

egyenléség. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor értelmezziikk az X +Y (X - Y,
X/Y stb.) valészintiségi véltozdkat, és ezeknek ki tudjuk szamitani
az eloszldsat, mert az z, + y,; Osszeg megjelenésének valészinfisége

piq;, tehdt frhatjuk, hogy X + Y eloszldsa X + Y( o > Sisn |
1<i<n

DPig; ’
1<jsm
Hasonléan, az X - Y eloszldsa XY( TiYs > , az X/Y eloszldsa
Dpiq; 1<ign
X/Y < az/qyj ) . ,hay; #0,1 < j < mesetén. Természetesen, ha az
iqj 1<ign

1<j<m
x; +y, alaki eredmények kozt vannak azonosak, akkor a nekik megfelel6

valészin{iségeket Osszeadjuk.
) ésY = (
ségi véltozokat. Irhatjuk, hogy

Példa. Tekintsiik az X = < _11
—-14+1 —-140 041 0+0>_<_1

vl O
wim O

WD =

2

2 1.1 1. 2 1.1

)valészinﬁ—
X+Y:< 1 1 )7
2°3 2°3 2°'3 2°3 6
-1-1 -1-0 0-1 0-0 -1 0
X‘Y:< 1 1 11 ):( 1 2>-
3 6 3 6 3 3

Ha a valtozék nem fliggetlenek, akkor nem ennyire egyszer(i az eredmény
eloszldsdnak meghatdrozdsa, de a miiveleteket azért értelmezhetjiik. S6t

= O
Wik =
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egy vagy akar tobb tetsz6leges valészintiségi véltozo segitségével fiigg-
vényeket is értelmezhetiink (egy- vagy tobbvaltozds fiiggvényeket).

Példa. Ha X eloszldsa X ( ! (1) ), akkor X? — X eloszldsa X? —

2 1
3 3

X( (1) ),mert az X = 1és X = 0 esetekben X? — X mindig 0.

3.4. Diszkrét valészintiségi valtozék varhaté értéke

Legyen X olyan diszkrét valészintiségi véltozo, amely csak az
Z1,Za,...,x, értékeket veheti fel, rendre py,ps, ..., p, valészintiséggel.
A kérdés a kovetkez6: mi az X édltal felvett értékek ,atlaga”, ha az X-
re vonatkozé kisérletet ,,elég sokszor” elvégezziik? Tegyiik fel, hogy az
X-re vonatkozéan 6sszesen N szamu kisérletet végziink. Ha e kisérletek
sordn az x,, s, . .., x, értékek rendre Ny, N, . . ., N, -szer kivetkeznek be,
akkor a valészintiségi valtozé értékeinek az 4tlaga
M(z) = le]i;+N;£2:' ':N]\:”:E” - %xl T %x2+...+ %mn (3.6)

Korabbi feltevéseink szerint az &% (i = 1,2,...n) relativ gyakorisdgok,

elég nagyszamu kisérletet feltételezve, tetszbleges pontossdggal meg-
kozelitik a megfeleld p; valészintiségeket. Ennek kovetkeztében a (3.6)
egyenldségben kapott silyozott szamtani kozép is egy meghatarozott M*
szamérték koril ingadozik, és vdrhatd, hogy a ténylegesen megval6sult
X1, %o, ..., %, értékek sulyozott dtlaga az M* értéket j61 megkozeliti.

3.5. értelmezés. Legyenek az X valdsziniiségi valtozoé lehetséges ér-

tékei zq,o,...,z, és a megfeleld valészintliségek rendre pi,po, ..., pp.
Ekkor az .
M(X)=x1p1 + Zapa + ... + TPy = Zxk:pk (3.7)
k=1

kifejezést X vdrhato értékének nevezziik.
3.4.1. A varhato érték tulajdonsagai
A varhaté érték tulajdonsagai

a) M(c) = ¢, ha c € R (itt c egyszerre jeldl egy valés szamot is és azt
a valészin(iségi valtozot is, amely csak a c értéket veheti fel);
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b) M(cX) = cM(X) (hasonlésaginvariancia);
c) M(X+Y)=MX)+ MY),
d) M (X —-M(X))=0.
Bizonyitds.
a) Ha X csak a c értéket veszi fel, akkor P (X =c¢) = 1 és ekkor
M()=1-c=c
b) Irhatjuk, hogy M(cX) = Z CTEpr = ¢ Z zppr = cM(X).
k=1 k=1
c)
MX+Y)= ZZ i+ Y)pid; = szzpij + ZZyyquz =
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
S e (ij) S (zyjqj> M)+ MY,
i=1 j=1 i=1 j=1
mert ) p;=16s > ¢;=1.
i=1 j=1
d) M(X-M(X))=MX)-MMX)) =MX)—-MX)=0.
3.5. Diszkrét val6sziniiségi valtozo szérasa,
szlérasnégyzete
Gyakorlati és elméleti alkalmazédsok szempontjabél egyarant fontos
kérdés, hogy az X val6szintiségi véltoz6 a varhat6 érték koriil milyen
ingadozdst mutat. Az elébbi paragrafusban lattuk, hogy az atlagtél va-
16 eltérések atlaga mindig 0, ezért az ingadozas mérésére valami mads
mutatéra van sziikség. Az ingadozds mértékérdl a valdsziniiségi valtozé
szoérdsa nyujt tdjékoztatot.
3.6. ertelmezes Az X valdsziniliségi valtoz6 szdérdsnégyzete az
[X — M(X)]? véltozo6 varhaté értéke, azaz
D*(X) = M ([X - M(X)*),
szordsa pedig
- \/M ([X - M(X)]2>.
—®
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Az értelmezés alapjan lathatjuk, hogy
D*(X) =Y pi-(x; — M(X))".
=1

A sz6réds, illetve a szérdsnégyzet kiszamitdsdt megkdnnyitik a kovetkezé
tételek.

3.7. tétel. Barmely X valdszintiségi véltozéra
D*(X) = M(X?) = M2(X), (3.8)

ha a jobb oldalon 1év6 véarhaté értékek léteznek.
Bizonyitds. Az értelmezés alapjan

DXX)=M [(X ~ M(X)ﬂ = M [X? = 2XM(X) + M*(X)] .
Mivel M (X) konstans, kovetkezik, hogy
D*(X) = M (X?) —2M(X) - M(X) + M(X)? = M (X?) — M*(X).

Megjegyzés. A szoérast a vérhaté érték kiszdmitdsdra vezethetjiik
vissza.

3.8. tétel. Ha a # 0 és b € R tetszbleges valds szdm, akkor
D(aX +b) =|a| - D(X).
Bizonyitds.
D*(aX +b) =M [(aX +b)*] — M(aX +b)* =
= a®M (X?) 4+ 2abM (X) +b* — [aM(X) + b]° =
=a’*[M (X?) - M*(X)] =a®- D(X)?,
ahonnan négyzetgydkvonds utdn kapjuk a tétel allitasat.

Példa. Szdmitsuk ki az X = ( 1 1 Ep > karakterisztikus eloszla-
st valészintiségi valtozé szordsét.
Megoldds. M(X) = 1-p+0-(1—p) = p, M(X?) = 12.p4+0*-(1—p) = p.
Tehat D?*(X) = M (X?)—M?*(X) =p—p* =p(1 — p) = p.q, és innen

D(X) = v/pg.
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Megjegyzések.

1. A medidn fogalma. Azt az x szdmot, amelyre F(z) = 3, az X valo-
szinliségi véltoz6 medidnjdnak nevezziik (feltéve, hogy ilyen x 1étezik).
Abban az esetben, ha tébb megolddsa van az F(z) = 1 egyenletnek, ak-
kor a megoldédsok halmaza egy intervallum (mert ' névekvé), és ilyenkor
ennek az intervallumnak a kozéppontjat tekintjiik medidnnak.

2. A médusz fogalma. Ha az X diszkrét valdszintiségi valtozo lehet-
séges értékei x1, xo, ..., x,,6sap;, = P(X = z;),1 < i < nvalésziniiségek
kozott py, a legnagyobb, akkor az x, szamot a val6szintiségi valtoz6 médu-
szdnak nevezziik. Ha csak egy ilyen x), van, akkor unimodadlis eloszldsrél

beszéliink, ellenkezd esetben az eloszldst plurimoddlisnak nevezziik.

3.1. tablazat. Eloszldsmodellek diszkrét eloszldsi valészintiségi vdltozok ese-
tében

A valésziniiségi valtozok eloszldsa Varhato értéke  Szérdsa

1. Karakterisztikus eloszlas

10
X:(p 1_p) M(X)=1-p D(X) = /pg

D*(X)=M (X?) - M(X)’=1>p+0>-q—p°=p(l—p)=p-q

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
A valészintiségi valtoz6 csak a 0 és az 1 értéket veszi fel.

2. Egyenletes eloszlas

X = ( ) M) =% 5 m 52z(wx<))<:2>—<M<x>>2
P =3 3at- (45

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
Az elemi események egyenl§ valdszintiségtiek.

3. Geometriai eloszlas

k
X:< ) , D(X) =4
P/ gz M(X) =, (_ =5

ahol pr = (1—p)* ' p

18
&la

m= k(=) =p 3 @) =i S0 =p, (v%) =pisst = 5.

1 k

&=

k

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
Azt vizsgéljuk, hogy egy esemény hdnyadik alkalommal kovetkezik be elGszor.
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A valésziniiségi valtozok eloszlasa Varhaté értéke  Szoérasa

4. Hipergeometriai eloszlas

X:
01 k n
s\ (N —s M(X) = np, n
Po P1 Pk N Pn
n

n

Sy (5

n—~k
(1+2)*(1+s)V = = (1 4+ z)" egyenletnek mindkét oldaldn x™ egyiitthatéi egyenlék.

Felhaszndltuk a kovetkezd azonossagot: > ( Z ) < N=s ) = < 7]:] ), vagyis az
k=0

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
Egy dobozban N targy van, koztiik s hibds, s < N. Visszatevés nélkiil kivélasztunk n
tdrgyat és a hiiselejtesek szdmat tekintjiik val6szintiségi vltozénak.

5. Binomialis eloszlas

X:
(0 1 ... k n) M(X) =np D(X) = \/npq
_ k, k n—k
po p1 ... pr=Crp"(1—p) e Dn
lim Ckp*.q" % = %e_’\, hanp=A>0
_ _ k n k.g—X
2r=l)fns 1)-7-1»1571 k+1)%( - %) (l_g)k — 2 &

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
Egy K kisérletet n-szer megismétliink és egy p valésziniiségli A esemény megjelenésé-
nek a szdmadt tekintjiik val6szintiségi vdltozénak.

6. Poisson-eloszlas

k
Xf(ﬁﬂ) M(X) =\ D(X) =V
k! k>0
o0 o0 k _ _ oo k _
Yo=Y qre t=e Y gr=etet =1,
k=0 k=0 k=0
=S} ko _ k—1
M(X) = Eok%e A=xe Y o = A

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
A binomidlis eloszlds hatdresete, amikor n — oo és np dllandé.




“Gyorfi-Andras” — 2007/10/1? — 10:55 — page 63 — #63

4. FE]JEZET

FOLYTONOS VALOSZINUSEGI VALTOZOK
ES JELLEMZOIK

A diszkrét val6szinfiségi vdltozéhoz hasonléan akkor is értelmezhet-
jiikk az eloszlédsfiiggvényt, ha a valtozé megszdmldlhatatlanul sok értéket
vesz fel (példaul egy intervallumban tetszéleges értéket).

4.1. értelmezés. Ha X egy tetszbleges valdszin(iségi valtozd, ak-
kor az
F:R—[0,1], F(zr)=P(X <ux)

Osszefiiggéssel értelmezett fliggvényt az X eloszlasfiiggvényének nevez-
ziik.

4.2. értelmezés. Azokat a valészinfiségi valtozdkat, melyekhez ren-
delt eloszlasfiiggvény folytonos és majdnem mindeniitt derivédlhato,
folytonos valdsziniiségi vdltozoknak nevezziik (ez az értelmezés tobb-
rendbeli pontatlansdgot tartalmaz, de a mi céljainknak megfelel).

Példdk.

1. A villanyég6 meghibdsoddsanak pillanata ¢ € [0, 10000] 6ra (41,6
nap).

2. A Duna vizéllasa Giurgiunal.

4.1. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

1. F novekvo fiiggvény.

Bizonyitds. Valéban, ha a < b, akkor az X < a eseménybél ko-
vetkezik az X < b esemény is, vagyis P(X < a) < P(X < b), tehat
F(a) < F(b).

2. lim F(z)=06és lim F(z)=1.

Bizonyitds. Mivel X < —oo lehetetlen esemény, kovetkezik, hogy
lim F(z) = 0.Hasonléan, mivel X értékei csak véges szamok lehetnek,

r——00

kovetkezik, hogy X < oo biztos esemény, tehédt lim F(z) = 1.
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3. Pla< X <b)=F(b) — F(a).

Bizonyitds. Valéban, az X < a,a < X < b, X < besemények kozott
fenndll a kovetkezd Osszefiiggés: (X < a) + (a < X < b) = X < b,
ahonnan kévetkezik, hogy

Pla < X < b) = F(b) — Fla).

4.2. Folytonos valésziniiségi valtozé stiriiségfiiggvénye

4.3. értelmezés. Legyen az X folytonos valészin{iségi valtozénak F
az eloszlastiiggvénye. Az F fiiggvény derivéltjat az X siiriiségfiiggvényé-
nek nevezziik és f-fel jeloljik (feltételezhetjiik, hogy ez a fiiggvény az
egész R-en értelmezett).

F'(z) = f(z), VYzeR.

A gyakorlatban el6fordulé folytonos val6szintiségi véltozok nagy
része olyan, hogy eloszlasfiiggvényiik derivédlhat6 és a derivalt F' = f(x)
folytonos fiiggvény. A stirliségfliggvény értelmezésébdl kovetkezik, hogy

F(a) ~ F(-00) = F() = [ f(ty.

ami lehet6séget ad a stirliségfiiggvényrél az eloszlasfiiggvényre valé at-
menetre. Az eloszlédsfiiggvény és a stirliségfiiggvény kozotti kapcsolatbél
kovetkeznek a sfirtiségfiiggvény tulajdonsdgai is.

4.4. tétel. Ha f : R — R az X valdszintiségi valtozé stirtiségfliggvé-
nye, akkor
a) f(z) >0, Vel

x

b) F(r)= [ (0
c) _Jrfoof (x)dx =1;

d) P(a<X<b):ff(x)dx;

e) lim f () = liI}la f(x)=0.
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Bizonyilds.

a) Valéban, mivel az F' novekvé fliggvény, kovetkezik, hogy deri-
valtja nem negativ.

b) A stirtiségfiiggvény értelmezésébol kovetkezik.
+00 +oo

c) [ f(z)de =1, mert [ f(z)dz =F(x)—F(-00)=1-0=1.

— 0o

d) Pla < X <b) = F() — F(a) = fbf(x)dx (a Newton-Leibniz

a

képlet alapjan).
e) Ez a tulajdonsdg a c) kovetkezménye, mivel ellenkez& esetben
+oo
| f(z)dz nem lenne konvergens.
Példa.
a) Milyen A mellett lehet stirtiségfiiggvény az f : R — R,
0, hax <2
=1 2a haals
(1—z)%? =
fliggvény?

b) Szamitsuk ki a P (2 < X < 3) valdszintiséget.
c) Irjuk fel X eloszlasfiiggvényét.
Megoldds.

+ oo + oo
a) [ flzx)de= [ ﬁdmz 1, tehdt A = 3.
— oo 2

3
_ de — —
b)P(2<X<3)_32f(w)4_?,.ﬁ2 t+1=1
T dt _ 1 r_ 1
0 Flr)={ > @ = |, =1 oo haw>2
0, ha x < 2.

4.3. Folytonos valészintiségi valtozé varhaté értéke,
szlrasa és szorasnégyzete

A folytonos valdszintiségi vdltozo6 varhaté értékét az f stirtiségfiigg-
vény segitségével a kovetkez6képpen értelmezziik.

4.5. értelmezés. Ha az X valdsziniiségi valtozé folytonos és stirti-
ségfiiggvénye f, akkor X vdrhato értéke az
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400
M(X) = / xf(x)dx
oo

improprius integrél, feltéve, hogy az abszolt konvergens.
Példa. Az X val6szintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye f : R — R

A(l+2?), ha2<x<3
f(“””):{o, haz ¢ (2,3)

a) Mennyi A értéke?

b) Szamitsuk ki X véarhato értékét.
Megoldads.

a)
+0o0 3
/f(:c)dq::A/(1+ﬂs2)dx: A<x+:§> i

8 14 22
=A — (245 )| =4(12-%)=A4-F =1
pro-(a5)]=a(2-5) =25

_3
227

3

= A

Tehat X stirtiségfiiggvénye

[ 2-(1+2?%, ha2<az<3
f(:v)—{ 0 has ¢ (2.3)
b) o 3 , 2 N
M(X) = /:L‘f(x)dﬂc:m/(x—l—a:3)da:: 5 (9;-1-2) =
—0o0 2 2

39 81 3 (99 3 75 225
22 [2+ ;2 )} 22(4 6> 22 4 88

4.6. értelmezés. Ha az X folytonos eloszldsu valészinfiségi véltozo-
nak f a stirliségfiiggvénye, akkor szordsnégyzete

D*(X) = M ((X = M(X))*),

ha létezik a megfelel$ varhato érték.
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A diszkrét esethez hasonléan itt is érvényes a kovetkez6 tétel:

4.7. tétel. Ha az X folytonos valészin{iségi valtozénak is és a négy-
zetének is létezik vérhaté értéke, akkor X-nek létezik szdérdsnégyzete
és

D*(X) = M(X?) — (M(X))’.

Megjegyzés. Az X valdszintiségi valtozonak a szérdsan a
D(X) = v D*(X)

szamot értjiik (ha létezik).
Példa. Legyen az X folytonos valdszintiségi véltozo stirtiségfiiggvé-
nye f:R—R
ir?, ha0<x<3
_ 9 ) ~ AN
f(z) = { , kiilénben.

Hatédrozzuk meg
a) a P (1 < X < 2) val6szintiséget,
b) X véarhato6 értékét,
c) X szérasnégyzetét és szorasat.

Megoldds.
a) Annak valdsziniisége, hogy X az [1, 2] intervallumba vesz fel ér-
téket:

w

T

b
1 1
PU<X<2)= [fpe = [sdo= 55
1
9

1

b) A vérhaté érték:
b

m:M(X):/xf(x)dx:;/gx?’dx: ;-

a 0

T_9_ 0
0 4

ot
4 4

c) A szérdst X? varhat6 értéke segitségével hatdrozzuk meg:

b 3

1 1 2°
M (X% = [ 2’ f(x)de = - [ 2'de= = —
(X?) /xf(ﬂs)a: 9/$x 3 T
0

a

3

27

5

0
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Tehét a szérdasnégyzet

27 81 27
_D2 = 2y — 2 = —— — = — =
(X)=M(X?)—m 5 16— 80 0,3375

és a szoras

4.4. Fontosabb folytonos eloszlasok

1. Egyenletes eloszlas. Olyan kisérletek leirdsara hasznéljdk, ame-
lyeknél a valészintiségi valtozé értékei egy korlédtos intervallum elemei,
és annak valdsziniisége, hogy a valdszintiségi vdltozé ennek egy részin-
tervallumaban veszi fel az értékét, csak a részintervallum hosszatdl fiigg.
Stirtiségfliggvénye

L. haz € (a,b]
. — b—a’ )
fiR—R, flo)= { 0, egyébként ’
eloszlasfiiggvénye
0, haz <a
F:R—R, F(z)=4¢ 72, haxc(a,b
1, haz >b
Vérhato értéke és szoérdsa:
" 1 / 1 22" 1¥®—a®> a+b
M X e = — e —_ = — e
o /xf(w)dx b—a) T a2, T2 h—a 2
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2. Exponencialis eloszlas. Akkor alkalmazzuk, ha a valdészintiségi
véaltozé ,orokifjii” tulajdonséagu, vagyis tetszoleges t esetén a

P(X <t+t| X >1)

valészin{iség csak ty-t6l fiigg. llyen tulajdonsdggal rendelkezik példdul
a radioaktiv bomlds. Stirliségfiiggvénye az

Xe ™™ haz >0
fiiggvény, ahol A > 0.
+ oo
Igazoljuk, hogy ez egy sfirtiségfiiggvény, vagyis [ f(z)dz =16és f
nem negativ. Valéban, B

+oo

+oo
1
/ f(z)de =X / e Mdr = —/\Xef’\x

=1

0

S
7
X

0

4.1. abra. Exponencidlis eloszldsi vdltozo stirtiségfiiggvénye

0 X

4.2. abra. Exponencidlis eloszldsti vdltozo eloszldsfiiggvénye

Az eloszlastiiggvény elGallithaté a stirtiségfiiggvény improprius in-
tegraljaként:
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F(x)= / f(t)dt :/)\e_”dt =—e M ; =1—e
—o0 0
tehat V-
1—e™, hazxz>0
F(x)—{(), haz <0
Ennek alapjdn a vdrhato értéke és szordsa:
—Az -z = 1 —Azx
M(X):)\/ace dr=\| —xz—e —i-)\/e dx | =
0 0 0
1 o1
— _767/\33 ——
0 A
1 1
D*(X)=M (X?) - M*(X) = 2 tehdt D(X) = X
3. Normalis eloszlas. Akkor alkalmazzuk, ha a kisérlet véletlentsl
fiigg6 kimenetele sok fiiggetlen esemény kovetkezménye.
4 f B
0 m-c m m+o X
4.3. dbra. Normdlis eloszlds stiriiségfiiggvénye
F
4.4. dbra. Normdlis eloszldsfiiggvény
—®
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Strtiségfiiggvény:
FIROR, f(@)= e zeRr (4.1)
R — R, T) = e 22 |, .
oV 2T
Eloszlasfiiggvény:
1 [ _(t=m)?
F:R—-R, F(x)= 5 e~ 2% dt (4.2)
T

Vérhat6 értéke M(X) =m és s

oV/2r

zordsa D(X) = o.

4. Standard normalis eloszlas. Az el6bbi sajétos esete m = 0 és
o = 1. Akkor alkalmazzuk, ha a kisérlet véletlentél fiiggé kimenetele
sok fiiggetlen esemény kovetkezménye.

¢

0,4

AR

S
rd
X

4.5. abra. Standard normadlis eloszlds stirtiségfiiggvénye

_j

0

X

4.6. abra. Standard normdlis eloszlds eloszldsfiiggvénye

Stirtiségfiiggvény:

1 22
2

v:R—->R, ¢x)= e

Ver

(4.3)
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Eloszlasfiiggvény:
b:RoR, B(x)=— / % (4.4)
R — R, T)=—— e 2dt. 4.4
V2T

Vérhat6 értéke M (X) = 0 és szérdsa D(X) = 1.
A standard normalis eloszlas (4.3) és (4.4) fliggvényének segitségével
kifejezhettk a (4.1) és (4.2) fiiggvények:

flz) = %so (x_m); (4.5)

g

> ; (xeR). (4.6)

Mivel a normadlis eloszlds siirtiségfiiggvénye szimmetrikus a varhaté ér-
tékre nézve, ezért

p(—x)=p(@), @(-z)=1-20(). (4.7)

A (4.7)-b6] a standard normalis eloszldsra a kovetkezd osszefiiggést kap-
juk:

P(—z<X<z)=2(x)—P(—2)=0(z) - (1 —-®(x)) =2 (x) — 1.
(4.8)
A (4.7) és (4.8) Osszefiiggések lehet6vé teszik, hogy standard normal
eloszlés stirtiségfiiggvényére és eloszlastiiggvényére vonatkozo értéktab-
ldzatokban csak pozitiv x esetén adjuk meg a fliggvényértékeket (1.
szamu melléklet). Ezek segitségével kiszdmolhatjuk ® (—x)és a ¢ (—x)
fiiggvényértékeket.

Példa. A zarthelyi dolgozatok sordn k € {1,2,3,...,10} pontot lehet
szerezni. Az elért pontszamok atlaga m = 5,5, szérdsa 0 = 1,75 és a
jegyek normadlis eloszldsiak.

a) A hallgaték hany szdzaléka ért el pontosan 5 pontot?

b) Mennyi lehetett a hallgaték leggyengébb 10%-dnak a fels6 pont-

hatara?

c) Mennyi lehetett a hallgaték legjobb 10%-dnak az alsé ponthatara?

Megoldads.

a) Legyen az X val6szintiségi valtozé standardizaltja X*, melynek

varhat6 értéke M (X*) = 0 és szérdsa D(X*) = 1. Ha az X
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valészintiségi valtoz6 N(m,o) eloszlast, akkor az X* = 22
standardizdltja standard normal eloszlasu. Ez alapjan

4,5-5,5
P(4,5<X<55)=P| ———<X"<0| =
1,75
= P(=0,571 <X*< 0) = ®(0) — &(—0,571) =

1 1
=5~ 1 =2(0,571)] = 5 — 140, 7157 =

=0,2157 = 20%.

P(X < fels6 hatér) = P (X "< fh;;’f) = 0,1, tehdt @ (fhl;’g‘”) =
= 0,1.De th — 5,5 < 0, tehat

55— fh
| 2——
< 1,75

5,5 —fh

=¢! =1,2
1,75 (0,9) 29

> =1-0,1=0,9 =
ésigy th = 5,56 — 2,26 = 3,24.

A legjobb hallgaték 10%-dnak alsé ponthatéréat a kovetkezékép-
pen kapjuk:

P(X>ah):1—P(X<ah):1—P<X*<ah1_7§’5>:0,1,

vagyis ¢ (a}if;g’) =0,9.
A P, _ h-5.5
Ha a ® fliggvény inverzét jel6ljik @ '-nel, akkor NG

®-1(0,9) = 1,29, ahonnan ah = 2,2575 + 5,5 = 7,75, tehédt az
alsé6 hatér 7, 75.
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4.1. tablazat. Eloszldsmodellek a folytonos eloszldsti valészintiségi vdltozok
esetében

Varhaté6

Siiriiségfiiggvény Eloszlasfiiggvény értéke

Szorasa

1. Egyenletes eloszlas

——, haz € (a,b]
0, egyébként

P M) =2 DOY = 4
V77 b-a_
a b x°
too 1 b 1 22 b 1b%2—a? a+b
M(z)= [ af(z)dr = ;= [wde =375 |, = 3570 = 35
“+oo
D@)= [ (o= 5) f@)de = 5o (e = 450)° 11 = 55t [(559)" — (52)] =

_ 1 (b-a) _ 1 2
- 3(b7a)2 8 ﬁ(b —a)

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
A részintervallumba valé esés valészintisége csak a részintervallum hosszatél fiigg.

2. Exponenciélis eloszlds

flz) =
[ X, haz>0
0, haz <0

haz >0
haz <0

—+oo oo
[ f@)dz =X [ e Mdr=-Ate M| =1 F (z) = Ne
—oo 0

M(X) =X [ze dz =\ (—x%e_)‘gc oo+ f e_mdac) =—le =1,
0 0

Mikor alkalmazzuk az adott eloszlasmodellt?
Akkor alkalmazzuk, ha a val6szintiségi valtozé ,,6rokifji” tulajdonsédgu.
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Siirtiségfiiggvény Eloszlasfiiggvény :éll‘il(’;llizto Szérasa
3. Normalis eloszlas
M(X)=m DX)=o
F(z)=® (=2);9(—z) =1— ®(x)
4. Standard normalis eloszlas (m =0, o0 = 1)
L -5 B(z) = L | e Tt
p(x) = S5z 7 (w)_ﬁloe
Megj. A figgvényértékek  prooi A fiiggvényértékek M (X)=0  D(X) =1

a 2. sz. mellékletben
taldlhaték.

a 2. sz. mellékletben
taldlhatok.
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5. FEJEZET

NAGY SZAMOK TORVENYE

A nagy szamok tapasztalati (empirikus) térvénye az esemény relativ
gyakorisdganak stabilitdsat jelenti. Most olyan tételekkel foglalkozunk,
amelyek ezt a tapasztalati torvényt matematikai képletekben fejezik ki.
A nagy szamok torvénye ramutat a relativ gyakorisag stabilitdsi fokédra,
és azt fejezi ki, hogy a relativ gyakorisdg anndl jobban megkdézeliti egy
kimenetel val6szintiségét, minél nagyobb szdmu kisérletet végziink.

5.1. Markov-féle egyenlétlenség

5.1. tétel. Ha X olyan tetsz6leges nem negativ valészin{iségi valtozo,
melynek van varhato értéke és c egy tetsz6leges pozitiv szam, akkor
M (X)

P(X >c¢) <
c

(5.1)

Bizonyitds. Els6sorban feltételezziik, hogy X diszkrét és
X ( ry Lo ... Tp >
b1 P2 Pn
az eloszlasa, ahol ) p, = 1. Ha X vérhat6 értékébél néhédny tagot elha-
k=1
gyunk, akkor azt kapjuk, hogy

M(X) :Zpkwk: = Zpkl'k = ZC-pk, :chk =cP(X > ¢),
k=1

TR 2C TR 2C Tk 2C

tehat M(X)>c-P(X >¢) = P(X>c) <MY,
Megjegyzés. Ha X folytonos valészintiségi vdltozé és stirtiségfiigg-
vénye f, akkor hasonlé mé6don bizonyitjuk a kért egyenlGtlenséget.
Példa. Egy ttkeresztez6désnél az évi balesetek szdma az aldbbi el-
oszlast koveti:
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(0123)
11 1 1 |-
2 4 6 12

Adjunk egy felsd korldtot a P(X > 2) és a P(X > 3) valdsziniiségekre.
Megoldds. A valészinfiségi valtoz6 vérhat6 értéke M(X) = 2, és igy
alkalmazhatjuk Markov tételét c = 2, illetve ¢ = 3 esetén:

5.2. Csebisev-egyenl6tlenség

A Markov-egyenlétlenséghtl kovetkezik a Csebisev-egyenl6tlenség,
amely azt fejezi ki, hogy a valészin{iségi valtozénak a varhat6 érték koriili
ingadozésai a szérashoz képest nem lehetnek til nagyok.

5.2. tétel. Ha az X valészin{iségi vdltozonak van varhato értéke és
szorésa, és k tetszéleges pozitiv szdm, akkor

P(IX — M(X)| > kD(X)) < - (5.2)

X ?
Bizonyitds. Alkalmazzuk a Markov-egyenl6tlenséget az (X —
M (X))? val6szintiségi véltozora és a c = k* D?(X) dllandoéra. Igy a

P ((X = M(X))? > D*(X)) < Y ((;;féf)) ) & (69

egyenl6tlenséget kapjuk. Az (X — M(X))? > k2D2(X) egyenl6tlenség
ekvivalens a | X — M(X)| > kD(X) egyenl6tlenséggel, tehét kovetkezik
az (5.2) Osszefiiggés.
Megjegyzések.
1. Ha az (5.2)-es Osszefliggésben kD(X)-et e-nal jeldljiik, akkor
a Csebisev-egyenl6tlenség a kovetkez6 formaban jelenik meg:

P(X - M(X)| ) < 25

- (5.4)
9

2. A Csebisev-egyenltlenség segitségével meg lehet hatdrozni, hogy
az X mekkora valészintiséggel esik egy adott intervallumba vagy
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egy adott intervallumon kiviil, abban az esetben, ha az X eloszla-
sa nem ismert, de ki tudjuk szdmitani M (X )-et és D(X)-et (vagy
legaldabb egy becslést ismeriink). Ennek megfelel6 egyenlétlen-
séget ugy kapunk az (5.2)-b6l, ha az (5.3)-ban szerepl6 esemény
komplementerét irjuk. Tehat

P(|IX -M(X)| <kD(X)) =
1
= 1= P(X = M(X)| 2 kD(X)) > 1 -
egyenl6tlenséget kapjuk, amely azt fejezi ki, hogy annak a valé-
szinfisége, hogy az X az M (X)-nek kD(X) sugard kérnyezetébe
esik, nem kisebb 1 — k%—nél.

Példdk.

1. Zarthelyi dolgozat alkalmaval a dolgozatok pontszamaétlaga
M(X) = 75 és a szérdsa D(X) = 5. Milyen becslést adhatunk arra,
hogy egy véletlenszerfien kiemelt dolgozat pontszama 65 és 85 kozott
van?

Megoldds. P(65 < X <85) = P(75—10 < X < 75+ 10).

A kD(X) = 10 egyenlet esetén k = 2 és a Csebisev-egyenl6tlenség
alapjan:

1
P(65< X <85)>1~ =075

Tehat legalabb 0, 75 a valészin{isége a becslésiinknek.

2. Legyen egy pozitiv valészin{iségi véltozé vérhato értéke M (X) =
10 és szérdsa D(X) = 3 (tapasztalati adatokbdl). Milyen becslést tudunk
adni a P(2 < X < 18) valgszintiségre, ha

a) X eloszldsa nem ismeretes;

b) X eloszlisa binomiélis;

c) X eloszldsa normélis?

Megoldas.

a)

8 8
P(2<X<18):P<10—3-3<X<10+3-3>2

1 9
>1—- ——=1— — =
64

a2

(5)

b) Binomidlis eloszlds esetén M (X) = np és D*(X) = npq, tehat

np = 10 és npg = 9, tehdt ¢ = %,p = %,n = 100. A keresett
valészintiség

1—0,1406 = 0, 8594.
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17 k 100—k
1 9
Pe<X<18)=% < 120 > <10> <10> — 0, 98805.
k=3

¢) Ha X normadlis eloszlasu, akkor

8 8

P2 < X <18) = F(18) — F(2) = ® (3> & <_3) _

o()-(-+(3)) (3) -

=2-0,9961 — 1 = 0,9922.

5.3. Nagy szamok térvénye

A valészinliségszamitdsban nagy szdmok térvényének nevezzik a
tételek azon csoportjat, amelyek a valészin{iségi valtozok és azok m
varhat6 értéke kozotti sztochasztikus konvergencidra vonatkoznak.

5.3. értelmezés. Az (X,), 5 valészintliségi véltozdésorozat szto-
chasztikusan konvergdl az X valdszintiségi valtozéhoz, ha barmely ¢ > 0
szdmra

lim P(|X, —X|<e¢)=1.

5.4. tétel (Nagy szamok gyenge torvénye). Ha az X1, Xo, ..., X,,,...
ugyanazon az esménytéren értelmezett, fliggetlen valészintiségi valtozok
vérhaté értéke m és szérdsa o, akkor az X, = 2HXtetX gzamtani
kozép sztochasztikusan konvergdl az m varhat6 értékhez, amikor n tart
a végtelenhez. Jeloléseink alapjan

lim P (| X, —m|>¢)=0.

n—oo

A komplementer esemény segitségével ez felirhaté

lim P(|X,-m|<¢e)=1
alakban is.
Bizonyitds. Mivel X, X,, ..., X,, fliggetlen valtozok, ezért
_ M(X M(X. L M(X .
M(Xn): ( 1)+ ( 2)+ + ( n):n m:m éS

n n

D*(X 4+ Xo+ ...+ X,) =D*(X,) + D*(Xy) +... + D*(X,)) =n-o°,
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tehét
— Xi+Xo+...+ X, 1
DQ(Xn):D2< ! 2n >:nQD2(X1+X2+...+Xn):
1 N

A Csebisev-egyenl6tlenség (5.4)-es alakjat haszndlva irhatjuk, hogy

0.2

PR > 9) < 2
amelybd&l mivel n — oo esetén a jobb oldal tart a 0-hoz, kovetkezik a tétel
allitasa.

Megjegyzések'. Ha n fiiggetlen kisérletet végziink egy A esemény
megfigyelésére, és e kisérletek sordn az A esemény k-szor kovetkezik
be, akkor a £ relativ gyakorisdg az A esemény P(A) = p valdszinfiségét
1-hez tetsz6legesen kozeli valészintiséggel, barmilyen kicsiny € > 0-nél
kisebb hibaval megkozeliti, ha n elég nagy.

Ha alkalmazzuk a Csebisev-egyenl6tlenséget a binomidlis eloszldsra,

akkor a nagy szdmok ugynevezett Bernoulli-féle torvényét kapjuk:
k .
P(—p’}a) < P

n e2-n’
ahol p = P(A), ¢ = P(A) =1 —p és £ az A esemény relativ gyakorisdga.
Valéban, a Csebisev-egyenlGtlenség binomiédlis eloszlas esetén a ko-
vetkez6:

P (|k —np| > A\v/npg) < <.

Ha a zércjelben 16v6 tagokat elosztjuk n-nel és az ¢ = X\/22 jelolést
hasznéljuk, elébb a P (|£ — p| > A\/21) < {5, majda P (|2 —p| >¢) <
21 < L5 egyenlétlenséghez jutunk, mivel pg < 1.

Példa. Szamitsuk ki legaldbb 0,9 valészintiséggel annak a valészi-
niiségét, hogy milyen intervallumba esik egy berendezés meghibdsoda-
sainak szdma az egyéves garanciaidé alatt, ha tudjuk, hogy a berendezés

0, 03 valészintiséggel hibdsodik meg 1 nap alatt.

1 Obddovics J. Gyula: Valészintiségszdmitds és matematikai statisztika. Scolar Ki-
adé, Budapest, 2001.
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Megoldds. Alkalmazzuk a Bernoulli-tételt.

P< 36"—0,03‘<£> >1—M:0,9.

365 €2 - 365
0,0282, ami az 1 < ksg; < 21 egyenlotlensegeket ad]a

Gyakorlatok.

1. Hany kisérletet kell elvégezni az érmedobéssal, hogy a fejek sza-
madnak relativ gyakorisdga legaldbb 0,9 valdszintiséggel 0, 2-nél kisebb
eltéréssel kozelitse meg a fejek megjelenésének valdszintiségét?

Megoldds. Az A esemény jelentse azt, hogy fejet dobunk. Ennek
valészin{isége p, tehdt a nagy szdmok Bernoulli-féle térvénye alapjan:

k 1 1.1
7_7202 g 2 2
n 2‘ ’) 0,22-n

P

—0,03] <

A bal oldalon 4116 valészintiségnek 0, 2-nél kisebbnek kell lennie ahhoz,
hogy a vizsgélt — ezzel ellentétes — esemény legaldbb 0, 9 valészin{iséggel

kovetkezzék be.
Eoo1 1
2 -21<02)>1- 4 =0,9.
n 2' ’> 0,04-n

Tehat —— T0.00n =
végezni.

2. Héany kisérletet kell elvégezni kockadobdssal, hogy a 6-os dobads re-
lativ gyakorisdga 0, 8 valdszintiséggel 0, 1-nél kisebb eltéréssel kozelitse
meg a hatos dobas valészin{iségét?

Megoldds. Jelentse az A esemény a 6-os dobdsat. Az A és A ese-
mények val6szintisége p, illetve 1 — p = ¢. A Bernoulli-féle torvény
értelmében felirhatjuk, hogy

1 1
P(|E-3 ‘ 01) <

n 6 4-0,12-
Tehdt 1 o5 < 0,2, ahonnan n > 5% = 125.
Meg]egyzes. Az el6bbi két feladatban az elméleti valdsziniiséget nem
kell ismerniink, tehat ilyen médszerrel ellenérizhet6, hogy a pénzérme,
illetve a kocka szabéalyos-e vagy sem.

< 0,1, ahonnan n > 63. Az érmével legaldbb 63 dobést kell
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3. Feltételezziik, hogy a 0, 95-nél nagyobb val6szin{iségi eseménye-
ket tekintjiik ,,gyakorlatilag biztosaknak”. Hany darabot kell valamilyen
készarubdl megvizsgdlnunk ahhoz, hogy ebben az értelemben ,,gyakor-
latilag biztos” legyen, hogy a selejtesek relativ gyakorisdga és a selejt
valészintisége legfeljebb +0, 01-gyel tér el egymastol?

Megoldds. A feltétel szerint

P E—p <0,01| >1- 1 > 0,95.
n 4n - g2

Az utolsé egyenlé6tlenség a kovetkezd alakba irhaté ﬁ < 0,05, ahon-
10

nan a megvizsgdlandé darabszam n > 50 000.

5.4. Markov tétele

5.5. tétel. Ha (X,,), ., egy valdsziniiségi véltozokbdl 4ll6 sorozat,

amelyek szérdsnégyzeteire teljesiil a lim - D? <z Xk> = 0 Osszefiig-
n—oo k=1

1 n 1 n
hmP<§ X —— > M(Xy) <5> =1 és
n— oo n n
k=1 k=1

1 & 1 —
limP(E Xk——E M(X;Q}a)zo.
n— oo n n

k=1 k=1

Bizonyitds. Az el6bbi tétel bizonyitdsahoz hasonléan
1 n 1 n
12P(|=) Xp—=) M(X;)|<e|>
n n
k=1 k=1

D*(Yy) L e (s
>1-—5 =1 D D X,
k=1

ahonnan a feltételbdl, a fogo tétel alapjan, kévetkezik, hogy

1 n
limP(‘ E X, —m <5> = 1.
n—oo n
k=1

gés, akkor barmely € > 0 esetén
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5.5. Bernoulli és Poisson tétele

5.6. tétel (Bernoulli). Ha A egy kisérlet, A egy p = P(A) valészini-
séggel megjelend esemény és f,(A) az A esemény relativ gyakorisdga a
kisérlet n-szeri elvégzése sordn, akkor barmely ¢ > 0 esetén

Tim P (|f,(4) ~ p <) = 1.

Bizonyitds. Ha n rogzitett, és w az A esemény abszolit gyakorisiga
a kisérlet n-szeri ismétlése alatt, akkor w tekinthetd egy (2 binomié-
lis eloszlast diszkrét val6szintiségi véltoz6 értékének, mert annak a
valészinfisége, hogy az A esemény pontosan k-szor kovetkezzen be
pr = CFpF(1—p)"~*. Az f,(A) = ¢ relativ gyakorisagot is tekinthetjiik az
L) valészintiségi valtozo értékének. Az M () = n-p és D*() = np(1—p)
Osszefiiggések alapjan

Mg ) =01 (10) =p 6

D(f, ) = 1 (00) = o p¥(@) = =2,

n n2 n

Ha az 1Q val6sziniségi véltozora alkalmazzuk a Csebisev-egyenlét-
lenséget, a
p(1—p)
P(|fu(A) —pl<e) 21— —=—+
(17(4) ~pl <) -
egyenlétlenséghez jutunk. De p(1 — p) < 1, mivel p € [0, 1] és igy

1

> — =>1- .
12 P(fuld) =pl <o) 2 1= o

A fogé tétel alapjan kovetkezik, hogy nhngo P(|fu(A) —p| <e)=1.

Megjegyzés. A Bernoulli-tétel nem azt jelenti, hogy a relativ gya-
korisdgok sorozata a klasszikus analizis értelmében tart az esemény
valészinfiségéhez (ezt egyébként biztosan konvergdlé eseménysorozat-
nak nevezik, és ilyet Octav Onicescu, Gheorghe Mihoc és Vasile Urseanu
szerkesztett), hanem azt, hogy tetsz6leges ¢ > 0 esetén annak a val6szi-
niisége tart 0-hoz, hogy arelativ gyakorisag és a val6szin{iség kozti eltérés
nagyobb legyen, mint ¢ (l4sd a Csebisev-egyenl&tlenség utdn megoldott
feladatot).
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A kisérlet elvégzése megviéltoztathatja a vizsgalt esemény valdszi-
niiségét (gondoljunk példaul a visszatevés nélkiili urnamodellre), erre
az esetre vonatkozik a kovetkezd tétel:

5.7. tétel (Poisson). Ha A egy kisérlet, A egy esemény, amelynek
a valészintisége véltozik (p1,ps,...p,) a kisérlet n-szeri egymaéstdl fiig-

getlen végrehajtdsa sordn és f,(A) az A esemény relativ gyakorisdga a
kisérlet n-szeri elvégzésére vonatkozéan, akkor badrmely € > 0 esetén

lim P(fn(A)—ink <5> =1.
k=1

Bizonyitds. Tekintsiik az (X),_77. X» < 0

L—pr pe
gi véltozokat, ahol p, annak a valészinisége, hogy a k-adik kisérlet-

ben bekévetkezik az A esemény. Ezekre a valtozokra M (X;) = pi és
D?*(X}) = pr(1 — py), ha k = 1, n. Ugyanakkor az n végrehajtds sordn az
A esemény abszolit gyakorisdga az (2 = X; + Xy +. ..+ X, valészintiségi
valtozd értéke, tehat

M(Q) =M (ZXk> = EM(Xk) = Zpk: és
D*(Q) = D? (i)ﬁ) = ZR:Dz(Xk) = Zn:pk(l —Pr)s

mert a kisérletek egymadstdl fiiggetlenek. Ez alapjan az f,(A) relativ
gyakorisdg az -~ valdszinfiségi valtozé értékének tekinthetd, tehét az

> valészintisé-

n

> Pk n
M (1Q) = =2— 65 D* (£Q) = 5 3 pi(1 — pi) egyenldségek és a Csebi-
k=1

sev-egyenl6tlenség alapjan

1>p(

Ebbé] a fogo tétel alapjan kovetkezik, hogy

1 n
nlLHC}CP ( er(A) - E Zpk
k=1

n

ful4) == S

k=1

<E>:1.
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5.6. A Kolmogorov-egyenldtlenség

5.8. tétel. Ha (X)), egy fiiggetlen valdsziniiségi valtoz6kbél 4ll6
sorozat és M (X;) = my, € R, valamint D*(X},) = 0} € R, Vk > 1, akkor
béarmely € > 0 esetén teljesiil a kovetkezd egyenlétlenség:

I — ,
25) ggzzgk'

k=1

Bizonyitds. A vizsgdland6 eseményt diszjunkt részeseményekre
k

> (X5 —my)

j=1

bontjuk. Jeloljiik Aj-val azt az eseményt, amikor > €

i

> (X —my)

j=1

és

< e,hal < i< k-1 (vagyis, hogy a k a legkisebb

k

> (X5 —my)

j=1

olyan természetes szam, amelyre > ). Tehat

Z (X;(e) —my)

A=<{e: max
1<k<n

Vildgos, hogy A, N A; =0,hai,j € {1,2,3,...,n},i# jés U 4, = A4,
k=1
tehat irhatjuk, hogy

Zy = Z (X; —my)” +2 Z (Xi —mi)(X; —my),

j=1 1<i<j<k
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tehdt az (X)), , valtozok fiiggetlensége és az dtlag tulajdonsagai alapjén

M (Z;) = Zi:M ((Xj —mj>2) +

+2 3 M(X,—m) - M(X; —my) =Y o2,

1<i<j<k =1

mert M (X, —m;) = 0 és M ((Xj - mj)Q) = D¥(X;) = o2,
Ha tekintjiik az Ay = A eseményt, akkor az {Ag, Ai,...,A,} ese-

N

ményrendszer egy teljes eseményrendszer és igy 72 = (Z2N Aj),
=0

tehat M (Z7) = > P(A;)M(Z}| A;). Ebbél és az elébbi 6sszefliggések-
7=0
b6l kovetkezik, hogy

n

Dot =D(Z,) = M (22) = Y P(A) - M(Z2] 4)) >

> iP(Aj)'M(ZZ‘Aj)-

Maésrészt Z,, = Z, + Y, (X; —m;) ésigy
j=k+1

ZP=704+ > (Xi—mi)’ +2 ) Zi(Xi—mi) +

i=k+1 i=k+1
+2 > (Xi—m) (X, —my),
k<i<j<n
tehét
M(Z|A) =M (Z| A)+ > M ((Xj —m;)’ Aj) +
1=k-+1
pe

+2 ) M(ZW(Xs—ma)| A +2 > M((Xi —mi) (X, —my)| A).

i=k+1 k<i<i<n
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De az (X;c),@1 véaltozok fiiggetlenek, tehét a Z;, és X; —m,, illetve X; —m;
és X, —m, péarok is fliggetlenek, tehat

Z M(Xi —mq) (Xy —my)| 4;) =
= > M((X; —mi)| A)M((X, —my)| A;) =0

k<i<l<n

(mindkét esetben az M (X; —m;| A;) = 0,7 > k 0sszefliggést haszndltuk,
és ez igaz, mert az A; teljesiilése az X, X»,..., X, értékeirél ad infor-
madciot, és ¢ > j esetén X, ezekt6l figgetlen, tehat M (X, — m;| 4;) =
M (X; —m;) = 0). Ugyanakkor M ( Z?| Ay) > €2, tehat M (Z%| A;) > &2,

hak =1,nésigy > 07 >¢e*) P(A;) = c’P(A), ami éppen a bizonyi-
i=1 i=1

tando egyenlé6tlenség.

5.7. A nagy szamok torvényének erds alakja

5.9.tétel. Haaz (Xy),., val6sziniiségi véltozok teljesitik a kovetkezs
feltételeket:

a) az (Xj),, valésziniiségi véltozok fliggetlenek;

b) M (X)) =0,k >1;

c) a Y. D?*(X,) sor konvergens,
n=1

akkor a i X}, sor majdnem biztos, hogy konvergens (1 annak a valészi-
niisége, ]ilzolgy a sor konvergens).

Bizonyilds. Ha S, = 3> Xi, ¥Vn > 1, Yiu(e) = sup [Spin(e) — Si(e)]
és Y(e) = n%relg Y. (e). Al:slorok konvergenciéjér; Exsgnatkozé altaldnos

Cauchy-féle kritérium alapjdn a ) X, sor majdnem biztos konvergen-
k=1

cidjdhoz sziikséges és elégséges feltétel az Y (e) = 0 feltétel, esetleg egy

nulla val6szintiségli esemény kivételével. A Kolmogorov-egyenl6tlenség

alapjan
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k 1 n
P (131;13 D [X(e) = M(X)))| = 8) < 5D D(X),
SPST | j=1 j=1

k

fgy a Kolmogorov-egyenlétlenség alapjan

P (Ym(e) > 6) =P (6 :sup |X’rn+1 (6) +...+ X’rn-i-k(e)| 2 5) <

1
S D* (X;)
j=m+1
Ebbél kovetkezik, hogy
I & o
P(Y(e) >¢) < EQj_%;lD (X;).

A c) feltétel és a Cauchy-féle altalanos konvergencia kritérium alap-
jdn tetszbleges €1 > 0 esetén létezik olyan m(e;) € N*, amelyre

> D?*(X;) < &1, ham = m(e;). Mivel ¢, tetsz6legesen megvalaszt-
Jj=m+1

hat6, kovetkezik, hogy P(Y(e) = 0) = 1, tehdt a > X sor majdnem

k=1

biztosan konvergens (P(3 lim ) Xj) =1).

5.10. tétel (Kolmogorov). Ha az (X}) r>1 Valosziniiségi véltozok tel-
jesitik a kovetkez6 feltételeket:

a) az (X}),, valészinfiségi véltozok fliggetlenek;

b) D?(X,) ER,Vn > 1;

oo

D*(X»)

c) a ) —3" sor konvergens,
n=1

j=

Felhasznédljuk a kovetkezo segédtételeket:
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5.11. segédtétel (A Cesaro-Stolz-kritérium kévetkezménye?). Ha az

(n),5, sorozat konvergens és hatarértéke /, akkor lim - 3 2, = 1.
k=1

n—oo

o0

5.12. segédtétel. Ha az (x,,),., sorozat esetén a 7 sor konver-
- k=1

gens, akkor lim + 3~ x;, = 0.
k=1

n—oo
Az 5.12. segédtétel bizonyitdsa. Ha sp = 0, s, = ) %2 ést,, = ) xy,
k=1 k=1

Vn > 1, akkor 55, — s,y = %, tehat z, = k (s, — sx—1). Ez alapjdn

n+1 n+1
tny1 = Zl‘k = Zk(Sk — Sp_1) =
k=1 k=1
n+1 n n n+1
:Zk'Sk—ZSk-FZSk—Zk'Skq:
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n+1
=(Mn+1)s,11 — Z Sk + (Z (k+1)s, — Z k:sk1> =
k=1 k=1 k=1

=(n+1)spe1 — Z Sk
k=1

Tehét

n
. n 1
lim s,41 — — S| =s—s5=0,
n—o0 n+1 nkl

tehat lim %‘ =

Az 5.10. tétel bizonyitdsa. Megszerkesztjlik az X, = X, — M(X,)
ésY, = £X,, n > 1 valdszintiségi véltozokat. Az (Yn),>, val6sziniiségi

2 Lésd Andrés Szildrd-Baldzs Vilmos—Csapé Hajnalka—Szildgyi Jutka: Matematika
a XI. osztdly szdmdra cim kényv 57. oldalén.
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valtozok az a) feltétel alapjan fiiggetlenek. Ugyanakkor
1 > 1

> 1 1
D2 (K’L) = D2 (an> = EDQ(Xn - M(Xn)) = ?Dz(Xn)y

>0y =3 0,

k=1
és ez a sor konvergens a tétel c) feltétele alapjan. Igy alkalmazhatjuk

az el6bbi tételt az (Yn)7121 val6szintiségi valtozékra. Tehat a > Y, =

k=1
> %(X) sor majdnem biztos, hogy konvergens. De az 5.12. segédté-

k=1

tel alapjan majdnem biztos, hogy teljesiil a lim + %= (X, — M(X})) =0
k=1

n—oo

egyenlGség. Igy

P <T}Lr1go % i (Xp — M(X})) = 0) = 1.

Kévetkezmény. Ha (X,,),,, egy fiiggetlen valdszin{iségi véltozokbol
all6 sorozat, amelyek szérdsnégyzetei majordlhaték egy C' > 0 allandé-

o0
val, akkor a Y & sor konvergens és gy
k=1

P (71111(20 % zn: (Xp — M(X})) = 0) =1.

Megjegyzés. Akarcsak a Bernoulli-tétel esetében, itt is megfogalmaz-
hat6 egy tulajdonsag a gyakorisdgok segitségével:

Ha A egy kisérlet, A egy p = P(A) valészinliséggel megjelens
esemény és f,(A) az A esemény relativ gyakorisdga a kisérlet n-szeri
elvégzése sordn, akkor

P (lim |f,(4) ~p| =0) = 1.

(Vagyis a relativ gyakorisdgok majdnem biztos, hogy tartanak a valészi-
niiséghez.)
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5.8. Glivenko-Cantelli tétele

Ha X, X, ..., X, egy tetsz6leges statisztikai minta, és X; < X <
... < X abel6liik képezhet6 novekvo sorrendbe rendezett minta, akkor
az

0, z<X7
F,:R—[0,1], F.,(z)=1 % X;<az<X},
1, z>X;

fliggvényt empirikus eloszldsfiiggvénynek nevezziik. Ha az

1, Xip<z
e =0, x>0

fiiggvényeket hasznéljuk, akkor az empirikus eloszlasfiiggvényt F, () =
> I{x,<s} alakban frhatjuk.
i=1

Ha a minta egy F': R — [0, 1] eloszlasfiiggvénnyel rendelkezé vélto-
z6bdl szarmazik, akkor az empirikus eloszlasfiiggvény 1 valészin{iséggel
egyenletesen konvergal az elméleti eloszlasfiiggvényhez, amikor n — oo.

5.13. tétel. Legyen X, Xo, X3,...X,,... statisztikai minta. Ha F' a
minta eloszlasfiiggvénye és F,, az empirikus eloszlésfiiggvény, akkor

P ( lim sup |F(z) — F,(z)| = 0) =1

n—00 peR

Bizonyitds. Felhasznaljuk a kovetkezé tulajdonsdgot:
Tulajdonsdg. Ha (A,,),,,, egy eseménysorozat és P(A,) =1, Vn > 1,

o0
akkor az A = [ A, esemény valdsziniisége is 1.
n=1

Rogzitsiik az e > 0 és = € R tetsz6leges szamokat és szerkessziik meg
az m > % természetes szamhoz tartozé
k
m

x;m>:inﬂg{xeR‘F(x)< éF(:chO)}7 k=1m-—1
paS

osztépontokat. Igy az z{™ = —oco és 2™ = +o0 jelbléssel frhatjuk, hogy

aJ, = (=", a:,(ﬁ)l], k = 0,m — 1 intervallumok az R egy felbontdsat adjdk
(folytonos F esetén ez azt jelenti, hogy a [0, 1] intervallumot m egyenld
részre osztottuk és ezt a felosztdst az F' grafikus képérél visszavetitjiik
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az Oz tengelyre, ha F' nem folytonos, akkor a vdgéegyeneshez tartozé
bal oldali pontot vetitjiik vissza). Ha tekintjiikk a B,,, = (X < xf;'”))
eseményeket, akkor

P(B,,) =P (X < x,(;")) — Fz™) és

HX:“Xz‘ <x§€m), 1= 1,n}‘

n

Fn (xggn)) _

az empirikus eloszlasfiiggvény értelmezése alapjan, tehat F), (x,(em)> a

B,, r esemény relativ gyakorisdga és igy a nagy szamok erds torvénye
utdni megjegyzés alapjan

P(hm

n—oo

F(zi™) — F(g:EJ”))‘ - o) =1, Vk=Tm.

Ha A, ;-val jeloljik a lim

F,(zi™) — F(a?g"))’ = 0 eseményt, akkor
P(A,,x) = 1 és igy a bizonyitds kezdetén emlitett tulajdonsdg alap-

m
jén az A,, = [) Amnx esemény val6szintisége is 1. Az A,, esemény
k=1

jelentése lim <max

n—oo \ k=1,m

F, (:p,(fm)> — F(x,gm))‘> = 0. Hasonléan alkalmaz-

zuk a nagy szamok erds torvényét a C,, ; = (X < xg-m)) eseményekre.

Tehét ha D,, ;-vel jeldljik a lim Fn(:vg-m) +0)— F(xg.m) + 0)‘ = 0 ese-

m

ményeket, akkor a D,, = [\ D,,; esemény valésziniisége 1, vagyis a
j=1
nlggc <jrillai(n F, (:rg-m) + O) — F(xgm) + O)D = 0 esemény (D,,,) majdnem

biztos. gy a

Fy (o) = F™)|.

F, (xg»m) + 0) - F(a:igm) + 0)‘}) =0

lim max {
n—0o \ k,j=I,m

esemény valészintisége is 1 (ez az esemény az FE,, = D,, N A,,). A se-

D
gédtulajdonsdg alapjdn megszerkeszthetjiik az £ = ()

m=1

L, eseményt,
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amelynek a valészin{isége szintén 1. Ennek alapjan

)

Fo (a{™) - F(a{™)

P lim ( sup max{
n—00 \ meN* k,j=1,m

Fy (2™ +0) = P +0)|}) =0) = 1.
A tovabbiakban igazoljuk, hogy ha E teljesiil, akkor

lim sup (|F, (x) — F(x)|) =0

n—00 zeR

és igy kovetkezik a tétel éllitasa.
Az eloszlasfiiggvény tulajdonsdgai (n6vekvd és balrél folytonos) és
az osztépontok értelmezése alapjan:

k
F (:c,(qm)) S
m

F (x,({,)l) < T <F (x,(r)l —|—0)

<F (:U,im) + O)

m k m 1 —
= F@ﬁ)g—gF@Lhﬂ)wa
m m

Ha z € J;, akkor 2™ < < a:gfﬁ)l és igy az elébbi egyenlétlenségek és az

eloszlasfiiggvény tulajdonségai alapjan irhatjuk, hogy

m m m m ]‘ ,
F.(z)—F(x) <Fn(m,(c+)1) — F(mé )4 0) gF,L(xfﬁ_)l) — F(x§¢+)1) + p. és

m m m m 1
Fu(a) = F (@) > Fy(af +0) — F@{) > P +0) = Faf™ +0) — -

Ebbdl kovetkezik, hogy |F,(z) — F(z)| < &, Vx € R, ha teljesiil F, tehat
a bizonyitas teljes.
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6. FEJEZET

KETDIMENZIOS DISZKRET VALOSZINUSEGI
VEKTOROK ES JELLEMZOIK

Ebben a fejezetben csak a kétdimenzids diszkrét valoszintiségi vek-
torokat targyaljuk, de az eredmények tébbdimenziés vektorokra is kiter-
jeszthet6k. Kétdimenzids valésziniiségi vektor (vagy véltozd) alatt egy
(X,Y) alakd vektort értiink, ahol X és Y egydimenziés valdszinfiségi
valtozok.

6.1. értelmezés. Az (X,Y) kétdimenziés valésziniiségi vektort
diszkrét valésziniiségi vektorvdltozonak nevezzik, ha az éltala felve-
het6 (z;, yx) szdmpdrok véges vagy megszdmlédlhatéan végtelen halmazt
alkotnak.

6.1. Diszkrét valésziniiségi vektorvaltozék eloszlasa

Az (X,Y) kétdimenzids valdszintiségi vektor eloszldsat a
pr=PX=x,Y=y.), i=1ésk>1

valészintiségek Gsszessége adja. Az (X = z,,Y = y), i > 1ésk > 1
események egy teljes eseményrendszert alkotnak és igy

Zzpik =1
ik

Az el6bbi 6sszegek lehetnek végesek vagy végtelenek (kiilon-kiilon), vég-
telen Gsszegek esetén az el6bbi Gsszefliggés azt jelenti, hogy a sorok
konvergensek és az 0sszegiik 1.
Vizsgéljuk meg, hogy az (X, Y") vektor eloszldsdbdl kiszdmithaté-e az
X vagy az Y eloszldsa. Az X = x; esemény tetsz6leges Y = y, esemény
mellett bekovetkezhet ésigy P(X = z;) = > pir. Ezt nevezziik az X valo-
k

szin(iségi véltozo eloszldsdnak, és azt mondjuk, hogy ez a vektorvaltozé
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egy perem- vagy vetiileteloszldsa. Hasonlé médon a P(Y = yi) = > pix

valészinfiségek az Y perem- vagy vetiileteloszldsdt adjak.

Ha mindkét valtozé (X és Y) véges sok értéket vehet fel, akkor az
(X,Y) eloszlédsét a kovetkez6 konnyen dttekinthet6 tdbldzatban foglal-
hatjuk 6ssze:

6.1. tablazat.
Y

X perem-
X U1 Y2 . Ym eloszldsa
T P11 D12 Pim b= %:plj
T2 D21 D22 Pam p2 = %:ij
Tn Pn1 DPn2 Pnm Pn = %:pnj
Yperem- g =Sp. o =3pn . G = Pim 1
eloszldsa i i i

Példa. A didkmenza egyik napi fogyasztdsa alapjan egy kozgazddsz
hallgat6 elkészitette az (X, Y') kétdimenzids valészintiségi vektor elosz-
l4s4at (6.2, tablazat).

6.2. tablazat.

Y
fasirt porkolt  rantott szelet v
perem-
X 5 6 10 eloszldsa
gombaleves 2 12 16 12 p1= 40
90 90 90 90
meggyleves 3 15 20 15 Py = 50
90 90 90 90
X perem- 27 36 27
eloszldsa =90 =99 = 90 1
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6.2. Kétdimenziés valészintiségi vektor
eloszlasfiiggvénye

6.2. értelmezés. Az (X,Y) val6szinfiségi vektor eloszldsfiiggvényé-
nek vagy egyiittes eloszldsdnak nevezziik az

F:R* =R, F(z,y)=P(X<uz,Y <y)

fliggvényt.
Diszkrét valészintiségi vektor esetén az eloszlds kénnyen kiszamit-
haté, hisz

P(X<zY<y)=> > py x€(-00,00),yE€ (—00,00),

z; <z Yj; <y

tehdt az eloszldsfiiggvény a

F:R? >R, F(m,y):ZZpij, r,y €R

zi<x yY; <y

kétvaltozos fiiggvény.
Példa. Az el6bbi paragrafus példéja alapjan

12 16 28 14
F(3,10)=P(X <3,Y <10)= — 4 — = = —,
(8:10) = PX <3, Y <10) = 55+ 55 = 50 ~ 15
12
F(1,10) =0, F(3,6)= ;.

Az egydimenzids esethez hasonléan fejezziik ki az P(x; < X < za,
y1 <Y < yo) alakid valdszintiségeket az eloszldsfiiggvény segitségével.
Feltételezziik, hogy z; < x5 és y; < y». Tekintsiik a kovetkez6 esemé-
nyeket:

A= (X <23,Y <yo), Ay=(X<z,Y <yn),
A3:(X<$1,Y<y1), A4:(X<$2,Y<y1)

és
A= (21 < X <29,y1 <Y <)
Vildgos, hogy A; = (A, U A;)) U Aés AN (AU Ay) =0, tehat

P(A) = P(A;) — P(A, U Ay).
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Masrészt P(AQ U A4) = P(AQ) + P(A4) — P(A2 N A4) és A2 N A4 = A3,
tehat

P(A) = P(A1) - P(AQ) - P(A4) +P(Azs)'
De P(Ay) = F(x2,92), P(As) = F(21,y2), P(A3) = F(x1,y1) és P(Ay) =

F(zq,y1), tehdt érvényes a kovetkez6 tétel:

6.3. tétel. Ha 27 < 25 és y; < 2 és F az (X,Y) valdszintiségi vektor
eloszlasfiiggvénye, akkor

P <X <zo,;h SY <o) =
:F(U’Uzv?h)*F(xz»yl)*F(xhyz)ﬂLF(l‘h%)-

Példa. Az el6bbi paragrafus példéja esetén szdmitsuk ki a
P(I1<X<46<Y <11)

valészin{iséget.
Megoldds. A tédblazat alapjan a keresett valészintiiség

16,12 20 15 63 _ 7
90 90 90 90 90 10°

Mésrészt F(4,11) = 1, F(4,6) = 2 = 2, F(1,11) = 0 és F(1,6) = 0,

90 10°
tehat a keresett val6szinfiség 1 — = — 0+ 0 = .

6.3. Kétdimenziés valészintiségi vektor
peremeloszlas-fiiggvénye

Miér lattuk, hogy az (X,Y) vektorvdltozé eloszldsdbdl meghatdroz-

haté az X és az Y eloszldsa (azaz a peremeloszlasok). Igy az is vildgos,
hogy az X, illetve Y véltozo eloszlasfiiggvényét is kiszdmithatjuk. A

pi:ZP(XZ$iaY:yj):Zpij és
J j
Qj:ZP(X:fEmY:yj):Zpij

szamok megadjdk az X, illetve Y eloszlasat, tehdt a peremeloszlas-fiigg-
vények az
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Fy :R—R, Fx(z)= Zpi: ZZpij és
z; <z <z j
Fy:R—=R, Fy(y) = qu: ZZPU
Yi<y y;i<y 1
fiiggvények.

Példa. A 6.1. paragrafus példédja alapjan szédmitsuk ki a p; =
P(X =2)és aq = P(Y =6) val6szintiségeket, ami megadja a gom-
baleves, illetve a porkolt napi védlasztdsanak relativ gyakorisdgat (valé-
szin(iségét).

Megoldds. Atablazatalapjdnp; = 2+ +82 = 26sqo = go+22 = 2.

Lathato, hogy (X,Y) kétdimenziés val6szintiségi vektorvéltozénak
az X-hez tartozo peremeloszlasa a 6.2. tdbldzat sorosszegei, az eloszlés-
fiiggvényének értékei pedig a sortsszegek halmozott 6sszegei. Hason-
l6képpen az Y-hoz tartoz6 peremeloszlast az oszlopdsszegek adjdk és
a megfeleld eloszlasfiiggvény értékeit ezeknek az oszloposszegeknek a
halmozott 6sszegei. Mdsrészt az is beldthatd, hogy a peremeloszlas-fiigg-
vények értelmezhettk az

Fx(x)

Fy (y)
osszefiiggések segitségével is. Folytonos valészin(iségi vektorokra ezeket
az O0sszefliggéseket hasznéaljuk.

A 6.1. dbran lathatjuk a 6.1. paragrafus példdjahoz tartozé perem-
eloszléds-fliggvények grafikus képét.

P(X <z)=P(X <z,Y <o0)=F(x,00), illetve
PlY <y)=P(X <0o0,Y <y) = F(c0,y)

6.4. Kétdimenziés valészintiségi vektorvaltozé
feltételes eloszlasai

Akadrcsak az egydimenzids valészin{iségi valtozok esetén, itt is ér-
telmezhetjiik a feltételes valdoszintiségeket, és ezeknek megfelelGen 1ét-
rehozhatunk kiilénb6z6 valészintiségi valtozdkat. Igy beszélhetiink a

X<z|lY =y, X<zl <y, X<zl <Y <y, X<zly<Y

tipusu feltételes val6szintiségekrél, az ezekbdl létrehozhaté valészin(-
ségi véltozok eloszldsardl, illetve eloszlastfiiggvényérél. A feltételes va-
16szintiség értelmezése alapjdn adédnak a kovetkez6 6sszefiiggések:
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F,
0, <2 ir
Fx(z)=1 § 2<z<3 4
1, >3 ol -
0 2 3 g
N F,
17 —
0, ¥<5 63
2 5<y<6 o —
F — 90 = 90
W= B ey <0 a7
1, 10<y. ool —
0 5 6 10 y
6.1. dbra.
> Drj
P<X<SU¢,Y:Z/‘) k<i
P(X<:L‘Z-|Y:y-): I = ,
! P(Y =y;) q;
Zpu
PX =z,Y <y;) i<
P(X=z]Y <y;) = 7= :
K=ol <u)=""Fv <) ~Sa
k<j
Z Di
P(X =z,a <Y <b) aly<b
P(X=gz;la<Y <b)= == :
(X =ila ) Pla<Y <b) S a
asy1<b
Zpil
P(X:xi,y<Y) y<y
PX=2xly<Y)= = = .
&=y <) =50 ) >
y<yi

Ezeknek megfelel6en értelmezhetjiik a feltételes eloszlasfiiggvényeket is
a kovetkez6 osszefiiggésekkel:

P(X<:L‘,Y:yj)
P(Y:Z/j) ’
F@W<m=pu<xw<wzpﬁ%ii;w:igg,

FlY=y)=PX<z|Y=y;)=
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P(X <z,a<Y <))
F <Y <b)=PX <Y <b) = ’ ,
(zl]a <b) (X <zla <b) Pla<Y <b)
P(X <z,Y >y)
F(z|Y >y)=PX Y >y) =
(@Y 2y) = PIX <oV 2y) = =520

Y -ra hasonlé feltételes eloszlasfiiggvények adhaték meg, ha a feltétel
X-re vonatkozik.

6.5. Egyiittes eloszlas varhaté értéke

Az (X,Y) vektorvaltozo varhat6 értékén az
M(X,)Y)= Z Z (@i, Y;)pij
(]

vektort értjiikk. Az X és Y valdszintiségi védltozok értékkészletét jeloljiik
Cx-szel, illetve Cy-nal. Ha a t;» : D — R kétvdltozos valés értékl
fiiggvények értelmezési tartomdanya tartalmazza a C'x x C'y halmazt, akkor
az U = t; (X,Y) és V = 5 (X,Y) egyenlGségekkel értelmezett U és V
szintén valGsziniliségi véltozé. Az igy értelmezett (U, V) vektorvdltozot az
(X,Y) vektorviéltozé transzformdltjinak nevezziik. Hasonldan, ha csak
egy t : D — R fuggvényt hasznédlunk, akkor az (X,Y") vektorvédltozébol
elgallithatjuk a ¢(X,Y') egydimenziés valtozot is, ez gyakorlatilag annyi,
mintha az X-szel és az Y-nal valamilyen mfiveletet végeznénk. Péld4ul,
ha ¢(X,Y) = X +Y, akkor az X + Y 0Osszegvdltozot éllitottuk el6. A
t(X,Y) vektorvaltozoé vérhato értéke

MEX,Y) =D >t )i,
i
mig a transzformélt valtozé varhat6 értéke

M(U,V) = ZZ (tr (i, 95), ta (20, 95) )i

Példa. Szamitsuk ki a 6.1. paragrafus példdjaban szereplé X és Y
esetén a t(X,Y) = X 4+ Y valbszintiségi védltozé varhato értékét.
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Megoldas.

12 16 12

MX+Y)=(2 — 2 — 2+1

(X+Y)=(2+5)- 90+( +6) - 90+( +10) - 90+

15 20 15 851

3+5) — 3+6).— 10 —— =9 46.
+(@3+5) 90+(+)90+(3+ )9() 90 ’

Tehét egy ebéd atlagos dra 9,46 lej és a napi atlagbevétel 851 le;j.

6.6. A peremeloszlasok varhaté értéke

A 6.2. tdblazat szerint az X valészin{iségi valtozé lehetséges értékei
r1 =2, wy=3,az Yvaltozoe pedlg Y1 =H,y2 =6, y; = 10. Amegfelelo
peremeloszlasok pr=2 gy =20 g =2, ¢ =232 ¢=2=Z1Igya
peremeloszldsok varhaté értéke rendre

40 50 23
M(X):Z$ipi=2‘*+3-—=—%2,56, illetve
— 90 90 9
36 27 621
=5-—+6-—+10-— = — =6,9.
Zyﬂqﬂ + 90 " 90 90 ’

6.7. Feltételes eloszlasok varhato értéke

Szintén a 6.2. tdbldzat adatait véve alapul, az Xvaldszintiségi valtozé
lehetséges értékei 1 = 2, xo = 3, az Y véltoz6é pedig y1 = 5, y» = 6,
ys = 10 és akkor az

M(X|Y:y]):ZxZP( _xl‘Y_yJ Z%ng
=1

Osszeg az X valészinfiségi valtozo Y = y; feltétel mellettl feltételes var-
haté értéke.
Példa. Szamitsuk ki az M (X |Y = 5) védrhat6 értéket.
Megoldds. M(X|Y =5)=2(2- 2 +3-22) =% ~256.
Hasonléan M (Y |X = ;) = 3 y; P(Y = y; | X = ;) = .- 37 y;pij.
i=1 j=1

]_
Példa. Szamitsuk ki az M (Y | X = 3) védrhaté6 értéket.
Megoldds. M(Y |X =3) =2 (5- 52 +6-32410- ) =25 =6,3.
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6.8. A kétdimenzids valdszintiségi vektor
komponenseinek fiiggetlensége

Ha a két komponenst (X,Y") valészintiségi vdltoz6 X és Y kompo-
nensei nem befolyédsoljdk egymadst, akkor mondhatjuk, hogy az X és Y
valtozoék fiiggetlenek.

6.4. értelmezés. Az X ésY val6szintiségi valtozdék akkor és csak ak-
kor fiiggetlenek, ha minden értékparra érvényes a kovetkez6 egyenldség:

PX<z,Y<y=PX<z)-P(Y<y). (6.1)
A (6.1) egyenl&ség a peremeloszlas-fiiggvények segitségével felirhat6 az
F(z,y) = Fx (z) Fy (y)

alakban, ahol F (z,y) az (X,Y) egyiittes eloszlasfiiggvénye, Fx (z) és
Fy (y) a megfelel§ peremeloszlas-fiiggvények.

6.5. tétel. Ha az (X,Y") val6szinfiségi vektor komponensei fiiggetle-
nek, akkor barmely x; < x5 és barmely y; < y, esetén

P < X<z <Y <y))=P(x; <X <) Ply1 <Y <o)
Bizonyitds. Az eloszlasfiiggvényre felirt feltételt hasznaljuk:

Plr; < X <zo, s <Y <yo) =
= F(z2,y2) — F(z1,y2) — F(z2,y1) + Fz1,51) =
= Fx(22)Fy (y2) — Fx(21)Fy (y2) — Fx(22)Fy (y1) + Fx(z1)Fy (y1) =
= (Fx(22) — Fx(21)) (Fy (y2) — Fy (1)) =
=P <X <z) - Ply1 <Y <o)

Példa. A 6.2. tdbldzatban szerepl6 két komponensi (X,Y) valdszi-
niiségi vdltozé X és Y komponensei fiiggetlenek, mivel

pij = P(X = ﬂfi,Y = y_]) =P;- qu, haZE {1,2} éS] € {17273}
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Gyakorlatok.
1. Legyen az (X,Y) egyiittes eloszldsa a kbvetkez6:

6.3. tablazat.

X perem-
X 0 1 2 eloszldsa
1 1 1 7
0 5 3 1 i3
2 1 7
1 9 6 0 18
1 1
2 % 0 0 36
Y perem- 501 1 1
eloszldsa 36 2 12

Szamitsuk ki:

a) at(X,Y) = X +Y val6szintiségi valtozo varhat6 értékét;
b) (X,Y) peremeloszldsainak varhato értékét;

c) az M(X|Y =2)és M(Y |X = 1) varhat6 értékeket.

Megoldds.
a) 1 1 1
MX +Y)=(0+0) ¢+ 0+1) 5 +(0+2) 5+
2 1
FAH0) g+ (142 0+
1 12
F240) —+(241)-0+(2+2)-0=—.
36 9
b)
7 7 1 4
M(X)=0 =41 —+2-— =
(X) 12+ 18+ 36 9
15 1 1 2
MY)=0-—+41-= — ==
(¥) 36 2+ 12 3
c)

1
M(X|Y =2)=0-+1:04+2:0=0 és

18 2 1 3
MY|X=1)=—(0-=4+1-—-+4+1-0) = =.
¥ ) 7 (0 9 * 6 * 0) 7
2. Egy 100 f6s juhdllomanynak a gyapji- és tejhozamét a 6.4. tabla-
zatban foglaltuk dssze, ahol X jeldli a juhonkénti gyapjihozamot és YV
a tejhozamot.



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/12‘— 10:55 — page 104 — #104

104 6. KETDIMENZIOS DISZKRET VALOSZINUSEGI VEKTOROK. . .

6.4. tablazat.

T, .
0ssze-
T, Y1 =4 ¥2=95 y3=6 yu=7 Y5 =8 ys =9 yr = 10 sen
r, =4 5 2 1 8
To=2D5 4 4 0 2 10
x3 =06 5 9 0 2 16
xy =7 4 10 20 7 1 42
T5 =8 5 4 0 2 11
Te =9 1 2 3 0 1 7
xr = 10 2 1 3 6
Osszesen 9 15 26 28 14 4 4 100

a) Szamitsuk ki annak a valészintiségét, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott juh 6 kg gyapjut ad.

b) Szdmitsuk ki annak valdszintiségét, hogy egy véletlenszeriien ki-
vélasztott juh 9 liter tejet ad.

c) Szamitsuk ki annak valdészintiségét, hogy egy véletlenszeriien ki-
vélasztott juh 6 kg gyapjut és 9 liter tejet ad.

d) Szdmitsuk ki a gyapjihozam és a tejhozam atlagat.

Megoldads.

a) 100 juh koziil négyre teljesiil a feltétel, tehat

16 4
= P(X = =PX=6)=—=—.
D3 ( 333) ( 6) 100 25

b) Hasonl6an adhatjuk meg annak val6szin{iségét, hogy egy juh z5 =
9 liter tejet ad.

4 1

Q6:P(Y:y6):P(Y:9):m:%'

c) Annak az ,egylittes” eseménynek a valdsziniisége, hogy egy juh
7 kg gyapjut és ys = 9 liter tejet ad

pis=P(X =24,Y =ys) = P(X =7,Y =9)
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d) A gyapjuihozam é&tlaga:

4 10 16 42 11
H(X)=8 — L L il L
() =8356 "% 100 "5 700 "7 700 T8 100 *
7 6
310 — =
+9 105 10+ 705 = 6,83
9 15 26 28 14
HY)=4-— 45— 46 - — 47— 48 —
¥) 100 "2 100 "% 100 T 100 " 100 T

+9 4 +10 4 = 6,51
100 100 7

A pi;, pi, q; val6szintiségeket a kovetkez6 tablazat tartalmazza:

6.5. tablazat.

Y
<+ o © I~ o o 9 S pi =
Dij =
¥ I -
— [ el <t 10 ©
S s S S s s 5 =P(X =u;)
_ 5 2 1 _ 1
Ty =4 6 100 oo U 0 0 0 D1 = 35
4 4 2 1
Ty =5 w 10 O 1o O 0 0 P2 = 1
_ 5 9 2 — 4
z3 =6 0 % 10 O 10 O 0 D3 = 35
4 10 20 1 1 _n
Ty =T 0 100 100 100 100 100 0 P4 =75
_ 54 2 _ 1
Ts = 0 0 % 10 9 1o O D5 = 100
12 3 1 — 7
T =9 0 0 % 70 10 9 oo Ps = 100
_ 2 1 3 — 6
z7 =10 0 0 0 0 100 100 100 P7 = 100
Zpij - 15 26 28 14 4 4 1
- 9 14 4 4

100 100 100 100 100 100 100
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KETDIMENZIOS FOLYTONOS VALOSZINUSEGI
VEKTOROK ES JELLEMZOIK

Csak kétdimenzios valészintiségi vektorokkal foglalkozunk, de az
eredmények tébbdimenzids vektorvdltozora is kiterjesztheték.

7.1. Kétdimenzids folytonos valdsziniiségi vektorok

Legyen X és Y két folytonos valészintiségi valtozé. Az (X,Y) va-
l6szintiségi vektort folytonos valdszintiségi vektornak nevezziik, és a
lehetséges értékeinek megfeleltethetjiik az 2Oy sik pontjait.

7.1. értelmezés. Az (X,Y) valészintiségi vektor eloszlasfiiggvényé-
nek (egylittes eloszlasfiiggvénynek) nevezziik az

F:R*—[0,1], F(z,y)=P(X <z,Y <y) (7.1)

fiiggvényt.

Annak a val6szintisége, hogy (X,Y’) vektornak megfelel6 pont az
1 < X <9, y1 <Y <y, téglalapba keriil, kifejezhet6 az egyiittes elosz-
lasfiiggvénynek a téglalap csticsaiban felvett négy értékével (a bizonyitds
ugyanaz, mint diszkrét esetben):

P K X <2,y1 Y <y2) = F(x,y2) = F (21, y2) —F (@2, y1)+F (21, 91).
(7.2)
Az egydimenziés eloszlasfiiggvényhez hasonléan igazolhatjuk, hogy tel-
jesiilnek a kovetkez6 tulajdonsdgok:
1. Hazy < w3 6sy; < yo, akkor F(zq,y1) < F(22,y2), azaz az egyiittes
eloszlasfiiggvény mindkét valtozoja szerint ndvekedd.
2. lim F(z,y) =1, lim F(z,y) =0, im F(z,y) =0.
Yy—00 Yy——0o0 Yy—oo

3. F(z,y) mindkét véltozoja szerint balrél folytonos.
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Példa. Legyen az X és Y valészin{iségi véltozok egyiittes eloszlés-
fiiggvénye
iry(2r+y), ha<z<1,0<y<1
— 3 ? 9
Flz,y) = { 0, egyébként.
Szdmitsuk ki a P (X < 1,Y < 1) valdszintiséget.
Megoldds. P(X< %,Y< %) :F(i,%) =§%(§+%) :ﬁ.

7.2. Kétdimenzids folytonos valésziniiségi valtozék
stirtiségfiiggvénye

7.2. értelmezés. Az (X,Y) folytonos valészintiségi vektor F' el-
oszlasfiiggvényének mdasodrendli vegyes parcidlis derivéltjat az (X,Y)
folytonos vektorvéltozo stirtiségfiiggvényének nevezziik és f-fel jelcljiik.
Tehat

O*F
] 7.3

Ha h és k elég kicsi, akkor
. Pe<X<z+hy<Y<y+k)
f(z,y) = lim e ,

k—0

vagyis a str{iségfiiggvény j6 kozelitésben a teriiletegységre es6 val6szi-
niiség.
Az értelmezés alapjan kovetkezik, hogy

P(X <2,Y <y) = F(z,y) = / / F(u, v)dudv.

—0o0 —Oo0

Figyelembe véve az eloszlasfiiggvény tulajdonsagait irhatjuk, hogy

7 /Oof(%y)dwdy =1,

—0o0 —O0

és altaldban annak a valészintisége, hogy a vektorvaltozénak megfelels
pont az zOy sik egy D tartomédnyédban van

P((X,Y) € D) ://f(x,y)dxdy. (7.4)
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Haismert X és Y egyiittes eloszldsa, akkor az egyiittes eloszlasfliggvény-
bél vagy stirtiségfiiggvénybél meghatarozhatd kiilon-kiilon X, illetve YV
eloszlasa. Ezeket nevezziik perem- vagy vetiileti eloszldsfiiggvényeknek.

Fi(z) = P(X < z) = F(z,00) = 7 / £(u, v)dudv,

— 00 —OQ

Fa) = P(Y <) = Flooug) = [ [ flu,o)dude.

— 00 —0O0

Ha az f folytonos stirtiségtiiggvény, akkor az elébbi egyenléségekbdl z,
illetve y szerinti derivéldssal kapjuk a peremstr{iség-fiiggvényeket:

oo

fl(m)—/f(x,y)dy és  foly) = /f(:c,y)da:.

Megjegyzés. Felhaszndltuk a kovetkezd tételt: ha f (x,y) folytonos a
T Yy
D-ben, akkor F (z,y) = [du [ f (u,v) dv els6rend{i parciélis derivaltjai

a b
folytonosak a D-ben és

y T
OF ., OF
m—/f(:c,v)dv és ay—/f(u,y)du.
b b

Példdk.
1. Legyen az X és Y valdsziniiségi véltozok egyiittes eloszlasfiigg-
vénye

fry(2r+y), hat<z<1,0<y<1;
— 3 ) ) )
F(z,y) { 0, egyébként.

Szamitsuk ki a sfirtiségfiiggvényt!
2
Megoldds. Ki kell szdmitani a %;;y)—t. El6szor az F(x,y)-t derivél-
juk z szerint, majd a kapott fiiggvényt y szerint:

OF (z,y) 1

T 2 2
o 3{y(fﬂ+y)+ ryl,
0*F 1 2
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Tehat : )b
2(2x+y), ha<zrz<1,0<y<1;
-] 3
f@y) { 0, egyébként.
2. Szamitsuk ki az elfibbi példa stiriségfiiggvényével adott eloszlds
esetén a P (O <X<3,3<Y< ) valészinf{iséget.
Megoldds. A (7.4) képlet alap]an irhatjuk, hogy

1 1

1 1 1
3

=

—g/ /(2x+y)dy dx_gj’([znyry;] >da?—

0

ol

3 72 3 727
0

Megjegyzés. AP (0 < X < §,% <Y < 1) valdszinfiséget a (7.2) kép-
let segitségével is kiszdmithatjuk:

0

. 36
3

Plx; < X <zo,ph Y <o) =
= F(22,2) — F(21,92) — F(x2,%1) + F(21,91) =

32)r ) () 0)-

“10s VT 0735

3. Hatdrozzuk meg A értékét gy, hogy az

[ AQ2z+y), ha0t<z<l1l,0<y<1
f(:c,y)—{ 0, egyébként

fliggvény egy valdszintiségi vektor stirtiségfiiggvénye legyen.
Megjegyzés. Ahhoz, hogy f(x,y) stirtiségfiiggvény legyen, teljesiil-
nie kell az aldbbi két feltételnek:
a) f(z,y) >0,

| [ fay)dady = 1.

— 00 —0O0
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110

Megoldads.
a) Beldthatd, hogy 2x 4y az adott tartomanyban pozitiv, ezért A-nak

pozitivnak kell lennie.
0

2
A/ /2:c+y dy da:—A/ [23:y+2}
1
—A/ 2ar—|— de = A x2+}0 —A-§—1
B 2) " 2,] 2 7
0

ahonnan A =
4. Legyen X és Y egyuttes stirliségfiiggvénye

2(2r+vy), had<z<1,0<y<1;
— 3 ) )
f(@9) { 0, egyébként.

1
dr =

Hatarozzuk meg a peremsuruseg fuggvenyeket

Megoldds. fi(z f flz,y)dy = f (22 +y)dy = +(4x + 1), azaz

1(4x+1), haxze(0,1);

— 3 ) )
hl@) = { 0, egyébként.

1
Hasonl6é médon f>(y f flz,y)de =2 [ 2z +y)de = 2(y + 1), azaz
0
2(1+y), haye(0,1);
_ 3 ) ) )
F(y) = { 0, egyébként.

7.3. Feltételes eloszlds- és siirtiségtiiggvény

7.3. értelmezés. Folytonos val6szintiségi véltozok esetében az X
valgsziniiségi valtozénak az Y = y feltételre vonatkoztatott feltételes

eloszlésfiiggvényét az
P X <z, Y<y) F(z,y)
Fzly) =PX <z|Y <y)= PY <y By

egyenl&séggel definidljuk. Hasonl6an
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Flelpu <Y <y)=PX<z|ly1 <Y <y)=
P(X <z, <Y <yy)  F(z,y2) — F(z, 1)

Py <Y < 1)  By(y) — Fa(yh)
(7.5)

. ) _ A~ Fy)
ST Rvey o 1-Bw 7Y

Az F(x |y) eloszléasfiiggvény a (7.5) képlet segitségével felirhat6 a kovet-
kezdképpen is:

Flely) = F|Y =y) = lim Faly <Y <y+k) =

F(z,y+k)—F(z,y) ’
= lim F2(y+k‘;_F2(y) = Fy($’y). (7.7)
Hasol6an F' (y|z) = Féffw)?)'

A (7.7)-nek z szerinti parcidlis derivéltja adja meg a feltételes siir(i-
ségfiiggvényt:

(2, y)
fiz(@ly) = ———— (7.8)
e (o) f2(y)
A (7.8) képlet a P(A|B) = PF(,EL‘BE;) feltételes valdszintiség kiterjesztése

folytonos véltozdékra. Az f(z,y) = fi2(x|y) - f2(y) mindkét oldaldnak y
szerinti integréldsdaval kapjuk, hogy

mwz/ﬁﬂMMh@@- (7.9)

A (7.8) képlet a P(A) = > P(A|B;)P(B;) teljes val6szintiség tételének

dltaldnositdsa folytonos véltozékra. Hasonl6képpen torténik a Bayes-
tétel dltaldnositasa diszkrét eseményekrdl folytonos valészintiségi vélto-
zokra:

_ P(B|A;)P(A)
P(Ai| B) = > P(B|A;)P(A)

= fply) = f(x’z) = +oof2“(y|x)'f1(fc) .
7f fop(ylz) - fi(z)da

fa(y
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Az X ésY valésziniiségi valtozdk fiiggetlenek, ha
P(X <a,Y <y)=F(z,y) = P(X <z) - P(Y <y) = Fi(z) - F2(y).
A feltételes stirtiségtiiggvény képletébdl kovetkezik az aldbbi tétel:

7.4. tétel. Az X ésY folytonos valészin{iségi vdltozok akkor és csak
akkor fiiggetienek, ha a stirtiségfiiggvényekre fenndll az

f(z,y) = fi(z) - fa(y)

Osszefiiggés.
Példa. Az (X,Y) stirliségfiiggvénye a kovetkez6:

22z+y), hat<z<1,0<y<1.
f(way)Z{?’( ) -y
0, egyébként.

a) Hatdrozzuk meg a feltételes eloszlasfiiggvényeket!
b) Irjuk fel az fij2 (x |y) és fopn (y |x) feltételes stirtiségfiiggvényeket!

c) Allapitsuk meg, fiiggetlenek-e az X és Y valdszinfiségi valtozok!
d) Szdmitsukkia P (0 < X < % }Y = 1) val6szinfiséget!

Megoldads.
a) Az (X,Y) eloszldsfiiggvénye

P Jizy@r+y), had<z<1l,0<y<1
0, kiillénben.

A feltételes eloszlastiiggvények meghatarozdsdra hasznaljuk a kovetkezé
képleteket:

2(1+y) T+y

0, egyébként,

i FQ2zty) _ 2041 ha0<z<1,0<y<1
fip(zly) = -
f2(y)

%(4:64»1) T 4x+1

0, egyébként.

2(2z+y) _ dwt2y ha0<z<1,0<y<1
fapn(ylo) = i -

b) Mivel f(x,y) # fi(x) - f2(y), ezért az X és Y nem fliggetlenek.
c) A keresett val6szintiség:
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P<O<X< ' ) /fu( )dx:

7.4. Varhato értékek

Legyen az X, Y egyiittes s{irtiségfiiggvénye f : R? — R. Az (X,Y)
vektor varhat6 értékét az

oo oo
m1777”02 // 9517132 $17$2)d$1d$2

—0o0 —O0

integréllal értelmezziik. Hat : D — R, D C R? egy fiiggvény, amelynek
az értelmezési tartomdnya tartalmazza az X és Y értékkészletének Des-
cartes-szorzatat, akkor ¢(X,Y") is egy val6szintiségi valtozo és a vdrhatd

értéke e
= / /t(w,y)f(ar,y)dwdy

— 00 —O0

Példa. Legyen X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye

2(2r+vy), had<z<1,0<y<1
— 3 Y b
flay) = { 0, egyébként.

Szamitsuk ki az X +Y és X - Y vérhato értékét.
Megoldds.

M(X+Y)= //a:—i—y (2z + y)dzdy =

1

2 2
=3 / / (222 + 3yzx + y*)dzdy = 3 / / (22° + 3yx + y*)dx | dy =
00 AN
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1 1
2 /(245 3 5, L\ 2/ 2 3
3/(395 +2yx +y:r>0y 3 3+2y—|—y Y
0 0

t_2(2 3 1\ _T
s 3\3 4 3) 6

1 1
2
:3//:cy(2x+y)dxdy: ( 2a:y+:cy)dac dy =
0 0
2 [ (27 2 A\ 2
z L~ 2 Y.
== e PRI dy = = =7 dy =
3/(3y+2y> Y 3 <3 )y
0

2 e\ 21 1_
_3(3+6 o 3 376) "3

7.5. A peremeloszlasok varhaté értéke

Ha f, az X véltoz6 peremsiir{iség-fiiggvénye és f, az Y valtozdé,
akkor az
o0 o0

M(X) = / thz)de é M(Y)= / yFa(y)dy

— 00 — 00

osszefiiggések segitségével szamitjuk ki a peremeloszlasok varhaté érté-
két.

Példa. Legyen az X és Y valdszintiségi valtozok egyiittes siirtiség-
fiiggvénye

2(2r+vy), hat<z<1l,0<y<1
— 3 9 )
f(@,y) { 0, egyébként.

Szamitsuk ki a peremeloszlasok varhaté értékét.
Megoldds. Felhaszndljuk a meghatarozott peremstirtiség-fiiggvénye-
ket:
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1 1

M(X)—;/x-(4x+1)dm—;/(4x2+x)dx_

0 0

4o T\ 1 14 1) _ 1
—XT _— = - _ —_ = —.
3 2 0 3\3 2 8

7.6. Feltételes eloszlasok varhato értéke

Az X folytonos valészintiségi valtozénak az Y folytonos va-

lészintiségi valtozé Y = vy feltétel melletti feltételes varhaté ér-
+oo
téke M(X|Y =y) = [ z-fi(z|y)de. Hasonléan M(Y |X =z) =

—00

+o0o
| y- fo(y |z)dy. Ha behelyettesitjiik a stirliségfiiggvényeket, a kovetkez

— 00

Osszefiiggésekhez jutunk:

+oo

M(X|Y:y):fiy)~/:v-f(m,y)d:z, és
MY |X =z) = fim : /y~f(af,y)dy~

Példa. Az X ésY vialtozok egyiittes stirliségfiiggvénye

2(2r+vy), ha0<z<1,0<y<1
— 3 ? )
flay) = { 0, egyébként.

Szémitsuk ki az M (X |Y = 1) feltételes vérhato értéket.
Megoldds. A peremstirliség-fliggvény az

2(1+vy), haye(0,1)
— 3 ’ 9
F(y) = { 0, egyébként
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fliggvény, igy
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KOVARIANCIA, KORRELACIOS EGYUTTHATO
ES REGRESSZIOANALIZIS

Az n elemi (z;,v;), 1 < i < n véletlen mintdk esetén gyakorlati
jelent6ségti, hogy megéallapitsuk a megfelelé X és Y valészintiségi val-
tozok kozotti kapcesolat erdsségét. Hasonldan érvényes ez sztochasztikus
folyamatok esetében, amikor ¢t € N id6pontokban megfigyelt X és Y va-
16szinfiségi véltozok értékeinek (z,y;) id6ben lezajlé véltozdsai kozotti
kapcsolatot vizsgaljuk. Egy ilyen gyakorlati példa egy termék X dara és
a termék iranti Y kereslet (a termékbél bizonyos id6pontokban eladott
mennyiség) kozti osszefliggés meghatdrozdsa. Az X és Y valdszintiségi
valtozok kozotti 0sszefiiggések vizsgdlatdhoz sziikségiink van a kévetke-
z6 fogalmakra: kovariancia, korreldcios egyiitthato, regressziéanalizis.

8.1. A kovariancia (egyiittvaltozas)

8.1. értelmezés. Legyen X és Y két tetszbleges valoszintiségi valto-
z6. Ha ezeknek 1étezik véarhato értéke és 1étezik az (X —M (X)) (Y -M(Y))
(eltérés-valtozok szorzata) valtozg varhaté értéke, akkor ezt a varhato ér-
téket az X és Y kovariancidjinak nevezziik.

8.2. tétel (A kovariancia tulajdonsagai).

1. Szimmetrikus, azaz cov(X,Y) = cov(Y, X);

2. M((X = M(X))(Y = M(Y))) = M (XY) = M (X) - M (Y);
3. ha X =Y, akkor cov(X,Y) = D*(X);

4. lcov(X,Y)| < D(X)-D(Y).

Bizonyitds.

2. Valéban,

(X - MX)][Y = MY)]=XY - XM(Y)=YM(X)+M(X)M(®Y)

és ennek a varhat6 értéke M (XY) - M (X)- M (V).
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4. Az M |(X = \Y)? > 0 egvenl6tlenségbdl felirhatjuk, ho
gy g J gy
M (X?) = 2A\M (XY) + N>M (Y?) >0,

ahol A € R tetsz6leges. Innen kovetkezik, hogy az egyenl6tlenég bal
oldalan 4116 méasodfoku trinom diszkrimindnsa A < 0, tehat

M?*(XY) < M (X?) M (Y?). (8.1)

Ha a (8.1)-ben X-et helyettesitjik X — M (X)-szel és Y-t Y — M(Y)-nal
és utdna négyzetgyokot vonunk, azt kapjuk, hogy |cov(X,Y)| < D(X) -

D(Y).
Diszkrét valdsziniiségii valtozdk esetén, ha X és Y lehetséges értékei
Z1,Ta, ..., lletve yi, s, ... és az egylittes valdsziniiségek p;;, akkor X és

Y kovarianciaja

oo o0

cov(X,Y) = Z Z [2; — M(X)][y; — M(Y)]ps;.

i=1 j=1

8.2. A korrelacios egyiitthaté

Az X és Y tetsz6leges valbszinfiségi valtozok kozotti kapcsolat
erdsségének a mérésére haszndljuk a kovariancidnak egy normalt vagy
standartizalt form4jét, amelynek értéke mindig ugyanazon korlatok ko-
zott marad. Ezt a normélt vagy standartizalt format Ggy kapjuk meg,
hogy a kovariancia értékét elosztjuk a valdszintiségi valtozok nem zérus
szérdsainak szorzatdval.

8.3. értelmezés. Az X ésY valbszintiségi valtozé korreldcios egyiitt-
hatéja a kovariancia normaélt vagy standardizalt alakja

cov(X,Y)  M(XY)— M(X)M(Y)

RXY)= 5 pv) - D) DY)

8.4. tétel (A korrelacios egyiitthaté tulajdonsagai).

1. |R(X,Y)| < 1;

2. haaz X ésY valészintiségi valtozék kozott linedris kapcsolat van,
Y =aX + b, akkor R(X,Y) =1,haa >06és R(X,Y) = —1, ha
a < 0;
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3. haaz X és Y valészinfiségi valtozok fiiggetlenek, akkor
R(X,Y) =0;
4, ha X ésY korrelalatlanok és létezik a szérdasuk, akkor
D*(X +Y) = D*X)+ D*Y).

Bizonyilds.
1. Kovetkezik a kovariancia 4. tulajdonsagéabdl.

2.
cov(X,Y) =cov(X,aX +b) =

=M (aX?>+bX) - M (X)-M(aX +b) =
=aM (X?) +bM (X) — aM? (X) — bM (X).

Tehat
_a[M(X*) - M*(X)] _ a[M(X?) - M*(X)] _
R(X,Y) = D(X)-D(aX +b) la| D2 (X) B
~a |1, haa>0
_M_{ —1, haa<0.

3. Fluiggetlen valtozékra M (XY)— M (X)- M (Y) = 0. Forditva nem
igaz, vagyis abbdl, hogy R(X,Y) = 0, nem kovetkezik az X és Y fiigget-
lensége.

Megjegyzés. Ha R(X,Y) = 0, azt mondjuk, hogy a valészintiségi
véltozék korreldlatlanok. A fiiggetlenség fogalméndl tagabb fogalom a
korrelalatlansédg fogalma. Ha az X és Y val6szintiségi valtozék normalis
eloszldstak, akkor a korreldlatlansagukbdl kovetkezik az X és Y fligget-
lensége.

4. Ellenérizhetd, hogy D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y) + 2cov(X,Y) és
ennek alapjan nyilvanvalé a tulajdonség.

Példa. Szamitsuk ki a 8.1. tdblazatban szereplé X és Y diszkrét
valészin{iségi valtozok

a) kovariancigjat,

b) korreldciés egyiitthatéjat.
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8.1. tablazat.

Y
X perem-
X 5 6 10 eloszldsa
12 16 12 _ 40
2 90 90 90 P1 = 5
15 20 15 _ 50
3 3 9 % P2 = oo
Y perem- _ o7 _ 36 _ o1 1
eloszldsa =9 92T 90 BT 9
Megoldads.

a) Kiszamitjuk a kovariancia képletében szereplé mennyiségeket:

16 12
Y) =) ayp; =10- 7+12 — 420 — +

90 90
15 20 15
15- — +18 - — — =1
+15- 90+ 8- 90+30 90 7,6(3),
ZQZ — +3 o0 _ 23
lpl - 90 9 M
36 27 621
=5 —4+6-—+10-—=—=6.9
§;y]qj + 90 + 90 90 ]
1587 23 621 1
MXY - M(X)MY)=——-——. — 1587 — 1587) = 0.
Tehat az X és Y korreldlatlanok.
b)
XY M(XY)-M((X)-M(Y
R(X,Y): COV( J ) — ( Y ) ( ) ( ):0

D(X)-D(Y) D(X)-D(Y)

Megjegyzés. Ellenorizhetd, hogy a vizsgalt vdltozok fiiggetlenek is.

8.3. Regresszidanalizis

Az id6ben zajlé véletlen (sztochasztikus) folyamatokhoz rendelt
X és Y val6szintiségi valtozék Osszefiiggését az eloszlasfiiggvényen
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és a stirtiségfiiggvényen kiviil jellemezhetjiik egy olyan ¢ fiiggvénnyel,
amelyre Y és g(X) kiilonbsége négyzetének véarhaté értéke minimalis.

Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az X és Y valészinfiségi valto-
z6k megfeleld értékeibdl szerkesztett (x;, y;) pontokat dbrdzoljuk az Oy
koordindtarendszerben, majd keresiink egy olyan y = ¢ (x) egyenletii
gorbét, amelyre ezek a pontok a lehet6 legjobban illeszkednek. Az il-
leszkedés josaganak mérésére az eltérések négyzetosszegét hasznaljuk.
Igazolhato, hogy ¢ (x) éppen Y-nak az X = x feltétel mellett szdmolt
vérhat6 értéke, tehét

gE)y=me(x)=M(Y|X =2x).

Ennek a fiiggvénynek a grafikus képét Y-nak az X-re vonatkozé reg-
resszios gorbéjének nevezzik.

8.5. értelmezés. Ha X, Y valdszintiségi valtozok, akkor az msy(z) =
M(Y |X = x) figgvényt az Y valdsziniiségi valtozénak az X valdszi-
niiségi véltozéra vonatkoztatott (elséfaji) regresszids fiiggvényének, az
mi(y) = M(X |Y =vy) fliggvényt pedig az X valdsziniiségi valtozénak
az Y valészinliségi valtozéra vonatkoztatott (els6faji) regresszids fiigg-
vényének nevezzik.

A regresszios fiiggvény diszkrét esetben

Ha X, Y diszkrét val6szin{iségi valtozok és az egyiiltes valésziniisé-
gek p;; = P (X = z;,Y = y;), a megfelel§ peremvalészintiségek

pi=P(X=uz)= Zpij; g =P =y;) = me
J i
akkor
MY |X =)= Zyj% =my(x;) 6és
P 7
Dij
MXY =y;) = sz(f = ma(y;)-
i J

Példa. A 8.2. tablazatban az (X,Y) diszkrét valészintiségi valtozok
egylittes és peremvaldszintiség-eloszldsa lathat6. Hatdarozzuk meg az X -
nek Y-ra, illetve Y-nak X-re vonatkozé regresszios fliggvényét.
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8.2. tablazat.

Yj 5 6 10
23 23 23
my (yj) 9 9 o

Megoldds. Meghatdrozzuk az elstfaji regresszios fiiggvényértéke-
ket, el6szor X-nek az Y-ra vonatkoztatott regresszids fliggvényértékeit
és azutdn Y-nak az X-re vonatkoztatott regresszids fiiggvényértékeit:

12 15 1 69 923

5= M (X/Y =5) =2 = 4+3. -2 = — (244+45) = - = =2

mi (5) (X/ ) o7 T3 97 = gp A+ = 5o =
16 20 1 99 93

m, (6) sp T3 g = 5 B2 60) = oo =T =25,

12 15 1 69 23
10)=2 -2 43 -2 = — (24 445) = — = =2,
ma (10) T Ty B ==

Hasonléan hatdrozzuk meg Y-nak az X-re vonatkoztatott regressziés
fiiggvényét:

12 16 12 276
2: Ppp— PR 1~7:7:
ma(2) =55 4640 +10- 5 = 25 = 6,9,
15 20 15 345
=546 t10- =" 69
m2 (3) 50 050t 50 50 "

A regresszios fiiggvény folytonos esetben

Ha az (X,Y) kétdimenzids folytonos valdszintiségi valtoz6 stirii-
ségfiiggvénye f és a peremsfirliség-fiiggvények fi, illetve f,, akkor a
regresszios fiiggvények

ma(e) =M X =) = [y funtolortn= [ 5250y 6
mi(y) =M(X|Y =y) = /:r-flg(:vy)dx:/x-f;;;;)dx.

Megjegyzés. Ha X ésY fliggetlen valdszintiségi véaltozok, akkor reg-
resszids fliggvényeik dllandok.
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2

Példa. Legyen X, Y valésziniiségi véltozok egyiittes stirtiségfliggvé-
nye
2(2x+y), hadl<z<yld<y<l1
— 3 ? 9
flz,y) = { , kiilonben.

)

Szamitsuk ki az X és Y véltozdék

a) kovariancigjat,

b) korrelaciés egyiitthatéjat,

c) az els6faju regresszios fliggvények értékkészleteit.

Megoldas.

a)cov(X,Y)=M(X,Y)— M(X)M(Y), tehat el6bb kiszamitjuk a
megfelel6 mennyiségeket:

1 1 1 1
2 2
M(X,Y) = 3//xy(2x+y)da?dy— 3//(2x2y+a:y2)dxdy—

0 0 0 0
1 1 1

2 2 3
—3/ /(2:1:2y+3:y2)dy —3/<x2-y2+x‘g>
0 0 0

1

dr =

0

M (X) és M(Y) kiszamitédsa feltételezi a peremsfiriség-fliggvények is-
meretét.

00 1

fie) = [ $@wdy=3 [ oty =

2 y? !
= — 2 _
3<xy+2>

1

1
=-4z+1), z€(0,1)
o 3

2 2 9
fz(y):3/(2w+y)dx:3(x2+yx)}3:3(1+y), y e (0,1),
0
tehat
1 1/ 2% 22\ 11
M(X) = [ @ fi(e)do = <4+2>0:18
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Hasonléan

/ 2 | 2 (> ¢*\|" 10
Y Y
M((Y)=- 1 dy == Ndy == [ L + L I
(Y) /y(+y)y3/(y+y)y3<2+3>o B
0 0
és gy
1 11 10 6
X,Y)=ce— o= = — 1.
cov(XY)=3-3 g~ gz =~ 0006
b) A korreldciés egytitthaté kiszdmitdsdhoz sziikségiink van a D (X)
és D (Y) mennyiségekre, ezért kiszdmitjuk az M (X?) vérhato értéket.
1 1 1
1
M (X?) :/x2 fi(z)dx = 3/:1:2(4x+1)dx: /:c2(4x+1)dx:
0 0 0
1[4, 22\ 1 1\ 4
_ A3 Ngr == (24202 )] =2 (142) =2
3/(354—3:)3:3(437—1-30 3113 3
0
Tehdt D? (X) = 4 — (1)* =4 _ 121 — 38 =~ 07 g5 fgy D (X) 0,27,
Hasonléan
1 1 1
2 2 .
M (Y?) :/nyz(y)dy= 3/y2(1+y)dy =3/(y2+y3)dy:
0 0 0
_2(w w21 1y 2 T T
S 3\3  4)|, 3\3 4) 3 12 18
tehat D* (V) = L — (L)% = 126100 _ 26 >~ 08 D (V) = 0,28 és igy
cov (X,Y) —0,0061
R(X)Y)= = = —0,08.
(X,Y) D(X)D(Y)  0,27-0,28 ’
Folytonos valészin{iségi vdltozok estében, X-nek az Y-ra vonatkoztatott
regresszids fliggvényét a kovetkezképpen szdmitjuk ki:
1
i) = MXY) = [ o fia (oly) da
0
—®
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A feltételes stirtiségfiiggvények:

f(z,y) %(2x+y)_2x+y

f €T y = = =
e (z[y) fly)  i0+y)  1+y
2
T, 22x4+y) 22z +
fi(z) 3 (4w +1) dr +1
fgy
! 20 +y 1 !
m y:/x- de = —— 2% + xy) dr =
1< ) 0 y+1 I+yJo ( )
1 /2 2N\|" 4
I1+y \3 2 o, 6(1+y)
Hasonl6an

ma () = M7X) = [y fop /ey =2 [y T -
3

P23z 41
s 3dx+3

2 ! 2 y
= 2 2) dy = 9 L
4x+LA<”W+y)y 4m+1<x+3>

Linedris regresszié (masodfajui regresszio)

Ebben az esetben keressiik a linedris g(X) = aX + b regressziés
figgvényt. Ha az X és Y megfelel értékeit ismerjiik és ezeket az (z;,y;)
értékpdrokat az xOy koordindtarendszerben dbrazoljuk, akkor keressiik
azt az y = ax + b egyenletii egyenest, amelyhez a legjobban illeszked-
nek ezek a pontok. Ez azt jelenti, hogy az Oy mentén szamolt eltérések
négyzetosszege minimalis. igy az

S:R? R, ﬂmm:M(W—mX+mﬂ
fliggvény minimumaét keressiik.
S(a,b) =M [Y? = 2Y (aX +b) + a’X” + 2abM (X) + b*] (8.2)

A (8.2) kétvdltozds fiiggvény staciondrius pontjainak koordinatait a ko-
vetkezé egyenletrendszer megoldésai szolgaltatjak:
oS

a

a5
ab

=2aM (X?)+2b(X)—2M (XY) =0

= 2aM (X) +2b— 2M (V) = 0.
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Egyszertisités utdn a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk

aM (X?) +bM (X) = M (XY)
aM (X) +b = M(Y).

Ennek megoldédsa a Cramer-szabdly alapjan:

M(X?*) M (X)

aA=\vix) 3 ‘—M(XQ))—M2(X)—D2(X).
M((XY) M((X ,
Ay = ]\4((Y)) § ) ‘—COV(X,Y) és
fa= | N T | = ey ar ) = ar ey v ).
Innen
a= COIV?(Q(X);? (8.3)
M(X?)- M(Y) — M(XY) - M(X)

b= (8.4)

D*(X)
A szamldléhoz hozzdadjuk és levonjuk az M (X?) - M (V) kifejezést és
igy a
M(X2)-M(Y) = M3(X)-M(Y) + M2(X)-M(Y) — M(XY)-M(X)

" DA(X) -

cov(X,Y)

= M ()= M (X) =

(8.5)
értéket kapjuk.

Példa. Hatdrozzuk meg az (X, Y') val6szintiségi valtozok regresszids
egyenesét, ha az X és Y valdszin{iségi valtozok egylittes eloszldsa a 8.3.
tablazatban adott.

Megoldds. Keresiink egy olyan Y; = aX; + b egyenletli egyenest,
amelyhez az (x;,y;) koordinataju pontok a legkdzelebb vannak, vagyis
amelytdl szdmolt eltérések négyzettsszege minimalis.
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8.3. tablazat.

Y
-~ X perem-
X 0 1 eloszlasa
1 1 1
0 TR s
1 3 1
1 iz 3
2 4 1
2 D >
Y perem- 12 1
eloszlasa 3 3

A 8.3. tdblazatban szerepld adatok alapjdn

(gyenge korrelacio).

M(X)=0%+1é+2%=§, M(Y):;
M(X?*) =1%- é+22 %—g M(Y2)_§,
DF (X) = M (X*) = M* (X) = 5,
2 4 2
R
M(XY)=1-1 X;g.g_u_u
R(m,y)zmz?}ﬁ.i.?’?:%}ﬁzo,om
_COV(X,Y)_I‘Q 1
D2(X) 36 5 20
b:M(Y)—WM(X)Zg_;G.g.

Tehét a regressziés egyenes egyenlete Y = =X + 2

4_
S =
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8.4. tablazat. Kétdimenzios diszkrét val6szintiségi vektorok
SO}‘ ~ Jellemzék Jelolések, képletek
Szam
Egytittes . o
1 eloszlas P(X =2, Y =y;).
5 Eloszlés- F(z,y)=P(X <z,Y<y)= > pi
fiiggvény W<y
Perem— P(X:ZL‘Z): ZP(X:.'E“YZQJ):ZPM
3 eloszlas- =1 /
fiiggvények P(Y =vy;) = ; P(X =z,Y =y;) =2 pi; =4
P X =2,V =y;) = P(X=zi,Y=y;) _ _pij __ Pij
4 Feltételes ( | ;) P(Y=y;) PP
1 _ _ _ P(X=zi,Y=y;) _ _pij __ Pij
eloszlds  P(Y =y |X =) = "5 = 0 =
Feltételes F (:E |Y _ yj) - p (X <z |Y _ yj) _ P()I(D?;;ijj)
5 eloszlds- P(X<z, Y<y,)
fiiggvények Fz]Y <y;)=PX <zlY <y;) = P(Y<y;)
Egyiittes
6 eloszlds MX,Y)) =323tz y;)pi
vérhaté i
értéke
Perem-
7 el}OSZIa,SOk M(X) — Z TiDis M (Y) — Z y]q]
védrhaté = i1
értéke
=1
Feltete,IGS =15 2,
8 eloszldsok 993
vahals MY IX =w) = R yP(Y =y |X =) =
értéke j=1

o

= p%. > Yibij
J

1
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Sor-

. Jellemzok Jelolések, képletek
szam
9 Kovariancia cov(X,Y)=M(XY)—- M(X) M(Y)
Korrelacios _ cov(X,Y)
10 egyitthaté R(X,Y) = D(X)D(Y)
Regresszids _ _ _ _
11 fiiggvény mi(y) =M(X|Y =y), me(x)=MY|X =2x)

8.5. tablazat. Kétdimenzios folytonos valészintiségi vektorok jellemzdi

SO}‘- Jellemzok  Jeldlések, képletek
szam
Eloszlés- P
F pu—
1 fiiggvény (z,y) _{O _{o f(@,y)dady
+oo x
Perem- Fi(z) = P(X <) =F(z,00) = [ [ f(u,v)dudv
2 eloszlés- I
fuggvény  Fy(y) =P(Y <y)=F(co,y) = [ [ f(u,v)dudv
F;(z, ) o Fy’(m, )
Feltételes L' (zly) = fg(y? , Flylz) = fl(xl)!
3 eloszlds- P(X<z|Y <y)= I;Eng)),
fuggvények p Y <ylX <z)= I;évc(;))
Stirfiség- _ 92F(ay)
4 fliggvény fla.y) = 0xdy
Perem- +oo +o0
5 sir{iség- filz) = [ flz,y)dy, fouly)= [ f(x,y)d
fiiggvények > >
F,(,al’iet?les fralzly) = J;(Qr(;jy)) _ Ff2((9;,)y)’
6 suriiséeg- o) F ()
fliggvény fanlylz) = A@) — A
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So,r- Jellemzok Jelolések, képletek
szam
Egyiittes
7o olosdis vy = T T ) e y)dady
varhaté ’ o ’
értéke
Perem-
eloszldsok e oo
B g MO0 = [ w A@de M) = [y fady
értéke
2 +oo
Felieteles /x|y = y) = [ afip (aly) da
eloszlasok o
9 vérhat6 +oo
értéke MY |X =)= _{o yfop (y ) dy
10 Kovariancia cov(X,Y) = M(XY) - M(X)M(Y)
Korrelacios _ cov(X,Y)
1 egyltthaté R(X,Y) = D(X)D(Y)
12 SOBTOSSEOS ) M(X|Y =y), mae) = M(Y|X =)

fliggvény
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9. FEJEZET

A LINEARIS ALGEBRA ELEMEI

A linedris algebra a linedris tereknek (vektortereknek) az algebrai
vizsgélatdval foglalkozik A linedris algebra nevét onnan kapta, hogy ere-
detileg a linedris egyenletrendszerek és az azokkal kapcsolatos fogalmak
(vektorok, matrixok, determindnsok) elméletével foglalkozott. A line-
aris algebra fontos gyakorlati alkalmazédsa a lineédris programozas. Az
erre vonatkozé ismeretek koziil mi a Gauss—Jordan-féle mddszert, vala-
mint a szimplex médszert tanulmanyozzuk. Folhasznéljuk a métrixokra,
determinansokra, a matrixok inverzére, a matrixok rangjara, valamint a
linedrisan fiiggd és fiiggetlen vektorrendszerekre vonatkozé kézépiskolai
ismereteket, amelyeknek rovid ttekintése az aldbbiakban kévetkezik.

9.1. értelmezések.

1. A K halmazt testnek nevezziik és a (K, +, ) szimbélummal jelol-
jik, ha a K halmazon értelmezetta+: K x K - Késa - : K x K - K
miivelet Ggy, hogy (K, +) struktira kommutativ csoport és a masodik
multiplikativ miivelet asszociativ, rendelkezik semleges elemmel, min-
den z € K, =z # 0 (ahol 0 az els6 mtiveletre nézve a semleges elem)
elemnek van inverz eleme a masodik miiveletre vonatkozdéan, és a ma-
sodik miivelet disztributiv az elsére nézve. Ha a médsodik mfivelet is
kommutativ, akkor a (K, +, -) test kommutativ.

2. A V nem tires halmazt a K test feletti vektortérnek nevezzik, ha
értelmezettrajtaegy & : V xV — V bels6 miiveletésegy © : K xV — V
kiils6 miivelet a kovetkez6 tulajdonsdgokkal:

a) (V,®) Abel-féle csoport;

b) A\O@ (01 ®v) = (A0 v) B (AOv), VYAEK, Yu,uv eV,

C) ()\1@)\2)@’01:()\1@'1)1)@()\2@?]1), v)\l,AQGK, V’Ul,ngV;
d) )\1@()\1@@1):()\1@)\1)6’1)1, VA, €K, Yv €V;

) 1®wv, = v, Y, € V,ahol 1 a K testben a mdsodik mifivelet
(szorzds) semleges eleme.

A K test feletti vektorteret a (V,®,®, K) szimb6lummal jeldljiik.
A valds szamtest felett értelmezett vektorterek jelolésére a (V, @, ®,R)
szimbélumot haszndljuk. Igen gyakran el6fordul, hogy a & és ©

e
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miiveletjelek helyett egyszertien csak a +, illetve a - jelet haszndljuk,
amennyiben ez nem vezet félreértéshez.

9.1. Vektorok, matrixok, determinansok

A vektorok, matrixok, determinansok és egyenletrendszerekkel kap-
csolatos fogalmak ismétlése sordn helyenként feltételezziik a k6zépisko-
lai tananyag ismeretét.

9.1.1. Miiveletek vektorokkal

Az R test folottl n-dimenziés V vektortér elemeit n-dimenzids vek-
a1
Qa2
toroknak nevezziik és az a = (ay,aq, - ,a,), vagy a = . jelolést

an
hasznéljuk, ahol a; € R, 1 < i < n. Az a1, as,...,a, szdmokat mindkét
esetben az a vektor komponenseinek vagy koordinatdinak nevezziik, az
els6 esetben sorvektorrdl beszéliink, a médsodikban oszlopvektorrél. Ez
a megnevezés a 2- illetve 3-dimenzids analdgidn alapul, hisz példdul
a 3-dimenzids térben minden szdmharmasnak megfelel egy vektor (9.1.
4bra).

a=(1,2,2)

9.1. abra.

9.2. értelmezések.
1. Az a és b vektorok Osszegét a kovetkezbképpen jeloljiik és értel-
mezzik:
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a+b:(a1,a2,~~ 7an)+(b17b27"' abn):
= (a1 + by, a0+ by, ,a, +b,), a;,b; €R.

2. Az a vektornak egy tetszéleges ¢ € R szdmmal (skaldr) val6 szor-
zatat a kovetkezdképpen jeldljiik és értelmezziik:

c-a=clay,ay, - ,a,) = (cay,cas, -, ca,).

3. Altaldban, ha V1, Va, . .., Uy N-dimenzids vektorok és x1, xs, ..., Tm
valés szdmok, akkor az x1v; + 2209 + . . . + 2,0, kifejezést a vy, vo, ..., v,
vektorok linedris kombindciéjdnak nevezzik.

4. Az a = (aj,ag,...,a,)ésb= (by,bs,...,b,) n-vektorok skaldrszor-
zata az

n
a-b=(aby +axby+---+ayb,) = Zaibj
i=1
szam.

Példa. Ha a = (2,—1,3) és b = (1,0,5), akkor az a és b vektorok
skaldrszorzata
a-b=2-1+(-1)-0+3-5=17.

A skaldrszorzat tulajdonsagai:

a)a-b=>b-a,a,becR"

b) a(b+c¢) = ab+ ac;

c) (x-a)-b=a-(x-b)=x-(a-b), zekR;

d) a-a>0 < a#0 (nullvektor);

e) az a vektor hossza (normdja) |a| = \/a? + a3 + ...a2 = Va - a;
)

f) az a és b vektor altal bezart a szog koszinusza

a-b
cosa = ———,
|al 0]
ahol |a| = /a-a és |b| = Vb-b az a, illetve b vektor hossza. Az
ortogonalitds (merd6legesség) feltétele a - b = 0;

g) a v1,va,...,v, R"-beli vektorok linedrisan Gsszefiiggk, ha 1é-
teznek olyan ¢y, ¢, - - , ¢, nem mind nulla szdmok, hogy

V1 + ey + ...+ v, = 0. (9.1)

Ha a (9.1) egyenléség csak ¢y = ¢ = -+ = ¢, = 0 esetén tel-
jestil, akkor a vy, vs, ..., v, vektorokat linedrisan fiiggetleneknek
nevezziik.
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Megjegyzés. A vy,va,...,v,, R"-beli vektorrendszer pontosan ak-
kor linedrisan 0Osszefiiggd, ha legaldbb egy vektor felirhaté a tobbiek
linedris kombinaciéjaként:

Uy =TV + ...+ T 1Vim1 + Tig1 Vg1 + .o+ Ty,  Vagy

a1 12 A1m
21 22 QA2m
v =1y . + Tz . Tty . )

Gn1 Qp2 Apm

alj

a2j

ahol v; = .
anj

9.3. értelmezés. A (V,+,-, K) vektortér d-dimenziés tér (d € N),
ha van a térben d linedrisan filiggetlen vektor és barmely d + 1 vektort
tartalmazo vektorrendszer linedrisan 6sszefiiggé. A d-dimenziés V' vek-
tortérben azok a vektorrendszerek, amelyek d darab linedrisan fiiggetlen
vektort tartalmaznak, a V-ben bézist alkotnak.

9.1.2. Matrixok

9.4. értelmezés. Ha m,n € N*, akkor az F : {1,2,...,m} x
{1,2,...,n} — R fiiggvényeket m x n-es (vagy (m,n) tipusi) matrixok-
nak nevezziik. A szemléletesség kedvéért a fliggvényértékeket téglalap
alaku tablazatba szokds rendezni, amelynek m sora és n oszlopa van, és
az i-edik sor és j-edik oszlop kozos részében az F'(i,j) fuggvényérték
van.

Példa 2 x 2-es, 2 x 3-as, 2 x 1-es és 1 x 2-es matrixra:

{?1) _25] {1203 —41}’ [_01] (1, 2].

Az m X n-es matrix altaldnos alakja:

aixz QA2 o Aip
as1 A22 ctt Omp
A= . , vagy A= (aij)1<i‘<m .

1<j<n

Am1 Am2 - Omp
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Az A = (aij)i1<i<m matrix akkor és csak akkor egyenlé a B =
1<j<n

(bij)1<i<p mdtrixszal, ha A és B azonos tipusi (m = p és n = ¢) és
<J<q

minden lehetséges i-re és j-re a;; = b;;.

Megjegyzések.

1. n-edrendli négyzetes vagy kvadratikus matrixnak nevezziik az
(n,n) tipust matrixot.

2. Ha a méatrix minden eleme nulla, akkor a matrixot nullmdtrixnak
nevezziik. Az m x n-es nullmatrixot 0,,,-nel és az n x n-es négyzetes
nullmétrixot 0,,-nel jeldljik.

3. Ha a matrixnak csak a f6atl6jan vannak nullatél kiilonboz6 ele-
mei, akkor a matrix diagondlis métrix vagy dtlés matrix.

4. Egységmdtrixnak nevezziik és I,-nel jeloljiik az olyan négyzetes
maétrixot, amelyben a f6atl6 elemei egyesek (a;; = 1, 1 < ¢ < n) és az
atlén kiviili elemek nulldk. Vagyis az egységmatrix:

10 ... 0

01 0
I, =

00 1

Matrix szorzdsa skaldrral

A matrixnak egy ¢ szdmmal (skalarral) val6 szorzatat cA-val jelol-
jik, és ugy kapjuk meg, hogy A minden elemét megszorozzuk c-vel,
anélkiil hogy az elem helyét (a tdblazatban) megvaltoztatnank. Igy ha
A = (a;)1<i<m, akkor ¢ - A = (¢ a;;)1<i<m. Példaul, ha A = [ Lo ],

1<j<n 1<j<n 3 -2
2 0
akkorQA—[6 _4]

Midtrixok osszeaddsa

Két azonos tipust matrix 6sszegét A+ B-vel jelo6ljiik és az 6sszegmat-
rix elemeit ugy kapjuk meg, hogy rendre 6sszeadjuk A és B megfeleld
elemeit. Példdul, ha

01 -1
5 6 3 |’
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akkor
arm-[137)
Megjegyzések.

1. A matrixok 6sszeadési szabdlya érvényes az azonos dimenziéju
vektorok 8sszeadédsédra is. Haa =[1 3]ésb=[3 2], akkora+b =
[ 4 5 ].Ebben az esetben az sszegvektort a paralelogramma szabalya
segitségével is megkaphatjuk:

4l ‘ C(4,5)
B(1,3) i

31 1

2 A(3f,2)

o' 1 3 4

9.2. dbra. Vektorok 6sszeaddsa

2. Beldthat6, hogy az n dimenzids tér barmely A(aq,aq,---,a,)
pontja megfeleltethet6 annak az n-dimenziés a = (ay,as, - ,a,) vek-

tornak, amelyik az origét az A ponttal koti dssze.

3. Az n-dimenzids tér barmely két A és B pontja dltal meghataro-
zott egyenes szakasz C pontjainak koordin4tdit a kovetkez6 formaban
irhatjuk:

Aa+ (1 —=X)b, ahol 0< A1,

Madtrixok dsszeaddsdnak és skaldrral valé szorzdsdnak szabdlyai

A+ B = B + A (az 6sszeadéds kommutativ);
(A+ B)+C = A+ (B + C) (az 6sszeadds asszociativ);
A+ 0 = A (a nullvektor az 6sszeadds semleges eleme);
A+ (—A) =0,,x, (az A ellentett eleme — A);
(a+B)A=aA+ (B;
a(A+ B)=aA+aB;
. a(B4) = (aB)A.
Ezekbdl a tulajdonsdgokbdl lathat6, hogy a métrixok az értelmezett
miiveletekkel vektorteret alkotnak.

NO O s wN e
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Madtrix transzpondltja

Egy adott m x n-es matrix transzponaltjat A”-vel jelsljik, és AT-t
ugy kapjuk meg az A-bél, hogy a sorokat felcseréljiik az oszlopokkal,
vagyis A elss sora lesz az A” els6 oszlopa, az A mdsodik sora lesz az A

masodik oszlopa és igy tovabb. Példdul, ha A = [ a2 @i ] , akkor

a21 Q22 A23
aip Ay
T _
A" = a1z  A22
Q13 Q23

Altaldban az A € M,, ., (R) métrix transzponaltja:

ap; Q21 . QGm1
aiz2 Q22 Am2
T _ DY v
AT = 7 ] : € Myxm (R).
A1 Q2p T Qmn

Madtrix szorzdsa mdtrixszal

Ha A € M,,«, és B € M, , két matrix (az els6 matrixnak ugyanannyi
oszlopa van, mint ahdny sora van a masodiknak), akkora C = A- B €
M, «, szorzatmatrix elemeit a

Cij = @nbi; + aioboj + ...+ b1y, 1<i<m, 1<j<p

szabdly szerint szamitjuk ki.
Ennek a szabédlynak az alkalmazdsdt megkonnyiti a Falk-médszer,

amelyet igy is felirhatunk:
B
A| AxB

Példa. Szamitsuk ki az A és B maétrix szorzatét az adott sorrendben:

B
1 ) 0
2 -1 3
4 0 6

O =
(G288 )
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011:1+4—12:—7, 612:5—2+0:3, 013:O+6—18:—12,
1 =0+10+16=26, cpo=0—-5+0= -5, co3=0+15+24=39.

-7 3 -12
¢= < 26 —5 39 >
Matrixok szorzdsdnak szabdlyai

1. A-(B-C) = (A-B)-C (asszociativitds);
2. A-(B+C)=A-B+ A-C (balrdl disztributiv);
3. (B4+C)-A=B-A+C - A (jobbrdl disztributiv).

9.1.3. Determinansok
Ha A € M, (R) egy négyzetes matrix, akkor hozzarendelhetjiik a mdt-

rix determindnsdt, amit detA-val vagy |A|-val jel6liink és a kovetkez6-
képpen szadmithatjuk ki:

a) képezzik az {1,2,3,...,n} halmaz 6sszes permutdcigjat (n! dara-
bot);

b) minden (0 (1),0(2),---,0(n)) permutdciéhoz hozzdrendeljiik
az

€ (U) A15(1)320(2) * * * Ano(n)

szorzatot, ahol € (o) = £1 aszerint, hogy (¢ (1),0(2),---,0(n))
permutdciéban az inverziék szdma pdaros vagy pdratlan;
c) a szorzatokat 6sszeadjuk:

det A = Z IS (O‘) A15(1)020(2) * * * Qno(n)- (9.2)
oESy

Példa. Ha n=2, akkor A = [ R ], det A = aq1a92 — a12a91. Ha

a1 Q22
n = 3, akkor

app Q2 Q13

A= a1 Q22 (23
a31 Q32 A33

det A = aj1a22a33 + 12023031 + A13G21A32 —

— Q13QA220A31 — (11023032 — A12A21433.
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A (9.2) képlet szerint az n-edrendi determinédns kiszdmitdsa elég
bonyolult, ha n > 3. Ezért célszer(i egy n-edrendii determindns kiszami-
tdsdt alacsonyabb rend{i determindnsok kiszdmitésdra visszavezetni. Ezt
a modszert a determindnsok kifejtésének nevezik.

Legismertebb kifejtési szabdly: a determindns tetsz6leges sordnak
(oszlopédnak) a;;, 1 < i < m (vagy 1 < j < n) elemeit megszorozzuk az
elemnek megfeleld algebrai komplementummal és ezeket a szorzatokat
osszeadjuk.

Példdul az n-edrendfi |A| determindnsnak az i-edik sora szerinti
kifejtése:

det A = a,»lAﬂ + aigAiQ + ...+ amAm,
ahol A;; az a;; elem algebrai komplementuma, amit igy kapunk meg,
hogy A matrixbdl kitoéroljik az i-edik sort és j-edik oszlopot, és az igy
kapott métrix determindnsat szorozzuk (—1)"*7-nel.

Példa. Egy harmadrend{i determindnsnak az elsé sora szerinti kifej-
tése a kovetkez6:

apip a2 Q13
A= ag1 Q22 (23 =

a3; Q32 A33

—a Q2o Q23 a G21 (23 +a Q21 Q22
=dar — a2 13 .
a3z (33 asz1 a33 az; a3z

9.1.3.1. Determindnsok tulajdonsdgai

1. Ha az A matrix legaldbb egy sora vagy oszlopa 0-kbél 4ll, akkor

|A|=0.
2. Az A transzponadltjdnak determinédnsa egyenlé A determindnsa-
val.

3. Ha a B matrixot gy kapjuk az A maétrixbdl, hogy annak egy
sordt (vagy egy oszlopat) megszorozzuk egy o szdmmal, akkor
|B| = a|Al.

4. Ha az A maétrix két sordt (vagy oszlopat) felcseréljiik, akkor a de-

termindns el6jele megvéltozik, de abszolit értéke ugyanaz marad.

. Ha az A maétrix két sora (vagy oszlopa) azonos, akkor |A| = 0.

6. Ha az A matrix egyik sora (vagy oszlopa) egy masik sor (oszlop)
valahédnyszorosa, akkor |A| = 0.

7. Ha egy sor (oszlop) valahdnyszorosat hozzdadjuk egy masik sor-
hoz (oszlophoz), akkor a determindns nem véltozik.

&)
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8. Ha A és B n x n-es matrixok, akkor szorzatuk determindnsa
egyenld determindnsaik szorzatdval: det(AB) = det A - det B.
9. Ha az A egy n x n-es métrix, és a egy valds szdm, akkor

laA| = o™ |A].
9.1.3.2. Mdtrixok inverze

9.5. értelmezés. Ha adott négyzetes A matrixhoz létezik olyan A~!

matrix, amelyre
A-AT=A"1A=1,

akkor az A matrix invertalhat6 és az A~ matrix az A matrix inverze.
Bizonyithaté, hogy csak a nem szinguldris négyzetes métrixok in-
vertdlhatok.

Példa. Hatdrozzuk meg az A = Z Z } maétrix inverzét.

Megoldds. Az Ainverz létezésének sziikséges feltétele, hogy det A #
0, vagyis
ad — be # 0.

Keressiink egy olyan 2 x 2-es métrixot, amelyre A- A~' = A~' .- A =1,

a b z y| |10 vaovi ar +bu=1

c d wov | |0 1| VeeYs cx +du = 0.
Ebbé] az egyenletrendszerb6l kovetkezik, hogy # = —%— és u = —<-.
ay+bv=20
cy+dv=1

a
ad—bc*

fea b sl
,tehdty = ——-ésv =

Hasonléan kapjuk, hogy {

—C a

fgyaz A = { ch Z ] métrix inverze A™' = —1- { d b ]

9.1.3.3. Az inverz mdtrix tulajdonsdgai

Ha az A és B invertdlhaté n x n-es matrix, akkor:

a) A~!invertdlhatd és (A=) ' = A;

b) A- Binvertalhat6 és (A-B) ' =B - A1,

c) az A” transzpondlt matrix is invertdlhat6, és (A7) ' = (A~1)";
d) (¢-A)"' =¢ 1A', haa cvalés szdm nem nulla.
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9.2. Linedris egyenletrendszerek

Altaldban az m egyenletb&l 4116 n ismeretlent tartalmazé linedris
egyenletrendszert a kovetkez6képpen jeloljiik:

a11T1 + 1272 +...4+ A1y — bl

21 T1 + A22T2 + ... 4 A2, Ty, = by
(9.3)

Am1X1 + AmaXs + . oo + QT = Dy

A (9.3) egyenl6ségekben az x1, xo, . . ., z,-et viltozoknak vagy ismeretle-
neknek nevezziik, az a;; szdmok (1 < i < m, 1 < j < n) az egyiitthaték
és a b; szdmok (1 <7 < m) a szabadtagok.

9.6. értelmezés. A (9.3) egyenletrendszer megolddsdnak nevezziik
az (1, xa, . .., T,) szdm n-est, amely kielégiti a rendszer mindenik egyen-
letét.

A (9.3) egyenletrendszert irhatjuk a

Zaikxk:bi, ie{l,Z,...,m}
k=1

alakban is. A (9.3) linedris egyenletrendszer ekvivalens a kovetkez6 mat-
rixegyenlettel:

A-x=b, (9.4)
a1 G2 ... dip
. , L. 21 A22 A2p,
ahol A az egylitthaték matrixa: A = ) , =
Ap1 Am2 .. Qmn
ol bl
T b2

= ) az ismeretlenekbdl alkotott oszlopvektor és b =

T, b,
a szabadtagok oszlopvektora.

A (9.4) egyenlet mindkét oldala m x 1-es métrix (vagy m-elemf osz-
lopvektor). Ahhoz, hogy az Ax maétrix egyenl6 legyen a b maétrixszal,
vagyis az Ax oszlopvektor egyenl6 legyen a b vektorral, az sziikséges,
hogy a megfelel6 elemeik egyenl6k legyenek. Az Ax els6 eleme nem
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més, mint az A elsé sordnak z-szel képzett skaléris szorzata. Ez a kovet-
kez6képpen irhaté:

Z
U
(a11 arp -+ amy) . = a11T1 + G122 + - + A1 Ty

Ln

Ez egyenld kell hogy legyen b els6 elemével (azaz b;-gyel). Igy (9.4) ma-
gédban foglalja azt az allitast, hogy a1;21 +ai222+ - - - +a1,2, = b;. Eznem
maés, mint a (9.3) rendszer els6 egyenlete. Hasonléan, a (9.4) egyenldség
tartalmazza azt is, hogy A i-edik sordnak az x-szel val6 skaléris szor-
zata b;-vel kell hogy egyenl6 legyen, ami nem mads, mint a (9.3) rendszer
i-edik egyenlésége. Ez a gondolatmenetiink azt mutatja, hogy (9.3) és
(9.4) ugyanannak a linedris egyenletrendszernek két kiilonb6z6 leirasa.
Azt mondjuk, hogy (9.3) a (9.4) mdtrixos formdja.

, 2.’13‘1 - 5332 =11 P s _
Példa. A 32, b2y =9 egyenletrendszer matrix formdja Ax =
oot a=[ 2 2 |o=| 2 ][]

Ha az Az = b egyenl6ség mindkét oldalat balrél szorozzuk az A~!
matrixszal, az
r=A""b

egyenlséget kapjuk, tehdt az inverz matrix segitségével megoldhaté az
egyenletrendszer.
Ha A = | @1 M2 | g5 41 — | @11 Q2 , valamint b = by ,
Q21 Q22 Qa1 Qg2 by
akkor az egyenletrendszer

an + ay = by
G21% + G22Yy = by

és a megoldés
1 = a11b1 + aq2by
Ty = Qia1by + aigabso

Lathaté, hogy az eredeti rendszerben a b, és b, van az z, és x, segitségé-
vel kifejezve, mig a megolddsban az x; és x5 a by és by segitségével. Ezt
ugy is elérhetjiik, hogy az egyenletekben rendre hajtjuk végre a cseréket,
példdul kicseréljiik az x;-et b;-re, majd az x,-t by-re. Ehhez csak azt kell
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megvizsgdlni, hogy a csere milyen véltozdsokat eredményez az egyiitt-
hatékra vonatkozdan. Ez az eljards az inverz matrix meghatdrozédsara
is haszndlhaté, mert lattuk, hogy adott métrix inverzének meghatarozé-
sa visszavezethet6 tobb olyan egyenletrendszer megolddsédra, amelynek
ugyanaz a matrixa. A kévetkez6 paragrafusban meghatdrozzuk egy ilyen
cserének a szabdlyait.

9.2.1. Gauss-Jordan-féle elemcsere-eljaras

Abbdl indulunk ki, hogy elnevezziik a (9.4) egyenletrendszerben az
ismeretlenek = oszlopvekor komponenseit fiiggetlen vdltozéknak és a
szabadtagok b oszlopvektor komponenseit, by, by, ..., b, fiiggd vdltozok-
nak. Az egyszeriiség kedvéért vegyiik azt az esetet, amikor m = n = 3,
vagyis oldjuk meg az

1171 + 122 + a13T3 = by
(211 + Q22T2 + A23%3 = by (9.5)
a3171 + a32T2 + az3r3 = bs

linedris egyenletrendszert.
A (9.5) egyenletrendszerhez hozzédrendeljiik az alabbi tdblazatot:

9.1. tablazat.

T 4] T3
<a11> a2 aiz | b
21 Az Qg3 | by
a31 asy asz | bs

A 9.1. tdblazatbél az egyenletrendszer i-edik egyenletét igy kapjuk
meg, hogy a vastag vizszintes vonal feletti (z,, 22, x2) vektort skaldrisan
megszorozzuk a tdbldzatban a vastag vizszintes vonal alatti i-edik sor-
ral és az eredmény éppen a b;. Az egyenletrendszer elsé egyenletébél
fejezziik ki az x;-et b; fiiggvényében és helyettesitsiik be a mésik két
egyenletbe. A kivalasztott egyenletben a kifejezett ismeretlen egyiittha-
t6jét (a11) generdl6 elemnek nevezziik és a tdbldzatban megjeloljiik.

A kijelolt cserét ugy végezziik el, hogy a (9.5) egyenletrendszer el-
s6 egyenletét megszorozzuk ail—gyel (ha ay; # 0), a kapott egyenletbél
kifejezziik az x; véltozot és x;-et behelyettesitjiik az egyenletrendszer
mésodik és harmadik egyenletébe. Igy a kovetkezé egyenletrendszert
kapjuk:
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1 a2 ais
—by — — T2 ——I3=I
ail ar a11
a 11022 — G126 A11029 — G130
£b1 I 11022 12 21:62 11022 13 21:1:3 — b, (9.6)
a1 ai an

asy a11032 — G12031 G110a33 — @13031
7()1 + To + T3 = b3

ary a1 aiy

A (9.6) egyenletrendszernek is ugyanazon szabalyok szerint megfelel-
tetjiik az egytiitthatékbdl 4116 tdbldzatot és megvizsgaljuk, hogy az els6
tdbldzatbdl a masodik tdbldzat hogyan kaphaté meg, anélkiil hogy az
egyenleteket leirnank.

9.2. tablazat.

b1 To T3
i T T
ag1) agz) 053) I
1 1 1
ag1) aé; ag:s) by

1 1 1
aél) a:(sz) a:(33> bs

Ahol az aﬁjl-) egylitthatékat a kovetkezo képletek szerint kapjuk:

w_ 1. 1 _ iz (1) _  G13
apy = ; Q19 = — ; a3 = —

a1 ai ai
(1) _ Q21 (1) _ | @11 Q12 1 . 1 _ | @11 @13 1
Qo1 = —; Aoy = B Qg3 =

a1 21 Q22 | A Q21 Q23 | A
(1) _ as1 (1) _ | @11 Q12 1 . (1) _ | @11 Q12 1
az; = —; A3y = o Q33 =

ail a31 A3z | a1 31 a3z | a1

Lathat6, hogy minden a;; elem olyan tért, amelynek a nevezéje a general6
elem. Ezért el6bb a szdmlalékat szamitjuk ki, majd minden szamlédlot
elosztunk a generdl6é elemmel. A szdmldl6kban a general6 elem helyén
1-es van, a sordban a tobbi elem el6jele megvaltozik, az oszlop tobbi
eleme véltozatlanul marad és a tabldzat tobbi elemének a szamléléja egy
2 x 2-es determinéns, amelybe a generdld elem sordnak és oszlopénak,
illetve a kiszdmitandé egyiitthaté sordanak és oszlopanak a kozos elemei
keriilnek. Az eljaréast folytatjuk, a masodik egyenletet elosztjuk aly) =
11022 — A1202]1
a1
egyenletrendszer els6é és harmadik egyenletébe, igy megkapjuk azt az
egyenletrendszert, amelynek megfelel a 9.3. tdblazat.

-gyel, ebbdl kifejezziik az xo-t és ezt behelyettesitjlik az
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9.3. tablazat.

bl b2 b3
2 2 2
ag1) agz) a§3) Iy
(2) (2) (2)

Qo1 Q9 Qg3 | T2

(2) (2) (2)
a3y QG3p Q33 | T3

Miutén a harmadik egyenletet elosztjuk a'y-vel és segitségével ki-
kiiszoboljiik az zs-at is az els6 és a mdasodik egyenletbél, megkapjuk
az eredeti egyenletrendszerrel ekvivalens egyenletrendszert, amelynek
a 9.4. tdblézat felel meg.

9.4. tablazat.

by by b

3 3 3
aif ay a4y |

(3) (3) (3)
Qo1 Qo Qg3 | T2

3 3 3
agl) a§2> a§3) T3

Az utols6 tdblazatbdl kiolvashaté a (9.5) egyenletrendszer megol-
désa:
vy = bial) + baaly + bsaly
To = blag‘? + bgag‘;) + bgaé?
ro = bl + by + byl
Megjegyzés. A linedris egyenletrendszerek megoldésa sordn az z,
x9, x3 ismeretleneket tetsz6leges sorrendben kiiszobolhetjiik ki.
Lathat6, hogy barmelyik tdblazatbol a kovetkez6t az aldbbi algorit-
mus szerint kapjuk:
1. A generdl6 elem helyett 1-et irunk.
2. A generdl6 elem oszlopédban a tébbi elemet véltozatlanul hagyjuk.
3. A generdl6 elem sordban a tébbi elem el6jelét megvéltoztatjuk.
4. Atablazat tovabbi elemeit a masodrendi determindns kiszdmitasi
szabdlya szerint szdmoljuk ki. A determindns elemei a generald
elem sordnak és oszlopdnak, illetve a kiszdmitandé egyiitthaté
sordnak és oszlopédnak a kozos elemei. A determindns el&jelét tigy
allapitjuk meg, hogy a generalé elem mindig a f64tlén legyen.
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5. Az 1j tabldzat minden elemét elosztjuk a general6 elemmel.
Egy ilyen cserének a végrehajtdsat nevezziik Gauss—Jordan lépésnek.

Példa. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a Gauss—Jordan
lépések segitségével.

$1+2I2+35E3:2
21’2 + x3= 2 (97)
x| + 5352 + = 3.

Megoldds. Felirjuk a feladatnak megfelel6 kiindulé, formadlis tabla-
zatot:

9.5. tablazat.

1 Ty I3

(1) 2 3 | b =2
0 2 1 |by=2
1 5 0 |b3=3

A kiindulé tdbldzatban a generdlé elemet () zérdjelbe tettiik, és az
els6 Gauss—Jordan 1épés utdn a 9.6. tdbldzatot kaptuk:

9.6. tablazat.

by €3

1 -2 =3 T
0 (2 1 |b
1 3 =3 | by

A 9.6. tdbldzatbdl kiindulva elvégezziik a médsodik Gauss—Jordan
lépést és megkapjuk a 9.7. tablazatot.

9.7. tablazat.

b1 bQ I3

1 —1 -2 T
o 1 -t |-
1L 3 (=3 ]bs

A harmadik Gauss—Jordan lépés utdn kapjuk az utolsé, 9.8. tabldza-
tot:
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9.8. tablazat.

by =2 by = 2 by = 3

T=F dF=-F -1 |=
ot =1 =) |
=2 =t =2

A 9.8. tablazatbol kiolvashaté a (9.7) egyenletrendszer megoldéasa:

5 15 4 8
—92 90 g% %
T=2g T iy Ty T Ty

Megjegyzés. A 9.8. tdblazatbol kiolvashaté a rendszer méatrixdnak az
inverze is. Ha az inverz maétrixra nincs sziikség, csak a rendszer meg-
oldésdra, akkor a szdmolasok egyszertibben is elvégezheték, ha a (9.7)
egyenletrendszert és a neki megfelel6 kiindulé 9.7. tabldzatot a kovetke-
z6 alakban irjuk:

$1+2.’1§'2+3$3—2:0
i + 5.’172 + —-3=0.

9.9, tablazat.

ri Tg X3 1

1y 2 3 —2]ly1=0
0 2 1 =2 |y =

1 5 0 -3 |y3=0

Ha a 9.9. tdbldzatban rendre az x;-et, z,-t, x3-at felcseréljiik az
Y1, Y2, ys-mal, akkor az y;, y» és y3 oszlopét rendre elhagyhatjuk (mert
az y1, Yo, ys éretéke 0). Igy megkapjuk a 9.10-9.12. tablazatokat.

A 9.12. tdblézat tartalmazza a (9.7), (9.8) lineéris egyenletrendszerek
megoldasat.
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9.10. tablazat. 9.11. tablazat. 9.12. tablazat.
Ty xz 1 T3 1 1
-2 -3 2 |nn —2 0] a2, —% T,
2) 1 =210 -1 1| ool
3 -2 -1]0 (-2) 2]0 5 | s

2. Oldjuk meg a kovetkez6 linedris egyenletrendszereket:

a)
2.151 + 61‘2 =8
6501 + 15562 — 23?3 =22 )
9y + 3x3 =12
b)

2$+3$2:3
T1 + Zo =1.
x1+2x2:2
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10. FEJEZET

LINEARIS PROGRAMOZAS
GEOMETRIAI MEGOLDASA

10.1. Alapfogalmak

Az anyagi javak el6allitasandl jelent6s fontossdggal bir az er6forra-
sok optimadlis felhaszndldsa (gépek célszer(i felhasznéldsa, beruhdzasok
célszer(i tervezése stb.).

Az optimalizdlasi feladatok megolddsédra tobb matematikai modellt
dolgoztak ki.

Mi a linedris programozdsi modellt mutatjuk be. A linedris progra-
mozdasi modellezés feltételezi, hogy matematikai szimb6lumokat rendel-
jiink az tizemszervezésre vonatkozé fogalmakhoz, felhaszndlva a linedris
programozas egyik megalapozéjanak, G. B. Dantzig amerikai matemati-
kusnak a jel6léseit (1949).

Feltételezziik, hogy egy véllalat n gazdasagi tevékenységet folytat. A
kiilénb6z6 gazdasagi tevékenységek szintjeit, gazdasdgi tevékenységek
matematikai modelljének a dontési vdltozdit, a kiilonb6z6 termékek szd-
mdt jelsljiik x;-vel, ahol j € {1,2,...,n}. gy példaul egy biitorgyarban
késziilt két kiillonb6z6 butordarab szamat jeloljik z1-gyel, z,-vel stb.

— a;;-vel jeloljik egy egységnyi x; termék elgallitdsahoz az i-edik

er6forrasbdl sziikséges mennyiséget;

— az i-edik er6forrasbdl rendelkezésre 4116 mennyiséget b;-vel jelol-

jiik, i € {1,2,...,m}.

Igy a linedris programozasi modell esetében a feltételrendszer a ko-

vetkezéképpen alakul:

1171 + Q12T + - -+ + A1, T, < by
(9121 + Q22T + -+ - + A2 Ty < Do
(10.1)

Q1T + Q22 + -+ ApnTn g bm,~
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Belathato, hogy az z;, j € {1,2,...,n} véltozék csak nemnegativ érté-
keket vehetnek fel, amit hatéarfeltételeknek vagy nemnegativitasi feltéte-
leknek neveziink:

.%'120, 1’220,..., .’L'n>0

A matematikai programozasi modell azt jelenti, hogy tgy hatdrozzuk
meg a modell dontési valtozdinak az értékét, hogy a gazdaségi tevékeny-
ségek célkitiizései maximaélisak legyenek. gy példdul, ha egy egységnyi
j-edik termék hozamat c;-vel jeloljiik, akkor a z = f (x1,22,...,x,) cél-
fliggvény maximumdt keressiik. Abban az esetben, ha a hozam veszteség,
akkor a célfiiggvény minimuma adja a megoldést.

10.1. értelmezés. Azt a matematikai programozdsi modellt, amely-
ben a feltételrendszer és a célfiiggvény is els6foku 0sszefiiggéseket (line-
aris egyenleteket, egyenl6tlenségeket) tartalmaz, linedris programozdsi
modellnek nevezziik.

A linedris programozasi modellnek a vektormdtrix jelolésekkel valé
lefrasaért bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

a1 A2 Qip T by

Q21 A22 - Q2p T3 by
A= . . . y L= b=1| . |-

Am1 Am2 - Ampp T, bm
c= (017627"'7cn>7

ahol A a feltételrendszer métrixa, x a modellvéltozék oszlopvektora, b a
rendelkezésre al16 er6forras oszlopvektora és c a célfiiggvény egyiitthatok
sorvektora.

10.2. értelmezés. Az

@11 Qi2 - Qip bii bz - by,

Q21 G2 - Q2p . bar  baa o boy
A= . . . és B =

Am1 Am2  *° Amp bml bm2 e bmn

két azonos tipusi matrix estében A,,x, < B,,xn, ha a;; < b;;, bdrmely
ie{l,2,...,m}, 5 €{1,2,...,n} esetén.
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A haszndlt jel6lésekkel a linedris programozdsi (Lp) modell métri-
xos, maximum feladata a kovetkezs:

Az <b
2 O,

u (10_2]
Zmaz — C* T

Ha a (10.2) modellben még b > 0 is teljesiil, akkor az Lp feladatot normdl

feladatnak nevezziik, és ha a feltételek még egyenleteket is tartalmaznak,

akkor az Lp feladatot médositott normdl feladatnak nevezziik. Az Lp

altalanos feladata a kovetkezé:

Ax<b b =20

Ag.’E:bQ 6220

Asx >bs b3>0
x>0

(10.3)
Zmax = C* T = C1XT1 + CoZy + ...+ CrXy.

Példa. Egy véallalkozo kétféle biitordarabot gyart. Készitsiik el a vél-
lalkozé maximaédlis bevételt hozd termelési tervét, és szamitsuk ki a
maximadlis bevételt az aldbbi adatok alapjén:

Az egyik butorféleség (asztal) elGéllitdsdhoz felhasznédlnak 105 dm?
feny6anyagot és 60 munkadrat.

A masik butordarab (szék) elallitdsdhoz sziikséges 70 dm?® feny6-
anyag és 12 munkadra. Tegyiik fel, hogy a véllalkozé 2625 dm? fenyd-
anyaggal rendelkezik és 1080 munkadrdra szerz6dott munkdsokat. A
véllalkozo6 bevétele egy asztal utdn ¢; = 45 egység, és a szék esetében
co = 15 egység.

Hatédrozzuk meg a dontési valtozok x = (1, x2) értékeit, vagyis azt,
hogy a véllalkozénak héany asztalt és hany széket kell gyartania, adott
humadn és anyagi er6forrdsok esetén, hogy a bevétele maximalis legyen.

Ennek a feladatnak elkészitjiik a matematikai modelljét:

a technolégiai egyiitthaték: A = ( i Gr2 > _ ( 105 70 >’

o1 QA9 60 12
e (b (2625
— a korldtozo feltételek: b = < by ) = ( 1080 ) ,
— dontési valtozok: x = < il ),
2
- élfliggvény egylitthat6it sorvektor alakban ¢ = (c¢i,¢2) =

a C
(45,15).
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Az Lp probléma matematikai modellje:
max {c-x|Ar > b,x; >0, j=1,2}, bER? b> 0.

A mi esetiinkben:

1052, + 7025 < 2625 32, + 225 < 75
60.171 + ].2I‘2 < 1080 . (sité {4 5931 + To § 90
max(45z; + 16z,) 0 CoySACTUSHeS WA o sty + 15as.

(10.4)

Nyilvénval6, hogy z; > 0 és x5 > 0 kell hogy legyen, mivel negativ
szamu butordarabnak nincs értelme. Beldthatd, hogy a bevételszintvonal
egyenletében, z = 45x; + 1525, a dontési valtozok egymastdl fiiggetleniil
befolyésoljak a célfiiggvény értékét.

10.2. A kétvaltozés linearis programozasi feladat
grafikus megoldadsa (Optimalizalds grafikus
modszerrel)

Altaldban a kétdimenzids optimalizalds grafikus megoldédsa azon
alapszik, hogy a derékszogii koordindtarendszerben az elséfoku, kétis-
meretlenes egyenletek és egyenl6tlenségek képe egyenes, illetve félsik
(10.1. 4bra).

4x,+2x,<24

012 6 15 X,

10.1. abra. Lehetséges megolddsok halmaza, amelyekre 4zq + 2x5 < 24 és
X1 Z 0,1’2 Z 0

Nemnegativ megoldés keresése esetén csak az els6 siknegyed pont-
jait vessziik szdmitdsba. A matematikai modellben a kétismeretlenes
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korldtozé feltételek egy-egy félsikot hatdroznak meg. Az egyenl&tlenség-
rendszer megoldésa ezeknek a félsikoknak a kozos része, metszete. Ez
a halmaz a kétvaltozos linedris programozds esetén egy sokszog és L-lel
jeloljik. Az L halmaz képezi a linedris programozasi feladat lehetséges
megolddsainak halmazdt, mivel a sokszog minden pontjanak koordina-
tdi kielégitik az egyenl6tlenségeket, vagyis a probléma korldtozé feltéte-
leit (10.2. 4bra).

X,
N
—4x,+2x,<24
10\ 1 2
i ~2x,+3x,<30
0112 6 15 X,

10.2. abra. L: Lehetséges megolddsok halmaza, amelyekre x1,x2 > 0, 221 +
3xo < 30, 4x1 4+ 229 < 24

Beldthat6, hogy ha a korlatozo feltételek szdma né, akkor a lehetséges
megoldasoknak megfelel6 konvex tartomdany teriilete nem novekedhet,
esetleg csokken.

A mi esetiinkben a lehetséges megolddsok halmaza hatdregyenesei-
nek az egyenletei a kovetkezok:

60x; + 1225, = 1080 = 521 + o = 90
120, 22>0 120, 2220

Az E pont, vagyis a cstucspont koordinatait a hatdregyenesek egyen-
leteib®l 4116 egyenletrendszer megolddsa adja:

3$1+2ZL’2:75 . 3 2 _
75 2 3 75
A, -1
z, = 15, @:JZﬁ:w, z=45-15+15-15 = 900.

A -7
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5x,+x,=90

m=—3

3x,+2x,=75

z=45x,+15x,
nivévonalon 1év6 nyil mutatja
a z novekedési irdnyét

T T T T T T T 7z
0l 10cp (25,0) X,

C(18,0)

10.3. abra. Lp feladat lehetséges tartomdnydnak extremdlis pontjai (O, C,
E, B)

A lehetséges megolddsok esetében a z = f(z) célfiiggvény érté-
ke més és mas lehet. Feladatunk éppen az, hogy meghatdrozzuk az
L halmaznak azt a pontjdt vagy azon pontjait, + € L, amelyeknél a
z = 4bxy + 152, célfiiggvény maximadlis értéket vesz fel. Ezért abrdzol-
juk a z = 45z + 152, egyenletii egyenest, amelyben z = 45x; + 152,
a célfiiggvény értéke. Ennek az egyenesnek a grafikonjaval parhuzamos
egyeneseket a célfiiggvény nivovonalainak nevezziik.

Ha egy nivévonalat megtaldlunk, akkor a tébbit igy kapjuk meg,
hogy a nivévonalnak megfelelé egyenest énmagaval parhuzamosan el-
toljuk.

A z = 45x; + 152, egyenletli egyenest eltoljuk 6nmagédval parhu-
zamosan z névekvd irdnydba, addig, amig ennek az egyenesnek és az L
sokszognek van még k6z0s pontja. A linedris célfiiggvény irdnytényezdbje
m = —3, és a grafikus képét eltoljuk 6nmagéval parhuzamosan ugy, hogy
a koordindtatengelyekb6l minél nagyobb darabot metsszen le és menjen
at az L konvex sokszog (poligon) egy csticsdan. A mi esetiinkben ez az
E pontban kévetkezik be, és a koordinatai (15,15). fgy a célfiiggvény
maximalis értéke

2 (20) = 2 (15,15) = 452, + 15z, = 45 - 15 + 15 - 15 = 900.
A P (0,90) csticspontban a célfliggvényérték

z=0-45+18-90 = 162 < 900.
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Mivel ennek a konvex poligonnak egy kivételével minden cstcs-
pontjat végigjartuk, a legnagyobb célfiiggvényérték adja a linedris prog-
ramozési feladat optimalis megoldésat.

Az Lp feladat célfiiggvénye a maximumaét az E (15, 15) csticspontban
éri el, mivel a nivovonal tdvolsdga az origétél akkor a legnagyobb, amikor
a nivévonal dtmegy az F (15,15) ponton.

Hasonl6é médon egy minimalizdldsi probléméban az optimédlis meg-
oldés egy olyan pont a lehetséges megolddsok halmazdban, ahol a cél-
fiiggvény értéke a legkisebb.

Legtobb linedris programozasi feladatnak egy optimdlis megoldédsa
van, de el6fordulhat, hogy az Lp-nek nincs optimélis megolddsa, mésok-
nak végtelen sok optimalis megoldésa is lehet.

Az el6bbiekben bemutattuk tehéat a linedris programozdsi feladatok
lehetséges és optimalis megoldédsanak legfontosabb jellemzgit, éspedig:

1. A kétvaltozés linedris programozasi feladatok lehetséges megol-
désainak a halmaza mindig egy konvex sokszog.

2. A linedris programozési feladatok optimalis megoldésa a kon-
vex sokszog (vagy konvex poliéder) egyik cstdcspontjdban van
(el6fordulhat, hogy egy oldal mentén minden pont egy optimalis
megoldasnak felel meg).

A megolddsi algoritmus lépései:

— meghatdrozzuk a lehetséges megolddsok konvex tartoményaét;

— meghatdrozzuk a lehetséges megolddsoknak azt a csticspontjat,
amelyben a célfiiggvény szélsGértéket vesz fel.

Megjegyzés. Ha a linedris programozasi feladatban a korlatozé felté-
telek szdma nagyobb, mint hdrom, geometriai szemléltetésre nem keriil-
het sor, de absztrakci6 dltal haszndlatos az n-dimenzids tér, sik, egyenes,
pont, poliéder stb. fogalma.

A bemutatott linedris programozasi feladat megolddsa egy kisebb
hatdsfokd médszer, ami abban &ll, hogy meghatdrozzuk az L halmaz vé-
ges szdmu cstcspontjait, azutdn kiszamitjuk ezekben a csticspontokban
a célfiiggvény értékeit, és amelyik csticspontban a célfiiggvény maxima-
lis értékd, annak a pontnak a koordinatdi szolgdltatjdk az Lp probléma
dontési valtozéinak az optimadlis értékeit: x1 = 15, 2o = 15.

Létezik olyan megolddsi algoritmus, amely nagyszdmu korldtozé
feltétel és nagyszamu ismeretlen esetében is kedvez6bb kortilmények ko-
z0tt vezet a célfiiggvény optimadlis értékének megtaldldsdhoz. A probléma
szintén szélstérték-feladat, maximalizalds vagy minimalizalas lehet.



“Gyorfi-Andras” — 2007/10/12‘— 10:55 — page 156 — #156

156 10. LINEARIS PROGRAMOZAS GEOMETRIAI MEGOLDASA

Ha a dontési véltoz6k szdma nagyobb, mint kett8, akkor a probléma
lehetséges megoldasainak a halmaza egy poliéder. A lineéris optimaliza-
lasi feladat két fontos tulajdonsdgdnak a bemutatdsa végett sziikség van
lehetséges megoldédsok csticspontjdnak az értelmezésére.

10.3. értelmezés. A lehetséges megolddsok halmazanak egy P(z1,
Iy

L2
Za,...,T,) pontjat és a neki megfelels x = i oszlopvektort az

Tp
L halmaz csiicspontjdnak vagy extremdlis pontjdnak nevezziik, ha a
P (zy,x,,...,x,) nem lehet egyetlen olyan szakasznak sem a bels§ pont-
ja, amely benne van az L-ben, vagyis ha az  nem 4llithaté6 el§ egymastol
kiilonb6z6 pontok konvex kombindciéjaként. Tehat

x# A1+ (1 =Nz, ahol Ae(0,1) z,29 € L.

Igy bizonyithaté a linedris optimalizaldsi feladat els6 fontos tulaj-
donséga.

10.4. tétel. Az Ax < b, A € M,,xn,(R), 2 € R", b € R, & > 0,41
feladat lehetséges megoldédsainak halmaza konvex.

Bizonyitds. Legyenek x; € L és Xy € L, X3 # X2, 1 € R", 25 € R",
két vektor (a lehetséges megolddsok L halmazanak két pontja). Tehat

Az, <b, 2120 és Axy < b, 15 > 0.

Azt kell igazolni, hogy tetszéleges 0 < A < leseténazx = Ax; +(1—
A)Xs szintén megoldds. Valéban, mivel az A,,, és a (Azx;+(1—X) 2)
maétrixok szorzdsa disztributiv az 6sszeaddsra nézve,

Az = Adzy + (1 — Nag) = Mz + (1 — N)Azy < A0+ (1 — A\)b =b.
Megjegyzés. Gyakorlatilag a lehetséges megoldasok L halmazénak a

konvexitdsa azt jelenti, hogy a halmaz barmely két pontja 4ltal meghata-
rozott szakasz minden pontja eleme a halmaznak.

mx1

10.5. értelmezés. A linedris programozasi feladat optimdlis megol-
I

L2
ddsdnak nevezzik azt az x = ) lehetséges megolddst, amelyen
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a célfiiggvény szélsGértéket vesz fel, vagyis a maximalizdldsi probléma-
ban a célfiiggvény a legnagyobb értéket veszi fel.

10.6. tétel. A linedris programozasi modell célfiiggvénye,
max{c-z|Ax=0b; 2 >0},

a lehetséges megoldédsok konvex tartomédnyédnak bels6 pontjaiban nem
vesz fel nagyobb értékeket, mint a csticspontokban felvett értékek maxi-
muma.

Bizonyitds. Azt kell igazolni, hogy a célfiiggvény a lehetséges meg-
oldédsok bels6 pontjan, azaz olyan ponton, amely el6dllithaté a cstics-
pontok konvex kombinacidjaként, nem vehet fel nagyobb értéket, mint a
csticspontok valamelyikén. A redukcié ad absurdum bizonyitasi eljards
szerint feltételezziik, hogy az f () = c - x célfiiggvény a maximumait az
xo bels6 pontban veszi fel. Legyenek x4, zo, . .., z,, csticspontok. Mivel x
bels6é pont, ezért el6édllithaté a csticspontok konvex kombindacidjaként,

azaz xo = Z a;z;, ahol o; > 0 és Z a; = 1. Felirhatjuk, hogy
=1 =1

1=

f(zo) =c-zg = C-Zaixi =qic T+ asc-To+ -+ aye-z, (10.5)
=1

A (10.5) egyenletben a célfiiggvénynek a cstiicspontokban felvett cx; érté-

kei szerepelnek. Ha a célfiiggvénynek a cstcspontok kéziil a k-adikban

veszi fel a legnagyobb értéket, vagyis M = c¢-z;, = maxc-x;, akkor o; > 0

alapjan (10.5) alatti 6sszeg nem csokken, ha a ¢ - z; — k helyett ¢ - -t
frunk, azaz

f (o) < 041M+042M—|-"'—|—Oan:MZai.

i=1

Mivel ) «; = 1, beldthatd, hogy f () < M. Ez azt jelenti, hogy a csics-
i=1
pontokban felvett célfiiggvényértékek maximumaénadl nem lehet nagyobb

egyetlen bels6 pontban felvett érték sem, tehdt a célfiiggvény maximu-
mat elégséges a cstcspontokban keresni.

Példa. Egy véllalat az E,, E, er6forrdsok felhasznélasaval T;, T,
termékeket 4llit el6 3, illetve 4 pénzegység nyereséggel. A nyersanyag-
tartalékok és az egyes termékekhez sziikséges nyersanyagmennyiségek
a 10.1. tdbldzatban taldlhaték.
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10.1. tablazat.

A rendelkezésre 4116

e .y T T
er6forrds-mennyiség
E, =154 7 14
E, =144 11 8
Termékenkénti nyereség 3 4

a) frjuk fel a feladat matematikai modelljét.
b) Lehetséges megoldéds-e azx; = 6, 2o = 2, és mennyi a célfiiggvény
értéke ebben az esetben?
c) Hatdrozzuk meg a feladat optimélis megoldasat grafikus médszer-
rel.
Megoldads.
a)
Txy + 14z, < 154
11z, + 8z, < 144
Ty = 0, Ty 2 0

Zmax = 321 + 4xs.

b) x; = 8, o = 4 lehetséges megoldédsa az Lp problémanak, mivel
1 = 8, v = 4 megolddsa az

Tx1 + 1dzo < 154

egyenl&tlenségrendszernek. Valéban, 7-8 + 14 -4 = 112 < 154,
11-8+8-4 =120 < 144. Ebben az esetben z = 3-8 +4 -4 = 40.
c) Az Lp feladat megolddsa grafikus médszer alkalmazésdval. Meg-
hatdrozzuk a lehetséges megoldasok konvex sokszogét (poligon-
jat) (10.4. ébra).
A Txy 4 14xy = 154 és 11x; + 8xy = 144 egyenletli egyenesek
metszéspontjdnak koordinétdi P(8,7), és ebben a pontban a cél-
fliggvény értéke

Zmax =31 + 4w =3-84+4-7=24+28 = 52.

Megjegyzés. Létezik egy olyan algoritmus, melynél nem kell az

Osszes bazismegoldast (az L halmaz Gsszes csticspontjit) meghatdrozni,
hanem csak ezek egy részét, és igy jutunk el az optimélis megoldashoz.
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4

X,

10

11x, + 8x, = 144

7X,+14x,=154

z=3x,+4x,

10.4. abra.

Ez az eljards a szimplex médszer nevet viseli, és jelenleg a linedris prog-
ramozasi feladatok megolddsanak egyik hatékony médszere. A szimplex

modszert a kovetkezo fejezetben mutatjuk be.

Gyakorlatok.
1. Oldjuk meg a kovetkezd Lp feladatokat:
a)
T1+ 222 <6
2£U1 + To < 8
T, 20
Zmax = 271 + 31
E: €Ty = %7 To = %7 Zmaz = 1?0

3IE1 + 21‘2 2 12
21’1 + 51'2 = 0
x1,22 20

Zmax = 4m1 + Txo

E: 2 nem korl4tos.
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11. FEJEZET

SZIMPLEX ALGORITMUS ES ALKALMAZASA

NORMAL Lp FELADATOK MEGOLDASARA

A szimplex moédszerrel akar igen nagy méreti Lp feladatokat is meg
tudunk oldani. A szimplex médszer megértése céljabdl el§szor a normdl
Lp feladatok algebrai tton térténd megoldasaval foglalkozunk.

11.1. értelmezés. Normal Lp feladatnak nevezziik azt a linedris prog-
ramozasi modellt, amelynél a korlatozé feltételek mind kisebb vagy
egyenld reldcioval adottak (kivéve a véltozok nemnegativitdsdra vonat-
kozd feltételeket), a b kapacitdsvektor csak nemnegativ komponensekbdl
all, és a célfiiggvény maximumaét keressiik.

A normal Lp feladatok matematikai modellje a kévetkez6:

anTi + @122 + ...+ a1, < by o
ATy + QT2 + ... + A2pTp < by
Am1Ty + Am2T2 +...+ AmnTn < bm
1 20,220,...,2, 20,b>0.
, (11.1)
Zmax = C1T1 + C2To + ... + C Ty,
ahol az i-edik er6forrdsbél szarmazo b;, @ € {1,2,...,m} mennyisége nem
lehet negativ szam, vagyis
b
ba
b= ) > 0.
bwl
A normadl Lp feladat vektormaétrix formaéja:
Ax <b
x>20,b=20
S (11.2)
Zmax = C* X
—®
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A 10. fejezetben megmutattuk, hogy az Lp probléma megoldésa a
lehetséges megolddsok konvex halmazanak egy csticspontjdban van (lasd
a 10.4. és 10.6. tételt).

A szimplex mddszer segitségével a lehetséges megolddsok konvex
tartomdnyaban a célfiiggvényérték egy novekvd sorozatat hatdrozzuk
meg Ugy, hogy a lehetséges megolddsok konvex halmazdanak mindenik
cstucspontjadhoz hozzarendeliink egy szimplex tablat. Azért, hogy ezt a
hozzéarendelést megkonnyitsiik, az Ax < b egyenl6tlenségrendszert az
un. segédvéltozok bevezetésével egyszerii (szimplex) egyenletrendszerré
alakitjuk 4t. Ezeket a segéd- vagy kiegészitévaltozokat uy, ua, . .., u,,-mel
jeloljlik és tgy valasztjuk meg az értékeiket, hogy teljesiiljon az alabbi
egyenletrendszer:

1171+ Q%2+ ... G1Tpt U = b
211+ Q22T+ ... (A2pTn+ + U = by
Q1T + 22 + AynTn + Uy = bm,

(11.3)

A kiegészitovaltozok a célfiiggvénybe is bevihettk a kovetkezéképpen:
Zmax = [ (T, 0) = 1y + o+ .+ Cuy + Coprtts o F Cogm Ui,

ahol ¢,1 1 = chi2 = ... = Cpom = 08s u; (1€ {1,2,...,m}) szimb6lum
jeloli az i-edik er6forrdsbél a fel nem hasznalt anyagmennyiséget.

Az Lp probléma (11.3) &talakitott alakjat az Lp feladat kanonikus
alakjdnak nevezzik.

Az Lp feladat kanonikus formdjaban minden feltétel egyenléség és
minden véltoz6 nemnegativ. A (11.1) normal Lp feladatnak megfelels
kanonikus forma vektormatrix alakja a kovetkez6:

x
(A,E)-<u>—b,
,’1}207 U>07 b20m><1'

Zmax = f () = 1wy + oo+ ..o+ Cuy + Cpprts - oo CrmUn,

(11.4)
Uy
Uz

ahol u = ) a kiegészitd valtozék vektora és E az m-edrendi
unL

egységmatrix.
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A kanonikus formdban irt Lp feladat megolddsdban fontos szerepet
jatszanak a (11.4) egyenletrendszer bdzismegolddsai.

11.2. értelmezés. Ha a (11.3) egyenletrendszer (A, F) matrixdnak
n + m oszlopvektora koziil ki tudunk véalasztani m linedrisan fiigget-
len oszlopvektort, példdul az a,,as, ..., a,, vektorrendszert gy, hogy a
Bk (ntm) = (a1,0,...,0,a2,0,...,0,a,,0,...,0) mitrixra teljesiiljon a

B - z > = b egyenlGség, akkor az (x,u) vektor bdzismegoldds. Ha a

kapott megolddsvektor minden komponense nemnegativ, akkor a bazis-
megoldast lehetséges bdzismegolddsnak (1lbm) nevezziik.

Az Lp probléma lehetséges badzismegolddsai és az Lp probléma lehet-
séges megolddsai konvex halmazdnak csicspontjai kozott kdlcsénosen
egyértelmi (bijektiv) megfeleltetés létezik. Ez az alapja a linedris progra-
mozasi feladatok megoldasdra szolgdlé tigynevezett szimplex médszer-
nek.

11.3. tétel. A lehetséges bazismegoldasok a lehetséges megoldasok
halmazénak csiicspontjai.

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy a lehetséges bazismegolddsok nem 4&l-
lithaték el6 mds, egymadstodl kiilonbozs lehetséges megolddsok konvex
kombinéaciéjaként.

A bazismegoldast ugy hatdrozzuk meg, hogy kivalasztunk m bdzis-
vdltozot (BV) és meghatarozzuk ezeknek azon értékeit, amelyek kielégi-

tikaz (A, F) ( Z ) = begyenletrendszert. A nem-bdzisviltozokat (NBV)

mind 0-nak vessziik. Egy bazisvaltozénak a cseréje egy nem-bézisvéalto-
zoval 14j bazismegolddsokhoz vezet. Az Lp feladat megolddsa azt jelenti,
hogy kell keresni azt a bazismegoldast, amelyre a célfiiggvény értéke
maximalis.

Miel6tt a konkrét linedris programozasi feladatoknak a szimplex
modszerrel térténd megolddsédra térnénk, attekintjiik a szimplex algo-
ritmus elvi ismertetését.

1. A linedris programozdsi feladatoknak a kanonikus alakjdhoz hoz-
zarendeljiik az
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a11T1+ Q%2+ ... A1pTpt+ Ug = b
211+ Q22T+ ... Q2pTp+t + U = b
Am1T1t  QpaZat+ A Ty + Uy, = an
Zmax = f(z,u) = 121 + oo + ...+ CpTp F Cpirtls + o F CrmUnm
(11.5)

konvencionalis tablazatot:

11.1. tablazat.

T To PN T (51 U v Uy —z b
a1 a2 A1y 1 0 e 0 0 bl

a9 929 Aoy 0 1 e 0 0 bg

Am1 Am2 s Qmn, 0 0 c e 1 0 an
c1 Co e Cn, 0 o ... 0 1 0

2. A konvenciondlis tdblazatb6l megkapjuk a kiindulé szimplex-
téblazatot, ha az wuy,us,...,u,, bézisvaltozokat és —z-t a tdbldzat elsd
oszlopéba irjuk.

11.2. tablazat.

T Ty oo Ty ... Dy b
Uq aiq a2 e ayj e A1p bl
Uo Q921 922 ce. QAgj e Aoy, bg
U; (075} a;o e Qi e (077 bz
Um Qm1 Qm2 s alj L Amn bm
—z | ¢ Co ¢ B 0

A 11.2. tablazatbdl kiolvashatjuk az Lp probléma elsé banalis bazis-
megoldasat:

(T1, Ty oy Ty Uty Uy e ooy Upy) = (0,0,...,0,b1,ba,...,0,)
és a célfiiggvény értékét:

Zmax = f (@, ) =10+ 0+ ...+ ¢,0+ 10+ ... 4+ im0 =0.
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Ennek a bdzismegolddsnak megfelel6 csticspont az n-dimenziés koordi-
natarendszer origéja O(0,0,...,0).

3. Van lehet6ség arra, hogy a célfiiggvény értékét noveljiik. Ezért ele-
mi bazistranszformdaciét végziink, vagyis a bazistranszformaciénak azt a
legegyszertibb esetét tekintjiik, amikor csak egy bazisvaltozét cseréliink
ki egy nem-bazisvédltozéval. Ebben az esetben a megfeleld lehetséges
béazismegolddsoknak az eredeti Lp probléma lehetséges megoldéasainak
a halmazdban a szomszédos cstcspont felel meg.

A bézisbdl kimend és a bazisba bevont oszlop-, illetve sorvektor
taldlkozdsdnal taldlhat6 a generdld- vagy sarokelem. Fontos kérdés az,
hogy milyen kritériumok szerint valasztjuk ki a generdl6elemet tigy, hogy
a célfiiggvényérték nagyobb legyen. Ennek els6 feltétele, hogy csak po-
zitiv szdm lehet. A mésodik feltétel szerint a generdl6elemet a pozitiv
és a legnagyobb c; elem oszlopdban kell vélasztani ahhoz, hogy az 1j
bazis esetében a célfiiggvény értéke minél nagyobb legyen. Ha nincs
legnagyobb célfiiggvényérték, akkor egyiket valasztjuk a sok koziil. Igy
kivélaszthatunk a nem-bazisvaltozék koziil egy 1j bazisvéltozot, a neki
megfelel6 oszloppal egyiitt. Kovetkez6 1épés: az 1j bazisvaltozénak meg-
felel6 generdléoszlop elemei koziil meg kell hatarozni a generdléelemet.
Ezt Ggy kapjuk meg, hogy az indulé szimplex tédbla utolsé oszlopanak (b
oszlop) megfelel6 elemeit elosztjuk a generdl6oszlop megfeleld pozitiv
elemeivel. Abbdl a sorbél vélasztjuk a generdléelemet, ahol a ¢; = abJ
hédnyados minimalis (a;; > 0).

A vektorcsere révén kapott 1j szimplex tdbla elemeit a médositott
Gauss—Jordan (mGJ) kikiisz6bo1ési modszer alkalmazasdval szdmitjuk ki.

A mébdositott Gauss—Jordan-féle algoritmus a kovetkez6 miiveletek
elvégzését jelenti:

1. a generdléelem helyére 1-et irunk,

2. a generdléelem sordban 1évé tébbi elem véltozatlan,

3. a generdléelem oszlopdban 16v6 tobbi elem elGjele megvéltozik,

4. az 0Osszes tobbi elemet a méasodrendli determindns kiszdmitdsi
szabdlya szerint szdmitjuk ki Ggy, hogy a generdléelem mindig
a f64tlén van,
az Uij tdblazat 6sszes elemét elosztjuk a generdl6elemmel,

6. folytatjuk a bazistranszformaciét, amig létezik pozitiv célfiigg-
vény-egyiitthato.

a
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Példa. Tekintsiik jbdl a grafikus médszerrel mar megoldott egyik
feladatot, és keressiik a zp.x = 4521 + 152, linedris célfliggvény szélso-
értékét a kovetkez6 linedris egyenlétlenségi feltételek mellett.

31‘1 + 2132 < 75
51‘1 + i) § 90
Zmax = 4Dx1 + 1524

Nyilvanvalé, hogy 1 > 0 és x5, > 0, mivel negativ szdmu bttordarabnak
nincs értelme.
1. Felirjuk az Lp probléma kanonikus alakjat:

3x1 + 2x9 + Uy =175
ox1 + X9 + us = 90
xl>07 .1:220, u17u2>0

11.6
Zmax = 45x1 + 1524 ( )

2. A (11.6) Lp problémdanak megfelel a kovetkez6 indul6 szimplex-
tablazat:

11.3. tablazat. 1. szimplextdbldzat

I To b
Uy 3 2 |75
us | (5) 1|90
—z |45 15| O

A (11.6) egyenletrendszerbél és az 1. szimplextdblazatbdl lathato,
hogy a (11.6) egyenletrendszer megoldésa (x1, xo,u;,uz) = (0,0,75,90)
és a célfiiggvény értéke nulla, mivel a nem-bazisvaltozék értéke nulla
T, = 29 = 0, uy = 75, us = 90, ahol uy,us a bézisvdltozék és x,, x,,
a nem-bdzisvéltozdk, valamint z = 0.

A (11.8) Lp feladat (z1, 2, u1,u2) = (0,0, 75,90) bazismegolddsdnak
megfelel az eredeti Lp feladat lehetséges megoldasait dbrédzolé konvex
tartomanynak az O pontja (11.1. dbra).

3. Az Lp problémédnak a (11.6) egyenletrendszer altal felkindlt meg-
oldédsanél egy nagyobb célfiiggvényértékhez vezetd megoldésa is el6al-
lithaté. Az 4ltaldnos algoritmusnak megfelel6en a generaléelem az (5),
mert a 45 oszlopdban erre az értékre minimélis a :’—J tort (2 < ).

Ezért az z;-et bevissziik a bdzisba és az u,-t kivissziikk a bdzisbdl.
Ezt a baziscserét ugy valésitjuk meg, hogy az x;-et kikiiszoboljiik, vagyis
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kifejezziik a (11.6) egyenletrendszer mdsodik egyenletébdl és ezt be-
helyettesitjiik az egyenletrendszer elsé egyenletébe. Rendezés utdn a
kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

3
U — —Ug + =Xy = 21

? ? . (11.7)
I + gUg + 51‘2 =18

Beldthaté, hogy az z; és u; ismeretleneknek megfelel6 oszlopvek-
torok egységmadtixot képeznek, linedrisan fliggetlenek és egy 1j bazist
képeznek.

Az indulé (0,0, 75,90) cstcspontrél a médositott Gauss—Jordan al-
goritmus segitségével attériink egy szomszédos csiicspontra:

(1,29, u1,us) = (18,0,21,0).
Ebben a csicsponban a célfiiggvény értéke
z=18-45+0-15 = 810.
A (11.7) Lp probléménak megfelel a 2. szimplextdblazat:

11.4. tablazat. 2. szimplextdbldzat

U2 To b
w [ =3 (5)] 21
-2z -9 6 —810

A (11.7) kanonikus Lp feladat bazismegolddsa: z; = 18, u; = 21 és
Ty = uy = 0, ahol z;,u; a bazisvéltozok és u,, x5 a nem-bazisvaltozok,
z =45-18 = 810.

A (11.7) Lp feladat (z1, x2, u1, us) = (18,0,21,0) bazismegolddsdnak
megfelel az eredeti Lp feladat lehetséges megoldasa konvex tartomanya-
nak a C pontja (11.1. dbra).

4. Mivel a 2. szimplextdbldzat utols6 sordban van a +6 elem, jabb
generdléelemet vélaszthatunk, ez a (1), és folytatjuk az optimdlis cél-
fiiggvényérték keresését a szimplex algoritmus szerint.

A célfiiggvény értékének novelése érdekében elvégezhetiink még egy
bazistranszformdcio6t, mivel 1étezik még egy pozitiv célegyiitthat6. Ennek
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5x,+x,=90

m=—3

3x,+2x,=75

z=45x,+15x,
nivévonalon 16vé nyil mutatja
a z novekedési irdnyat

T LR T T T T T >
0l 10c D250 X,

C(18,0)

11.1. abra. Lp feladat lehetséges tartomdnydnak extremdlis pontjai (O, C,
E, B)

megfelelen a (11.7) egyenletrendszer els6 egyenletébdl kifejezziik az z,-
t és ezt behelyettesitjiik a (11.7) egyenletrendszer mésodik egyenletébe.
fgy lesz az u; bazisvéltozébdl nem-bazisvéltozo és forditva, az x5 nem-
bézisvaltoz6bdl bazisvaltozé.

Tehat az u, oszlopat felcseréljiik az z, oszlopdval. A szamitdsok
eredménye a kovetkez6:

)
Ty — =Uy + =U] = 15

T (11.8)
T + ?’U/Q — ?'U/l = 15.

Tehat az x, bekeriil a bazisba, az u, helyére. Ebben 4ll a baziscsere.
A baziscsere kovetkezményeként kapott (11.8) egyenletrendszer egylitt-
haté6it a médositott Gauss—Jordan-féle algoritmus alapjan szamitjuk ki.
A (11.8) Lp probléménak megfelel a 3. szimplextdblazat:

11.5. tablazat. 3. szimplextdbldzat

U2 (751 b
Ty —% % 15
Ty % —% 15
—z | -5 3900

A 3. szimplextdbldazat utols6 sora negativ szdmokbdl 4ll, ez azt
jelenti, hogy a célfiiggvényérték tovabbi névelése nem lehetséges, és
megtalédltuk az Lp probléma optimadlis megoldasat, z = 900.
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A csucspont koordindtéi x; = 15, o = 15, ami a konkrét gazdasagi
kérdésre vonatkoztatva azt jelenti, hogy mind a két buitorféleségbdl 15,
15 darabot érdemes gyartani.

A (11.7) Lp feladat bazismegolddsa (xy,z2,u1,us) = (15,15,0,0),
z =900, és ennek a bazismegolddsnak megfelel az eredeti Lp feladat le-
hetséges megolddsa konvex tartomanyanak az E pontja (11.1.4bra). Ezzel
a szimplex algoritmust befejeztiik.

Csak azért, hogy a probléma 6sszes bazismegoldédsat megadjuk, foly-
tatjuk az elemi bazistranszformdcidkat, és az (x,z,) bézisvéltozékrol
attériink egy 4j (x, u,) bézisvaltozoéra. A megfelelé kanonikus Lp prob-
1éma feltételei a kovetkezok:

— =Ty — —UL + Uy = —35
3 3
i ; (11.9)
xri + g.’lﬁ'Q + §U1 = 25.

Ha folytatjuk a szimplex algoritmust, miutdn megkaptuk az Lp
probléma optimdlis megolddasét, akkor csak a (11.6) egyenletrendszer
bédzismegoldésait és nem a lehetséges bazismegoldasokat kapjuk. Az
o = u = 0, 1 = 25, us = —35 nem lehetséges bazismegoldds, mi-
vel u; < 0, és ennek a bdzismegolddsnak az A pont felel meg.

A kovetkez6 elemi bazistranszformdcié utdn megkapjuk az x; =
u; = 0, zo = 35,5, uy = 54,5 bézismegoldést, aminek a 11.1. dbrdn a B
pont felel meg. Az utolsé elemi bazistranszformécio a kovetkez6 megol-
dashoz vezet: ; = uy, = 0, zo = 90, u; = —105, ami szintén nem lbm,
mivel uy < 0. Ennek a bdzismegoldédsnak a D pont felel meg. A nem lbm-
nek nem felelnek meg csticspontok az eredeti Lp probléma lehetséges
megolddsainak a halmazaban. Igy az Lp feladat lehetséges bazismeg-
oldésai és az eredeti Lp feladat extremédlis pontjai kozott kdlesénosen
egyértelmi megfeleltetés lathat6 a 11.6. tabldzatban.

Megjegyzés. Az eredeti Lp feladatban a lehetséges megolddsok kon-
vex halmazdnak minden extremaélis pontja a megfelelé kanonikus Lp
feladat lehetséges bazismegoldésa.

A szimplex mdédszer elénye akkor valik nyilvanvalévd, amikor ha-
rom vagy hdromnél t6bb véltoz6s Lp problémaét kell megoldani, ugyanis
a szimplex algoritmus alkalmazasaval nem kell az 6sszes bazismegoldast
meghatédrozni, az L halmaz 6sszes csicspontjdban a célfiiggvényértéket
kiszdmitani, hanem a szdmitdsoknak csak ezek egy részét kell elvégezni,
és mindig kivélaszthaté az a cstcs, amelyik nagyobb célfiiggvényértéket
biztosit.
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11.6. tablazat.

Bézis- N/e o Lehetséges A megfeleld
véltozok bazis- béazismegoldés cstcspont
valtozdok
U1:UQ:0, $1:.’I}2:15,
L1, T2 Uy, Uz 2 — 900 E
To = Ug = 0, T = 18, Uy = 21,
Ty, Uy T, Uz » — 810 C
A nem lbm,
T, U To, Uq To = UL = 0, xr, = 25, Uo = —35 mert Uy < 0
_— _— T =uy =0, =90, D nem lbm,
i b 72 u; = —105 mert u; <0
:rlzul:(), .%'2:35,5,
T2, Y2 e u» = 54,5, = =53,25 B
Uy, Uy T4, To r1 = Ty = 0, U = 75, Uy = 90, O

A szimplex algoritmus hasonlit egy ,,optimélis hegymaszas” algo-
ritmusdhoz, amely szerint minden 1épés kozelebb visz a csticshoz. A
szimplex algoritmus jelenleg a linedris programozasi feladatok leggyak-
rabban hasznélt megoldasi médszere.

Beldthaté, hogy az Lp feladat lehetséges bazismegoldésai és az erede-
ti Lp feladat lehetséges megolddsa konvex tartomanyédnak cstcspontjai
kozott kdlcsonosen egyértelmii megfeleltetés 1étezik.

A tekintett Lp feladatnak hat bazismegolddsavanaz A, B,C,D,Eés O
pontoknak megfelel6en (11.1. dbra), és négy lehetséges bazismegoldédsa
van az O, C, E, B pontoknak megfelelGen.

Példdk.

1. Keressilik meg a kovetkez6 Lp probléma optimélis megolddsat:

T — T+ 3l’3
221 + o + 4y

2$1 + 5$2
x1, %2, 23 20

INCINCIN

6
2
1

Zmax = 21 — 3%9 + T3
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Megoldds. Felirjuk az Lp probléma kanonikus alakjat az uy, us, us
hianyvaltozdk bevezetésével és az indulé szimplextablazatot:

r1 — $2+3$3+U1 =6
2.ZU1 —+ To =+ 45(]3 =+ U2 =2
2$1 =+ 5.7}2 -+ Uz = 1,

11.7. tablazat. 1. szimplextdbldzat

X2
-1
1
5}
-3

<

w
o0 o =B
~
—lo s w|d
ol v o

Az indulé szimplextdblazatbol azt kapjuk, hogy:
T =To=23=0, u; =6, uy=2, uz=1, z2z=0

és a generdldelem (2) .
Elkészitjiik a 2. szimplextdbldzatot az mGJ-féle algoritmus alapjéan.

11.8. tablazat. 2. szimplextdbldzat

Uus To I3 b
w (-t -1 3]
up | =1 -4 (4)
T | 3 2

-z | -1 =8 +1| -1

[

o [— )—tm‘

A 2. szimplextédblazatbdl azt kapjuk, hogy:
1 11

x22x3:u3:0, T, = =, Uy = — UQ:l, z=1
és a generdldelem (4) .

Elkészitjiik a 3. szimplextdbldzatot az mGJ-féle algoritmus segitségé-
vel.

A 3. szimplextdblabdl azt kapjuk, hogy:

To=us=u3=0, x1 =, @x3=-

2
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11.9. tablazat. 3. szimplextdbldzat

Us To Uo b
AR IAR
SIS
= 53 2 01 55
—z |- 7 il %

Mivel a 3. szimplextdbldzatban a célegyiitthaték mind negativak, a
z = 2 a célfiiggvény maximélis értéke.
2. Oldjuk meg a kovetkez6 normdl Lp feladatot:

4xi + 219 < 28

2(171 + 5ZE2 < 30
1,22 2 0

Zmax = 471 + 5z
Megoldds. Felirjuk a feltételrendszer kanonikus alakjat:

4£U1 + 2.’13‘2 + Uy =28
221 + dxo + uy = 30
Azindul6 bazismegoldés: (x1, o, us, uz) = (0,0,28,30), z = 4-04+5-0 = 0.
Felirjuk az indulé szimplextablazatot gy, hogy a feladat feltétel-
rendszerének matrixat kibovitjiikk a célfiiggvény sordval, miutdn a cél-
fiiggvényt nulldra redukdljuk. —z + 42, + 5z, = 0.
11.10. tablazat.

T Lo b

uy | 4 2 |28 @ =14

2
w | 2 (5) |30 30

-z |4 5 0

= 6 (sztik keresztmetszet)

Az els6 elemi bazistranszformdcié generdléeleme: 5. Az indulé
szimplextabldzatbél kiolvashat6 az indulé bazismegoldds a sorok elejé-
nek és végének 0sszeolvasdsdval, vagyis a bdzisban 1év6 valtozék értékei
egyenlék az er6forrdsok értékeivel. Azok a vdltozdk, amelyek nincsenek

a bazisban, nulldk: ;1 = 0, 2, = 0, u; = 28, uy = 30, z = 0.
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11.11. tablazat.

‘ X Ug ‘ b
w (0 -2 T
To % % 6
—z| 2 —-1]-30

A bézistranszformdcio 1épései utdn kapjuk a 2. szimplextablazatot:

Ebbdl kiolvashaté a megoldas: 1 = 0, x50 = 6, u3 = 16, us = 0,
z = 30.

Mivel a célfiiggvény sordban van pozitiv elem, a z = 30 nem op-

timélis. Az x; oszlopabdl valasztunk generdléelemet. Mivel 18 = 5 és
5
$ =15, az els6 sorbdél valasztjuk a generédléelemet. Elvégezziik az elemi

5
bézistranszforméciot:

11.12. tablazat.

U Us b
T —f—g ig 4
-z | =% —i | —40

A tébl4zatbdl kiolvashaté megoldés:

x2:4, u1:0,

uy =0, 2z =40.

Ez egyben optimaélis megoldés is, mivel a célsorban nincs pozitiv elem.
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OPTIMALIS GAZDALKODAS VALTOZO
EROFORRASOK ESETEBEN. DUAL FELADAT

Minden Lp feladathoz tartozik egy dudl probléma. A dual feladat-
ban a dontési véltozék az er6forrdsok egységdrai (drnyékdrak), és igy
lehet6ség nyilik az un. érzékenységvizsgdalatra.

Hogyan irjuk fel egy adott primdl Lp feladatnak megfeleld dudljat?

12.1. értelmezés. Azokat a feltételes szélsGérték-feladatokat, ame-
lyekben linedris egyenl&tlenségek és egyenletek (<) altal meghatdrozott
halmazon egy linedris fiiggvény maximumdt keressiik, amikor b > 0,1,
primdl linedris programozdsi feladatnak nevezzik.

Tekintsiik a primdl Lp probléma matematikai modelljét.

Az Lp primdl feladatot a kovetkez6képpen fogalmazzuk meg: a kii-
16nb6z6 termékekbs]l mennyit kell elgédllitani ahhoz, hogy a jovedelem
maximadlis legyen a meglév er6forrdsok keretein beliil? Ennek a feladat-
nak a matematikai modellje a kovetkezé:

1121 + a12Ts + ... + a1,T, < by
(2121 + Q22T + . .. + A2p Ty < Do

Q1T + Q22 + ...+ ApnTn g bm~
z1 20,20 20,...,2, 20

Zmaz = [ () = 121 + 22 + ... + 2.

A primal feladat métrixos alakja:
Ax <b

S = 0.
f@y=ca ©
Megjegyzés. A linedris programozds feladata normadl feladat, ha
by
ba
b= . >0

b
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és keressiik a célfiiggvény maximumat. A normdl feladat megfogalmaza-
sa matrixjeloléssel a kovetkez6: keressiik a z = ¢ -  maximumat, amikor

xe{x|Az <b, x>0,b>0}.

Abban az esetben, ha a b vektor elemei negativ szamok is lehetnek,
akkor a linedris programozasi feladatot standard feladatnak nevezziik.

Z
L2
Ha a primél Lp feladatban a dontési véltozok = = ) sza-
xn
by
by
ma n és a korlatozé feltételek b = . szdma m, akkor a dudl
b,
U
feladatban a dontési véltozdk y = . szama m és a korldtozo
y’m,
feltételek ¢ = (c1,¢a,...,c,) szdma n. A dudl feladatban az er6forrdsok

egységarai képezik a dontési valtozdkat. Igy lathaté, hogy a dudl Lp fel-
adatban helyet cserélnek a primaél Lp feladat célfiiggvény egyiitthatdi,
c=(c1,¢q,...,c,) és a korlatozé feltételek by, bo, . . ., b, egylitthatéi.

Ha feltételezziik, hogy az alapanyagok egységarai rendre vy, o, .. .,
Ym €s az a cél, hogy ezen alapanyagok beszerzésére forditott kiadds mi-
nimdlis legyen, akkor egy 1j linedris programozdsi feladatot kapunk,
éspedig a primdl Lp probléma dudljdt.

Jeloljiik a dudl feladat célfiiggvényét:

Jmin — b Y = blyl + 5292 +...+ bmym

A nyersanyagok egységdrai y; (i = 1,2,...,m). Ezek csak olyanok
lehetnek, hogy a termékek el6dllitdsahoz sziikséges ertforrdsok ara leg-
aldbb akkora legyen, mint a termékekbdl szdrmazé nyereségek.

a11Y1 +aa1yY2 + ...+ ApmalYm = C1
a12Y1 + A22Y2 + . .. F A2y 2= Co

alnyl + a2ny2 + e + amnym 2 Cp.
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Ekkor tehat az

Ay >’
b-y=by,+by +...+ by, — min.

minimumfeladathoz jutunk. Osszefoglalva:

Az <b, >0,
primal feladat — e
Zmaz = C* T
ATy 2 CT7 y 2 0m><1

Imin = b- Y

dudl feladat

Ily médon a primdl és dudl feladat egyiitt mindig egy tgynevezett
primdal-dual feladatpart alkot.

Lathat6, hogy a dudl feladat feltételrendszerének egyiitthatématri-
xa azonos a primadl feladat egyiitthatémadtrixdnak transzponaéltjaval és a
primél és dudl feladatban szerepet cserél a b és c vektor.

12.2. tétel. Ha = és y a kovetkezd dudl feladatpar dontési valtozoi

Al’ < b7 €T > 0n><1 éS AT?/ 2 CT) Z/ > 0m.><1

Zmaxr — C* X Imin = bT Y

)

akkor a célfiiggvények értékeire érvényes a kovetkezd allitas: 2pax < Gmin-

Bizonyitds. Valéban, Az < bés ATy > ¢ = y'- A > ¢, mivel két
matrix szorzatdnak a traszponaltja egyenld a matrixok transzponaltjainak
forditott sorrendben valé szorzatdval. Megszorozzuk az els6 egyenlétlen-
séget y”-vel balrél és az utolsé egyenlétlenséget x-szel jobbrol:

y' Az <y" b=b-y =g, Y AT >c 2= Zpax

A két egyenl6tlenség 6sszehasonlitdsdbodl adédik, hogy zmax < Gmin-

Egy konkrét Lp feladattal kezdjiik és bemutatjuk annak a grafikus
megolddsat. Az er6forrdsok esetében felmeriil a kérdés, hogy a rendel-
kezésre 4llé erdforrasok valtozdsa mennyiben mdédositja az optimalis
megoldast. Milyen Gsszefiiggés van a véaltozé eréforrdsok és az optimalis
megoldas megtaldldsa kozott? Tulajdonképpen, ha eddig az eréforrasok
optimalis f6lhasznaldsdban meghatarozo volt az er6forrdsok adott, stati-
kus volta, most azt vizsgdljuk meg, hogy az eréforrdsok véltozdsai milyen
hatassal vannak a linedris programozasi feladat optimalis megoldésara.
Ehhez a vizsgilathoz segitséget nyujt az tn. dualitaselmélet. Milyen
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megoldandé gazdasdgi feladat van a primdl Lp feladat mogott, és mi-
lyen gazdasagi feladat matematikai modelljét fejezi ki a dual feladat? A
primal feladatban a kérdés az, hogy adott er6forrasok felhaszndldsaval a
kiilénb6z6 termékféleségekbdl mennyit dllitson elé a véllalkozé ahhoz,
hogy maximdlis jovedelmet (nyereséget) érjen el.

3(1’]14‘2%’2 75
5$1+ T 90
Zmax = 4521 + 1529

<
<

A dontési véltozok: x4, zs.

A dual feladatban az er6forrasokat szolgédltat6 cégnek az a célja, hogy
az egyes termékekben bennefoglalt nyersanyagok dra ne legyen kisebb,
mint a termék utdni jovedelem. Ezeket a korldtozo feltételeket a nyers-
anyagokat szolgaltaté cég szabja meg. A duél feladatban a termékeket
el6allité véllalkozé azt vizsgilja, hogy a nyersanyag 0sszdra minél ki-
sebb legyen.

Az el6bbi Lp primaél feladatnak a dudlja

3y1+5y2 = 45
>

2y1+ y2 =2 15
5 2 Oa Y2 > O

Gmin — f(y) = 75y1 + 90y2

Vizsgédljuk meg 1jbdl az asztalosmiihely-feladatot. Ennek a primal
feladat véltozatdt megoldottuk. Megoldédsat a 11. fejezetben 1évd 3.
szimplextabldzat tartalmazza.

12.1. tablazat. 3. szimplextdbldzat

Us Uy b
Ty —% % 15
T % —% 15
—z —4—75 —? —900

A primal feladat célfiiggvényeinek egyiitthatéi alkotjak a dual feladat
feltételeinek jobb oldalat. Minden el6jelkotetlen valtozéhoz egyenléség,
és minden elGjelkotott valtozohoz egyenlétlenség tartozik a masik fel-
adatban.
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A dudl feladat megolddsa szimplex médszerrel:

12.2. tablazat. 1. szimplextdbldzat

Y1 Y2 C
w, | 3 (5) | 45
Usg 2 1 15
—¢ |75 90| 0

12.3. tablazat. 2. szimplextdbldzat

Y1 Uy c
up | (£) % 6
—g| 21 —18 | —810

12.4. tablazat. 3. szimplextdbldzat

Uo Uq C
3 2 45
A R
Y1 7 —7 7
—g | =15 —15 | —900

Megmutatjuk, hogy a duél feladat megolddsanak van egy gazdasagi
szempontbol érdekes jelentése.
Tekintsiik ijbél az asztalosmiihely-feladatot:

31‘1 +2$2 < 6

7
5131 + i) < 90
x1, w20

Zmax f () = (4521 + 1522).

Vizsgaljuk meg, mi torténik az asztalos nyereségével, ha médosul az
erdforrasa egy egységnyi faanyaggal.
Felirjuk a hatarolé egyenesek (hipersikok) egyenletét.

3xy + 225 =76 faanyag hataregyenlete
bx1+ =90 munkadra hatdregyenlete
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Abrézoljuk a 3z, + 2z, = 76 egyenest ugyanabban a koordinatarend-
szerben. Ebben az esetben a P pont cstszik az 5z, + 25 = 90 egyenesen
felfelé, és a 3x; + 225, = 76, illetve az bz, + x5 = 90 egyenleti egyenes
metszéspontjanak koordinatai:

v N o (104 110\ /6 5
P’ (z},25) =P ( - >—P <147,157>.
A P’ pontnak megfelel6 nyereség

104 11 6330 30
=45 = 4 15— = 2 =900
‘ 7 T 7 7
Tehat a nyereség n6 2 pénzegységgel.
Hasonléan végezziik el a szdmitdsokat, ha a munkadra-eréforrast
noveljlik egy egységgel. Akkora P(15,15) ponta P”(z, z})) pontba kertil,
ahogy azt a

3x1 4+ 229 =75 3x1 4+ 2z =75
55,171 + Ty = 91 10.’B1 + 2{[]2 =182

egyenletrendszer megolddsa mutatja.

| X,
5x,+x,=90

| 3X,+2X,=75

P'[l4§,155j
7 7

P"(ng,lélé]
7 7

z=45x,+15x,

T\ <
T T T T T T T T 7
Xl

12.1. abra.

107 2 182 — 10X 102 4 , 2 4

A véllalkoz6 nyeresége a P” (152,142) pontban

107 2 6300 +45 45
=45 — +15-= ———— =90 —.
z 7 + 7 7 900 + 7
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Tehdt a nyeresége n6 2> egységgel.

Erdekes 6sszefiiggést fedeziink fel, amikor észrevessziik, hogy a dudl
feladat megolddsa éppen y; = 22, yp = 2.

Példa. Egy vallalkozé sajtot és vajat termel. 400 pénzegység a nye-
reség minden egységnyi mennyiségii (kg) sajton és minden egységnyi
mennyiségli (kg) vajon. Egy egységnyi mennyiségii sajt elkészitéséhez
rendre 2, 1 és 1 Ora szlikséges az 1., 2. és 3. részlegen. Ugyanezek az
értékek az egységnyi vaj esetében 1, 4 és 2 éra.

Tegytik fel, hogy az 1. és 2. részlegek kapacitdsa legfeljebb napi 16
6ra, mig a harmadik részleg kapacitdsa 11 6ra. Jel6lje =, és x5 a naponta
gyartott sajt, illetve vaj mennyiségét kg-ban.

a) Magyardzzuk meg, hogy a napi nyereség maximalizdldsdhoz a

kovetkez6 feladatokat kell megoldanunk.

2x1 + x5 < 16
T, + 4z, < 16
T+ 2xy < 11
x1 20, 2220
Zmax = f(x) = 400z, + 500z,

b) Oldjuk meg a feladatot grafikusan.

c) Haaz lizem napi egy éraval tudnd novelni valamelyik részlegének
kapacitasat, melyik részleg kapacitasat kellene el6szor novelni?

Megoldas.

a) 2z, + 1z, < 16 azt fejezi ki, hogy az 1-es részlegen legfeljebb annyi
id6t hasznélhatnak fel a termeléshez naponta, mint a kapacitdsa
stb.

b) Zmax = 3800a (.1'17.%2) = (77 2)

c) Ha az 1. részleg kapacitdsat noveljiik, az Lp feladat megoldédsa és
a nyereségnovekedés a kovetkezo:

23 5

g, To — g, Az = 100.

Ha a 2. részleg kapacitdsat noveljiik, a nyereség nem né. Ha a 3.
részleg kapacitdasat noveljik, az Lp feladat megoldésa és a nyere-

ségnovekedés a kovetkez6:

20 8
?, To = g, Az = 200.

Igy a harmadik részleg kapacitdsét érdemes novelni a legkozeleb-
bi alkalommal.

xrK =

Tr, =
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A JATEKELMELET ELEMEI

A jatékelmélet a stratégiai jatékokkal foglalkozik, amelyekben a jaték
kimenetele nagymértékben a jatékosok tudaséatol, tapasztalatél fligg, és
célja az azonos teriileten miikods jatékosok optimalis cselekvéseinek,
stratégidinak meghatdrozdsa. Ma a jatékelmélet a szerencsejatékok koré-
b6l atlépett a gazdasagi és politikai problémék olyan teriileteire, mint
pl. a piaci verseny modellezése vagy a kornyezetvédelmi egyezmények
tervezése.

A jatékelmélet megalapoz6i kozott vannak Neumann Janos (1903—
1957) és Wald Abrahdm (1902-1950) magyar szarmazasi matematiku-
sok is.

13.1. Jaték, stratégia

A gazdasagi életben sokszor olyan dontést kell hozni, amelynél figye-
lembe kell venni hasonlé érdekeltségii vallakozok dontési lehetdségeit.
Példdul, amikor a vendéglatéiparban meg kell hatdrozni a sajdt rekldm-
és armegadllapitasi politikat, a bankvildgban a kamatlédb kiszamitdsat, ak-
kor a viszonylag 14j tudoményég, a jatékelmélet jél hasznalhaté.

13.1. értelmezés. Jdték az ellentétes érdekek esetében és meghata-
rozott szabalyok betartdsdval végzett cselekvés.

A jaték hdarom komponensbdl all: jatékosokbdl, jatékszabalyokbdl,
az eredmények értékelésébdl.

13.2. értelmezés. Stratégia (gor.: hadédszat, hadjdratok, haborik ve-
zetésének tudomdnya, nem fegyveres harcban, valamilyen kitizott célért
foly6 kiizdelemben az irdnyitds tudoménya) a jatékos megallapitott sza-
bélyok alapjan torténé lépéseinek terve.

A stratégiai jatékokban a részt vev jatékosok érdekei dltaldban ellen-
tétesek vagy eltéréek. Igy a stratégiai jatékokra a konfliktusok jellemz6k.
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Ez az alapja a jatékelmélet széles korti alkalmazhatésdgédnak a konflik-
tushelyzetek matematikai modellezésében.

Tehét a jatékosnak elére végig kell gondolnia az Gsszes lehetséges
lépést, amely a jaték folyaman el6dllhat. A stratégia mindenik helyzetre
el6irdnyozza a megfelel6 megolddst. A jatékelmélet célja megtaldlni az
optimalis stratégidkat és a kialakulé egyensilyi helyzeteket. A jaték lehet
kétszemélyes vagy tobbszemélyes, aszerint, hogy a jatékban két vagy tobb
jatékos érdekellentéte van jelen.

Ebben a fejezetben olyan helyzeteket vizsgalunk, amelyekben csak

két dontéshozo (jatékos) szerepel.

13.2. Kétszemélyes nulladsszegii jatékok
A kétszemélyes nulladsszegii jatékot a kovetkez kifizetésmatrix for-
madjaban mutatjuk be. Az A jatékos (sorjatékos) 1épéseit jeloljik x, xo,
.., Ty,-mel és a B jatékos (oszlopjatékos) lépéseit y1, yo, ..., y,-nel
Ha m = n, akkor négyzetes jdtékmdtrixot kapunk. Mindkét jatékos vé-
laszthat magédnak egy z; € X, illetve y; € Y stratégidt, ahol az X és Y
meghatérozott véges lépések halmaza.

13.1. tablazat.

Y1 Y2 ... Yp | MIN
x aii a2 ... Qip (631
T2 az1 Qg2 ... Q2p Qg
Tm Am1 Am2 .. Amn (67%%
max Bl ﬁg ce /Bm

Az A és B jatékos valasztdsai (1épései) meghatdrozzak a jaték ered-
ményét. Az (x;,y;) 1épések az

r1 Lo ...T;i... Ty, Y Y2 Yoo Yn
X( 00 1 0 ) Y< 0 0 1 0)

tiszta stratégidk elemei.
A kevert srtatégidk esetében a jatékosok lépéseinek a val6szintiségi
eloszlasai a kovetkezok:
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Tr1 T2 ... Ty =
X b) 7 — 17
< pPr P2 ... DPm ) zi:p
Y Y2 ... Yn -
Y =1.
< g 42 ... (Qn ) ’ zj: 9

Tehat a stratégiat tulajdonképpen a p = (p1,p2,...,Pm) €8s ¢ =
(¢1, G2, - - -, qn) valdsziniiségi vektorok hatdrozzdk meg.

A jaték értékét, vagyis a kifizetést az A jatékos szdmara felirhatjuk a
stratégia fiiggvényeként:

t:pxq—=R, (pg) —t(p,q)=FE(pq) =
= Zzt(xiayj)pij = Zzaijpin'
A 7 7 j

Beldthato, hogy a kevert stratégidk tartalmazzak a tiszta stratégiat,
amikor a p és ¢ val6szintiség-vektorokban i, illetve j komponense 1
(0,0,...,1,...,0), a tébbi komponense 0. Ebben az esetben a jaték ki-
menetele az A jatékos szdmdra a;; =t (x;,y;).

Az A jatékos nyereségét a jatékmatrix a,; elemével jeloljik. Ami az
A-nak nyereség, az a B-nek veszteség.

13.3. értelmezés. Ha az egyik jatékos mindegyik jatszmdban annyit
nyer, amennyit a masik veszit, a jatékot zérusdsszegiinek nevezziik.

Ha a jatékmatrixban az a;; elem pozitiv, akkor az A jatékos nyer, és
ha az a;; elem negativ, akkor az (7, j) jatszmdban az A jdtékos fizet. Az
A jatékos gy probdlja kidolgozni a stratégidjat, hogy a jatszmak az 6
szdmdra nyereségesek legyenek.

Ha mindegyik jatékos mindenik 1épés el6tt ismeri az Osszes el6z6
lépés eredményeit, a jatékot teljes informdcidju jatéknak nevezziik.

A kérdés az, hogy milyen stratégiat vdlasszunk, vagyis milyen legyen
a lépéseknek mint valészin{iségi valtozéknak az eloszlésa.

Itt két fiiggetlen optimalizaciés jelenséggel van dolgunk.

Az elst jatékos mindent megtesz, hogy minél tobbet kapjon és keresi
a jatékmatrix oszlopaiban a maximumot. Az ellenfele ezt a nyereményt
csokkenteni akarja. Ezt foglalja magdba a kovetkez6 kifejezés:

min max F (p, q) (13.1)
J K3
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A B jatékos megprobédlja novelni az A jatékos veszteségét és keresi
a sorok minimumat, de az els6 jatékos a minimadlis kifizetések kozott
keresi a maximumot. Ezt foglalja magédba a kovetkez6 kifejezés:

max min E (p, q) (13.2)
? J

13.3. A minimax elv

A jatékelmélet alapvetd tétele, amelyet Neumann Janos fogalmazott

meg, kimondja, hogy a zérustsszegii jatékok esetében mindig létezik két
olyan
r1 Lo ... Iy - 4
X , ;=1 és
< pPr P2 ... DPm ) zi:p
Y Y2 - Yn -
Y ) =1
< 9 42 ... (4n ) ; 9
kevert stratégia, amelyekre a (13.1) és (13.2) kifejezések egyenl6k.

13.4. tétel. min max F (p, q) = maxmin F (p, q).
J i i J

E tétel bizonyitdsdnak egyszeriisitett védltozata megtalalhaté6 Neu-
mann, J. von és Morgenstern, O. [1953] Theory of games an Economic
Behavior cim@ munkdjaban vagy az [1] jegyzetben.

A minimax elv a mindkét jatékos szdmadra legel6nydsebb, optimalis
stratégia meghatédrozdsdra szolgdl, és egyardnt érvényes tiszta stratégidk
és kevert stratégidk esetében.

A tovdbbiakban tanulmanyozzuk a minimax elv érvényesitését nye-
regponttal rendelkez6 jatékok és nyeregpont nélkiili jatékok esetében

13.4. Nyeregpontos jatékok

A minimax elvet egy konkrét matrixjaték esetében mutatjuk be.
Legyen a jaték nyereségmatrixa (fizetési matrixa) a kovetkez6 tab-
lazat:
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13.2. tablazat.

B
Y Yo Ys  Ya min
I -3 -1 4 2 -3 = (6751
A To 5 -2 0 1 —2=qp
I3 2 0 2 3 0= 3 = U1
Ty 3 0 —4 6 —4 = qy
max | 5 0 4 6
Br Ba=wv2 B B
13.5. értelmezés. Az A = (a;;)1<i<n kifizetési métrixnak az a;j,

1<j<m
elemét nyeregpontnak nevezziik, ha

a’iojo < aioj, \V/] S {1,2, .. .,m} és a’iojo > aijo, \V/Z S {1,2, - .,n}

(anyeregpont a sordban a legkisebb elem és az oszlopéban a legnagyobb).

Ha a jatékmaétrixnak van nyeregpontja, akkor a megfelel6 jatékot
nyeregpontos jdtéknak nevezziik. A nyeregpont egyfajta egyensilypont
is, abban az értelemben, hogy ha barmelyik jatékos stratégiat valtoztat,
akkor csak rosszabbul jar. gy a nyeregpont stabil abban az értelemben,
hogy abbdl egyik jatékos sem kivan egyoldalian elmozdulni.

Feltételezziik, hogy a jatékosok ismerik egymds lehetséges lépéseit.
Mit tegyen a sorjatékos ebben a jatékban? Ha az els6 sort vélasztja, akkor
az oszlopjatékos az els6 oszlopot vélasztja azért, hogy a nyereménye 3
legyen és a sorjatékos vesztesége 3 legyen. Hasonléan, ha a sorjatékos a
masodik sort valasztja, akkor az oszlopjatékos a masodik oszlopot fogja
valasztani, azért, hogy a sorjatékos vesztesége 2 legyen. Ha a sorjaté-
kos a harmadik sort valasztja, akkor a feltevés szerint, mint a masodik
sorban, a legkisebb szdm a 0. Ha a sorjatékos a negyedik sort véalasztja,
akkor a vesztesége 4 lesz, igy a sorjatékosnak azt a sort kell vdlasztania,
amelyben a legkisebb elem a legnagyobb, vagyis max(—3, —2,0, —4) = 0,
a sorjatékosnak a harmadik sort kell védlasztania, igy biztositani tudja,
hogy sem nem veszit, sem nem nyer, max(sorminimum) = 0.

A helyzet az oszlopjatékos szempontjabdl éppen forditott. Amikor
az oszlopjatékos valaszt, arra kell szdmitania, hogy a sorjatékos az osz-
lopban szerepld legnagyobb értéket tartalmazé sort fogja védlasztani, igy
okozva a legnagyobb kifizetést az oszlopjatékos szdmédra. Esetiinkben, ha
az oszlopjatékos az els6 oszlopot vélasztja, akkor a sorjatékos a méso-
dik sort vélasztja. Hasonl6an, ha az oszlopjitékos a mésodik oszlopot
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vélasztja, akkor a sorjdtékos a harmadik vagy a negyedik sort vélasztja,
és igy tovabb, a sorjatékos el tudja érni, hogy vesztesége 0 legyen. Ebben
a kifizetési mdtrixban teljesiil a minimax elv:
max min a;; = minmax d;;.
[ J 7 7
A nyeregpont konnyen megtaldlhaté, mivel sordban a legkisebb és osz-
lopédban a legnagyobb. Ebben a jatékban a jaték értéke v = 0.

Altaldban o; a matrix i-edik soraban a legkisebb elem, ami a sorja-
tékos maximalis veszteségét jelenti. A sorjatékos vesztesége akkor lesz a
legkisebb, ha azt a sort vdlasztja, amelyben az o; maximalis. A mi ese-
tiinkben i = 3. Ezt az oy értéket v;-gyel jeldljiik és a jaték alsé értékének
nevezzik, v; = maxmina,;; = 0.

z J

A tdblédzat utolso sordban az oszlopjatékos oszloponkénti maximalis
veszteségei vannak feltiintetve. Nyilvanvalé, hogy az oszlopjatékos vesz-
tesége akkor lesz minimadlis, ha azt az oszlopot vélasztja, amelyikben 3;

(1 <j < n) minimaélis:

vy = min #; = min max a;;.
J J i |

A v, mennyiséget a jaték fels6 értékének nevezziik. A matrix azon sora-
nak megfelel§ stratégidt, amelyben a v; megtaldlhaté, maximin stratégia-
nak nevezziik. A matrix azon oszlopanak megfelel6 stratégiat, amelyben
a v, megtaldlhaté, minimax stratégidnak nevezziik a tekintett matrixjaték
esetében.

Ha v, = vy = v, akkor a k6zos v értékét a jaték értékének nevezziik.
Ha a jaték értéke nulla, akkor a jatékot igazsdgos jatéknak nevezziik.

Abban az esetben, ha v; = v, = v # 0, a jaték igazsdgtalan. Ha v > 0,
akkor a nyertes az A jatékos, és ha v < 0, akkor az A jatékos a vesztes.

A sorjatékos maxmin stratégidjahoz tartozo kifizet6fiiggvény értéke:

v = maxmina;; = as = 0.
z J

Az oszlopjatékos minimax stratégidjahoz tartozo kifizet6fiiggvény értéke

Vs = min max v, = age = 0.
J 7

Az i = 3, j = 2 maxmin-minmax stratégiapar vdlasztdsa egyensulyi
helyzetet teremt a jatékban, amelyik jatékos eltér attél a stratégiatol,
csak rosszabbul jarhat.
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Belédthaté, hogy ha v; = vy, = v, akkor ez a v érték a sordnak mini-
muma és oszlopanak maximuma.
A bemutatott feladat esetében az optimadlis stratégidk a kovetkezdk:

Ty L2 Ty Ty y Y Y2 Yz Ya
X< 0 0 1 0 > o8 Y< 0 1 0 0 >
tiszta stratégiak.

Abban az esetben, ha v; # v, akkor minden esetben v, > vy, és a
matrixjatéknak nincs nyeregpontja.

13.5. Nyeregpont nélkiili jatékok 2 x2-es
matrixjatékok esetében

Abban az esetben, ha v; < v,, vagyis maxmina;; < minmaxa;,
i J j i
felmeriil a kérdés, hogy nem volna-e lehetséges, hogy a v;-nél nagyobb

nyereséget biztositsunk a sorjatékos szdmadra a stratégidknak adott valé-
szinliséggel val6 alkamazdsaval.

Neumann Janos tétele szerint, ha v; < wv,, akkor az X, Y kevert
stratégiapdr egy v kozépnyereséget biztosit minden véges jaték esetében,
és a v; csak akkor novelhetd és a v, csak akkor csokkenthetd, ha az A és
B jatékos kevert stratégidt alkalmaz.

A sor és oszlopjatékosok kevert stratégidit egy 2 x 2-es matrixjaték
esetén a kovetkezo eloszlasfiiggvényekkel adjuk meg:

X:<l‘1 l‘2>7 Y:<y1 y2)’
b1 P2 q1 42

ahol a p1,po, 1, ¢ valészintiségekre py +p, =1, ¢ + g2 = 1, p; az a
val6sziniiség, amellyel az A jdtékos az x; stratégiat alkalmazza stb.
Példdk. Nyeregpont nélkiili jatékok:
a)

13.3. tablazat.

Y Y2 Y3 | min
T 0 7 2 0
Ty 7T -2 1| =2

max | 7 7 2
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v; =maxmin, a; =0,71=1,j=1,
[ 7 X

vy =minmax, a; =2,t=1,7=3, v #vs.
i i

13.4. tablazat.

Y1 Y2 | min
T 3 5 3
Ty 6 2 2
max | 6 5

vy =maxmin, a; =2,1=2,j =2,
? J

vy =minmax, a;=5,1=1,7=2, v #va.
J K3

Megjegyzés. Azokat a tiszta stratégidkat, amelyeket nullatél kiilon-
b6z6 valészintiséggel alkalmazunk a kevert stratégidban, hasznos straté-
gidnak nevezziik. Az mxn-es métrixjaték esetében a hasznos stratégidk
szdma mindkét jatékos esetében nem lehet nagyobb, mint min (m - n).

13.6. értelmezés. Azokat a kevert stratégidkat, amelyeka v, v; < v <
vy jatékértékeket biztositjak, optimdlis kevert stratégidknak nevezziik.

Példa. Hatdrozzuk meg altaldban a sorjatékos részére az optimalis
kevert stratégiat a kovetkezd 2x2-es matrixjaték esetén, ha v, < vs.

13.5. tablazat.

B
‘ h Y2
Ty | A1 Q12
A
To | Q21 Q22

Megoldds. A kevert stratégia kifejezhet6 az X és Y stratégidk elosz-
lasfiiggvényével:

X:(xl To >7 Y:(Zh Yo >
p 1—p qg 1—gq

x1 T2
p l—p
hn Y2
qg l—gq

Ha a sorjatékos az X = ( > kevert stratégiat jatssza, és az

oszlopjatékos az Y = kevert stratégiat, akkor a sorjatékos
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nyereményének varhato értéke:

Epl-pal—q)=E(p,q=qE({@1l)+(1-qE[p?2) =
= q(pay1 + (1 — pas1) az1) + (1 — q) (paiz + (1 — p) aze) (13.3)

A jatékban akkor all be egyenstlyhelyzet, ha a jatékosoknak vannak

olyan
X*:<xi -T2*>’ Y*:<yi y2*>
Pt 1—p ¢ 1-g

kevert stratégiaik, amelyekt6l egyik jatékosnak sem érdemes eltérni,
vagyis

E (p,qx) < E (px,qx) < E (p*,q), VYpe[0,1], Vg €[0,1]. (13.4)

A (13.4) mutatja, hogy ha az A jatékos eltér az egyensilyi helyzettél,
akkor kevesebbet nyer, mint v, és ha a B jatékos tér el az egyensulyi
helyzett6l, akkor tobbet veszit, mint v.

Az (X*,Y™*) stratégiapar az F (p;1 — p;¢;1 — q) fuggvénynek, vagy
roviden az F (p, q) fliggvénynek kevert nyeregpontja. Az ilyen nyereg-
pont létezése biztositja, hogy az X*, Y* stratégidk alkalmazasa esetén a
jatékosok biztositani tudnak maguknak legaldbb E (p*, ¢*) nyereséget, az
ellenfél viselkedésétdl fiiggetleniil.

A kevert nyeregpont létezése esetén a jatékot megoldhatonak, a p*-
t és ¢*-t optimdlis kevert stratégidnak, az E (p*,q*) = v értéket a jaték
értékének nevezziik.

A jatékot megoldani azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni a (p*, ¢*, v)
szamharmast (ha p* ismert, akkor 1 — p* is ismert).

A (13.4) egyenl6tlenségek a tiszta stratégidkra is érvényesek, tehdt

*

E(p*,1) =anp*+an(l —p*) > v (els6 oszlop)
E(p*,2) = app™ +an(l—p") >v

E(1,q") = a11¢" + a12(1 — ¢") < v (els6 sor)
E(2,¢") = a21q" + axn(l —q¢") <wv.

A jaték megoldasat p*, 1 — p*, ¢*, 1 — ¢*, és v értékeket a kovetkezd
primal és dudl feladatok k6zos megoldasai adjak (ha léteznek):

WV

anp + axn(l—p)

v
v maximalis, (13.5)
a2 + azn(l —p) > v

WV
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a;1q + a(1 —q)

S e s
v minimaélis. (13.6)
as1q + axn(l—q) <wv

Az optimdlis megoldéds esetén a (13.5) és (13.6) egyenlGtlenség-
rendszerekbdl egyenletrendszerek lesznek, és az optimdlis megoldast
megkapjuk, ha megoldjuk a kévetkez6 egyenletrendszereket:

anp+an(l—p)=v
, 13.7
{ a2p + axn(l—p)=v ( )
anqg+ap(l—q)=v
13.8
{ asq+axn(l—q) =wv ( )
Kovetkezik: a11p + as1 (1 — p) = a1op + azx(1 — p), ahonnan
p= Qg2 — G231 C1—p= aip — 2 . (13.9)
a11 + Gg2 — Q12 — A2 Q11 + Qg2 — Q12 — A2
Hasonléan a masodik egyenletrendszerbél:
Qoo — @ a1 — a
g = 22 12 L leq=— 11 21 (13.10)
a1 + Q22 — @12 — G21 A11G22 — A12 — Q21

Megjegyzés. Abban az esetben, ha a1 + a2 — a2 — a2 = 0, a feladat-
nak tiszta nyeregpontja van.

Példa. Hatarozzuk meg az optimalis stratégidkat és a jaték értékét az
aldbbi matrixszal megadott jatékban:

13.6. tablazat.

q 1—¢q | min
P 3 ) 3

1-p|6 2 2

max | 6 )

A jatéknak nincs nyeregpontja, mivel
maxmin(3,2) = 3 # minmax(6,5) = 5.
A (13.9) képletnek megfelelen:

Q29 — A9 2—6 2
p= = =5 v=4
a1 + Qo9 — Q12 — A9 3+2—(5+6) 3
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A (13.10) képlet alapjan:

Qo2 — Q12 2—5 1
9= = =, v=4
@11+ axm—apa—ay 3+2—-6-5 2

A jatékos nyereményének varhato értéke a (11.1) szerint :

Eml-pgl—q =qbi+(1—q) B =
=qBp+6(1-p)+ (1 -q)p+2(1-p) =4

Mivel a11 + ase — a2 — az; = —6 # 0, a jatéknak nincs tiszta nye-
regpontja és nincsen optimalis tiszta stratégidja. A v = 4 értéknek akkor
van stabilitdsa, ha a sorjatékos a (2, 1) kevert stratégiét, illetve az osz-
lopjatékos a (3, 1), kevert stratégiat jatssza.

A matrixjaték grafikus titon is megoldhaté, hasonléan a linedris prog-
ramozasi feladatok megoldédsdhoz.

Megoldjuk grafikusan a (13.5) és (13.4) egyenl6tlenségrendszereket

ebben az esetben:

3p+6(1L—p) =
P (1=p) v maximalis, (13.11)
S5p+2(1—p) =0
3¢g+5(1—q)<v
1 ( 9 v minimaélis. (13.12)
6g + 2(1 — q) < v.
3p—v+2=0

] P (E ’4)
! 3
2
/ 3p+v—6=0

o 21 N P
3

13.1. abra.

Hasonl6an jarunk el a (10) egyenl6tlenségrendszer esetében is.

Példa. Adottak az X = {1,-1,2} és Y = {1,-3,2, -5} halmazok.
A sorjatékos kivalaszt egy = szdmot az X halmazbdl, az oszlopjatékos
egy y-t az Y-bél. A kifizetend6 6sszeg x + y. Hatdrozzuk meg a jaték nye-
regpontjait és optimaélis stratégidit. Igazsdgos-e a jaték? Hogyan kellene
moédositani a jaték matrixat, hogy a jaték igazsdgos legyen?
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Megoldds. Elkészitjiik a jaték nyereségmaétrixat.

13.7. tablazat.

Y
1 -3 2 -5

112 -2 3 —4

X -1/0 —4 1 —6
2 |3 -1 0 -3

Megfigyelhet6, hogy az elsé sor dominédlja a masodik sort, ezért a
dominalt sor elhagydsdval a jaték matrixdt alacsonyabb tipustra redu-
kéljuk.

13.8. tablazat.

Y
1 -3 2 -5
1/2 -2 3 —4
213 -1 0 -3

X

A negyedik oszlop dominélja a méasodik és a harmadik oszlopot.
Elhagyjuk a domindlt oszlopokat és egy mdsodrendii négyzetes matrixot
kapunk.

13.9. tablazat.

Y
|1 —5 | min
1 2 —4| -4
X 2 |3 =3| -3
max | 3 —3 |
maxmin = —3 = min max = —3.
% 7 7 i

A matrixjaték tiszta nyeregpontja (2, —5). A jaték értéke —3, tehat
nem igazsdgos, és azért, hogy igazsdgos legyen, a nyereségfiiggvény érté-
két kell novelni 3-mal.

13.1.feladat. Adottakaz X = {1,—1,2}ésY = {1,—-3,2,—5} halma-
zok. A sorjatékos kivalaszt egy szdmot az X halmazbdl, az oszlopjatékos
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egy y-t az Y-bél. A kifizetendd 6sszeg z - y. Hatdrozzuk meg a jaték nye-
regpontjait és optimaélis stratégidit. Igazsdgos-e a jaték? Hogyan kellene
moédositani a jaték matrixat, hogy a jaték igazsdgos legyen?

Felelet. A jatéknak nincs tiszta nyeregpontja és nincsenek dominans
stratégidk.
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14. FEJEZET

KETSZEMELYES NEM KONSTANS OSSZEGU
JATEKOK

Az iizleti dontési helyzeteket modellez6 legtobb jaték nem konstans
Osszegi, hiszen meglehet6sen ritka, hogy az tizleti versenytarsak kozott
teljes az érdekellentét. Ebben a fejezetben olyan kétszemélyes nem kons-
tans 6sszegfi jatékokat vizsgalunk, amelyekben a jatékosok kozo6tt nincs
egylttmiikodés.

El6fordulhat, hogy az egyik jatékos nem pontosan annyit nyer, mint
amennyit a masik veszit, s6t tetsz6leges (i, j) stratégiapdr esetén az els6
jatékos nyeresége a;; és a masodik nyeresége b;;. Igy tulajdonképpen
két kifizetési métrixszal jellemezhet6 a jaték (vagy egy olyan métrixszal,
amelynek minden eleme egy két szamot tartalmazo6 vektor). Innen ered
a bimaétrix jaték megnevezés.

14.1. Benzinkutasok problémaja

Két benzinkt van egymadssal atellenben az titon. Mindkét benzinkt
tulajdonosdnak minden hénap elején dontenie kell a kévetkez6 hénapi
arrol, és hénap kozben nem véltoztathatnak az dron. A kovetkezé havi
drat a honap els6é napjdn éjfélkor ki kell irni. Az egyik kit tulajdonosa
éjtél el6tt igy gondolkozik:

Az elmult hénapban volt egy kis nyereségem. Ha a szomszédos kit
eltinne, az én forgalmam megdupldzédna, akkor mar hatalmas nyere-
ségre tehetnék szert, mivel a kit fenntartdsdnak koltségei alig nénének.
Ezt egy kis drcsokkentéssel lehetne megvaldsitani. A kit tulajdonosa
szamitdsokba kezd, és arra az eredményre jut, hogy ha csokkentené az
arat, és ezzel a mdsik kit vdsdrléinak a felét sikeriilne magdhoz csébitani,
akkor a jelenlegi 1 egységnyi nyeresége 4 egységnyire néne.

De felmeriil benne a kétely: mi torténik, ha a mdsik kit tulajdonosa
is ugyanigy gondolkozik, és 6 is csokkenti az drat? Ebben az esetben a
forgalma sem none, és kicsi nyeresége is eltlinne. Kovetkeztetése: nem
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érdemes engednie az drbél. De tovabbi szamitdsokra 0sztokéli az a kér-
dés, hogy mi torténik akkor, ha 6§ megtartja a mult havi arat, a masik
benzinkutas pedig csokkenti az drat. Arra az eredményre jut, hogy ha
ez torténik, akkor az 6 kitjanak a vesztesége 3 egység lenne (—3 egység
nyereség).

Kevéssel éjfél el6tt 1atja, hogy a szemkozti kutas gondterhelten ballag
a kutja felé, hona alatt egy kis tdblaval. Azt is latja, hogy az ellenér is
megjelent, aki éppen azt vizsgdlja, hogy mi a helyzet az drakkal éjfélkor.
Igy a két benzinkutas kiilon-kiilon kell hogy déntsén arrél, hogy kiteszi-
e az Uj tdblat az alacsonyabb érral, vagy otthagyja a régit. Tehét anélkiil
kell donteniiik az 4j arrél, hogy tudnék, mit tesz a konkurencia.

Megoldds. Feltéve, hogy a benzinkutasoknak nincs szandékukban
egymdssal kommunikdlni, a 14.1. tdbldzatban megadjuk a két, A és B
benzinkutas nyereségét a két tiszta stratégia alkalmazdsanak fiiggvényé-
ben.

A két benzinkutasnak 2-2 tiszta stratégidja van: az elsd stratégia
jelentse azt, hogy marad a régi ar és a mdsodik azt, hogy csokken az &r.

Mivel a benzinkutasok egymastél fliggetleniil dontenek, négy lehe-
t6ség van. Ezeket tartalmazza a mellékelt tablazat (a megfeleld kifizetési
fliggvényértékekkel egyiitt).

14.1. tablazat.
[ j=1 j=2
=2 | (4,-3)  (0,0)

A benzinkutasok nyereségmatrixaibél kiolvashatjuk a stratégidk le-
hetséges kombindcidit és a hozzétartozé kimeneteleket. Lathatd, hogy
nem konstans 0sszegfi a jaték, mivel a nyereségek 0sszege lehet 0, 1 vagy
2, az alkalmazott stratégiak fliggvényében.

A tdblézatbol kiolvashatjuk, hogy az i = 1, j = 1 stratégia dominadlja
az i = 2, j = 2 stratégidt, mivel az i = 1, j = 1 stratégidhoz tartozé kifi-
zetésfliggvény minden értéke nagyobb, mint az ¢ = 2, j = 2 stratégidhoz
tartozo kifizetésfiiggvény minden értéke. Ha mindegyikiik a dominélt
(arcsokkentés) stratégiat koveti, akkor mindegyik nyeresége csokken 1
pénzegységgel. Amennyiben mindkét benzinkutas a dominél6 stratégia
mellett dont, mindketten jobban jarnak, mert a nyereségiik nem csokken.

A kompetitiv stratégiat (csokken az ar, csokken az ar) stabil megol-
ddsnak, Nash-féle egyensilynak nevezziik.
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14.1. értelmezés. A jatékosok valamely stratégiavdlasztdsa egyen-
sulypont, ha egyik jatékos sem profitalhat abbdl, hogy egyoldalian meg-
véltoztatja a stratégidjat.

Ez azt jelenti, hogy a (0, 0) nyereséget eredményezs stratégiapar egy
egyensulypont, mivel ha barmelyik benzinkutas eltér ett6l, akkor a nye-
resége —3 pénzegység (veszteség).

A bal oldali 0 a legnagyobb érték az oszlopban, és a jobb oldali zérd
a legnagyobb érték a sordban. Viszont az (1, 1) nyereséget eredményezs
stratégiapdr nem egyensilypont, barmelyik benzinkutas 1-rél novelheti
a nyereségét, ha egy kicsit csokkenti a benzin arat (mindkét benzinkutas
elényre tehet szert a masik rovdséra).

Megjegyezziik, hogy a kompetitiv megoldds stabilitdsanak feltétele
az, hogy a versenytdrsak kozott ne legyen Osszejdtszds. Kiilonben, ha
megegyeznek — kooperdlnak abban, hogy egyikiik sem csokkenti a ben-
zin ardt —, akkor megmarad az 1, —1 egységnyi nyereségiik a vaséarlok
rovdsdra.

A benzinkutas-dilemma esetében a (0, 0) nyereséget biztosité straté-
gidt versengd stratégidnak nevezziik, mig az (1,1) nyereséget biztosité
stratégiat kooperativ stratégianak nevezziik. A benzinkutasok esetében
a kooperativ stratégia azt jelenti, hogy nem csokkentik a benzin arat és
mindketten nyernek a piac kézvetitésével.

A legésszeriibb cselekvési médozatok megtaldldsa jelenti a konflik-
tusos helyzetek megoldéasat.

Egy bonyolult konfliktusos helyzet megoldasdért kapta Harsédnyi Ja-
nos 1994-ben a kézgazdasagi Nobel-dijat, két kiemelkedd kutatéval, J. F.
Nash és R. Selten tuddésokkal megosztva.

A benzinkutasok 14.1. tdbldzatdban 1év6 nyereségmatrixot, a bimét-
rixot, felbonthatjuk két 2x2-es mdtrixra, az A jatékos matrixdra és a B
jatékos matrixdra.

14.2. tablazat. Az A jdtékos nyereségmadtrixa
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14.2. értelmezés. A bimatrixjitéknak az (i°, ;%) stratégiapar tiszta
egyensulyi pontja, ha a jatékosok kifizet6fiiggvényeire teljesiilnek a ko-
vetkez6 egyenl6tlenségek:

a(i, i) <a(i5°), Vie{1,2} és b(i%j) <b(i%4°), Vje{1,2}.
(14.1)

A benzinkutasok bimétrixdnak nincs egyensulyi pontja, mivel az (1)
feltétel egyik stratégiapédrra sem teljesiil. Példdul az (1,1) stratégiapdr
nem egyensulyi pont, mivel a;; < as; = 4. A (14.1) egyenlétlenségek azt
fejezik ki, hogy az (i°, j°) vdlasztds mindkét jatékos szdmadra elényos, ha
a mdsik ett6]l nem tér el.

Egyensulypont vélasztdsa mindkett6jiiknek maximalis kifizet6fiigg-
vény-értékeket biztosit, ha a masik jatékos is az egyenstlyi stratégiat
valasztja. Tulajdonképpen a bimétrix egyensilypontja a matrixjatékok
nyeregpontjat adja meg.

A nem bimétrixjatékban is a cél olyan egyensilyi helyzetek felku-
tatdsa, amelyektSl egyik jatékosnak sem érdemes eltérnie. Igy jutunk el
a tiszta vagy kevert nyeregpont dltaldnositdsaként a tiszta vagy kevert
egyensulypont fogalmdhoz.

A bimaétrixjatékok megolddsa mindenekel6tt az egyenstlyi pontok
megkeresését jelenti. Erre dltaldnos médszert nem ismeriink.

A 2x2-es bimatrixjatékok esetében, ha nincs tiszta egyensulyi pont,
akkor a kevert stratégidk kozott keresiink kevert egyensilyi pontot vagy
pontokat.

14.2. Bimatrixjatékok kevert egyensilypontjainak
meghatarozasa

Q21 QA922 b21 b22
matrixjatéknak az (i*,j*) stratégiapédr kevert egyensulyi pontja, ha a
nyereségfiiggvényekre teljestilnek a kovetkez6 egyenlétlenségek:

Ea(p,q")
EB (p*7 (D

A jaték értéke u = E, (p*,q*) és v = E (p*, ¢*).

14.3. értelmezés. Az A = @ Gz > és B = ( bir b > bi-

E4(p*,q"), Vpe[0,1], &
A(p",q"), Vpe[0,1], és (14.2)

NN
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Tetsz6leges (p, 1 — p) és (¢, 1 — q) stratégidk mellett az A és B jatéko-
sok nyereségfiiggvényei:

Ea(p,q)=pA-¢" =
= (a1 — @12 — ag1 + a92)p - q + (a15022)p + (a21 — A22)q + a2
Ep(p,q)=pB-q" =
= (b11 — b1z — b1 + ba2)p - ¢ + (b1b22)p + (D21 — b22)q + bos.
(14.3)
Mivel Ea(p,q*) = pEa(1l,q¢*) + (1 — p)EA(0,q¢") az Ea(p,q") <
E4(p*,q*) egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, minden p € [0,1]
esetén, ha teljesiil p = 1 és p = 0 esetén. Az F4(1,q*) < Ea(p*,q¢*)
egyenlGtlenség ekvivalens az ag* (1 — p*) — a (1 — p*) < 0 egyenlétlen-
séggel, mig az E4(0,q%) < Ea(p*, ¢*) egyenl6tlenség az ap*q* — ap* > 0
egyenlétlenséggel, ahol

Q=ay; — a2 —Gz1 + Q22 €8 @ = A2 — A12.

fgy az
—-p*) <0
(ag* —a)p >0

{ (ag” —a)(1

egyenletrendszerhez jutunk. Ennek a rendszernek a megoldésairél a ko-
vetkezéket dllithatjuk:

1. ha p* = 0, akkor minden (0, ¢*) megoldds, ahol ag* — a < 0;

2. ha p* = 1, akkor minden (1, ¢*) megoldds, ahol ag* —a > 0;

3. ha 0 < p* < 1, akkor csak a ¢* = z érték felel meg, tehat a

rendszernek ebben az esetben csak egy megolddsa van.

Hasonlé gondolatmenet alapjan Eg(p*,q) = ¢Ep(p*,1) + (1 —
q)Eg(p*,0) és igy elégséges az Fp(p*,1) < Eg(p*,q*), illetve E(p*,0) <
Ex(p*, ¢*) egyenl6tlenségekbdl alkotott rendszert megoldani. Ez a rend-

szer viszont
{ (Bp* = b) (1 —¢"
(Bp* —b)g* 20
alakban irhatd, ahol 8 = by; — byy — bay + by €S b = byy — by
Ennek a rendszernek a megoldésairél a kovetkezgket dllithatjuk:
1. ha ¢* = 0, akkor minden (0, p*) megoldés, ahol Sp* — b < 0;
2. ha ¢* = 1, akkor minden (1, p*) megoldas, ahol gp* — b > 0;
3. ha 0 < ¢* < 1, akkor csak a p* = % érték felel meg, tehat a
rendszernek ebben az esetben csak egy megolddsa van.

) <0
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Példa. Piaci verseny. Egy kis cég (A) nagy mennyiségii drut akar el-
adni egy masik nagy cég (B) altal uralt két piac valamelyikén. Ezért az A
cég rekldamhadjératot akar inditani valamelyik piacon, B pedig szintén
rekldmhadjarattal igyekszik megvédeni egyik piacat. Ha ugyanazon a pi-
acon folytatnak reklamhadjératot, akkor A veszit. Az els6 piacon dragabb
a rekldamhadjarat, de elnyerése kétszer nagyobb hasznot biztosit, mint a
masodik piac meghdéditdsa (2, illetve 1 egység). Az els6 piacért folytatott
harc elvesztése a kis cég szdmadra gyakorlatilag a tonkremenést jelenti
(legyen ez 10 egységgel értékelve), mig B szamadra az els6 piac megtarta-
sa 5 egység nyereséget jelent. Melyik piacon inditson rekldamhadjératot
az A, illetve a B cég?

Megoldds. A cégeknek 2-2 tiszta stratégidjuk van: 1. az els6 piacon
folytatni rekldémhadjaratot, 2. a masodik piacon folytatni reklamhadjara-
tot. Fizetési matrixaik a kovetkezok:

e

1 -1
a =0y — a2 =—1—-2=-3;
a=aj; —ai2 — Gz + a3 =—-10—2—-1—-1=—-14;
. Q 3
LT
5 -2
b= 1 ]

Az el6bbiek alapjan az egyetlen egyenstlyi pont p* (2,7) és ¢* (
A jaték értéke pedig:

(s (7 5)(1
\979 I i
_(2T\( 5 —2\(Z)\_1
(o) (50 (1) =5

Ezeket az értékeket a jaték tobbszori megismétlése esetén kapjuk.
Egyszeri jaték esetén azt a tiszta stratégidt kell valasztani, amely a kevert
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stratégidban nagyobb valésziniiséggel szerepel. Igy a masodik piacon
érdemes a cégeknek reklamhadjdratot folytatni. A jaték szigorian meg-
oldhat6 és igazsédgtalan a kis cég szdmadra.

Gyakorlatok.

1. Hatdrozzuk meg a kovetkezd maétrixjatékok értékét és optimaélis
stratégidit.

15 2 -3 1 0 0

M) 6 5 7 |, M) 0 1 0

-7 4 0 0O 0 1
0 1/3
Megoldds. v =5; (0, 1, 0), 1 M) (3, %, 3); 1/3
0 1/3

2. Hatarozzuk meg, hogy az aldbbi jatékok koziil melyik nyereg-
pontos és melyik igazsdgos. Abban az esetben, ha a jaték nyeregpontos,
keressiink mindkét jatékos szdmadra optimalis stratégiat.

a) b) c) d)
0 |2 510 3 |1 2 |15
-1|4 0|2 -4 10 —1a

Megoldds.

a) szigortan determindlt és igazsdgos, A jatssza az 1. sort, B jatssza
az 1. oszlopot;

b) nem szigorian determinélt;

c) szigortan determindlt, de nem igazséagos;

d) barmilyen a értékre a jaték szigorian determinélt, v = 2.
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s 2

14.4. tablazat. Normadlis eloszlds stirtiségfiiggvényének és eloszldsfiiggvényé-
nek értéktdbldzata

xT

p(z)

¢ (x)

p()

¢ (x)

p(z)

¢ (x)

0

0,3989

0,5

0,45

0,3605

0,6736

0,9

0,2661

0,8159

0,01

0,3989

0,504

0,46

0,3589

0,6772

0,91

0,2637

0,8186

0,02

0,3989

0,508

0,47

0,3572

0,6808

0,92

0,2613

0,8212

0,03

0,3988

0,512

0,48

0,3555

0,6844

0,93

0,2589

0,8238

0,04

0,3986

0,516

0,49

0,3538

0,6879

0,94

0,2565

0,8264

0,05

0,3984

0,5199

0,5

0,3521

0,6915

0,95

0,2541

0,8289

0,06

0,3982

0,5239

0,51

0,3503

0,695

0,96

0,2516

0,8315

0,07

0,398

0,5279

0,52

0,3485

0,6985

0,97

0,2492

0,834

0,08

0,3977

0,5319

0,53

0,3467

0,7019

0,98

0,2468

0,8365

0,09

0,3973

0,5359

0,54

0,3448

0,7054

0,99

0,2444

0,8389

0,1

0,397

0,5398

0,55

0,3429

0,7088

0,242

0,8413

0,11

0,3965

0,5438

0,56

0,341

0,7123

1,01

0,2396

0,8438

0,12

0,3961

0,5478

0,57

0,3391

0,7157

1,02

0,2371

0,8461

0,13

0,3956

0,5517

0,58

0,3372

0,719

1,03

0,2347

0,8485

0,14

0,3951

0,5557

0,59

0,3352

0,7224

1,04

0,2323

0,8508

— 0,15

0,3945

0,5596

0,6

0,3332

0,7257

1,05

0,2299

0,8531

0,16

0,3939

0,5636

0,61

0,3312

0,7291

1,06

0,2275

0,8554

0,17

0,3932

0,5675

0,62

0,3292

0,7324

1,07

0,2251

0,8577

0,18

0,3925

0,5714

0,63

0,3271

0,7357

1,08

0,2227

0,8599

0,19

0,3918

0,5753

0,64

0,3251

0,7389

1,09

0,2203

0,8621

0,2

0,391

0,5793

0,65

0,323

0,7422

1,1

0,2179

0,8643

0,21

0,3902

0,5832

0,66

0,3209

0,7454

1,11

0,2155

0,8665

0,22

0,3894

0,5871

0,67

0,3187

0,7486

1,12

0,2131

0,8686

0,23

0,3885

0,591

0,68

0,3166

0,7517

1,13

0,2107

0,8708

0,24

0,3876

0,5948

0,69

0,3144

0,7549

1,14

0,2083

0,8729

0,25

0,3867

0,5987

0,7

0,3123

0,758

1,15

0,2059

0,8749

0,26

0,3857

0,6026

0,71

0,3101

0,7611

1,16

0,2036

0,877

0,27

0,3847

0,6064

0,72

0,3079

0,7642

1,17

0,2012

0,879

0,28

0,3836

0,6103

0,73

0,3056

0,7673

1,18

0,1989

0,881

0,29

0,3825

0,6141

0,74

0,3034

0,7704

1,19

0,1965

0,883

0,3

0,3814

0,6179

0,75

0,3011

0,7734

1,2

0,1942

0,8849

0,31

0,3802

0,6217

0,76

0,2989

0,7764

1,21

0,1919

0,8869

0,32

0,379

0,6255

0,77

0,2966

0,7794

1,22

0,1895

0,8888

0,33

0,3778

0,6293

0,78

0,2943

0,7823

1,23

0,1872

0,8907
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x

p(x)

¢ ()

T

p(z)

¢ (x)

x

p(x)

¢ (x)

0,34

0,3765

0,6331

0,79

0,292

0,7852

1,24

0,1849

0,8925

0,35

0,3752

0,6368

0,8

0,2897

0,7881

1,25

0,1826

0,8944

0,36

0,3739

0,6406

0,81

0,2874

0,791

1,26

0,1804

0,8962

0,37

0,3725

0,6443

0,82

0,285

0,7939

1,27

0,1781

0,898

0,38

0,3712

0,648

0,83

0,2827

0,7967

1,28

0,1758

0,8997

0,39

0,3697

0,6517

0,84

0,2803

0,7995

1,29

0,1736

0,9015

0,4

0,3683

0,6554

0,85

0,278

0,8023

1,3

0,1714

0,9032

0,41

0,3668

0,6591

0,86

0,2756

0,8051

1,31

0,1691

0,9049

0,42

0,3653

0,6628

0,87

0,2732

0,8078

1,32

0,1669

0,9066

0,43

0,3637

0,6664

0,88

0,2709

0,8106

1,33

0,1647

0,9082

0,44

0,3621

0,67

0,89

0,2685

0,8133

1,34

0,1626

0,9099

1,35

0,1604

0,9115

1,86

0,0707

0,9686

2,37

0,0241

0,9911

1,36

0,1582

0,9131

1,87

0,0694

0,9693

2,38

0,0235

0,9913

1,37

0,1561

0,9147

1,88

0,0681

0,9699

2,39

0,0229

0,9916

1,38

0,1539

0,9162

1,89

0,0669

0,9706

2,4

0,0224

0,9918

1,39

0,1518

0,9177

1,9

0,0656

0,9713

2,41

0,0219

0,992

1,4

0,1497

0,9192

1,91

0,0644

0,9719

2,42

0,0213

0,9922

1,41

0,1476

0,9207

1,92

0,0632

0,9726

2,43

0,0208

0,9925

1,42

0,1456

0,9222

1,93

0,062

0,9732

2,44

0,0203

0,9927

1,43

0,1435

0,9236

1,94

0,0608

0,9738

2,45

0,0198

0,9929

1,44

0,1415

0,9251

1,95

0,0596

0,9744

2,46

0,0194

0,9931

1,45

0,1394

0,9265

1,96

0,0584

0,975

2,47

0,0189

0,9932

1,46

0,1374

0,9279

1,97

0,0573

0,9756

2,48

0,0184

0,9934

1,47

0,1354

0,9292

1,98

0,0562

0,9761

2,49

0,018

0,9936

1,48

0,1334

0,9306

1,99

0,0551

0,9767

2,5

0,0175

0,9938

1,49

0,1315

0,9319

2

0,054

0,9772

2,51

0,0171

0,994

1,5

0,1295

0,9332

2,01

0,0529

0,9778

2,52

0,0167

0,9941

1,51

0,1276

0,9345

2,02

0,0519

0,9783

2,63

0,0163

0,9943

1,62

0,1257

0,9357

2,03

0,0508

0,9788

2,64

0,0158

0,9945

1,53

0,1238

0,937

2,04

0,0498

0,9793

2,55

0,0154

0,9946

1,54

0,1219

0,9382

2,05

0,0488

0,9798

2,56

0,0151

0,9948

1,55

0,12

0,9394

2,06

0,0478

0,9803

2,67

0,0147

0,9949

1,56

0,1182

0,9406

2,07

0,0468

0,9808

2,68

0,0143

0,9951

1,57

0,1163

0,9418

2,08

0,0459

0,9812

2,59

0,0139

0,9952

1,58

0,1145

0,9429

2,09

0,0449

0,9817

2,6

0,0136

0,9953
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T [ 9@ [ 0@ [ 7 [ @) [ 0@ | 7 [ ¢ | o)
1,591 0,1127 | 0,9441 | 2,1 0,044 | 0,9821 | 2,61 | 0,0132 | 0,9955
1,6 | 0,1109 | 0,9452 | 2,11 | 0,0431 | 0,9826 | 2,62 | 0,0129 | 0,9956
1,61 | 0,1092 | 0,9463 | 2,12 | 0,0422 | 0,983 | 2,63 | 0,0126 | 0,9957
1,62 | 0,1074 | 0,9474 | 2,13 | 0,0413 | 0,9834 | 2,64 | 0,0122 | 0,9959
1,63 | 0,1057 | 0,9484 | 2,14 | 0,0404 | 0,9838 | 2,65 | 0,0119 | 0,996
1,64 | 0,104 | 0,9495 | 2,15 | 0,0396 | 0,9842 | 2,66 | 0,0116 | 0,9961
1,65 | 0,1023 | 0,9505 | 2,16 | 0,0387 | 0,9846 | 2,67 | 0,0113 | 0,9962
1,66 | 0,1006 | 0,9515 | 2,17 | 0,0379 | 0,985 | 2,68 | 0,011 | 0,9963
1,67 | 0,0989 | 0,9525 | 2,18 | 0,0371 | 0,9854 | 2,69 | 0,0107 | 0,9964
1,68 | 0,0973 | 0,9535 | 2,19 | 0,0363 | 0,9857 | 2,7 | 0,0104 | 0,9965
1,69 | 0,0957 | 0,9545 | 2,2 | 0,0355 | 0,9861 | 2,71 | 0,0101 | 0,9966
1,7 0,094 | 0,9554 | 2,21 | 0,0347 | 0,9864 | 2,72 | 0,0099 | 0,9967
1,71 | 0,0925 | 0,9564 | 2,22 | 0,0339 | 0,9868 | 2,73 | 0,0096 | 0,9968
1,72 | 0,0909 | 0,9573 | 2,23 | 0,0332 | 0,9871 | 2,74 | 0,0093 | 0,9969
1,73 | 0,0893 | 0,9582 | 2,24 | 0,0325 | 0,9875 | 2,75 | 0,0091 | 0,997
1,74 | 0,0878 | 0,9591 | 2,25 | 0,0317 | 0,9878 | 2,76 | 0,0088 | 0,9971
1,75 | 0,0863 | 0,9599 | 2,26 | 0,031 | 0,9881 | 2,77 | 0,0086 | 0,9972
1,76 | 0,0848 | 0,9608 | 2,27 | 0,0303 | 0,9884 | 2,78 | 0,0084 | 0,9973
1,77 | 0,0833 | 0,9616 | 2,28 | 0,0297 | 0,9887 | 2,79 | 0,0081 | 0,9974
1,78 | 0,0818 | 0,9625 | 2,29 | 0,029 0,989 2,8 | 0,0079 | 0,9974
1,79 | 0,0804 | 0,9633 | 2,3 | 0,0283 | 0,9893 | 2,81 | 0,0077 | 0,9975
1,8 0,079 | 0,9641 | 2,31 | 0,0277 | 0,9896 | 2,82 | 0,0075 | 0,9976
1,81 | 0,0775 | 0,9649 | 2,32 | 0,027 | 0,9898 | 2,83 | 0,0073 | 0,9977
1,82 | 0,0761 | 0,9656 | 2,33 | 0,0264 | 0,9901 | 2,84 | 0,0071 | 0,9977
1,83 | 0,0748 | 0,9664 | 2,34 | 0,0258 | 0,9904 | 2,85 | 0,0069 | 0,9978
1,84 | 0,0734 | 0,9671 | 2,35 | 0,0252 | 0,9906 | 2,86 | 0,0067 | 0,9979
1,851 0,0721 | 0,9678 | 2,36 | 0,0246 | 0,9909 | 2,87 | 0,0065 | 0,9979

2,88 | 0,0063 | 0,998 | 3,38 | 0,0013 | 0,9996 | 3,88 | 0,0002 | 0,9999
2,89 | 0,0061 | 0,9981 | 3,39 | 0,0013 | 0,9997 | 3,89 | 0,0002 | 0,9999
2,9 | 0,006 |0,9981| 3,4 | 0,0012 | 0,9997 | 3,9 | 0,0002 1

2,91 | 0,0058 | 0,9982 | 3,41 | 0,0012 | 0,9997 | 3,91 | 0,0002
2,92 | 0,0056 | 0,9982 | 3,42 | 0,0012 | 0,9997 | 3,92 | 0,0002
2,93 | 0,0055 | 0,9983 | 3,43 | 0,0011 | 0,9997 | 3,93 | 0,0002
2,94 | 0,0053 | 0,9984 | 3,44 | 0,0011 | 0,9997 | 3,94 | 0,0002
2,95 | 0,0051 | 0,9984 | 3,45 | 0,001 | 0,9997 | 3,95 | 0,0002

[HEN) YUY YUY YUY [JEEN
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x

p(x)

¢ ()

T

p(z)

¢ (x)

x

p(x)

—~~
&

2,96

0,005

0,9985

3,46

0,001

0,9997

3,96

0,0002

2,97

0,0048

0,9985

3,47

0,001

0,9997

3,97

0,0002

2,98

0,0047

0,9986

3,48

0,0009

0,9997

3,98

0,0001

2,99

0,0046

0,9986

3,49

0,0009

0,9998

3,99

0,0001

JEEN) RN JNURY I

3

0,0044

0,9987

3,5

0,0009

0,9998

3,01

0,0043

0,9987

3,51

0,0008

0,9998

3,02

0,0042

0,9987

3,52

0,0008

0,9998

3,03

0,004

0,9988

3,53

0,0008

0,9998

3,04

0,0039

0,9988

3,54

0,0008

0,9998

3,05

0,0038

0,9989

3,55

0,0007

0,9998

3,06

0,0037

0,9989

3,56

0,0007

0,9998

3,07

0,0036

0,9989

3,57

0,0007

0,9998

3,08

0,0035

0,999

3,58

0,0007

0,9998

3,09

0,0034

0,999

3,59

0,0006

0,9998

3,1

0,0033

0,999

3,6

0,0006

0,9998

3,11

0,0032

0,9991

3,61

0,0006

0,9998

3,12

0,0031

0,9991

3,62

0,0006

0,9999

3,13

0,003

0,9991

3,63

0,0005

0,9999

3,14

0,0029

0,9992

3,64

0,0005

0,9999

3,15

0,0028

0,9992

3,65

0,0005

0,9999

3,16

0,0027

0,9992

3,66

0,0005

0,9999

3,17

0,0026

0,9992

3,67

0,0005

0,9999

3,18

0,0025

0,9993

3,68

0,0005

0,9999

3,19

0,0025

0,9993

3,69

0,0004

0,9999

3,2

0,0024

0,9993

3,7

0,0004

0,9999

3,21

0,0023

0,9993

3,71

0,0004

0,9999

3,22

0,0022

0,9994

3,72

0,0004

0,9999

3,23

0,0022

0,9994

3,73

0,0004

0,9999

3,24

0,0021

0,9994

3,74

0,0004

0,9999

3,25

0,002

0,9994

3,75

0,0004

0,9999

3,26

0,002

0,9994

3,76

0,0003

0,9999

3,27

0,0019

0,9995

3,77

0,0003

0,9999

3,28

0,0018

0,9995

3,78

0,0003

0,9999

3,29

0,0018

0,9995

3,79

0,0003

0,9999

3,3

0,0017

0,9995

3,8

0,0003

0,9999

3,31

0,0017

0,9995

3,81

0,0003

0,9999
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T [ 9@ [ 0@ [ 7 [ @) [ 0@ | 7 [ ¢ | o)
3,32 | 0,0016 | 0,9995 | 3,82 | 0,0003 | 0,9999
3,33 | 0,0016 | 0,9996 | 3,83 | 0,0003 | 0,9999
3,34 | 0,0015 | 0,9996 | 3,84 | 0,0003 | 0,9999
3,35 | 0,0015 | 0,9996 | 3,85 | 0,0002 | 0,9999
3,36 | 0,0014 | 0,9996 | 3,86 | 0,0002 | 0,9999
3,37 | 0,0014 | 0,9996 | 3,87 | 0,0002 | 0,9999
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Gazdaségi foldrajz. Csikszereda, Csikszeredai Kar,
Gazdasdgtan Tanszék. 2002.

TOkEs BELA — DONATH-NAGY GABRIELLA
Kémiai el6addsok és laboratériumi gyakorlatok.
Marosvasérhely, Miiszaki és Humédn Tudoményok Kar,
Gépészmérnoki Tanszék. 2002.

IrRmMIAS, GEORGE
Notiuni de fonetica si fonologie. Csikszereda, Csikszeredai
Kar, Huméan Tudoméanyok Tanszék. 2002.

SzILAGYI JOZSEF
Mezégazdasdgi termékek druismerete. Csikszereda,
Cstkszeredai Kar, Gazdasdgtan Tanszék. 2002.

Nagy ImoLa KATALIN
A Practical Course in English. Marosvésarhely, Mtiszaki és
Humén Tudoményok Kar, Humdn Tudoményok
Tanszék. 2002.

BaLAzs Lajos
Folclor. Notiuni generale de folclor si poeticad populara.
Csikszereda, Csikszeredai Kar, Humdn Tudoményok
Tanszék. 2003.
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Popa-MULLER [zoLDA
Miiszaki rajz. Marosvdsarhely, Mtiszaki és Humdan
Tudoményok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

FoporeaTtaki LASzZLO — SZIGYARTO Linia — BARTHA CsABA
No6vénytani ismeretek. Kolozsvér, Természettudoményi
és Miivészeti Kar, Koérnyezettudoményi Tanszék. 2004.

MARcUS, ANDREI— SZANTO CsAaBA — TOTH LAszLO
Logika és halmazelmélet. Marosvdasdrhely, Mtiszaki és Human
Tudomdanyok Kar, Matematika—Informatika Tanszék. 2004.

Kakucs ANDRAS
Miiszaki hétan. Marosvasarhely, Mtiszaki és Humén
Tudomanyok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

BIRO BfLA
Drdamaelmélet. Csikszereda, Gazdasdgi és Humantudoményi
Kar, Humdntudoményi Tanszék. 2004.

BIrRO BfLa
Narratolégia. Csikszereda, Gazdasdgi és Humédntudomdanyi
Kar, Huméntudomdényi Tanszék. 2004.

MARKOS ZOLTAN
Anyagtechnolégia. Marosvasdrhely. Miiszaki és Humén
Tudoményok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

GRecu, VICTOR
Istoria limbii roméane. Csikszereda, Gazdasagi és
Huméntudomdnyi Kar, Humantudoményi Tanszék. 2004.

Varca IBoOLYA
Adatbézis-kezel6 rendszerek elméleti alapjai.
Marosvasarhely, Miiszaki és Humdntudomanyok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2004.

CsaP6 JANOS
Biokémia. Csikszereda, Mfiszaki és Tarsadalomtudoményi
Kar, Mtiszaki és Természettudomanyi Tanszék. 2004.
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Csar0 JANOS — CsaPONE Kiss ZSUZSANNA
Elelmiszer-kémia. Csikszereda, Miiszaki és
Tarsadalomtudomaényi Kar, Mtiszaki és Természettudomdanyi
Tanszék. 2004.

KATA1 ZOLTAN
Programozds C nyelven. Marosvasarhely, Mfiszaki és
Humdédntudomdnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2004.

WEszeLY TiBor
Analitikus geometria és differencidlgeometria.
Marosvésdrhely, Miiszaki és Humdntudomanyok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2005.

GYORFI JENG
A matematikai analizis elemei. Csikszereda, Gazdasag-
és Humdntudoményok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2005.

FinTA BiLa —Kiss ELEMER — BARTHA ZSOLT
Algebrai struktirdk feladatgy(ijtemény. Marosvdasdrhely,
Miszaki és Humantudomédnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2006.

ANTAL MARGIT
Fejlett programozdsi technikdk. Marosvasarhely, M{iszaki és
Humédntudomdanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2006.

CsaP6 JANOS — SALAMON RozALIA
Tejipari technolégia és min&ségellenérzés. Csikszereda,
Miiszaki és Tdrsadalomtudoményok Kar,
Elelmiszertudomanyi Tanszék. 2006.

OLAH-GAL ROBERT
Az informatika alapjai kozgazddsz- és mérnokhallgatéknak.
Csikszereda, Gazdasdg- és Humdntudoményok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2006.
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J6zoN MONIKA
Altaldnos jogelméleti és polgari jogi ismeretek. Csikszereda,
Gazdasag- 6s Humantudomanyok Kar, Uzleti Tudomanyok
Tanszék. 2007.

KATAl ZOLTAN
Algoritmusok feliilnézetb&l. Marosvdaséarhely, Mtiszaki és
Huméntudomdnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2007.

Csar6 JANOs — CsAPONE Kiss ZSUZSANNA — ALBERT CSILLA
Elelmiszer-fehérjék mingsitése. Csikszereda, Mtiszaki és
Tarsadalomtudomadnyi Kar, Elelmiszertudomdanyi

Tanszék. 2007.

AcostoN KaTALIN — DoMokos JézsEF — MARTON LGRINC
LirzékelSk és jelatalakiték. Laboratériumi dtmutatd.
Marosvésdrhely, Miiszaki és Humédntudoményok Kar,
Villamosmérnoki Tanszék. 2007.

SzAsz ROBERT
Komplex fliggvénytan. Marosvdsarhely, Mtiszaki és
Huméntudomdnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2007.

Kakucs ANDRAS
A végeselem-moddszer alapjai. Marosvdasdrhely, Miiszaki és
Huméntudoményok Kar, Gépészmérndki Tanszék. 2007.

ANTAL MARGIT
Objektumorientélt programozds. Marosvdsarhely, Mtiszaki és
Huméntudoményok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék, 2007.

Majpik KORNELIA — TONK SZENDE-AGNES
Biokémiai alkalmazasok. Kémiai laboratériumi jegyzet.
Kolozsvér, Természettudomanyi és M{ivészeti Kar,
Kornyezettudoményi Tanszék, 2007.

Désa ZoOLTAN
Tanulds, emlékezés, képzelet. Marosvdsarhely, Gazdasédg- és
Huméntudomanyok Kar, Uzleti Tudomanyok Tanszék. 2007.
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A PARTIUMI KERESZTENY EGYETEM JEGYZETEI

KovAcs ADALBERT
Alkalmazott matematika a kozgazdasdgtanban. Linedris
algebra. Nagyvarad, Alkalmazott Tudoméanyok Kar,
Ko6zgazdasdgtan Tanszék. 2002.

HorvATH GIZELLA
A vitatechnika alapjai. Nagyvarad, Bolcsészettudomanyi Kar,
Filozéfia Tanszék. 2002.

ANGI ISTVAN
Zeneesztétikai el6adédsok. I. Nagyvarad, Alkalmazott
Tudomdnyok Kar, Zenepedagdgiai Tanszék. 2003.

PETER GYORGY — KINTER TUNDE — PAjzos CsaBa
Makrodkonémia. Feladatok. Nagyvédrad, Alkalmazott
Tudomédnyok és Miivészetek Kar, Kézgazdasdgtan
Tanszék. 2003.

ANaI IsTVAN
Zeneesztétikai el6addsok. II. Nagyvdrad, Alkalmazott
Tudomadanyok Kar, Zenepedagégiai Tanszék. 2005.

Tonk MARTON
Bevezetés a kozépkori filozéfia torténetébe. Nagyvdrad,
Bolcsészettudomadnyi Kar, Filozéfiai Tanszék. 2005.
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Scientia Kiadé

400112 Kolozsvar (Cluj-Napoca)
Madtyés kirdly (Matei Corvin) u. 4. sz.
Tel./fax: +40-264-593694

E-mail: kpi@kpi.sapientia.ro

Korrektira:
Jancsik Pél

Miiszaki szerkesztés:
Miké Csilla, Lineart kft.

Tipografia:
Konczey Elemér

Késziilt a T3 Kiadé nyomdajaban

150 példdnyban xx nyomdai v terjedelemben
520085 Sepsiszentgyorgy (Sf. Gheorghe)
Sport u. 8/A, tel.: +40-267-351684

Felel6s vezets: Bacs Attila



