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Introducere

Teoria ecuatiilor integrale reprezinta un capitol important in ma-
tematica aplicata. Primele lucrari, avand ca tematica ecuatiile inte-
grale au aparut in secolul 19 si la inceputul secolului 20, avand ca
autori matematicieni renumiti ca Niels Abel (1802-1829), Augustin
Cauchy (1789-1857), Edouard Goursat (1858-1936), Maxime Bocher
(1867-1918), David Hilbert (1862-1943), Vito Volterra (1860-1940),
Ivar Fredholm (1866-1927), Emile Picard (1856-1941), Traian Lalescu
(1882-1929). Primele tratate din acest domeniu au aparut in anii
1910 (T. Lalescu 1911, M. Bocher 1912, D Hilbert 1912, V. Volterra
1913)(vezi LA. Rus [104]). In secolul 20 teoria ecuatiilor integrale a
avut o dezvoltare spectaculoasa, atat din perspectiva teoriilor mate-
matice care se pot aplica, cat si din punctul de vedere al aproximarii
efective a solutiilor. Principalele metode care se aplica la studiul

ecuatiilor integrale sunt:

1. metodele de punct fix (principiul contractiilor, teoreme de
punct fix de tip Schauder, Leray-Schauder);

2. metodele variationale (puncte critice, teoreme de tip moun-
tain pass);

3. metode iterative (metoda iteratiilor monotone, metode de
tip Newton);

4. metode numerice (metoda elementului finit, metoda elemen-

tului la frontiera, metoda colocatiei, metoda ondeletelor).
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4 Introducere

Pentru o introducere in studiul acestor metode mentionam cateva

lucrari fundamentale

1. T.A. Burton (][27]), R.P. Agarwal si D. O’Reagan ([5]), C.
Corduneanu ([34], [33] si [35]), V. Lakshmikantham ([67]),
M.A. Krasnoselskii ([63] si [62]), R. Precup ([91] si [79]);

2. A. Ambrosetti ([6]), D. Motreanu si V. Radulescu ([77]), R.
Precup ([91]);

3. V. Lakshmikantham ([66]), S. Heikkila si V. Lakshmikan-
tham ([54]), D. Pascali si S. Sburlan ([85]), R. Precup ([91]);

4. S. Prossdorf si B. Silbermann ([92]), Gh. Micula ([75]), D.
Trif ([86]), C.I. Gheorghiu ([43]), C.A. Brebbia ([22]).

precum si cartile fundamentale de analiza funtionala scrise de K.
Deimling ([38]), K. Yosida ([118]), E. Zeidler ([120]), H. Brezis
([23]), L. Kantorovitch ([61]). Pe parcursul acestei carti vom cita
foarte des si monografiile de baza in teoria punctelor fixe scrise de
I.A. Rus ([98], [105]), R.P. Agarwal, M. Mechan si D. O’Regan ([4]),
J. Dugundji si A. Granas ([41]).

O contributie importanta in dezvoltarea teoriei punctului fix i a
ecuatiilor integrale au avut-o i membrii seminarului de cercetare din
cadrul catedrei de ecuatii diferentiale, condus de prof. dr. Ioan A.
Rus. In cadrul acestui seminar au fost dezbitute mai multe prob-
lematici legate de teoria ecuatiilor integrale: Teoria punctului fix
in multimi ordonate, Elemente extremale si puncte fixe, Teoria me-
trica a punctului fix, Operatori Picard si slab Picard, Continuitate
si puncte fixe, Compactitate si puncte fixe, Convexitate si puncte
fixe, Teoria punctului fix in topologie algebrica si analiza globala,
Structuri de punct fix, Aplicatii ale teoriei punctului fix in studiul

ecuatiilor operatoriale, diferentiale, integrale si cu derivate partiale.
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In aceastd carte prezentam rezultatele obtinute de autor in timpul
pregatirii tezei de doctorat. Aceste rezultate se refera pe de o parte
la operatori Picard si operatori Picard pe fibre iar pe de alta parte

la ecuatii integrale mixte Fredholm-Volterra

(01) y(x) = flx) + / Ky (2, 5,(s); A)ds + / Ko, 5,y(s); N)ds,

in spatiul C([a,b], X), unde (X,|| -||) este un spatiu Banach si in
spatiul L%[a,b]. In spatiul C([a,b], X) studiem existenta si unici-
tatea, continuitatea in raport cu parametrul A, derivabilitatea in ra-
port cu parametrul A, atat in cazul nucleelor continue cat si in cazul
nucleelor slab singulare. In cazul liniar obtinem o dezvoltare in se-
rie dupa puterile lui A cu ajutorul nucleelor iterate si o reprezentare
pentru nucleul rezolvent. In spatiul L%[a, b] studiem continuitatea si
diferentiabilitatea operatorului solutie in raport cu parametrul . In
ambele spatii tratam si ecuatii cu argument modificat.

Cartea este structurata in 4 capitole dupa cum urmeaza:

Capitolul 1 este un capitol introductiv in care sunt prezentate
notiunile si teoremele de baza ce vor fi aplicate sau generalizate pe
parcursul celorlalte capitole. Primele trei paragrafe contin notatiile
si definitiile referitoare la L-spatii, operatorii Picard pe L-spatii si
operatori Picard pe spatii metrice generalizate. In al patrulea para-
graf este prezentata problematica operatorilor triunghiulari si teo-
rema contractiilor pe fibra, precum si generalizarea acestei teoreme
pentru y-contractii definite pe spatii metrice generalizate. Ultimul
paragraf este dedicat prezentarii unor teoreme de punct fix. Rezul-

tatele originale din acest capitol au fost publicate in lucrarea [11].
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In Capitolul 2 prezentim rezultatele legate de contractiile con-
vexe. Prima data definim girurile subconvexe (definitia 1.1 si 1.2) si
demonstram ca orice sir subconvex cu termeni pozitivi este conver-
gent (teorema 1.3). Aceste rezultate generalizeaza proprietati puse
in evidenta de D. Barbosu, M. Andronache in [24], de S.M. Soltuz
in [113] si de J. van de Lune in [68].

In al doilea paragraf definim contractiile convexe (definitia 2.1) si
demonstram ca orice contractie convexa pe un spatiu metric complet
este un operator Picard (teorema 2.1). O parte a acestei teoreme
a fost demonstrata de V. Istratescu in [57] folosind faptul ca orice
contractie convexa este o d-contractie, dar acolo nu s-a obtinut o
delimitare pentru distanta d(z,, z*), unde z,, este al n-lea termen al
sirului aproximatiilor succesive si z* este punctul fix.

In paragraful 3 definim contractiile convexe pe spatii metrice ge-
neralizate (definitia 3.1) i demonstram ca orice contractie convexa
generalizata, definita pe un spatiu metric generalizat complet, este
un operator Picard (teorema 5.3).

Paragraful 4 contine inegalitati de tip Gronwall. Mai precis, o
inegalitate abstracta (teorema 4.2), o teorema asupra convergentei
unei serii de tip Neumann (teorema 4.3), o inegalitate discreta (teo-
rema 4.6), o inegalitate mixta (teorema 4.8) gi doud inegalitati inte-
grale (teoremele 4.4 si 4.5), toate avand in spate un operator de tip
contractie convexa. Aceste inegalitati generalizeaza unele rezultate
obtinute de M. Zima in [121], B.G. Pachpatte in [81], de J.I. Wu si
G. Yang in [117] si de S.S. Dragomir in [40].
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In paragraful 5 extindem teorema contractiilor pe fibra, la cazul
contractiilor convexe pe fibra si prezentam o aplicatie a acestei teo-
reme. Teorema 5.3 generalizeaza teorema contractiilor pe fibra obti-
nuta de I.A. Rus in [103] si de M.A. Serban in [112].

Rezultatele originale din acest capitol au fost publicate in lucrarile
18], [12], [9] si [10]. A

Capitolul 3 este structurat pe 5 paragrafe. In primul paragraf
stabilim teoreme de existenta folosind teorema lui Schauder, teorema
Leray-Schauder gi teorema lui Krasnoselskii. Al doilea paragraf este
impartit in trei subparagrafe. In primul subparagraf stabilim teorema
de punct fix 2.1 care este un caz particular al teoremei lui Perov, apli-
cate pe un produs cartezian a doua spatii metrice, si folosind aceasta
teorema obtinem teorema de existenta si unicitate 2.2 pentru ecuatii
mixte de tip Fredholm-Volterra. Acest rezultat cuprinde conditii mai
exacte decat cele din lucrarile autorilor I Narosi ([78]), A. Petrusel
([87]), B.G. Pachpatte ([80]), D. Gou ([45]), V.M. Mamedov si Ja.
D. Musaev ([71]), I. Bihari ([21]), J. Kwapisz si M. Turo ([64] si
[65]), R.K. Nohel, J.A. Wong si J.S.W. Miller ([76]), si C. Cor-
duneanu ([33]). In al doilea subparagraf definim nucleele iterate si
stabilim proprietatile nucleelor rezolvente (teorema 2.3). Aceste re-
zultate sunt extinderi ale unor teoreme clasice referitoare la ecuatiile
integrale liniare (a se vedea cartea lui W. Pogorzelski [88]). In sub-
paragraful 3 studiem ecuatia mixta Fredholm-Volterra cu nuclee cu
singularitate slaba (definitia 2.1 gi teoremele 2.10, 2.11, 2.12). Aceste
rezultate extind proprietatile clasice la cazul ecuatiilor mixte cu sin-
gularitati slabe (a se vedea cartea lui D.V. Ionescu [56]).

Al treilea paragraf al acestui capitol contine rezultate de continu-

itate si derivabilitate pentru solutiile ecuatiilor Fredholm-Volterra.
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Toate proprietatile sunt demonstrate prin tehnica contractiilor pe
fibra.

In paragraful 4 stabilim teoreme de existenta si unicitate pentru
ecuatii Fredholm-Volterra cu argument modificat (avand o modificare
mixta) iar in ultimul paragraf demonstram teoreme de comparatie
pentru ecuatii Fredholm-Volterra.

Rezultatele originale din acest capitol au fost publicate in lucrarile
8] si [14].

Capitolul 4. In acest capitol am studiat continuitatea si di-
ferentiabilitatea operatorului solutie S : [A;,A\s] — L*(I) definit
prin S(A\)(t) = y*(t,\), unde y*(-,\) € L*(I) este unica solutie a
unei ecuatii mixte Fredholm-Volterra pe un interval I. Capitolul
este iImpartit in doua paragrafe; in primul paragraf este tratat cazul
ecuatiilor definite pe un interval marginit (cu sau fara modificare a
argumentului), iar in al doilea paragraf cazul ecuatiilor definite pe
semiaxa.

Prezenta carte se adreseaza tuturor acelora ce au preocupari (cu-
noasterea unor rezultate gi/sau obtinerea de rezultate noi) in dome-
niul Ecuatiilor integrale. Ea este utila si celor preocupati de mode-
larea matematica prin ecuatii integrale.

In final doresc si multumesc referentilor stiintifici prof. dr. Radu
Precup de la Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca, prof. dr.
Nicolae Lungu de la Universitatea Technica din Cluj-Napoca si prof.
dr. Viorel Radu de la Universitatea de Vest din Timigoara pentru
observatiile si sugestiile privind teza de doctorat si prof. dr. Ioan A.
Rus pentru sprijinul acordat in timpul pregatirii tezei de doctorat.

Cluj-Napoca Autorul

Octombrie 2005



CAPITOLUL 1

Preliminarii

In acest capitol amintim principalele notiuni si rezultate pe care le
vom folosi pe parcursul acestei carti. Majoritatea acestor proprietati

sunt cunoscute, de aceea omitem unele demonstratii.
1. L-spatii

DEFINITIA 1.1. Fie X o mulfime nevida,
s(X) = {(xn)nen| z, € X,n € N}
mulfimea girurilor de elemente din X, ¢(X) C s(X) si un operator
Lim : ¢(X) — X. Tripletul (X,c(X), Lim) este un L-spatiu daca
sunt indeplinite urmatoarele conditi:
1. Dacad z, = x,Vn € N, atunci (x,)nen € ¢(X) si

Lim((zp)nen) = ;
2. Daca (n)nen € ¢(X) s

Lim((zn)nen) = ,
atunci pentru orice subsir (xy,)ien avem (T, )ien € ¢(X) si

Lim((xy,)ien) = .

Elementele multimii ¢(X') sunt prin definitie girurile convergente
din X (in structura L-spatiului) si in loc de Lim((x,)nen) = @ scriem
T, — T pentru n — oo. In cazul in care nu se creazi nici o confuzie
folosim pentru L-spatiul (X, ¢(X), Lim) notatia (X, —).
Convergenta in L-spatii, de obicei, nu este topologica, deci in ge-
neral nu exista o topologie care sa genereze aceleasi siruri conver-
gente. Structura de L-spatiu a fost introdusa de M. Fréchet in 1906

9
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si s-a dovedit a fi cel mai abstract cadru in care se poate aplica
metoda aproximatiilor succesive. Exemple semnificative de L-spatii
se pot construi in multimi ordonate, spatii metrice, spatii metrice
generalizate, spatii 2-metrice etc. (a se vedea I. A. Rus [106]). Pen-
tru fixarea ideilor prezentam structurile de L-spatii folosite in cadrul

acestel lucrari.

EXEMPLUL 1.1. Daca (X,d) este un spatiu metric, c(X) este

multimea sirurilor convergente in topologia metricii, si operatorul
Lim : ¢(X) — X este definit prin

Lim((zp)nen) = lim z,,

unde limita din membrul drept este in topologia generata de metrica
d, atunci (X, c(X), Lim) este un L-spatiu.

DEFINITIA 1.2. Daca x = (x1,%9,...,2,) $1Y = (Y1,Y2, -, Yn)
sunt doua elemente din R™, atunci prin relafia v < y intelegem

Z; Sywl: ]_,’I'L.

DEFINITIA 1.3. Fie X o mulfime. Aplicatia d : X x X — R™ este
o metrica generalizata pe X daca satisface urmatoarele proprietati:
1. d(z,y) > 0 pentru orice x,y € X gi d(xz,y) = 0 daca si
numai daca r =y;
2. d(x,y) =d(y,x), Yo,y € X;
3. d(x,y) < d(z,z) + d(z,y), Ve,y,z € X (inegalitatile in R"
sunt definite conform definitiei 1.2).

Perechea (X, d) se numegte spatiu metric generalizat.

EXEMPLUL 1.2. Daca (X, d) este un spatiu metric generalizat cu

metrica in R", ¢(X) este multimea sirurilor convergente in topologia
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metricii i operatorul Lim : ¢(X) — X este definit prin
Lim((xp)nen) = lim z,,

unde limita din membrul drept este in topologia generata de metrica
d, atunci (X, c(X), Lim) este un L-spatiu.

In multe aplicatii intervin multimi dotate atat cu o convergenta
cat si cu o ordonare. Daca aceste doua structuri sunt compati-
bile, atunci vorbim de un L-spatiu ordonat. Astfel avem urmatoarea
definitie:

DEFINITIA 1.4. Daca (X, —) este un L-spatiu gi < o relafie de
ordine pe X, atunci tripletul (X, —, <) este un L-spatiu ordonat dacd

are loc implicatia:

*

[xngynvvnEN7 J,’n—)ZC*, yn_>y* pentrun—>oo] = ZE*<y

OBSERVATIA 1.1. Daca in exemplele 1.1 gi 1.2 se considera o
relatie de ordine compatibila cu structura de L-spatiu, atunci spatiile
X considerate devin L-spatii ordonate. Ca exemple concrete putem
considera spatiile C([a,b]) i C([a,b], R™) in care convergenta i relatia

de ordine sunt cele naturale.

2. Operatori Picard pe L-spatii

DEFINITIA 2.1. (I.A. Rus [106]) Fie (X,—) un L-spatiu. Ope-
ratorul T : X — X este un operator Picard daca
a) Fr ={z7};
b) T"(x) — ak pentrun — oo, Vo € X.

Aici s-a notat cu Fr mulfimea punctelor fixe ale operatorulut T, iar

prin T intelegem iterata a n-a a operatorulus T.
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Daca sirul aproximatiilor succesive converge pentru orice element

initial, dar limita nu este unica, atunci se spune ca operatorul 7" este
slab Picard.

DEFINITIA 2.2. (I.A. Rus [106]) Fie (X,—) un L-spatiu. Ope-
ratorul T' : X — X este un operator slab Picard daca Vxy € X exista

Too(x) € Fr cu proprietatea T"(x9) — Too(xg) pentru n — oo.

OBSERVATIA 2.1. Daca operatorul T este un operator slab Picard,

atunci i putem atasa operatorul T : X — X definit prin relafia

T°°(x) = lim T"(x).

n—o0
Pentru o tratare detaliata a proprietatilor operatorilor slab Picard
a se vedea I.A. Rus [106] si [99].
Cele mai semnificative clase de operatori Picard sunt caracteri-
zate prin intermediul teoremelor de punct fix. Astfel, din principiul
contractiilor rezulta ca orice contractie pe un spatiu metric complet

este operator Picard.

TEOREMA 2.1. (Principiul contractiilor [105]) Daca (X, d) este
un spatiu metric complet si exista 0 < L < 1 astfel incat operatorul
T : X — X satisface conditia

d(T(u), T(v)) < L-d(u,v), Yu,v € X,
atunci

(1) T are un punct fix unic u*.
(2) sirul aproximatiilor succesive u,y1 = T(u,),¥n € N este
convergent si are limita u* pentru orice uy € X;
(3) are loc inegalitatea
o
1—-L

d(up,u*) < ~d(uy,up), ¥n € N.
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In general folosind teoremele metrice care garanteaza convergenta
sirului de aproximatii succesive putem defini clase de operatori Picard

(respectiv slab Picard).

TEOREMA 2.2. (R. Kannan, [60]) Daca (X,d) este un spatiu

metric complet, T': X — X un operator cu proprietatea
(22)  d(T(z),T(y)) < ald(z,T(x)) + d(y. T(y))], V,y € X,

unde a € [0,1/2) este un numar fizat, atunci T este un operator
Picard.

DEMONSTRATIE. Daca x*,y* € Fp, atunci din conditia data de-
ducem d(z*,y*) < 0, deci z* = y*. Astfel multimea Fr are cel mult un
element. Daca xyp € X este un element arbitrar si y = T'(z), atunci
din inegalitatea data obtinem d(T'(xq),T?(xo)) < ad(wg, T(x0)) +
ad(T(xo), T?(xo)), deci d(T(xg),T?(x0)) < %d(xo, T(xp)). Cu

. a .
notatia a = ] obtinem

d(T" (o), T (20)) = d(T (T (wo)), T*(T" " (z0))) <
< ad(T™ Hag), T"(z0)) < --- < a"d(x0, T (0)).

Astfel
A(T™ (20), T () <
< d(T" (o), T (w0)) + - - + (TP (o), TP (1)) <

a(1 —aP)

< (@™ + ...+ " Yd(xg, T(20)) = o

d(xg, T(z0)).

Spatiul (X, d) fiind complet si (T"(zg))neny un sir fundamental

exista x* € X astfel incat lim 7"(xg) = z*. Din inegalitatea data

n—oo
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deducem

d(z*, T(x")) < d(z”, T"(x0)) + d(T"(0), T(2")) <
< d(z*, T™(z0)) + ad(T" (xo), T"(x0)) + ad(z*, T(z*)),

deci

d(z*, T(z")) < d(xz*, T"(x0)) +

1—a 1—a

d(Tn_l(ZL‘()), Tn(ZE()))

Trecand la limita cu n — oo, rezulta d(z*, T (z*)) <0, deci T'(z*) =
x*.  Am demonstrat ca sirul aproximatiilor succesive converge la
unicul punct fix pentru orice xqg € X, deci operatorul T" este un

operator Picard. [

TEOREMA 2.3. (L.B. Ciri¢-S. Reich-I.A. Rus, [94]) Fie (X,d)
un spatiu metric complet, T : X — X un operator pentru care existd
a,B,v € Ry, astfel incat o+ +v <1 g

(23)  d(T(2),T(y) < ed(z,y) + Bd(z,T(z)) +vd(y, T(y)),
Vr,y € X, atunci T este un operator Picard.

DEMONSTRATIE. Daca x*,y* € Fr, atunci din inegalitatea data
obtinem d(z*,y*) < ad(z*,y*), deci pentru d(z*, y*) # 0 ajungem la
contradictie. Astfel d(z*,y*) = 0 si |Fr| < 1. Aplicand inegalitatea
din enunt, pentru xy € X arbitrar si y = T'(x) obtinem

5 a+f
d(T'(x0), T"(x9)) < Ed(f’co’T(%))-

. . o+ . . . .
Folosind notatia a = 1 siun rationament inductiv deducem

d(T™(xg), T (20)) < a™d(z9, T(xp)). Din aceastd inegalitate rezulta

ca sirul (T"(xg))nen este fundamental, deci exista x* € X astfel incat
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lim 7" (xo) = z*. Pe de alta parte

d(z*,T(z")) <
<d(x*, T"(xg)) + d(T™(x0), T'(z")) < d(x*, T (x0))+
+ad(T™ Y (zo), 2%) + Bd(T™ (o), T (20)) + vd(x*, T (z*)),

deci
1
—f—id(Tn_l(.’Eo) CU*) + id(T"_l(xo) Tn(l’o))
1—~ ’ 1—~ ’
Pentru n — oo, obtinem d(z*,T'(z*)) < 0, deci T'(z*) = z* si opera-

torul 7" este un operator Picard. [ |

OBSERVATIA 2.2. Pentru a =0 gi 3 =~ din teorema 2.3 objnem

teorema 2.2.

TEOREMA 2.4. (M.G. Maia, [69]) Daca operatorul T : X — X
st metricile d, p : X x X — R definite pe multimea nevida X satisfac
conditiile

(i) (X, d) este un spatiu metric complet;
(ii) d(z,y) < p(z,y),Vz,y € X;
(iii) T: (X,d) — (X, d) este continuu;
(iv) T: (X, p

atunci operatorul T : (X, d) — (X, d) este un operator Picard.

)
) T
) T

,p) — (X, p) este contractie cu constanta a,

DEMONSTRATIE. Daca z*,y* € Frp, atunci din conditia (iv) de-
ducem p(x*, y*) < ap(x*,y*), deci pentru p(z*,y*) # 0 ajungem la o

contradictie. Astfel |Fr| < 1. Daca xy € X este un element arbitrar
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si y = T(x), atunci datorita conditiei (iv) sirul (7"(xg))nen este un
sir fundamental in (X, p) si are loc inegalitatea

aﬂ(l’oa T'(x0)).

n

Din conditia (i) rezultd d(T"(zo), T (x0)) < 1a_a,0(:vo,T(a:0)),

deci girul (T"(x¢))nen este fundamental in spatiul (X, d). Din conditia

n

p(T" (1), T (x0)) < =

(i) deducem existenta unui element z* € X cu proprietatea

lim 7T"(xy) = 2*. Folosind conditia (iii) obtinem T'( lim 7" (zy)) =

T(x*), deci lim T""(xo) = T(2*) si astfel T(2*) = x*. Astfel opera-

torul 1" este un operator Picard. [

TEOREMA 2.5. (L.B. Cirié, [31])Dacd (X,d) este un spatiu me-

tric complet, pentru operatorul T : X — X exista numerele a,b,c €

€ R, cu proprietatea a + 2b + 2¢ < 1 si
A(T(x), T(y)) < ad(x,y) + bld(e, T(x)) + d(y. T(y))]+
+eld(z, T(y)) + d(y, T'(x))], Va,y € X,
atunct T este un operator Picard.

DEMONSTRATIE. Daca x*,y* € Fr, atunci din inegalitatea data
obtinem d(z*,y*) < (a + 2¢)d(x*,y*), deci d(z*,y*) = 0. Astfel

obtinem |Fp| < 1. Daca z¢p € X s§i y = T'(xp), atunci rezulta ine-

b
galitatea d(T(x0), T?(xg)) < Clle—b—i_cd(xo,T(xo)). Folosind notatia
—-b—c
b
a = % si un rationament inductiv deducem
—b—c

d(T™(xo), T (20)) < a"d(xg, T(z0)).

Din aceasta inegalitate rezulta ca

AT (0), T (x0)) <
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deci girul (T™(z))nen este fundamental. Spatiul (X, d) fiind complet

exista z* € X astfel incat lim 7"(x¢) = z*. Din inegalitatea

d(z*,T(z")) < d(z*,T" (o)) + d(T"(x0), T(z*)) < d(z*,T"(x0))+
Had(T™ (z0), 2*) + bd(T" (z0), T"(20)) + d(z*, T'(x*))]+
+cld(T" (20), T(x*)) + d(z*, T™(20))]

pentru n — oo obtinem d(x*, T(x*)) < (b + ¢)d(x*,T(x*)), deci
d(xz*,T(2*)) = 0. De aici rezulta ca operatorul 7" este un operator

Picard. ]

COROLARUL 1.1. Daca (X, d) este un spatiu metric complet, opera-
torul T : X — X are proprietatea

d(T'(x), T(y) < ad(z,y) + bld(z,T(x)) + d(y,T(y))],Vz,y € X,
unde a,b € Ry st a+2b < 1, atuncit T este un operator Picard.

DEMONSTRATIE. Aplicam teorema 2.5 pentru ¢ = 0. ]

COROLARUL 1.2. Daca (X,d) este un spatiu metric complet i

operatorul T : X — X are proprietatea
d(T(x),T(y)) < cld(z, T(y)) +d(y, T(x))], Yo,y € X,
unde ¢ € [0,1/2), atunci T este un operator Picard.

DEMONSTRATIE. Aplicam teorema 2.5 pentru a = b = 0. ]

TEOREMA 2.6. (L.B. Cirié) Daci (X,d) este un spativ metric
complet si operatorii T, B : X — X satisfac condiia
d(T'(z), B(y)) < d(z,y) + Bld(z, T(z)) + d(y, B(y))]+
+yld(z, B(y)) + d(y, T(2))], Yo,y € X,
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unde o, 3,7 € Ry sunt numere fixate cu proprietatea a+20+2v < 1,

atunct operatorit T si B sunt operatort Picard.

DEMONSTRATIE. Pentru un element arbitrar o € X definim
sirul (2, )nen prin relatiile x; = T'(zg), v2 = B(x1), ..., %2, = B(2a,-1),

Zont1 = T(x2,). Din conditia data avem inegalitatiile:

(w1, 32) = d(T'(20), B(z1)) <
< ad(zg, 1) + Bld(xo, x1) + d(x1, 22)] + Y[d(20, 22) + d(21, 21)] <
< ad(xg, x1) + Bld(zo, x1) + d(21, )] + Y[d(20, 1) + d(21, 22)],

deci d(z1,x9) = (f +§ i 7d(az:o, 21). In mod analog deducem inegali-
— P07

tatea d(xq, x3) = T +g il ,Yd(asl, x9). Folosind notatia a = %ﬁﬂ

— P =7

printr-un rationament inductiv obtinem

(24) d($2n+1,$2n+2) S (Z2n+1d(l'0,$1), Vn € N,

(25) d([EQn, I2n+1) S a2”_1d(x1, 5(72), Vn - N,

deci d(zp, xpi1) < a"d(zg,x1), Vn > 0 si astfel

n

d(xm xn-i—p) < 1 .

ad(:vo,:cl).

Spatiul (X,d) fiind fundamental sirul (z,),en converge catre un e-

lement x* € X. Din egalitatatiile lim x9, = lim x9,,; = 2" si din

inegalitatiile

d(x*,T(z")) < d(x*, z9,) + d(x9,, T(x")) < d(z*, x9,) + ad(2,_1, ")
—|—ﬂ[d(l‘2n_1, xQn) + d(iL'*, T(:C*))] + ’Y[d($2n—17 T(&T*)) + d(.%‘*, .Can)],
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pentru n — oo deducem d(xz*,T(x*)) < (6 + v)d(z*,T(z*)), deci
d(z*,T(x*)) = 0. Demonstram ca z* este punct fix si pentru B.
d(z*, B(z") < d(z*, x9n41) + d(z2p41, B(z™) <
< d(z", von41) + ad(220, ) + Bld(Ton, T2pi1) + d(z”, B(z")]+
+7[d<x2na B(l'*) + d(:lj'*, x2n+1)]'
In cazul n — oo rezultd inegalitatea
d(z*, B(z")) < (8 +7)d(z", B(z")),
deci d(z*, B(z*)) = 0. Pe de alta parte daca z*,y* € Fr, atunci din
z* € F'g rezulta
d(x”,y*) = d(T(y*), B(z")) < ad(y”, 2")+
+Pld(y", T(y") + d(a™, B(«"))] +~1d(y", B(«")) + d(«", T(y"))],
deci d(y*, x*) < (a+27v)d(y*, x*) si astfel d(y*,2*) = 0. Daca z*, 2* €
Fg, atunci din * € Fr rezulta
d(z*,2") =d(T(z"), B(z")) < ad(z*, ")+
+[d(«", T(2")) +d(=%, B(z"))] + yld(«", B(z7)) + d(2", T(2"))],
deci d(z*,2*) < (a + 27v)d(z*,2*), si astfel d(z*,z*) = 0. De aici
rezulta ca Fr = Fp = {2*} . Pentru a arata ca operatorii B si T sunt
operatori Picard trebuie sa aratam ca sirul aproximatiilor succesive
converge catre unicul punct fix. Pentru acesta sa consideram un
sir de aproximatii succesive pentru operatorul B definit prin y, 1 =
B(yn), Yn > 0cuyy € X arbitrar. Aplicand inegalitatea data pentru
r = 2% y = y, si folosind inegalitatea d(yn, Yni1) < d(yn,z*) +
d(z*, Ynt1) obtinem

a+ 0B+

k <—

d(x*, yn),
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deci sirul (y,)nen converge citre x* pentru orice yo € X. In mod
analog se arata ca sirul z,11 = T'(2,), Vn > 0 converge la x* pentru

orice 2y € X, deci operatorii B si T sunt operatori Picard. [

OBSERVATIA 2.3. Teorema 2.5 este un caz particular al teoremesi

2.6 (se obtine din aceasta teorema pentru T = B).

Alte exemple de operatori Picard se pot pune in evidenta pornind
de la teoremele de punct fix obtinute de: Edelstein, J. Bryant, L.F.
Guseman, W.A. Kirk, B. Sims, S.B. Nadler, R.D. Nussbaum, F.A.
Potra, V. Ptak, L. Cirié, [LA. Rus, V. Berinde, M.A. Serban etc.
(pentru o lista mult mai ampla a se vedea I.A. Rus [98] si [106]).

3. Operatori Picard pe spatii metrice generalizate

Pentru a enunta generalizarea teoremei 2.1 la cazul spatiilor me-
trice cu metrica generalizata d : X x X — R", avem nevoie de

urmatoarea definitie:

DEFINITIA 3.1. ([105]) Matricea S € M,(R) este convergentd la
0 daca

lim S™ =0,,.

m—00

TEOREMA 3.1. Daca || : ||v R — R este 0o normd in ]Rn7 atunci
functia
|- llm : Mp(R) — R definita prin

[Alar = sup{[[S - zllo | [[z[ls = 1}, VS € Mn(R)

este o norma pe M, (R) si se spune ca aceastd norma este subordonata

normei || - |-

TEOREMA 3.2. ([105]) Daca S € M,(R), atunci urmdatoarele

afirmatit sunt echivalente:
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1. Matricea S este convergenta la 0.

2. Exista o norma matriciala in M, (R), subordonata unei norme
vectoriale din R™, pentru care ||S|| < 1.

3. Valorile proprii ale matricit S sunt in interiorul discului uni-
tate.

4. Matricea I, — S este nesingulara si
(I, —S) ' '=L+S+S*+8+ .. +8™+ ..

TEOREMA 3.3. (Teorema lui Perov; [105]) Daca (X, d) este un
spatiu metric generalizat complet (cud: X x X - R") siT : X — X

un operator cu proprietateq

(3.6) d(T(z), T(y)) < S-d(z, y), Vz,y € X,

unde S este o matrice convergenta catre zero, atunci

1) operatorul T are un punct fix unic x* € X;
2) sirul aprozimatiilor succesive xx1 = T(xg), Yk € N con-
verge catre x* pentru orice xg € X;

3) are loc inegalitatea
(3.7) d(xg, 2*) < S*- (I, — S)' -d(xg,21), Vk>D0.

Astfel, operatorii definiti pe spatii metrice generalizate i care

satisfac conditiile teoremei 3.3, sunt operatori Picard.

4. Operatori triunghiulari

DEFINITIA 4.1. (M.A. Serban [112]) Daca (X, dy), k = 0,p,

p > 1 sunt spatii metrice, atunci operatorilor

AkIXOX...XXk%Xk, kzm
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li se poate atasa operatorul triunghiular
B,: Xogx...xX,—= Xgx...xX,,
definit prin
(4.8) By(zo,...,zp) = (Ao(z0), A1(z0, 21), ..., Ap(x0, 21, . . ., Tp)).

Problema de baza referitoare la acesti operatori triunghiulari este

urmatoarea:

Problema 1.2.1: (I.LA. Rus [97]) Fie (X,d) si (Y,p) doua
spatii metrice si A: X x Y — X X Y operatorul triunghiu-
lar atasat operatorilor B : X — X i C : X XY — Y,
adica A(z,y) = (B(z),C(x,y)),Vz € X,y € Y. Problema
consta in stabilirea conditiilor necesare si suficiente asupra
operatorilor B gi C astfel incat A sa fie un operator (slab)
Picard.

Este necesar ca operatorii B gi A(z*,-) : Y — Y sa fie operatori
(slab) Picard, unde x* este punct fix pentru B. Pe de alta parte nici
conditia mai tare A(zg,:) : Y — Y operator (slab) Picard, pentru
orice zg € X nu garanteaza calitatea de operator (slab) Picard a
operatorului A. Astfel, in cazul general, obtinem urmatoarea proble-
ma:

Problema 1.2.2: (I.A. Rus [102]) Fie (X, dy), k =0,p, p >
1, spatii metrice si fie operatorii
A Xox ... x Xy — X, k=0,p.
Presupunem ca au loc urmatoarele conditii:
(i) operatorul Ay, este continuu in raport cu (xq, ..., Tx_1),
pentru orice z € X3, k = 1,p;
(ii) operatorii Ag, A (zo,...,Zr_1,), k = 1, p, sunt opera-
tori (slabi) Picard.
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Sa se stabileasca conditii suficiente pentru ca operatorul
B, dat de relatia (4.8) sa fie operator (slab) Picard.

Problemele 1.2.1. si 1.2.2. au fost formulate de I. A. Rus plecand

de la un rezultat obtinut de M. W. Hirsch si C.C. Pugh in [55].
Operatorii triunghiulari sunt utilizati in studiul continuitatii i al
derivabilitatii solutiilor, iar in aceste aplicatii calitatile operatorului
triunghiular sunt cruciale. Aceste probleme au fost studiate de I.A.
Rus ([102], [103]) si M.A. Serban ([110], [112] si [111]). In conti-
nuare prezentam unele rezultate in legatura cu problemele enuntate

si demonstram o extindere a acestora la ¢-contractii generalizate.

TEOREMA 4.1. (Teorema contractiilor pe fibra, 1. A. Rus [97])
Fie (X,d) un spativ metric, (Y,p) un spatiu metric complet gi
A X XY — X XY un operator astfel incat A(x,y) = (B(x),C(x,y)).

Presupunem ca au loc:
(i) AceC(X xY, X xXY);
(ii) B: X — X este un operator slab Picard;
(iii) ewista A €]0;1[ astfel incat:

p(C(%,g),C(LU,Z)) <A p(.ClZ,Z),
pentru orice x € X s1y,z €Y.

Atunci A este operator slab Picard. Mai mult, daca
C" (B*¥(x),-) (y) = y*(x), atunci A™(z,y) — (B>(x),y"(x)).

TEOREMA 4.2. (LLA. Rus [103] ) Fie (X, dk), k =0,p, p > 1,

spatii metrice. Consideram operatorii:
AkZXox...XXk—)Xk, k‘zw

Presupunem ca au loc:
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(i) (X, dy), k =1,p, sunt spatii metrice complete;
(ii) operatorul Ay este un operator (slab) Picard;
(ili) ewista oy €)0;1[ astfel incat operatorii Ax(zo,...,Tk—1,")
sunt ay—contractii, k = 1, p;
(iv) operatorul Ay, este continuu in raport cu (o, ..., Tp_1), pen-

tru orice x € Xy, k= 1,p.

Atunci operatorul B, = (Ao, ..., A,), definit de (4.8), este opera-
tor (slab) Picard. Mai mult, daca Ay este operator Picard si notam

cu

FAO = {ZL‘S} s FA1(SE(*),~) = {ZL‘*{} g ooy FAk(xo,.v-,xp—h‘) = {ZL‘;}
atunci

FBp = {(;UT,,.T*>}

Pentru a extinde aceasta teorema la o clasa mai larga de operatori,

avem nevoie de urmatoarele notiuni:

DEFINITIA 4.2. (ILA. Rus [105]) O functie ¢ : Ry — R, care

satisface conditiile:

(i)o ¢ este monoton crescatoare;

(ii)o (" (t)),en converge catre zero, pentru orice t € Ry ;

se numeste functie de comparatie.

DEFINITIA 4.3. ( LA. Rus [105]). O functie de comparatie con-
tinud care indeplineste, in plus, conditia lim;_..(t — ¢ (1)) = +o0, se

numeste functie de comparatie stricta.
DEFINITIA 4.4. (V. Berinde [20]). O funclie ¢ : R, — Ry se
numeste functie de (c)-comparatie daca:

()9 ¢ este monoton crescatoare;



4. Operatori triunghiulari 25

(ii)o exista ko € N, a €]0;1[ si o serie convergentd cu termeni
[e.e]

nenegativi, Y vy astfel incat:
k=1

P () < ag® (1) +
pentru orice t € Ry st k > k.

LEMA 4.1. (V. Berinde [20])

(a) Orice functie de comparatie este continud in zero;

(b) Orice functie de comparatie subaditiva este continud.

LEMA 4.2. (V. Berinde [20]). Dacd ¢ : Ry — Ry este o functie

de (c)-comparatie atunci:

(a) ¢ este functie de comparatie;

(b) ¢ (t) <t pentru orice t € Ry;

(c) ¢ este comﬁmua in zero;
)

(d) seria Z ©* (t) este convergentd pentru orice t € Ry;

(e) suma seriei s(t) = > oF(t) este monoton crescdtoare si

continud in zero;

(£) (™ (t)),en converge la zero cand t — oo.

LeEmMA 4.3. (M.A. Serban [111]) Fie o, € Ry, n € N, g
v : Ry — Ry astfel incat:
(i) o — 0 pentru n — oo;

(i) ¢ este o functie de (c)-comparatie.

Atunci sirul > " *(ay,) — 0 pentru n — oo.
k=0

DEMONSTRATIE. Descompunem suma in doua sume partiale:
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Sp, O ay).

k=

o

k=
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T
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+

Pentru prima suma partiala avem:

"H(max a,) = 0,

pentru n — oo, deoarece avem restul unei serii convergente, conform

Lemei 4.2, punctul (d). Pentru cea de a doua suma partiala avem:

n n

Z " (o) < Z " (max ay) < s(max ay).

< <
k=[%]+1 k=[%]+1 = =

Din continuitatea lui s in ¢ = 0, (conform Lemei 4.2, punctul (e)),

si din faptul ca max ay, — 0 pentru n — oo deducem ca si cea de a
sn

doua suma partiala tinde la 0 pentru n — oo. [

TEOREMA 4.3. (M.A. Serban [111]) Fie (X, dy), k = 0,p,

p > 1, spatit metrice. Consideram operatorii:
AkIX(]X...XXkHXk, k':m

Presupunem ca au loc:
(i) (Xk,dr), k =1,p, sunt spatii metrice complete;
(i) operatorul Ay este un operator (slab) Picard;
(iii) existd g : Ry — Ry o functie de (c)-comparatie subaditiva
astfel incat operatorii

Ap(mo, ..., w1, ") sunt @p—contractii, k = 1, p;
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(iv) operatorul Ay, este continuu in raport cu (xg, ..., Tp_1), pen-
tru orice xp € Xy, k= 1,p.
., Ap), definit de (4.8), este opera-

tor (slab) Picard. Mai mult, daca Ag este operator Picard si notam

Atunci operatorul B, = (A, ..

Clu

(4'9> FAO = {'TS}’ FAl IO {ZEI} ? FAk IO? T p 17 {x }
atuncs

Fg,={(a},...,2))}.

Aceasta proprietate se poate extinde pentru metrici generale, ge-
neralizand prima data notiunile i lemele necesare. In aceste leme am
notat cu K conul pozitiv al unui spatiu Banach ordonat cu norma

monotona.

DEFINITIA 4.5. (V. Berinde [20]) Functia ¢ : K — K este o
functie de comparatie daca
a) t1 <ty = @ (t1) <@ (t2) (p este crescatoare)
b) sirul (p"(t)),en converge catre O pentru orice t € K.

DEFINITIA 4.6. (V. Berinde [20]) Functia ¢ : K — K este o
functie de (c)-comparatie daca ¢ este crescatoare gi satisface urmd-
toarea proprietate:
exista numerele ko € Ii sta€R cul<a<1l1gioserie cu termeni

pozitivi, convergentd Y a astfel incat
k=1

" @) < a-||e"®)] + ar, VE > k.

DEFINITIA 4.7. (V. Berinde [20]) Daca (X,d) este un spatiu
K—metric si ¢ : K — K o functie de comparatie, atunci operatorul

A: X — X este p—contractie generalizata daca
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d(A(z), Aly)) < ¢ (d(z,y)),Vr,y € X.

LEMA 4.4. (V. Berinde [20]) Daca K este conul pozitiv al unui
spativ Banach ordonat cu norma monotona, si p : K — K este o
functie de (c¢)-comparatie, atunci au loc urmdatoarele proprietati:

a) p(t) <t pentru orice t € K;
b) ¢ este continud in 0;

oo
c) seria > ©(t) este convergentd pentru orice t € K ;
k=0

o0
d) functia s(t) := > @"(t) este crescitoare si continud in 0;
k=0
e) sirul (¢"(t)),en are limita 0 (cand n — oo) pentru orice
te K.

DEFINITIA 4.8. Daca K este conul pozitiv al unui spatiu Banach
ordonat, X este o multime st d : X x X — K satisface proprietatile:
L d(z,y) =0z =uy;
2. d(x,y) =d(y,x), Yz,y € X,
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), Vz,y,z € X,

atunci spunem ca (X, d) este un spativ metric cu metrica in K.

OBSERVATIA 4.1. Daca (X,d) este un spatiu metric generalizat
cu metrica in K (d: X x X — K ), unde K este conul pozitiv al unui
spativ Banach ordonat cu norma monotona, atunci vom spune ca X

este un spatiu K-metric. In aplicatii folosim K = RI.
LemA 4.5. (Sz. Andrds [11]) Daca ¢ : K — K este o functie
de (c)-comparatie si (o), cn este un sir de elemente din K, cu pro-

prietatea lim o, = 0, atunci lim > ¢"*(ay) = 0.

DEMONSTRATIE. Descompunem suma dupa cum urmeaza:
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D" (ak) =

" [%]

Din punctul ¢) al lemei 4.4 deducem ca pentru orice ¢ > 0

7'L

exista n(e) astfel incat Z ©"*(B) < £ pentru n > n(e), unde

B =max{ay |0<Ek}. Pe de alta parte daca

fyn_maxiaﬂgg] +1<k<n
atunci lim v, = 0, deci din lema 4.4 punctul d) rezulta ca exista m(e)

n—oo

cu proprietatea s(v,) < 5,¥n > m(e). Din aceste relatii obtinem:

daca n > max {n(e),m(e)}. [

LEMA 4.6. (Sz. Andrds [11]) Fie (X,d) un spativ K—metric,
¢ : K — K o functie de (c¢)-comparatie subaditiva si A, A, : X — X
operatori cu proprietatile:
a) sirul (An),cn converge punctual catre A;
b) A, si A sunt o—-contractii generalizate pentru orice n € N
(in sensul definitiei 4.7);
atunci girul (A, o Ap—1 0 ...0 Ay o Ag) () converge catre unicul punct

fix al operatorului A.

DEMONSTRATIE. Daca notam cu x* unicul punct fix al opera-

torului A, atunci avem urmatoarele inegalitati:

d((Ap,0A,_10...0A4)) (z),z") <
d((Apo0A,_10..0A4)(z), (A 0A,_10..0A)(z"))+
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Fd ((An o Ay_10...0 Ag) (z%), Ap(z")) + d (An(27),27) <
" (d(@, %))+
o (d((An-10...0 Ag) (z7),27)) + d (A (z"),2") <
" (d(x,2%)) + d (An(27), %) +
o (d((An-10...0 Ag) (z7), Ap—1(2") + d (Ap—1(27),27))) <
< " Hd(z,27) + @ (d((An-i 0 ... 0 Ag) (), Apr(27))) +
o (d(An-1(27),27)) + d (Ap(z"),2") <
< " Hd(z,27) + * (d ((An—z 0 ... 0 Ag) (z¥),27)) +
o (d(Ap_q(z*),x%)) + d (Ap(x*), z*) .

Folosind metoda inductiei matematice putem demonstra:
d((A,0 A, 10..0A)(z),z") <
n+1
" d(w, 2%) + 30 "M (A (2),2)).

=1
Daca ay := d(Ag(z*),z*) pentru orice £ € N, atunci datorita
lemei precedente avem:
lim (A,0A,—10...04)) () =2x" [ ]

LeEMA 4.7. (Sz. Andrds [11]) Fie (X,d) un spatiu K;—metric
si (Y,p) un spativ K—metric, unde K gi Ki sunt conuri pozitive
in doua spatii Banach ordonate st cu normele monotone, ¢ : K —
K o functie de (c)-comparatie, x,,z* € X pentru orice n € N si

T:X XY —Y un operator. Daca

)

) @ este subaditiv;

c) operatorul T(-,y) : X — Y este continuu pentru oricey € Y;
) operatorul T(x,-) : Y — Y este o p—-contractie generalizata

pentru orice x € X;

e) (Y, p) este un spatiu K—metric complet;
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atunct $irul Yp1 =T (T, Yn) , Y1 = Yy converge catre unicul punct
fix al operatorului T (z*,-) 1Y =Y, Vy €Y.

DEMONSTRATIE. In lema 4.6 considerdm operatorii 4, : Y — Y,
An(y) = f(zny) st AY =Y, A(y) = f(2%,y) - u

Folosind aceste leme demonstram principalul rezultat din acest
paragraf, care este o extindere a teoremei 3.2.1. din [112] (M.A.
Serban) si ne va permite sa folosim technica operatorilor Picard
pe fibre in cazul unor sisteme de ecuatii integrale mixte Fredholm-

Volterra.

TEOREMA 4.4. (Sz. Andrds [11]) Fie (X, d;) spatii K;—metrice
complete pentru j = 1,p, si (Xo,do) un spatiuv Ko—metric, unde
K;,j = 0,p sunt conurile pozitive ale unor spatii Banach ordonate,
fiecare avand norma monotond in raport cu ordonarea. Dacd opera-
toris Ay, Xo x X1 X ... x X, — X3, k =0, p satisfac conditiile:

a) operatorul Aqy este (slab) Picard;

b) ewista functiile de (c)-comparatie subaditive p; : K; — K;
astfel incat operatorii A; (xo, %1, ...,xj-1,-) : X; — X, sa fie
pj—contractit pentru j = 1,p;

c) operatorul A; este continuu in raport cu (zo, 1, ..., x;_1) pen-
tru orice x; € X; i j = 1,p;

atunci operatorul triunghiular B, = (Ao, A, ..., Ap_1, A,) este (slab)
Picard. Mai mult, daca Ay este un operator Picard, si Fa, = {x{},
Fay@ey =121} Fay(gat,mt 1) = {m;}, atunci

Fp, = {(a:(’j,x*{, ...,x;_l,x*)} .

DEMONSTRATIE. Demonstram teorema enuntata prin metoda in-

ductiei matematice. Pentru p = 1 consideram elementele arbitrare
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xo € Xp si x1 € X;. Construim girul de aproximatii succesive pentru

operatorul By = (Ag, A;) prin relatiile:
($6L+1, $?+1) =B ($8> 1'711) = (AO('IS) ,Ag (‘7387 37711))

Din aceasta constructie rezulta ca xzj — zj (deoarece Ay este
un operator (slab) Picard) si 71" = A; (2, 27) , deci conditiile lemei
4.7 sunt satisfacute. Astfel 7 — 7, unde x7 este unicul punct fix
al operatorului A; (xf,-) : X1 — Xj. De aici rezulta ca operato-
rul By = (Ao, A1) este un operator (slab) Picard. Pentru a doua
parte a inductiei observam ca Byi1 = (Bg, Ari1) si operatorii By
respectiv Ay 1 satisfac conditiile cazului p = 1 datorita ipotezei in-
ductive, deci conform principiului inductiei matematice demonstratia

este completa. [ |

OBSERVATIA 4.2. Dacd K; = R, pentru j = 0,p, oblinem teo-
rema 4.3, iar in cazul p =1, Ky = R, K; =R}, ¢ : R? — R cu
e1(t) = Q - t, unde Q este o matrice convergentd catre 0, obtinem
teorema 5.1. Aceasta teorema permite sa folosim aceeasi technica si

in cazul sistemelor de ecuatit integrale.

In incheierea acestui paragraf prezentam o aplicatie a teoremei

precedente la studiul sistemului de ecuatii integrale:

(4.10) x(t) =g(t) + \- /K(t, s,x(s))ds t€ [a,b]

unde g € C ([a,b], R"), K € C([a, b] X [a, b] x R™, R") si functia
necunoscuta este o functie cu valori vectoriale = € C ([a, b], R™). In

spatiul C ([a,b], R™) consideram norma Cebisev definita prin relatia
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1]l 1
T x
||| = I2lloc , pentru orice x = *lec (la,b], R"), unde
[E i Tn
|zel] = m[aif] |z (t)]. Cu aceasta norma spatiul C ([a,b], R™) este un
t€la,

spatiu Banach.

TEOREMA 4.5. (Sz. Andrds [11]) Daca
a) g€ C([ab],R"), K€ C(a,bd]x][a, b] x R*, R");
b) ezista o functie @q : [a,b] x R} — R} astfel incdt
K, s, u) = K(t, s, 0)l, < @ols, [lu—vl)
pentru orice u, v € R™ si t € [a,b], unde ||-]|, : R* — R%

este norma definita de relatia

|| Uy
|us| Uz

ull,, = VYu = e R™;
|Un| Un

b
¢) functia ¢ : R? — R definitd de o(w) = Ao - [ @o(s, w)ds

este o functie de (c)-comparatie,

1) ecuatia 4.10 are o solutie unica x*(-,\) in C([a,b], R"),
pentru orice X € [—Xg, \o] ;
2) pentru orice element xo € C ([a,b], R") sirul (x,,), .y definit

de relatia
b
Tapi(t) = g(t) + X [ K(t,5,7,(s))ds, t € [a,D]

converge uniform catre x*, pentru orice X € [—Xo, Ao ;
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3) are loc inegalitatea

[ = 2| < s ([l = o]},

unde s(w) := Y o*(w);
k=0
4)  functia x* : [a,b] X [=Xo, Ao] — R este continua
5) dacda K(t, s, -) € C*(R) pentru orice t,s € [a,b] , atunci

z*(t,) € CH([= X, No]) , VE € [a,b].
DEMONSTRATIE. Consideram spatiul Banach
X = (C([a,0] X [=Xo, Ao], R"), [I-]])

si operatorul Ay : X — X, definit prin relatia

Ao(x)(t,N) = g(t) + - JIZK(t, s, x(s,\))ds,Vt € [a, b] si
A € [=o; Aol

Datorita conditiilor b) si ¢) operatorul Ay este o p—contractie, deci
aplicand teorema 2.2.1. din [20] (V. Berinde) obtinem 1)-4). Pentru
a demonstra 5) consideram operatorul A; : X x X — X definit prin
relatia

b

Ay (2, ) (5 A) = /K(t,s,x(s,k))ds—i—)\-/ KL, zj(s’A))-y(s,A)ds.

a

Datorita conditiilor b) si c¢) obtinem
[ (2, 1) = As(z, y2) || < e(llyr — gl]),

deci teorema 4.4 implica convergenta uniforma a sirurilor

b
Tnr1(t,A) = g(t) + A+ [ K(t,5,2,(s,A))ds si

b b
yn-l—l(t?/\) = fK<t73axn(8a )\))dS +A- f %W ’ y(s, )‘)ds
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o . o A oz :

catre x*, respectiv y*. Pe de alta parte luand y; = &, obtinem

Yn = %i/\", pentru orice n € R, deci teorema lui Weierstrass implica
. . < Ot . sovgss Oz«

existenta derivatei - si a egalitatii 5 = y”. ]

5. Teoreme de punct fix

5.1. Teorema de punct fix a lui Schauder. Aceasta teorema
este generalizarea teoremei lui Brouwer pentru spatii infinit dimen-

sionale.

DEFINITIA 5.1. ([89]) Daca X, Y sunt spatii Banach si T : D C

X — Y atunci vom spune ca

a) operatorul T este marginit daca transforma mulfimile mar-
ginite in mul{imi marginite;

b) operatorul T' este compact daca transforma multimile mar-
ginite in multime relativ compacte;

c) operatorul T este complet continuu dacd este continuu i
compact;

d) operatorul T este de rang finit daca T'(D) este inclus intr-un

spatiu finit dimensional.

TEOREMA 5.1. ([91])
a) Daca operatorii Ty, : D — Y, D C X, k € N\{0} sunt
complet continut si T : D — Y satisface conditia

(5.11) T(u) = lim Ty(u)

k—o0

unde convergenta este uniforma pe orice submulfime margi-
nita a lur D, atunci T este complet continuu.
b) Daca D C X este o submultime marginita si inchisa i

T :D —Y este un operator complet continuu, atunci exista
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un gir de operatori complet continui de rang finit'Ty, : D —'Y
astfel incat

T(u) = klim Ty (u)
uniform pe D si Ty(D) C conv(T(D)), Vk > 1.

DEMONSTRATIE. a) Demonstram ca 7 este continuu in orice

punct ug € D. Din inegalitatea
1T'(u) = T(uo)lly < T(w) = Te(w)lly + [[Ti(w) = Te(uo)|ly+

|7k (uo) = T'(uo)lly,

relatia (5.11) si continuitatea lui 7} obtinem pentru orice € > 0 un
k(e) € N astfel incat

1T (w) — Tp(w)|]y < % Vu € By (up), Yk > k(o)
si pentru un k > k() exista § > 0 astfel incat
| T (w) — Ti(ug)|| < %, daca u € Bs(uy).
Alegand § = min(r, §) am obtinut
1T (u) = T(uo)lly <&, Vu € Bs(uo),

deci T este continuu. Fie M C D o submultime marginita. Ty (M)
este relativ compacta si T'(M) este limita uniforma a lui Tj(M) cand
k — oo. De aici rezulta ca T'(M) este relativ compacta, deci opera-
torul este complet continuu.

b) T fiind complet continuu 7'(D) este relativ compacta si astfel
pentru orice € > 0 exista o e-retea finita, deci exista elementele

v; € T(D), j =1, m. astfel incat T'(D) C Ugl B.(v;).
‘]:

Consideram o partitie a unitatii subordonata acestei acoperiri, deci
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functiile ¢; € C(T(D); [0,1]) cu suppy; C Be(v;) 5 3. 05(v) = 1,
=1

- J

Vv € T(D) si definim operatorul 7. : D — Y cu relatia
T-(u) = Zgoj(T(u)) -v;, YueD.
j=1

Din definitia lui 7. rezulta ca T. este un operator continuu de rang

finit si avem relatiile

1T () = Te(u)lly = <

> e (@) ) )

<Y e TNITE —vlly <2+ 3 ey(T) = =

Estimarea are loc pentru orice u € D, deci T'(u) = liH(l) T:(u) uniform
e—

pentru u € D. [

TEOREMA 5.2. (Teorema lui Schauder; [91]) Fie X un spatiu
Banach, K C X o submultime nevida, compacta si convexa. Daca
T : K — K este un operator continuu, atunci T are cel pufin un

punct fix.

DEMONSTRATIE. T este complet continuu (K — compact), deci
exista operatorii complet continui cu rang finit 7; : K — K astfel
incat T'(u) = 113)1O Tj(w) uniform pe K. Daca X este subspatiul finit
dimensional iIJl care se scufunda 7;(K), atunci 7; : KNX; — KNX;
si din teorema lui Brouwer rezulta ca exista u; € K N X; astfel incat
uj = Tj(u;). K fiind compact, sirul (u;);>1 are un subsir convergent

la un element u € K, deci avem

u=lim u; = lim T}(u;) = T'(u).
j—00 j—o0
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TEOREMA 5.3. (Lema lui Mazur; [91]) Daca X este un spatiu Ba-
nach 1Y C X este o submulfime relativ compacta, atunci inchiderea

convezra a lui 'Y este o submulfime relativ compacta.

DEMONSTRATIE. Y fiind relativ compacta pentru orice ¢ > 0

exista o e-retea finita, deci exista wy, us, ..., u,, € X astfel incat
m
Y | JB-(w).
i=1

Daca R = conv{uy,us, ..., uy,} atunci pentru orice u € convY avem
n
u = E Ajl)j
j=1

cuv; EY, N\ >0,7=1,nsi Z Aj = 1. Dar pentru fiecare v; exista

u;, € {uy, Us, . .., un} astfel 1ncat |v; — g, || < e, deci

|u—2)\uzj|—||z>\ — )| <

n
<Y Njllv —ugll <e.
j=1

Astfel R este o e-retea pentru convY. Pe de alta parte R este inclus
in subspatiul finit dimensional generat de wy, us, ..., u,, siin X, deci
R este o e-retea relativ compacta pentru conv Y si de aici rezulta ca

multimea conv Y este relativ compacta. ]

TEOREMA 5.4. (Schauder; [91]) Daca X este un spatiu Banach,
D C X o submultime nevida, marginita, inchisa $. convera iar
T : D — D un operator complet continuu, atunci T are cel putin

un punct fix.
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DEMONSTRATIE. T este complet continuu, deci T'(D) este rela-
tiv compacta i astfel convl'(D) este o multime nevida compacta
si convexa. Din T'(D) C D rezulta convT(D) C convD = D si
convl (D) C D = D, deci operatorul

T :convT (D) — convT (D), T(u)=T(u)

este un operator complet continuu. Din teorema lui Schauder rezulta
ca existd u € convl (D) C D astfel incat T(u) = u, deci T(u) =
Uu. |

5.2. Teorema lui Ménch. In aceasti teoremi conditia de com-
pactitate a operatorului este inlocuita cu o altd conditie (numita

conditia lui Moénch).

TEOREMA 5.5. ([4]) Fie Q o submultime deschisa gi convezrd a
spativlui Banach X st xg € Q un element fizat. Daca operatorul
continuu T : Q — Q satisface conditia:

C C Q numdrabild $i C C conv({xe} UT(C)) implica C relativ
compactda,

atunci T are cel putin un punct fiz in Q.
DEMONSTRATIE. Construim multimile
Dy ={zo}, D,=conv({zo} UT(D,_1)), VYn>1.

Imaginea unei multimi compacte printr-o functie continua este com-
pacta i din lema lui Mazur deducem (inductiv) ca multimile D,, sunt

relativ compacte. Din constructia acestor multimi rezulta ca

Dy,CD CDyC...CD, ,CD,C...CQ.
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Multimile D,, sunt separabile, deci exista multimile numarabile C,

cu proprietatea C,, = D,,, ¥n > 0. Consideram multimile

D:GDn si C= GC”'
n=0 n=0

Avem
D= U D, = U conv({zo} UT(D,_1)) = conv({zo} UT(D))

p=Un=Un-=Ua-=-Ue-0c
n=0 n=0 n=0 n=0

(U D_nC U Dn §iDnCD_n>,deci
n=0 n=0

C C C =D =conv({zo} UT(D)) = conv({zo} UT(D)) =

= conv({zo} UT(C)) = conv({ze} UT(C))

(deoarece T(D)U{z} C T(D)U{zo} € T(D) U {z0} C conv(T(D)U
{x0}) si astfel conv(T (D) U {x0}) = conv(T(D) U {zo})).

Din conditia teoremei si faptul ca C' este o multime numarabila (re-
uniunea numarabild a unor multimi numarabile) rezults ca C este

compactd, deci si D este o multime compacti. Din egalitatea
D =conv({zo} UT(D))

deducem T'(D) C D, deci putem aplica teorema lui Schauder pentru

operatorul T : D — D. [

TEOREMA 5.6. (Teorema lui Ménch; [4]) Fie Y o submulfime
inchisa si convexa a spatiului Banach X si xg € Y un element fixat.

Daca operatorul continuu T :Y — 'Y satisface proprietatea
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Z CY numdrabila g1 Z C conv({xo} UT(Z)) implica Z relativ
compacta,

atunci T are cel putin un punct fiz in Y.

DEMONSTRATIE. Aceeasi constructie ca gi in teorema precedenta.

5.3. Alternativa Leray-Schauder. In teoremele de tip Leray-
Schauder existenta unei multimi invariante este inlocuita cu o conditie

pe frontiera domeniului de definitie.

TEOREMA 5.7. ([4]) Fie X un spatiu Banach, Y o submulfime
tnchisa si convexra, Z o submulfime deschisa a lui Y st p € Z un
element fizat. Dacd T : Z — Y este un operator complet continuu,
atunci

1. T are cel putin un punct fix in Z, sau
2. existauw € 0Z si A € (0,1) astfel incat

u=AT(u)+ (1 —X)p.

DEMONSTRATIE. Presupunem ca nu are loc 2. si demonstram ca

are loc 1. Daca
u# AT (u)+ (1= N)p, YuedU, VA€ |[0,1]
atunci consideram multimea
A={zeUlz=tT(z)+(1—t)pcute0,1]}.

A # () deoarece p € A. Din continuitatea lui T rezulta ca A este
inchisa si din presupunerea initiald deducem A N OU = (). Astfel din
lema lui Urysohn rezulti ci existd o functie continua p: U — [0, 1]

astfel incat

w(A)=1 si w(OU)=0.
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Construim operatorul

N(z) = { p@)T(@) + (= pla)p, 2 €T
D reC\U

Operatorul N : C — (' este complet continuu deoarece
N(C) C eonv(T(U) U {p}),
deci conform teoremei lui Schauder exista © € C cu proprietatea
x = N(z). Din p € U rezulta ca avem
z = p(x) - T(x)+ (1 - pu(z)) - p,
deci x € A g astfel u(x) =1, deci x = T'(x). [

Aceasta teorema se poate extinde la operatori de tip Monch.

TEOREMA 5.8. ([4]) Fie X un spatiu Banach, Y o submultime
inchisa si convexa, Z o submultime deschisa a lui Y st p € Z un
element fizat. Dacd operatorul continuu T : Z — Y satisface conditia
lui Monch (W C Z numdrabila si W C conv({p} UT(W)) = W
compact) si v # X-T(x) + (1 — N)p, Ve € 0Z, VYA € [0,1], atunci T

are cel putin un punct fix in Z.

DEMONSTRATIE. Presupunem ca 7" nu are puncte fixe pe 0U.
Astfel

x#X(x)+ (L= N)p, VoedU, YAe[0,1].
Consideram multimea
A= {z € U|3x €[0,1] astfel incat x = AT (z) + (1 — \)p} .

Multimea A este nevida, inchisa si ANAOU = (). Din lema lui Urysohn

rezults ci existd 0 U — [0, 1] continua cu proprietatea uy(A4) = 1
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si u(OU) = 0. Construim operatorul N : C' — C,

N(z) = { p)T(@) + (1= pa)p, 2T
D reC\U

Acest operator este continuu si satisface conditia lui Monch. Fie
D C C o multime numarabila cu proprietatea D C conv({p}UN(D)).
Din
N(D) C conv(T(DNU) U {p}),
{pYUconv(T(DNU)U{p}) = conv(T(DNU)U{p})
avem

D Cconv({p} Uconv(T(DNU)U {p})) =
= conv({p} U conv(T(D NT))) =
=conv({p} UT(DNT)).
DN U este numarabild si avem

DNU ceonv({p}uT(DNU)),

deci putem folosi conditia lui Ménch pentru 7. Astfel DN U este
compact. Din lema lui Mazur deducem ca conv (F (DNU)U {p})

este compact, deci din D C conv (F(D NnU)U {p}) rezulta ca si D
este compact. Aplicand teorema lui Monch operatorului N : C — C
deducem existenta unui element z € C' cu proprietatea z = N(x).

Din p € U rezulta x € U si astfel avem relatia
v = p()T(x) + 1= p(x))p
de unde rezulta € A si u(x) =1, deci x = T'(x). [

Un caz particular al teoremei 5.8 este rezultatul urmator:
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TEOREMA 5.9. ([4]) Fie X un spatiu Banach, Y o multime in-
chisa, convexa, Z o submultime deschisa a luiY sip € Z un element
fizat. Dacd operatorul T : Z — Y este un operator continuu, o

condensator cu T(Z) marginit gi
v # AT (x) + (1= Np, VoeedZ VAe(0,1),

atunci T are cel putin un punct fiv in Z. (o este mdsura lui Kura-
towski de necompactitate si printr-un operator o condensator intele-
gem un operator T' cu proprietatea o(T(W)) < (W) pentru orice

multime marginita cu proprietatea a(W) #0.)

DEMONSTRATIE. Aplicam teorema 5.8. Fie D C U o multime
masurabila cu proprietatea D C conv({p} UT(D)). Daca «a(1) # 0,

atunci
a(D) < a(conv({p} UT(D))) = (T (D)) < (D),

deci a(D) = 0 gi astfel D este relativ compacta. De aici rezulta ca
operatorul T satisface conditiile teoremei 5.8, deci are cel putin un

punct fix in U. ]

5.4. Teorema lui Krasnoselskii. Teoremele de tip Krasnosel-
skii se refera la existenta punctului fix al operatorilor care se pot
scrie ca suma unui operator contractiv si a unui operator complet

continuu.

TEOREMA 5.10. ([4]) Fie X un spativ Banach, Y o mulfime
inchisa si convexa, Z o submultime deshisa a lui Y st p € Z un
element fizat. Dacd operatorul T : Z — 'Y are proprietdtile

1.T=T4+1T5 cu

2. Ty : Z —Y complet continuu;
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3. Ty : Z — Y @-contractie;

4. T(Z) este marginit in'Y,
atunci
a) T are cel putin un punct fir in Z, sau

b) Ju € dZ si A € (0,1) astfel incat

u=AT(u)+ (1= Np.

DEMONSTRATIE. Fie D C U o submultime marginita.

a(T(D)) < a(T1(D)) + ao(Tx(D)) = a(T2(D)),
deoarece T este complet continuu. Dar
a(Ty(D)) < ®(a(D)), deci

(T(D)) < ®(a(D)).

Aplicand teorema 5.9 obtinem proprietatea enuntata.

5.5. Teorema lui Tihonov. In studiul ecuatiilor integrale pe

domenii necompacte sunt necesare teoreme de punct fix mai generale

decat cele prezentate pana acum deoarece spatiile de functii folosite

de regula nu mai sunt spatii Banach.

TEOREMA 5.11. ([4]) Fie X un spatiu vectorial topologic local

conver (Hausdorff), Y o submultime compacta si Z o submulfime

converd cu'Y C Z. Pentru orice vecinatate deshisa V a lui 0 exista

o functie continua Py : A — X cu proprietatile:

a) Py(z)e LNZ,Vr €Y,
b) Py(x) —x eV, Vx €Y,

unde L este un subspatiu finit dimensional al lui X.



46 1. Preliminarii

DEMONSTRATIE. Presupunem ca U este o vecinatate convexa si
echilibrata. Fie
|z|y = inf{a > 0|z € aU}
functionala Minkowski atagata vecinatatii U. Functia x — |z|y este

o seminorma continua pe X si
U = {z|z € X pentru care |z[y < 1}.

A este compact, deci exista o multime finita {ay,aq,...,a,} € A cu
proprietatea

i=1
unde U(a) =U +a, Va € X.

Definim functiile y;, i = 1, n cu relatiile
wi(xr) = max{0,1 — |z — a;|y}, VeeX, i=1n.
Din continuitatea functionalei Minkowski rezulta ca si u; este con-
tinua si avem
0<pu(r) <1, VrelX.
wi(x) =0, dacaz e U(a) si
pi(z) >0 daca x & Ula;).
Consideram functia
(x)a;

Zﬂi
Py(z)=5——, VzeA
;ui(l’)

n

Functia este bine definita, deoarece Y u;(x) > 0 pentru orice x € X,
i=1

este continua si isi ia valorile din subspatiul finit dimensional generat

de {ai,as,...,a,}. Din A C C i C convex deducem Py(z) € C,
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Vx € A, deci proprietatea a) este verificata.

Pe de alta parte

|Py(z) — aly = U<
;#i(ﬂf)
Zﬂi(ﬁ«"ﬂaz‘ —zly
=1 <1, VreA

< n

T i k()
deoarece pentru orice x € A ori p;(x) = 0 si |a; — 2|y > 1 sau
pi(x) > 0 i

a;— x|y < 1. De aici rezulta Py(x)—x € U,V € A. m

TEOREMA 5.12. ([4]) Daca X este un spatiu vectorial topologic
local convex (Hausdorff), Y o submultime convezxa si T :Y — X un

operator continuu cu proprietatea
TY)CZCY
cu Z compact, atunci T are cel putin un punct fix.

DEMONSTRATIE. Fie U o vecinatate deschisa, convexa si echi-
librata a lui 0 si Py operatorul definit de teorema 5.11. Definim
operatorul Ty : LN C' — LN C prin

Ty(z) = Py(F(z)), Ve C.

(Operatorul este corect definit deoarece Py (F(z)) € LNC, Vx € C.)

Fie K* invelitoarea convexa a multimii Py (A) (in L). Din
Ty(LNC)C Py(A)CLNC

rezulta

Py(A)CK*CLNC
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si

Ty(K*) C K7,
K* fiind multime compacta in spatiul finit dimensional L putem
aplica teorema lui Brouwer, deci exista x € K* cu proprietatea
x = Ty(x). Astfel, pentru orice vecinatate deschisa U al lui 0, exista
xz € K* C C astfel incat

(5.12) z—T(x)eU

Daca x # T(x), Vx € C atunci din continuitatea lui 7" si separabili-

tatea lui X rezulta ca exista vecinitatile V,, si W, cu proprietatea

(5.13) T(CNVa(z)) € WalT(z))
(5.14) Vo) N W (T (x)) # 0.

Alegem vecinatatea U, astfel incat sa avem

20U, CV, NW,.
Deoarece A este compacta, exista o multime finita {aq, aq, ..., a,} C
A astfel incat
n
(5.15) AcJUa(a).
i=1
Demonstram ca pentru orice x € C' nu poate exista j € {1,2,...,n}
cu proprietatea
v —T(r) CU,,.

Fie z € C un element fixat i y = T'(z) € A. Din (5.15) rezulta ca
exista j € {1,2,...,n} astfel incat y € Uy, (a;). Dar U, (y) € Va,(a;)
(y = u+a; cuu € U, deci daca z € Uy, (y), atunci z = w +y =
w+u + aj, unde w € U,, si astfel z € 2U,, +a; C V,,(a;) datorita
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alegerii lui Uy, ) deci daca pentru orice x € U, (y), atunci x € V4, (a;).
Pe de alta parte y = F(z) € W,,(T(a;)) din relatia (5.13) si astfel
- V;lj (a])

din (5.14) rezulta ca y € V4, (a;) ceea ce contrazice Uy, (y)

In consecinta pentru U C () U,, avem
i=1

x—T(x)¢U, VreCl.

Aceasta proprietate contrazice (5.12), deci exista x € C' cu proprieta-
tea x € T'(z). [

TEOREMA 5.13. ([4]) Daca Y este o submulfime converd a unui
spatiu local convex separabil siT :'Y — Y este un operator complet

continuu, atunct T are cel putin un punct fiz.

DEMONSTRATIE. Consideram in teorema 5.12 A = T'(C). [

TEOREMA 5.14. ([4]) Fie X un spatiu local convex separabil, Y
o submultime convexa, Z o submultime deschisa a lui'Y sip € Z un
element firat. Dacd operatorul T : Z — 'Y (Z este inchiderea in'Y)
este complet continuu, atunci avem urmatoarea alternativa:
a) T are punct fix in Z, sau
b) exista uw € 0Z si A € (0,1) astfel incat

u=MX-T(u)+ (1 —Np.

DEMONSTRATIE. Presupunem ca b) nu are loc i 7' nu are punct
fix in OU. Multimea

A={zeUAe(0,1]: 2=\ (z) + (1 - \p}

este nevida (p € U) si Inchisa.
Operatorul T : U — C fiind complet continuu rezulta ci A este

compact. Deoarece AN OU = (), C' este complet regular, A compact
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si U inchis exista functia pu: U — [0, 1] cu proprietatea pu(A) = 1 si
u(OU) = 0. Consideram operatorul N : C' — C' definit prin
[ p@)T@) + A p@)p. z€T
N(z) = .
Acest operator este complet continuu, deci teorema 5.13 asigura

existenta unui element z € C' cu proprietatea x = N(z). Din p € U

rezulta x € U i astfel

v = pu(x)T(x) + (1 — p(x))p,

deci x € A si de aici avem p(z) = 1 respectiv z = T'(x). [



CAPITOLUL 2

Contractii convexe

In acest capitol extindem teoremele demonstrate de D. Barbosu,
M. Andronache i §. Soltuz din [24] si [113], referitoare la giruri sub-
convexe de ordinul doi. Cu ajutorul acestor extinderi demonstram
unele teoreme obtinute de V. Istratescu in [57] si le extindem la spatii
metrice generalizate. Demonstram si inegalitati de tip Gronwall (A.
Buica [26]) si folosind technica girurilor subconvexe extindem teo-
rema contractiilor pe fibra (I.A. Rus [103]) pentru contractii convexe.
Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarile [13], [12],
[10] i [9].

1. Siruri subconvexe

DEFINITIA 1.1. (Sz. Andrds [13]) Sirul de numere reale (an),,

este un sir subconvex de ordinul p (p € N\{0}) daca exista numerele
reale o € (0,1),i=0,p — 1 cu proprietatea

p—1 p=1
Q; S 1 §Z An4p S Q; - Apti, vn 2 1.
0 0

1= i=

DEFINITIA 1.2. (Sz. Andrds [13]) Sirul de numere reale (ay,), -,

este un sir subconvex daca evista p € N\{0} astfel incat sirul (an),,,

sa fie sir subconvex de ordinul p.

In [24] D. Barbosu si M. Andronache au demonstrat urmatoarea
teorema:

51
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TEOREMA 1.1. Daca a; > 0,Vi > 1, i exista ag,a € (0,1)

pentru care o +as < 1, st
Uno < Q1 - Qpy1 + Q2 - apn, YN 2>1,
atunci sirul (a,),, este convergent.

In [113] S. M. Soltuz a generalizat aceastii teorems pentru cazul

in care coeficientii o si ap sunt inlocuiti cu doua giruri de coeficienti:

TEOREMA 1.2. (§. M. Soltuz [113](enunt corectat)) Orice sir de

numere reale nenegative (ay),~, care satisface inegalitatea
Unre < a1(n) - app1 + ao(n) - a,, Vn>1,

unde
a) ai(n), az(n) € (0,1] si ar(n) + az(n) <1,Vn = 1;
b) sirurile (ay (n)),s, §i (aa(n)),>, sunt convergente i
¢) min (hm aj(n), lim a2(n)> > 0,

este convergent.

Mentionam ca in teorema 1.2 conditia c¢) este necesara, altfel

aceasta teorema nu ar fi adevarata nici pentru giruri de tipul
asp, =a, Vn € N*giag,.1 =50, VnéeN.

In acest paragraf generalizam aceste rezultate pentru siruri subcon-

vexe de orice ordin, demonstram urmatoarele teoreme:

TEOREMA 1.3. (Sz. Andrds [13]) Daca sirul de numere reale

(an),s, satisface conditiile

a) a; >0, Vi>1,
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b) exista p € N\{0} s1 (o);_g5—1 astfel incat a; € (0,1) i

p—1
a; < 1 pentru care
Jj=0
p—1
QAn+p < E Q5 * Qnyg, vn > 17
Jj=0

atunci el este convergent.

TEOREMA 1.4. (Sz. Andrds [13]) Daca sirul de numere reale
nenegative (a,),, satisface conditiile

p—1
a) Anip < Zoaj(n) “Gnyj, Y0 > 1, unde aj(n) € (0, 1],
J:

p—1
Vn>1, j=0p—1s Y a;jn) <1,Vn>1,
j=0

b) sirurile (o (n)), -, sunt convergente pentru j = 0,p — 1;
c) min{ limozj(n)‘ 0<j<p-— 1} > 0,
atunci el este convergent.

Pentru a demonstra aceste teoreme folosim urmatoarele leme:

LEMA 1.1. (J.J. Abdul [1]) Daca raddacinile ecuatiei caracteristice
p—1 ]
> B - = 0 sunt in interiorul discului unitate, atunci orice sir
j=0
(bn)n>1 de numere reale (sau compleze) care satisface recurenta

p—1
Zﬂj.anerO’ Vnzl
Jj=0

o0

este convergent, are limita 0, iar seria asociata Y |by| este conver-
k=1

genta.

LEMA 1.2. (Teorema lui Kakeya,[84]) Daca

(1.16) 12> Bpo1> By > Bp3z>...> [y >0,
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p—1 .

atunci toate radacinile ecuatier Yy, B; - 7 = 0 satisfac inegalitatea
=0

lz| < 1.

LEMA 1.3. (Sz. Andrds [13]) Daca sirul (an),>, are termenii
—1

pozitivi, sirul (c,), s, definit de relatiile ¢, = > B - apny; Vn >'1
> =

este convergent si dacd are loc relatia (1.16), atunci sirul (a,), -, este

convergent.

DEMONSTRATIA LEMEI 1.1. Aceasta lema este o consecinta di-
recta a teoremei de reprezentare a sirurilor recurente liniare. Re-
prezentarea se poate demonstra prin transformari discrete (vezi J.J.
Abdul [1]) sau printr-un rationament analog cu cel folosit la ecuatii
diferentiale liniare cu coeficienti constanti (vezi I.A. Rus [100] pag.
128-131). Astfel, daca sirul (b,),>1 satisface recurenta

p—1
> Bjbuyy =0, ¥n>1,
=0

atunci termenul general poate fi scris sub forma
p—1
bo =) _pi(n) a5,
j=1

unde p; (j =1,p— 1) sunt polinoame si z; (j =1,p— 1) sunt rada-

p—1 ,
cinile ecuatiei caracteristice ) ;- 27 = 0. De aici deducem
J=0
p—1
1 — 1 . R

lim b,, = E lim p;(n) - 2} =0,

n—o0 — n—o0
iz

[e.9]
deoarece |z;| < 1. Pentru a arata convergenta seriei » _ |b| este sufi-
k=1

o0
cient sd aratdm ca seriile Y |p;(k)z*| sunt convergente dacé |z| < 1
k=1
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sil < j < p—1. Acest fapt rezulta din al doilea criteriu de comparatie
si criteriul raportului (criteriul lui D’Alembert). [

p—1 )
DEMONSTRATIA LEMEI 1.2. Notam cu f(z) polinomul ) f;-27.
=0

Efectuand operatii elementare deducem:

(z—1)f(z) =
Bp12? — (Bp—1 — Bp—2) 27" — (Bp—z — Bp3) 2P7% — ... — [, deci
[(z = 1)f(z)] =

ﬁp—l |$‘p - (ﬂp—l - 6p—2) |$|p_1 — (ﬁp_g — 6],_3) |I"p_2 — . — ﬁo.

Din aceasta inegalitate, pentru |z| > 1, obtinem

(& = 1) f(@)] = |2["- [Bp1 = (Bpor = Bpa) 2] =
~ (B2 = Bpa) |22 — . = ol 7] > 0.
Daca |z| = 1, avem
|x|p ) [5p71 - (ﬁp*l - ﬁp*Z) ’x‘_l - (ﬁp*2 - ﬁp*iﬁ) ‘:I:‘]_2 ..
= Bolal ] =0
dar egalitatea se poate realiza doar daca imaginile in plan ale nu-
merelor complexe 0, By, x, 2, ..., 2P sunt situate pe o dreapta.

Acesta implica z € R, deci avem = € {—1,1}. Pe de alta parte

nici —1 si nici 1 nu este radacina a polinomului f, deci demonstratia

este completa. ]
DEMONSTRATIA LEMEI 1.3. Observam ca daca lime, = I,
n—oo
atunci

p—1 l
n == 0 | ants— 55— |
7=0 > Bu

k=0
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deci este suficient sa demonstram ca lim a,, = 0, daca lime¢, = 0

n—oo
Pentru acesta sa construim sirul (b,,)

n—oo

> definit de urmatoarele relatii:

!
L.bp=1s1 > by-Bp—14kx =0pentrul <! <p-—1;
k=0

p—1
2. > B -byy; =0, pentrun > 1.
j=0

Din lema 1.2 gi lema 1.1 deducem limb, = 0 gi lim ) |bg]

A € R. Astfel din conditiile date pentru orice € > 0 exista n. € N
astfel incat

—55 " Op—1 < n < 55 - Bp—1, VN >n. gi m. € N pentru care

Bp—1-€ .
|bm ' 6k| < meax{anfnggngnerp}? vm > me 31 0<k< p— L

Din aceste inegalitati deducem:

m+1
€ 9
—5‘5101<—)\-ﬁ'5p1<—5'5p1'kz:0|bk‘ <
m+1 m+1 c e
<kZ:0bk'cn+m+lk<€'ﬁp1'kZ:O|bk’ <)\.ﬁ.6pil<§.ﬁpil

Pe de alta parte

m—+1

Z bk'cn+m+1—k - 5p—1am+n+p+anbm+lﬁ()+an+l (bm-l—lﬁl + bmﬁO)—i_
k=0

-t An4-p—2 (berlﬁpfl + bmﬁpr + .+ bmfp+2ﬁ0> )

deci

-€ < Omgnetp < €, VM > mg +p.

Aceasta inegalitate implica lim a,, = 0, deci demonstratia lemei

n—oo
este completa. [
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k
DEMONSTRATIA TEOREMEI 1.3. Daca (B, = >  a; pentru
j=0
p—1
0<k<p-—1,8¢ =Y 0B any; ¥n > 1, atunci numerele [
j=0

satisfac conditiile din lemele precedente, deci avem

p—1 p—2
Cnt+1 = E 5kan+k+1 < Qpip + E B - Upghg1 <
k=0 k=0
p—1 p—1 p—1
< E Qj -+ Apyj + E ﬁj-i—l CQpyy = E 5]' *Qp4j = Cp.

Din constructia sirului (c,),, rezulta ca ¢, > 0, pentru n > 1,
deci girul (c,),,», este convergent. Astfel lema 1.3 implicd convergenta

sirului (@), - [

OBSERVATIA 1.1. Sirul (a),~, este un sir conver dacd existd

un numar natural p > 1 gi numerele reale o; € (0,1), i = 0,p—1

p—1
pentru care y , a; =1 i
i=0
p—1
pyp = g Q- Qpyj, VN > 1.
J=0

In [68] J.van de Lune a propus aflarea limitei unui gir convex. Din
rationamentul de mai inainte deducem ca sirul (c,),~, este un sir

constant, deci

n—oo

p—1
1im Cn, JEO ﬁ] . aj-i—l

lim a,, =
n—oo

p—1 p—1
>_ B > B
§=0 J=0
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OBSERVATIA 1.2. Daca sirul (a,),~, este subconvez, atunci sirul

(¢n),sy este descrescator, deci

p—1
> B ajn
2
. < j
nh—>noloan - p—1
> Bi
i=0

OBSERVATIA 1.3. Folosind existenta limitei ILm a, obtinem ur-
matoarea proprietate: o
Daca pentru sirul de numere nenegative (ay),, eristd numerele
(aj) ;_gp=1 pentru care
p—1

pgp < g Q- Qpyj, Y 2>1,
J=0

p—1
unde o; € (0,1), pentru j = 0,p—1 si Y «a; < 1, atunci sirul

=0
o0
(an),>1 este convergent, nll_{roloan =0, si seria Zoaj este convergentd.
j:

In acest caz sirul (ay),~, se numeste strict subconvex.

DEMONSTRATIA TEOREMEI 1.4. Definim sirul (d,), -, prin rela-
tiille d, = max{ax[n <k<n+p—1}, Vn > 1. Din inegalitatea

data deducem:

p—1 p—1
Canrngaj'anJerZaj'dngdn VHEL
j=0 J=0

deci ap < y,, pentru n + 1 < k < n + p. Astfel

dn+1 :maX{ak’n‘i‘lSkSn"_p} Sdngvnz 1.
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Pe de alta parte d,, > 0, Vn > 1, deci exista un numar nenegativ d,
astfel incat lim d, = d. In continuare aritim ci sgirul (@n),>, este
convergent §7il_z;?é aceeasi limita ca (d,),,>,- Din nh—%lo d, = d si ultima
conditie a teoremei rezulta ca pentru orice ¢ > 0 exista n. € N astfel

incat
d—e-ajn)<d,<d+ce-ajn), Vn>n.si0<j<p-—1.
Aceasta inegalitate implica
an <d+e-ajn), Vn>n.si0<j<p-1

Presupunem ca exista n > n. + p astfel incat a,, < d —¢. Prin
inductie aratam ca a,,; < d, daca 0 < k < p— 1. Pentru k = 0
inegalitatea este adevarata. Daca a,.; < d, pentru 0 < k < v — 1,

atunci din prima conditie a teoremei avem:

p—1
Ap4y S 'Zoaj * Op4y—p+j S
]:
v—1 p—1
Yoajd]fay-(d—e)+ | X oj-(d+e-ay) | <d,
3=0 j=v+1

deci anix < d, pentru 0 < k < p — 1. Din aceste inegalitati
rezulta d,, < d, ceea ce reprezinta o contradictie deoarece sirul (d,,),,-,
este descrescator. Din aceasta contradictie rezulta ca a, > d —;:?,
Vn > n. + p. Pe de alta parte

ap, <d+e-ajn)<d+e VYn>n,,

deci lim a,, = d. n

n—oo
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2. Contractii convexe

In acest paragraf extindem principiul contractiilor pentru contrac-
tii convexe. Teoremele din acest paragraf au fost partial demonstrate
de V. Istratescu in [57] si M.R. Tascovic in [116], dar demonstratia
prezentatd aici difers de cele din [57] si [116]. In plus obtinem si o
estimare pentru distanta d(7"(z),z*), unde z* este unicul punct fix.

Fie (X,d) un spatiu metric complet gi 7" : X — X un opera-
tor. Principiul contractiilor asigura existenta si unicitatea punctului
fix al operatorului 7', daca d(T'(z),T(y)) < L -d(z,y), Vzr,y € X
si L < 1. In plus se obtine si o metodd de aproximare prin sirul
aproximatiilor succesive. In acest caz sirul a, = d (T (z), T"(x))
este un gir strict subconvex; demonstratia teoremei 2.1 foloseste siruri
strict subconvexe mai generale, teorema fiind o versiune completata
a teoremei 1.5. din [57] (metoda utilizata poate fi folosita si pentru
demonstrarea teoremelor 1.7., 2.3., 2.4., si 4.1. din [57]).

TEOREMA 2.1. (Sz. Andrds [13]) Daca (X,d) este un spatiu

metric complet st T : X — X un operator continuu cu proprietatea

p—1
ca exista p € N\{0},o; € (0,1), j = 0,p — 1 astfel incat > a; < 1,
=0
St

—_

p—

(217)  d(TP(2),T7(y)) < ) oy - d(T(2), T'(y)), Va,y € X,

<.
I
o

atunci
1) operatorul T are un punct fix unic x* € X;
2) sirul (zn),>, definit de relatiile v, 11 = T'(x,), ¥n > 1 con-

verge la x*, pentru orice element initial o € X
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3) are loc inegalitatea d(x*, x,) < > Cpyy, unde
=0

p—1

Cntp = E Q- Cpyj, VN 2> 1,
J=0

sic;=d (T (x), TV(x)), pentru 0 < j <p—1.
DEMONSTRATIE. Sirul

a, =d(T" (), T"(2)) = d(xp, Tps1)

p—1

este un sir strict subconvex deoarece a,i, < > @; - a,4; unde
=0

p—1 00

> a; < 1. Datorita observatiei 1.3 lim a,, = 0 si seria ) a, este

j=0 n—00 n=0

convergenta. Astfel pentru orice € > 0 exista n. € N astfel incat

n—

d (T (2), T™(2)) < Z d (T4 (), T™ 7 (2)) = Z Uy < €,

1
=0

<

daca m > n.. Din aceasta inegalitate rezulta ca sirul (z,,),,-, este un
sir Cauchy in X. Pe de alta parte X este un spatiu metric complet,
deci exista z* € X astfel incat lim x,, = 2*. Daca in inegalitatea
precedenta consideram n = 1 §in§)(ﬁ)sim continuitatea operatorului
T deducem ca z* este un punct fix pentru 7. Din inegalitatea data
rezulta ca T nu poate avea mai multe puncte fixe, deci x* este unicul
punct fix, poate fi aproximat prin aproximari succesive si are loc

inegalitatea de la punctul 3). |

Pe baza acestei teoreme spunem ca operatorii care satisfac conditia

(2.17) sunt contractii convexe. Mai precis avem urmatoarea definitie:

DEFINITIA 2.1. (V. Istratescu [57]) Fie (X,d) un spafiu metric

siT : X — X un operator. Operatorul T este o contractie convexa
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p—1
daca exista p € N\{0} si o; € (0,1) cu proprietatea ) a; < 1 pentru
=0
care relatia (2.17) este satisfacuta.
Folosind aceeasi tehnica putem generaliza si teoremele de punct

fix a lui Kannan, Reich, Maia gi Ciri¢.

TEOREMA 2.2. (Sz. Andrds) Daca (X,d) este un spatiu metric

complet, p € N*, T : X — X un operator continuu cu proprietatea
(2.18)

”?
L

d(Tp(x),Tp(y)) d(Tz( Tz+1 + Zb d Tz Tz+1( ))
i,y € X, unde 3 &al—i—b <1sia;,b >0,0,p—1, atunci T este

un operator Picard.

Il
o

OBSERVATIA 2.1. Pentru p € {1,2} nu avem nevoie de conti-
nuitatea operatorului. Ramane problema deschisa necesitatea conti-

nuitatic in cazul p > 3.

DEMONSTRATIE. Dacd z*,y* € Fr, atunci T"(z*) = 2* i T'(y*) =
y* pentru i > 1, deci

T
L

d(z",y") = d(TP(2"), T"(y")) < ) ad(T"(z"), T (z"))+

i

Il
o

+Zbd T (y*), T (y*)) > 0,

*

si astfel x* = y*. Daca in relatia dats inlocuim z cu 7%z si y cu

T* () rezulta

d(Tp+k(x)’Tp+k+1 Za d Tz+k Tz+k+1 (x))7
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aitai-1
1=, ! >1

impusa coeficientilor rezulta Zp o @ < 1, deci sirul

e =0  conits
unde «; = T pentru 1 < ¢ < p — 1. Din conditia

an, = d(T"z, T (x)), n >0

este un sir strict subconvex. Datorita observatiei 1.3 seria y - a,
este convergenta si pe baza criteriului general de convergenta al lui
Cauchy rezulta ca sirul (7"(z)),>0 este fundamental. Completi-
tudinea spatiului garanteaza existenta unui element x* € X cu pro-
prietatea lim 7"(x) = z*. Din continuitatea operatorului deducem

n—oo

ca x* € Fr, deci operatorul T este un operator Picard.

In mod analog putem demonstra si urmatoarele teoreme:

TEOREMA 2.3. (Sz. Andrds) Daca (X,d) este un spatiu metric

complet, p € N*, T : X — X un operator continuu cu proprietatea

AT (), T7()) < 5 exd(TH (), T (4)

219
S ad(T'(@). 71 (@) + T bd(1'(0). T (),

—1
Ve,y € X, unde Zaz—l—b +c <1 siaj,b;,c;>0,0,p—1, atunci T

este un operator chard
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TEOREMA 2.4. (Sz. Andrds) Daca (X, d) este un spativ metric
complet, p € N*, T : X — X un operator continuu cu proprietatea
p—1 4 4
d(T?(x),T?(y)) < > cd(T'(x), T"(y))+

220+ adTi(), T (@) + 5 bd(TH ). T ()

= 0 =0

+z Fd(TH (), T () + 5 gud(TH (), T (@),

i=0
Yo,y € X, unde S0 g a; +bi + e+ fi+9i < 1 siai,bi,ci, fiygi >

0,0,p — 1, atunci T este un operator Picard.

TEOREMA 2.5. (Sz. Andrdas) Daca operatorul T : X — X gi
metricile d,p : X x X — R definite pe multimea nevida X satisfac
conditiile

(i) (X,d) este un spatiu metric complet;
(i) d(z,y) < p(x,y), Y,y € X;

(ili) T: (X,d) — (X,d) este continuu;

(iv) T

atunci operatorul T : (X,d) — (X, d) este un operator Picard.

(X, p) — (X, p) este contractie convexa,

3. Contractii convexe pe spatii metrice generalizate

In acest paragraf demonstram ca si in teorema lui Perov (vezi
3.3) putem inlocui conditia de contractie cu o conditie de tipul (2.17).
Technica demonstratiei difera de cea folosita in paragraful 2 deoarece
nu avem o teorema de reprezentare a sirurilor recurente liniare in R",

daca coeficientii recurentei sunt matrici.

3.1. Generalizarea teoremei lui Perov. Pentru a extinde teo-
rema lui Perov (3.3) la contractii convexe avem nevoie de extinderea

definitiei 2.1 pentru spatii metrice generalizate.
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DEFINITIA 3.1. (Sz. Andrds [12]) Fie (X,d) un spativ metric
generalizat (cu d : X x X — R") ¢i T : X — X un operator.
Operatorul T' este o contractie converd dacd exista p € N\{0} gi

matricile (A;)j—0p—1 C M,(R) cu proprietatea

—_

(321)  d(T(), T() < S A, - d(T9(2), THy), Yy € X

J

Il
=)

p—1
unde Y ||Ajll,. < 1 cu o norma matriciala |||, : M,(R) — R
j=0
subordonata unei norme vectoriale ||-||, : R® — R.
TEOREMA 3.1. (Sz. Andrds [12]) Daca (X,d) este un spatiu

metric generalizat complet si operatorul continuu T : X — X este o

contractie convexra pe X, atunci

1) operatorul T are un punct fix unic x* € X;
2) sirul (x,),5, definit de relatiile ,1 = T(z,), Yn € N con-
verge la x* pentru orice xg € X;

3) are loc inegalitatea ||d(z*, x,)||, < > Cnyy, unde
7=0

¢; = ||d (17 (x), TV (@) ||, pentru0<j<p—1

-1
1 Cnyp = Z ||A]||m “Cntj, Vn =1
=0
DEMONSTRATIE. Sirul

an = [|d (T (@), T"(@)) ||, = I (@n, Tnsa)

este strict subconvex deoarece

p—1 p—1
iy < D NG, - ants st Y NIAL, < 1.
j=0 Jj=0
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[e.o]
Datorita observatiei 1.3 lim a,, = 0 si seria ) a, este convergenta.
n—00 n=0

(o)
Din convergenta seriei Y d(z,, Z,41) rezultda ca pentru orice € > 0
n=0
exista n. € N astfel incat

n—1
AT, T) = d (T (), T () < 3 d (T (@), T (7)) =
=0
n—1 ’
= > d(Tmtj Tmrjr1) < €, daca m > n..
=0
Astfel girul (z,,),,-, este un gir Cauchy in X. Dar (X, d) este un
spatiu metric complet, deci exista x* € X pentru care lim x,, = x*.

n—o0

Folosind lim d (2, z,+1) = 0 deducem ca z* este un punct fix pentru

T. Daca in inegalitatea precedenta consideram m fixat si n — oo,
o

obtinem ||d(z*, z,,)||, < > ¢m4j, unde
j=0

¢; = ||d (T (x), T (2)) ||, pentru 0 < j <p—1
si
p—1
Crip = D AL, - Cosge V0> 1
7=0

Din conditia (3.21) rezulta ca operatorul 7" nu poate avea mai
multe puncte fixe, deci x* este unicul punct fix (datorita continuitatii

x* este punct fix) si astfel demonstratia teoremei este completa. m

OBSERVATIA 3.1. In mod analog putem demostra $i teoreme de
tip Kannan, Reich, Maia, Cirié in spatit metrice generalizate folosind

operatort iterafi si conditit de tip contractie convexd.

3.2. Aplicatie. In studiul convergentei unor metode iterative
folosite pentru rezolvarea sistemelor liniare de ecuatii, teorema de
punct fix al lui Banach este utilizata foarte des. Daca in locul acestei

teoreme folosim teorema 3.1, atunci obtinem urmatorul rezultat:
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TEOREMA 3.2. (Sz. Andrds [12]) Daca Q € M,(R) este o ma-
trice si a un numar pozitiv pentru care
1Q* = aQl],, <1—a,
atunci girul definit de relatiile x,. 1 = b+ Q - x,, Yn € N converge

catre unica solutie a sistemului (I,, — Q)x = b pentru orice xy € R".

DEMONSTRATIE. Consideram operatorul 7' : R® — R" definit
prin relatia
T(x)=b+Q -z, Vx € R".
Pentru acest operator avem T(T(z)) = b+ Q - b+ Q* - x, deci
T*(x) — T*(y) = Q*(z — y) s

IT2() = T* (W), = 1Q*(= = y)ll, <
(Q* = a@)(z = y)ll, + [eQ(z — ), <
<@ = aQlly, lz = yll, + - T () = TW)I, -

De aici rezulta ca operatorul 1" satisface conditiile teoremei 3.1,

deci demonstratia teoremei 3.2 este completa. ]

OBSERVATIA 3.2. Daca

12 23
9= [2/3 1/2 ]

si o =1/8, avem

Q*—aQ =

—37/144  —-7/12
7/12  —37/144 |’
deci teorema 3.2 poate fi aplicata folosind norma matriciala subordo-

nata normei Minkovski din R™, deoarece

Q% — aQ|| = 121/144 < 7/8.
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Cu aceeasi norma avem ||Q| = 7/6 > 1, deci nu putem aplica nici
teorema de punct fix al lui Banach si nici teorema lui Perov. In
acest caz prin inlocuirea normei cu norma subordonata normei eucli-
diene am putea aplica teorema lui Perov, dar multe aplicatii nu permit

folosirea acestei norme deoarece necesita calculul valorilor proprii.
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4. Inegalitati de tip Gronwall

In acest paragraf demonstram o lema abstracta de tip Gronwall,
aplicam aceasta lema pentru un operator integral de tip Volterra si
unul de tip Fredholm-Volterra, iar in final demonstram o inegalitate

discreta de tip Gronwall si o inegalitate mixta.

4.1. O inegalitate abstracta de tip Gronwall. I.A. Rus in

[106] a demonstrat urméatoarea lema abstracta de tip Gronwall:

TEOREMA 4.1. Daca (X, —, <) este un L-spatiu ordonat si ope-
ratorul T : X — X este un operator crescator si slab Picard, atunci
urmatoarele implicalic sunt adevarate:

1) Daca xz € X gix <T(x), atunci x < T(x);
2) Dacaz € X six>T(x), atunci x > T>(x).

Teorema urmatoare este o consecinta a acestei teoreme pentru

contractii convexe.

TEOREMA 4.2. (Sz. Andrds [9]) Daca (X, |- ||, <) este un spatiu
normat ordonat iar T : X — X este un operator crescator si slab

Picard, atunci urmatoarele implicatit sunt adevarate:

p—1
1) Daci x € X six < Zai T (2), atunci x < T=(x);
=0
p—1
2) Dacax € X six > Zai T (2), atunci x > T>(x),
i=0
p—1
unde numerele a; € (0,1), i = 0,p — 1 satisfac relatia Z a; = 1.
i=0
DEMONSTRATIE. Avem urmatoarele inegalitati:
p—1
(4.22) THz) <Y oy - TF"* (), pentru k € N.

~
I
o
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Definim sirul (ay),,>_,,; prin
ar =0pentru k € {—p+1,—p+2,...,—1}, ag=1si
p—1
Ant+p = Za] an+y>vn> —-p+ L
7=0

inmulgind inegalitatile 4.22 cu ay pentru k = —p + 1,n si adunand

termen cu termen obtinem

| /\

p
§ Tn+p+z

unde

Yi = Ok - Qntpti—k-
k=i

p—1
Membrul drept converge la T°°(z) - [ - Z 0;, unde 3; = Zak sil

este limita sirului (a,) Datorita observa‘glel 1.1 aceastd limitd

n>—p+1-
exista i este egala cu

0
Z Bj - g

Jj=—p+1 i 1
p—1 Top-1
E ﬁj ﬁj
j=0 7=0
deci teorema 4.2 este demonstrata. ]

OBSERVATIA 4.1. O demonstratie alternativa este urmatoarea:
p—1
Operatorul Zai - T (z) este un operator slab Picard si pentru
=0
x fizat girurile de aproximatii succesive x,11 = T(x,), Vn € N cu
p—1
To =T §l Y1 = Zai T (y,), Vn € N cu yy = =, au aceeasi
i=0
limita, deci teorema 4.1 implica inegalitatea ceruta.
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OBSERVATIA 4.2. Daca oy = 1 si a; = 0 pentru i = 2,p— 1,
atunci putem renunta la structura de spatiu vectorial si astfel obtinem
teorema 4.1 (inegalitatea abstracta de tip Gronwall din [101]).

OBSERVATIA 4.3. Teorema /.1 este esential diferita de teorema

p—1
4.2 deoarece inegalitatea x < Z a; - T () nu implicd x < T(x).
i=0

In incheierea acestui paragraf prezentam o generalizare a teoremei
6.5. din [106]. Aceasta teorema generalizeaza si unele rezultate
demonstrate de M.Zima in [121].

TEOREMA 4.3. Fie (X,+,-,<,—) un L-spatiu liniar ordonat,

p—1
a; € (0,1], 7 =0,p—1 cu Zai =1,T : X — X un operator

i=0
sty € X un element oarecare. Presupunem ca:

a) T este un operator Picard;

b) T este liniara, continud si crescatoare;

c) ewista un gir de numere reale nenegative (cx)ren astfel incat
(1) cx =0 pentru k <0, co =1 si

p—1

Cnip = Z Ok Cnyp—1—k, Vn > —p+ 1)
k=0

oo
(2) seria > ¢ - T*(y) este convergentd,
k=0
atunci au loc urmatoarele implicatii:

p—1 00
Da<Y ap-TFz)+y=2<> ¢ -T"(y)
k=0 k=0

p—1 00
2) x> Y THa)+y = 2> > .- TH(y).
k=0 k=0

DEMONSTRATIE. 1) Definim sirurile (¢, x)nen kez $1 (dn k) nen+ kez

prin relatiile
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p—1
Cnk = Za] *Cpn—1k—j, k= Ovn(p - ]-)7 Cik = O, k= Oap - 1a
=0
sl cpp =0 dacad k >n(p—1) sau k < 0;

p—1
dn,k - ZO{J' . dnfl,kfja k = 1,p(n — 1), dn,[) = 1,Vn € N*
=0
si dy, =0 daca k > p(n — 1) sau k < 0. Demonstram prin inductie
dupa n ca are loc inegalitatea

n(p—1) p(n—1)

(4.23) < Z o - T () + Z doi-TF(y), V¥n>1.
k=0 k=0

Operatorul T este operator Picard si este liniar, deci 7" — 0 daca
n(p—1)
n — oo. De aici rezultd cad Y. cny - " (z) — 0 pentru n —
k=0
n(p—1)
oo deoarece Y c¢,; = 1. Pe de alta parte pentru sirul definit in
k=0

conditia ¢) avem ¢, = di41x, Vk > 0, si astfel din inegalitatea 4.23
obtinem proprietatea dorita.

Partea a doua se poate demonstra in mod analog. ]

OBSERVATIA 4.4. Dacap =1 si ag = 1, atunci putem renunta la

” N

operatia” -” | si astfel seria construita se reduce la seria lui Neumann,

deci oblinem teorema 6.5. demonstrata de 1.A. Rus in [106].

4.2. Aplicatii. Fie K € C([a,b] x [a,b],R,), a, B, 1,5 € Ry

cu aq + ag = 1. Consideram ecuatia

via) Sa+p [ Knsuls)ds
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si calculam iterata a doua a operatorului integral definit de membrul

drept. Din teorema 4.2 obtinem urmatoarea teorema:

TEOREMA 4.4. (Sz. Andrds [9]) Inegalitatea

y(x) <a+ alﬂ/K(x,s)y(s)ds + agﬁQ/Kg(x, s)y(s)ds+

+a2aﬁ/xK(:c,s)ds
implica y(x) < y*(z), ¥ x € [a, Z}, unde
Ky(z,s) = ]K(x,t)K(t, s)dt
st y* este unica solutie continusd a ecuatiel
y(x) =a+ ﬁ/xK(:c, s)y(s)ds.
DEMONSTRATIE. Considerérjl spatiul metric complet (X, d), unde

X = Cla,b] si d este o metrica Bielecki astfel incat operatorul
T : X — X definit de relatia

(Ty)(z) = a+ B/K(x,s)y(s)ds, Va € [a, b

sa fie un operator Picard. Din pozitivitatea functiei K rezulta ca T

este un operator crescator. Pe de alta parte

oy - (Ty)(z) + ag - (T*y)(z) = ay - [ a+ ﬁ/K(w, s)y(s)ds | +
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+a a+ﬁ/K(x,s) oz—i—ﬁ/K(s,t)y(t)dt ds | =

=+ alﬁ/K(:L', s)y(s)ds + a3 / Ks(z, s)y(s)ds+

+asaf3 / K(x,s)ds,

deci pe baza teoremei 4.2, y(x) < y*(z), V x € [a, b]. [ ]

Daca K; : [a,b] x [a,b] — R, i € {1,2} sunt functii continue si

aplicam teorema 4.2 operatorului definit de membrul drept al ecuatiei

y(@) = a+ 4 / K (z, 8)y(s)ds + 8 / Koz, s)y(s)ds,

atunci obtinem urmatoarea teorema:

TEOREMA 4.5. (Sz. Andrds [9]) Daca functiile K; (i € {1,2})
satisfac conditiile teoremer 2.2, atunci inegalitatea

b

y(x) <a+af /K(m,s)y(s)ds—i—/Kg(x,s)y(s)ds -

a

x b
+Baas /K(x,s)ds+/K2(x,s)ds +

a

T b
+ay 3 /Kf)(a:,s)y(s)ds—l—/Kém(x,s)ds



4. Inegalit ati de tip Gronwall 75

implica y(x) < y*(x), Y € [a,b], unde

K (es) = [ Kl 0Kt 5)dh

T b
K (z,s) = / Ky (2, t)Ko(t, s)dt + / Ko(z,t) Ko (, t)dt+

+ / Ko(z, t) Ky (z,t)dt

t

51 y*(x) este unica solufie continud a ecuatiei

y(x) =a+ B/Kl(x, s)y(s)ds + ﬁ/Kg(x, s)y(s)ds.

DEMONSTRATIE. Consideram operatorul 7" : X — X definit de

relatia

x b
T(a) = a+5 [ Kilwoy(s)ds+ 3 [ Ko s)yls)ds

este un operator Picard crescator si

a1+ (Ty)(z) + on - (T7y)(x) =

T b
=a - a+ﬁ/K1(:E,s)y(s)ds+ﬂ/K2(x,s)y(s)ds +

T b
+as | a+af /Kl(x,s)ds—l—/KQ(x,s)y(s)ds +

a
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x b
o | [P sods + [ K su)s | | =
T b
=a+ a1 /K(x,s)y(s)ds+/K2(m,s)y(5)ds -

x b
+0Baas /K(x,s)ds+/K2(x, s)ds | +

T b

s / K®(2, s)y(s)ds + / K (2, 5)ds | .

a

unde

KP(z,s) = / Ky (2, ) K (t, s)dt,

T b
K;Q)(,I‘“S) :/Kl(l’,t)Kg(t, S)dt—i-/KQ(.%‘?t)KQ([L',t)dt—i—

+ / Ky(x,t) Ky (x,t)dt.

t

4.3. O inegalitate discreta de tip Gronwall. Urmatoarea
teorema este o versiune discreta a teoremei 4.4. Pentru simplificarea
calculelor prima data am enuntat cazul oy = ay = 3 In mod analog

se poate trata si cazul general.
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TEOREMA 4.6. (Sz. Andrds [9]) Daca termenii sirurilor (ax);,

50 (bg) s, sunt numere pozitive si satisfac inegalitatea :

n—1 n—1

W<ata Zb@ﬁ Zb 159 9) ST

k=1 j=k
atunci verifica $i ineqalitatea
a <aﬁ(1+b +bi)
" k=1 T a)
DEMONSTRATIE. Din inegalitatea data deducem a; < « si

b2
as Soc(l—i—bl—l——l) . Pentru n = 3 avem

2

b1a1 b2a1 b b2 bla1 blbgal b%CLl
@+ 2 + 2 o 2 o 2 2 2 2 -
(1 + by + ) ( + by + )
Cazul general se poate demonstra prin inductie dupa n. ]

Pentru a ilustra mai bine analogia cu teorema 4.4 enuntam si o

versiune mai generala:

TEOREMA 4.7. Daca termenii sirurilor (ay);~; §¢ (bg)p>, sunt

numere pozitive $i satisfac inegalitatea :

n—1 n—1 n—1 n—1
(7% S Oé+0612bj(lj + o 'OéQij +a222bjbkak,
j=1 j=1 k=1 j=k

unde o2 € (0,1), ag + g = 1, atunci verifica si inegalitatea

n—1

angaH(l%—bk—i-ozg-bi).
k=1
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OBSERVATIA 4.5. Teoremele precedente generalizeaza unele rezul-
tate obfinute de J.I. Wu, G. Yang in [117], R.P. Agarwal in [3] iar
ideile se regasesc partial si in lucrarea [119], unde este prezentata

discretizarea unet inegalitati integrale.

TEOREMA 4.8. (Inegalitate de tip Gronwall mizta, Sz. Andrds)
Daca functia y € C(D), D = [a,00] \ N satisface inegalitatea

[2]-1 z
y(a) Sat 2 yli)-a;+ Jut) - g(t)dt, Y € la, o0,

unde y(a) < a, g € Cla,o0] si a; € R, Vj > a, atunci

x

[z]-1  [z]-1 [ g(t)dt
y@)<a- (14 X ¢ 1] (1+e)]-é

j=a  i=j+1
unde
1
[ g()dt .
c;=aj+e’ -1, Vj >a.
OBSERVATIA 4.6. Daca g(t) = 0, atunci obfinem forma discretd a

inegalitatii Gronwall iar in cazul ap = 0, Yk > 0 versiunea continua.

DEMONSTRATIE. Folosim versiunea discreta a lemei lui Gronwall
pentru sirul y; = y(j), 7 > asi dupa aceea pe fiecare interval [j, j+1)
folosim versiunea continua.

OBSERVATIA 4.7. Inegalitatea se poate demonstra si folosind lema
abstracta, dar prima data trebuie sa demonstram o teorema de exis-

tenta si unicitate intr-un spatiu de functii construit convenabil.
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5. Contractii convexe pe fibra

In acest paragraf extindem teorema contractiilor pe fibra (vezi
M.A. Serban [112](teorema 3.1.3) sau [.A. Rus [103]) pentru contractii
convexe pe fibra.

In [103] autorul a demonstrat urmatoarea teorema:

TEOREMA 5.1. (LA. Rus) Fie (X,d) un spatiu metric generalizat
cu metrica d : X x X — RY, si (Y, p) un spatiuv metric generalizat

complet cu metrica p : 'Y XY — RT. Daca operatorul continuu
A: X xY — X XY wverifica ipotezele

a) A(z,y) = (B(z),C(z,y)), Ve e X siyeY;
b) operatorul B : X — X este slab Picard;
c) ewista o matrice convergenta la zero @ € M,,(Ry) astfel
incat operatorii C(z,-) : Y — Y sunt Q-contractii pentru
orice x € X,
atunci operatorul A este un operator slab Picard. Mai mult daca B

este operator Picard, atunci si operatorul A este Picard.

~

In [112] autorul a demonstrat urmatoarea teorema (teorema 3.1.3):

TEOREMA 5.2. (M.A. Serban) Dacd (Xy,dy,) cuk =0,q siqg> 1
sunt spatis metrice si A 1 Xo X X1 X ... x X — X, pentru k =0, ¢
operatori cu urmatoarele proprietati:

a) spatiile (Xy,dy) sunt spatii metrice complete dacd k =1, ¢;
b) operatorul Ay este slab Picard;

c) exista oy, € (0, 1] astfel incat operatorii
Ap(o, ooy T, ) - Xip — X,

sunt ag-contractii ¥ (xo, 1, ..., Tr—1) € Xo X Xy X ... X Xy g1
k=1¢;
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d) operatorii Ay, sunt continui in raport cu (xg, 1, ..., Tp_1) pen-

tru orice v, € Xy sik =1,q,

atunci operatorul B, = (Ao, A1, ..., Ap_1,Ap) este slab Picard. Mai
mult, daca Agy este un operator Picard si Fa, = x5, Fa,zz,) = 77, ...
Fay(ga1,an_y) = Ty, atunci Fp, = (2§, 27, ..., xy_y, 77).
Consideram |[|-||, : R* — R o norma vectoriala oarecare pe R"
si[]ll,, : R® — R norma subordonata acestei norme. Urmatoarea
teorema este o generalizare a teoremelor 5.1 si 5.2 pentru contractii

convexe pe spatii metrice generalizate (vezi definitia 3.1).

5.1. Teorema contractiilor convexe pe fibra. Pentru a stu-
dia derivabilitatea solutiilor unui sistem de ecuatii prin technica ope-
ratorilor Picard folosind contractii convexe avem nevoie de urmatoa-

rea teorema;:

TEOREMA 5.3. (Sz. Andrds [10]) Dacd (X, dy,) cu 'k = 0,q si
q > 1 sunt spatit metrice generalizate si A © Xo X X1 X ... x X — X

cu k =0,q operatori continui cu proprietitile :

a) spatiile (Xy, dy) sunt spatit metrice generalizate complete cu
metricile
dy: Xp x Xj, — R, ny € N* pentru k =1, q;

b) operatorul Ay este (slab) Picard;

c) ezista pp € N* si A}f,} € M,, (Ry) pentru j = 0,pr, — 1 cu

Pr—1 .
proprietatea HAz(ajk)Hmk < 1 astfel incat operatorii
j=0

(Te)(+) = Ag(zoy ooy g1, ) = Xg — Xg
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sa verifice conditia
d T(Pk) T(Pk) < A(j) .d T(j) T(j)
(T (wr), T (2h2)) < KT (r), Ty (22)),

V (20,21, ., 1) € Xo X Xy X . X X1 §0 Tp1, Tpo € X,
k=1g;
d) operatorii Ay, sunt continui in raport cu (xg, T1, ..., Tr_1) pen-
tru orice x, € X, si k =1,q,
atunci operatorul B, = (Ao, A1, ..., Ag—1, Ay) este (slab) Picard. Mai
mult daca Ao este un operator Picard i Fa, = x5, Fay(23,) = 27, ..

% : _ * % * *
FAp(xS,r“{v-wfwa') =z}, atunci Fp, = (25,27, ..., ¥} _, 7))

Pentru a demonstra aceasta teoreméa avem nevoie de urmatoarea

lema:

LEMA 5.1. (Sz.  Andrds [10]) Matricile Ag)i € M, (Ry) cu
(4)

zpk||mk <1 pen-

I - pr—1
i=1,px si j =0,px — 1 satisfac inegalitatea " ||A
7=0
trui =1, pg. Dacd sirul (xm)m>o C (RI*)P* satisface inegalitatea

Tyl < A~xm+ym,Vm e N,

unde (Ym)mso C (R, lim y, = 0 si A € M, (M,, (Ry)) este

construit prin

(0) (1) (px—1)
Pr—

0 1 —1

Avore A A"

atunci sirul (xm,)m>o este convergent la 0.



82 2. Contractii convexe

n

DEMONSTRATIA LEMEL Fie |||, : R}* — R, onorma pe R}* si

|| |y = Mn, (Ry) — Ry norma subordonata. Definim norma matri-

ciala || - ||np : (RT*)P* — R, prin

z||np = maX{Hlenk’x = (21,22, ..., Tp, ), T; € RT}

Pk
sill - mm : Mpk(Mnk<R+)) — Ry prin |[A|mm = mﬂz Hainmw

i=1pp j=1
unde A = [aijli<ij<p, 1 ai; € M, (Ry) pentru 1 < i,j < pg. Cu

aceste notatii avem urmatoarele proprietati:

(D) 1A lnp < [[Allmm - [[2]|np, ¥ 2 € (REF)™ si
A€ My, (M, (Ry));
(2) 1A~ Bllmm < [|Allmm - [ Bllmm, ¥ A, B € My, (M, (Ry));

(3) Daca A < B, atunci ||A|mm < ||B|\mm

Din conditiile date avem ||A||,,,, = max Z [|A
zfl,pk ]_

zpk“mk < 1, deci girul

= Z AJ converge catre o matrice A. Astfel exista M € R astfel
j=1
incat

p=l
| > A9 < M, ¥V p € N*
7=0
gl pentru orice € > 0 exista p(e) € N* astfel incat
AP < 375 ¥ p = ple),

unde M, este o constanta fixata. Din conditia lim gy, = 0 rezulta
m—0oQ

€

ca pentru orice € > 0 exista m(e) € N* astfel incat |[ym|| < 357,

V' m > m(e). Pe de alta parte avem

AF. Tmip—k < ARt Tmtp—k—1 T AF. Ymtp—k—1, k=0,p—1
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Adunand membru cu membru aceste inegalitati obtinem

p—1
Tpgp < AP -, + Z A Y1y
=0

Aceasta inegalitate implica
p—1

€ .
n ans A mm<

< ||f1||§nm - M, +§ <'e, daca p > p(e).

||xme+p||np < ||Ap||mm ’ ||xme

In consecint pentru orice € > 0 existi 7(e) = p(e) +m(e) € N* astfel

Incat
|zallnp <€, VI = n(e),

deci lim z,, = 0. n

n—oo

DEMONSTRATIA TEOREMEI. Prima data demonstram teorema
pentru ¢ = 1 si dupa aceea folosim inductia matematica dupa gq.
Pentru ¢ = 1 consideram sirurile (29),50 C Xo si (z})n>0 C X3

definite de relatiile

(5.24)  2d = Ap(@2),Yn>0 si a4 = Ai(ad,z}),Yn > 0.

>

Sirul (22),>0 converge cdtre un element z; € X, deoarece operatorul
Ay este slab Picard. Datorita teoremei 3.1 operatorul
Ai(xf,-) + X1 — Xi este un operator Picard, deci exista un ele-
ment unic z} € X, astfel incat A;(zf, x7) = 7. Demonstram ca girul

(z})n>0 converge la x}.

dl(x}ﬁ-ppx){) = dl(Al(iU%erl—lvxvlwpl—l)aAl(xéw’ﬂik)) <
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p1
< Z dy (AT (AL i Thp ) AL (T )+

j=1

+dy (AT (), AT (27)) <

p1
< Z dy (A{_l (Al(x2+p1—j7 $7ll+p1—j))> A (xiﬁ‘pl i)+
j=1

p1—1

ZA“ ), Al(x7)),
unde

A Xy — Xy, Af(r) = A (g, A (a5, o, A (35, 2).00)

J

pentru j = 1,p; si AY(z) = 2, Vo € X;. Folosind aceeasi technici

obtinem
(5.25) di(A (2 ,,), Al (27)) <

(526> <Zd AJH 1<A1( n+p1 T }L+p1 l)) AJH( n+p1 l))+

p1—1

(5.27) + Z AY - d (AT (2h), AT (7)),

pentru j =1,p; — 1.
Pe de alta parte putem construi inductiv matricile Ag,i € M, ((R)+)

astfel incat

p1—1 p1—1

Z Apl AJ—H A]—H < Z Azpl dl Al )v A%l (f{))v
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p1—1 .
pentrui = 1,p; gi », HAEQHW <1, ¢=1,p;. Cuaceste constructii
j=0

fars A — [AG)
consideram A = [Aj)];_157 =571

(5.28) Ty = | di(A(x}),.),x7) | ,Vm e N.

di(AY ™ (), 21) ]

— o

~—~ 0
.Cﬂ
[\
Nej
N—

P1
p1 N
l_zzl dy (Ai—’_l_l (Al <$2+p1_l7 $711+p1—l))7 A%—H (1'7114-;)1—1))

p1
Ym = ; dl (A%Hil(Al (x2+p1—l7 ]7711+p1—l))7 A%H<xi+p1—l)) ’

< -2 -1
; dl (Alln—i_ (Al <x701+p1—l7 x}L+p1—l))7 AZI)H— (‘r}ri-pl—l))

Vm € N. Din inegalitatile precedente, proprietatile operatorului A

si continuitatea operatorului A; rezulta ca sirurile

(xm)mzo, (ym)mzo € (R:”_l)pl

satisfac ipotezele lemei 5.1, deci lim dy(z,,,,z}) = 0. Din continui-
m—0o0
1

tatea operatorului A; rezulta lim x,,

m—00

Daca teorema este demonstrata pentru ¢, putem demonstra pentru

_ *
— ZEI.

¢+ 1 aplicand cazul deja demonstrat pentru Ay — (Ao, A1, ..., 4,) si
Al — Aq+1. |
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5.2. Aplicatie. Prezentam o aplicatie in care nici teorema 5.1
si nici teorema 5.2 nu poate fi aplicata fara a schimba normele.
(Mentionam ca datorita proprietatii de infimum a razei spectrale
daca garantam l1m S™ =0 cu S € M,(R), putem schimba norma

astfel Incat sa avem ||S|| < 1.) Pe de alta parte daca lim S™ =
p
putem alege p € Nsi ay,...,a, € (0,1) astfel ca ) o < 1 i sa avem
j=1
—1

||SP|| < Z a; - |[57]], deci putem aplica teorema 5.3 fara a schimba
norma. *

Folosim notatiile

21—y

|1?2 - ?J2|

d(($1,$2), (ybyz)) = [ ] Vi, z,y,y2 €R
si

o 511 S12
|S|| = max{|s11| + |s12], |s21| + |s22|} daca S = [ ] )
S21 S22

501
Pentru matricea S = i g] avem ||S]| 8BSy = &,
6
1S%]] = %?, |[54]] = ZTOE ||59|| fjié }géé < 1, deci
(5.30) 0.99 - |]Sm]|+20001 HSJH—E<1
= 047

Datorita relatiilor precedente putem aplica teorema 5.3 pentru studiul

sistemului:

(5.31)

{ z1(A) = sin (321 (A) + J22(A) + )
22(A) = cos (f521(A) + 222(N) + A?)
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Avem Ay : R? — R? Ag(xy,10) =

= (sn (50 + a0 2 ) ccos (gm0 + Fra) 4 ) )

§i Ap:R? X R? — R?) Ay (21, 09, u1, up) = (v1,09), unde

5 . (D 1
v = Zsin (6551()\) + Z:UQ()\) + )x) - U+

1. (5 1
+4—l Sin (6(131(/\) + Z@(A) + )\) “ U + ].,

1 1 )
vz = 7 COS (Eml()\) + éxg(/\) + )\2) U+

) 1 5)
+6 COS <EI1 ()\) + 6(132(>\) + )\2> “Ug + 2.

Cu aceste notatii Ag este un operator Picard deoarece
d(Ao(x1, 72), Ao(y1,y2)) < S - d((w1, 32), (y1,42))
si are loc relatia (5.30) (vezi [12]). Pe de alta parte
d(Aq (21, xo, uy, uz), Ay (21, 9, v1,v2)) < S - d((ur,us), (v1,v2))
si astfel pentru j = 1,10 avem
A(AT (un, u2), AT (01, 02)) < A - d( AT (), AT (v, ),

unde A{H(ul,uz) = Agj)(a;l,xg,ul,uQ) Vui,us € R cu 21,79 € R

fixati. In consecinta avem

d(AM (ug, us), A (01, 12)) < 0.99- 810 d(AWY (uy, up), AP (07, v9))+

9
+0.001 - Z S (Agn_j) (w1, uz), Agn_j)(vl, v2)).

=1
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Aceasta inegalitate, relatia (5.30) si teorema 5.3 implica convergenta

sirurilor

(5.32) (27", a5 = Ag(ay”, 257) s

(5.33) (uY‘“), ugnﬂ)) = A (xgn), :vgn), uﬁ”), ué"))

Daca alegem x1,10 € CUA;, No], uy = % siuy = %, obtinem
u§”) = ag_g/\") si ué") = 8?:), deci pe baza teoremei lui Weierstrass

rezulta ca solutiile sistemului (5.31) sunt continuu derivabile in raport

cu A. Astfel am obtinut urmatoarea teorema:

TEOREMA 5.4. (Sz. Andrds [10]) Sistemul (5.31) are o solutie
unicd in R? pentru orice X € [A1, \a] iar functiile X — x1()\) si
A — x9(N) sunt continuu derivabile in raport cu A (sunt de clasa

CHA1, A2)).

OBSERVATIA 5.1. Mentionam inca o data ca matricea S este con-
vergenta la 0, dar pentru a arata acest lucru avem nevoie de valorile

proprii st nu de normele folosite mai sus.



Ecuatii Fredholm-Volterra in C|a, b]

In acest capitol stabilim teoreme de existenta si teoreme de existen-
ta si unicitate pentru ecuatii Fredholm-Volterra. In primul paragraf
folosim teorema lui Schauder, teorema Leray-Schauder si teorema
lui Krasnoselskii pentru a stabili teoreme de existenta. In al doilea
paragraf folosim technica operatorilor Picard definiti pe un produs
cartezian pentru a stabili teoreme de existenta si unicitate. Tratam
separat cazul liniar, pentru a obtine o reprezentare a solutiei si ex-
tindem unele rezultate la cazul ecuatiilor Fredholm-Volterra cu sin-
gularitate slaba. In paragraful 3 folosim technica operatorilor Pi-
card pe fibre pentru a studia derivabilitatea solutiei in raport cu un
parametru iar in paragraful 4 extindem teoremele din paragrafele
2 gi 3 la cazul ecuatiilor Fredholm-Volterra cu argument modificat
iar in ultimul paragraf stabilim teoreme de comparatie referitoare la
ecuatiile Fredholm-Volterra. Teoremele de existenta si unicitate com-
pleteaza rezultatele obtinute de I. Narosi ([78]), A. Petrusel ([87]),
B.G. Pachpatte ([80]), D. Gou ([45]), V.M. Mamedov si Ja. D.
Musaev ([71]), L. Bihari ([21]), J. Kwapisz si M. Turo ([64] si [65]),
R.K. Nohel, J.A. Wong si J.S.W. Miller ([76]), si C. Corduneanu
([33]). In conditiile acestor teoreme se pot obtine ca si cazuri parti-
culare teoremele clasice referitoare atat la ecuatiile Volterra cat si la
ecuatiile de tip Fredholm. O parte a rezultatelor originale din acest

capitol au fost publicate in lucrarile [8] si [14].

89
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1. Teoreme de existenta

In acest paragraf aplicam teorema lui Schauder si teorema lui

Krasnoselskii pentru a studia existenta solutiilor ecuatiei mixte

T b
(1.34) y(x) = f(x) +/K1(ac,s,y(s))ds+/Kg(x,s,y(s))ds,

Vom folosi proprietatile cunoscute ale operatorilor integrali de tip
Volterra si Fredholm (pentru demonstratia acestor proprietati se

poate consulta R. Precup [91] si [89]).

TEOREMA 1.1. (Sz. Andrds, [7]) Daca au loc conditiile:
a) Kla KZ € C([CL, b] X [aa b] X Rn;Rn) 55@ f € O([aab]aRn>
b) exista o, 5 € Ry astfel incdt || Ky (x, s, u)|| < a- ||ul| + 5
c) exista M € R astfel incat

M= sup | Ka(x, s, u)l];

(z,s,u)€[a,b] x [a,b] xR™

atunci ecualia 1.34 are cel putin o solutie y* in C([a,b],R™) cu pro-
prietatea ||y ||ca < Re, unde R, este un numdr mai mare decdt

LI+ (M +8)(b—a)] sic> 1.

Pentru 7 > 0 norma Bielecki a unei functii y € C([a, b],R™) este

definita prin ||y||, = il{&;}g} ly(x)| - e7@=),

DEMONSTRATIE. Consideram spatiul Banach X = C([a, b],R")
si operatorul T': X — X definit prin

Tly|(z) = f(x) + /Kl(x, s,y(s))ds + /Kg(x,s,y(s))ds, YV € [a,b]

a
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Datorita conditiei a) acest operator este bine definit gi complet con-

tinuu. Folosind b) si ¢) obtinem

ITTy)()] < ||f(f6)||+/\|K1(x,s,y(8))||ds+/||K2($,S7y(8))l|d8 <

< Hf|!+04'/||y(8)|! e T s B (b—a) + M- (b—a) <

T(z—a)

<[ fll+a-

Nyll-+ (B+ M) - (b—a).

Din aceasta inegalitate deducem ca

17l < = llylle + 11+ (M + 8)(b - a),

deci pentru ||y||, < R avem inegalitatea
a
1Tl < — - R+ fl+ (M + B)(b —a).

Daca 7 > «, atunci din aceasta inegalitate obtinem ca pentru
R > W operatorul T invariaza bila B(0, R). Din teo-
rema lui Schauder rezulta existenta unei solutii y* si inegalitatea

ly*|l- < R. Dacd T = ¢ - a, atunci rezulta ca ||y*||ca < Re. -

Putem relaxa conditiile asupra nucleelor prin schimbarea spatiului
din care le alegem sau prin folosirea altei teoreme de punct fix. Daca

folosim teorema lui Krasnoselskii (5.10) obtinem urmatorul rezultat:

TEOREMA 1.2. (Sz. Andrds, [7]) Daca au loc conditiile:
a) K1>K2 € C([aab] X [aa b] X anRn) §Z f € C([CL, b]aRn)

b) Ky are proprietatea Lipschitz in raport cu ultima variabild §i

ezistd oy, 31 € Ry astfel incat || Ky (z, s,u)|| < ay - ||ul] + Bi;
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c) exista functia integrabild ks : [a,b] X [a,b] — Ry si 10 > a3
astfel incat

b

(1.35) sup /kQ(x, s)ds < <1 — ﬂ) e~
x€|a,b| 70

a

d) ezista B, € R astfel incat
| Ka(x, s, 2)|| < ka(z,s)-||z|| + B2, V(z, s) € [a,b] X [a,b],z € R";
atunci ecuatia 1.84 are cel putin o solutie in C([a,b],R™).

DEMONSTRATIE. Operatorul 73 : C(la,b],R") — C([a, b],R"),

mwmzﬂ@+/m@@mmw

este contractie cu o norma Bielecki adecvata iar operatorul
b
15 €l bR = C(la, 8L B, Tlyl(w) = [ Ko, s.y(s))ds

este complet continuu fata de aceeasi norma. Din sirul de inegalitati

x b
ITly)()] < Hf(:c)H—ir/HKl(x,s,y(s))Hds+/HKQ(:U,S,ZJ(S))HCZSS
< £+ (B + B2) (b — a) —f-al/||y(s)||e_7(5—‘1)67(8—a)d8+
b a
[ ot ) - I < 151+ (8 + 80— ) + Sl -0+

b
me/%xa@a“@w
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rezulta inegalitatea

ITTyl(@)ll- < NI+ (Br + B2)(b — a)+
b

a —T(x—S
ol | 2+ [ Rt s)e s |

a

(1.36)

deoarece e~7(#=%) < 1 pentru = € [a,b]. Conditia c) si relatia (1.36)

garanteaza marginirea multimii 7'(U,(R)), daca
Ur(R) ={y € C([a,b], R")[ ly]l- < R}

si R > 0, deci conform teoremei 5.10 avem o alternativa de tip Leray-
Schauder (pentru multimea C' consideram o bila inchisa pentru care
T(U,(R)) c C). In continuare fixdm elementul p = 0, si demonstram
ca exista R > 0 astfel incat pentru A € (0,1) ecuatia y = - T'[y| +
(1 — A)p nu are solutii pe frontiera lui U.(R) . Daca |ly||, = R, si
y = ATy, atunci din inegalitatea 1.36 deducem

b
R < || Tyll- < I fII+(B1+52) (b—a)+R- % _’_/kQ(-T,S)e_T(I_S)dS

Daca putem alege 7 astfel incat

b
(1.37) - /k’z(x, s)e 7@ ds > 0,

T
a

atunci exista R > 0 cu proprietatea ca ecuatia y = A - T'[y] nu are

solutie pe frontiera lui U, (R). Pe de alta parte

b b
(1.38) /kzg(a:, s)e™ds < /kg(a:, s)ds - €™
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si datorita conditiei ¢) pentru 7 = 75 avem
b

b
/kg(x, s)ds - €™ < sup /k:g(x, s)ds - €™ <

z€a,b]
a

< <1 _ ﬂ) et < (1 _ %> e
To T0

Parametrul 7 s-a fixat astfel ca operatorul T sa fie contractie.
Datorita echivalentei normelor || - ||, si || - ||, exista o bila U.(R)
pentru care ecuatia y = AT[y] nu are solutii pe frontiera lui U, (R),

deci ecuatia 1.34 are cel putin o solutie in C(]a, b], R™). (]

OBSERVATIA 1.1. In inegalitatea 1.35 consideram functia definita
de expresia din membrul drept

g:la,00) =R, g(r) = <1 — %> e T(b—a),
T

Aceasta functie are un punct de maxim in

S a1(b—a) +v/a}(b—a)? +day(b— a)‘

2(b—a)

Daca numarul din membrul stang al inegalitatic 1.35 este mai mare

decat mazimul functiei g, atunci nu exista Ty astfel incat inegalitatea
c) sa fie satisfacuta. Pe de alta parte daca

b
sup /l@(m,s)ds < g(m),

x€[a,b]
a

atunct putem lua 79 = 4.

OBSERVATIA 1.2. Daca aplicam teorema Leray-Schauder (5.7)

operatorulur Ty + Ty, atunci putem renunta la conditia Lipschitz.

In locul inegalitatii 1.38 putem folosi inegalitatea lui Holder si

astfel conditia asupra lui Ky devine mai generala.
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TEOREMA 1.3. (Sz. Andrds, (7)) Daca au loc conditiile

a) K17K2 € C([aab] X [aa b] X an]Rn) §Z f € C([CL, b]an)
b) exista ay, 81 € Ry astfel incat || Ky (z, s,u)|| < aq - ||u|| + Bi;
c) exista functia ko : [a,b] X [a,b] — R si numarul p > 1 astfel

incat
||K2(£L‘7S,Z)|| < kQ(IE,S) ’ HZH +527 V(ZL‘,S) S [aa b] X [a7b]>z € Rn;

ko(w,) € LPla,0] si | [[ka(z, Ylee llny < 35 - €700 07,

1,1 S 1
unde;—i—g—l, §170 = aq + 5o

atunci ecuatia 1.34 are cel putin o solutie n  spatiul

C([a,b],R™).

DEMONSTRATIE. Operatorii
15 Cla bR — Cla LB, Tall(e) = £() + [ Kae.s.u(6)

si

>

Y%QM%W%%WMR%BM®=/&@&WN

sunt complet continui fata de o norma Bielecki oarecare. Ca in cazul
teoremei anterioare este suficient ca (1.37) sa aiba loc. Din inegali-

tatea lui Holder obtinem

b b A
/ kz(x’s)e—‘r(fo)ds < HkZ(xa')HLP . (/ efq(xs)ds> <

1
Tq(b—a) _ q
QW@wmﬂth———%.
Tq
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Astfel pentru ca inegaliatea 1.37 sa fie adevarata este suficient sa

demonstram ca

eralb=a) 1 A\
(139) [l e = < (1 7))

Daca alegem 7 = 79, conditia c) implica inegalitatea
(1.40) [ k2, )l [l)" - €™ < q(r — aq)

deoarece functia h : [0,00) — R, h(7) = q(7 — aq) - e 71~ igi

C1—ava2(b— .
—bl e~1-aa(b—=a) Dip
—Qa

inegalitatea lui Bernoulli gi inegalitatea 1.40 rezulta relatia 1.39 si

ia valoarea maxima in 7y §i maximul este chiar

astfel deducem existenta unei bile U, (R) pentru care ecuatia y =
AT[y] nu are solutii pe frontiera lui U, (R). Datorita teoremei 5.7

ecuatia 1.34 are cel putin o solutie in C([a, b], R™). [

OBSERVATIA 1.3. 1. Conditii mar generale care sa genereze
marginirea “a priori” a solutiilor pot fi formulate daca se
folosesc teoreme de tip Leray-Schauder pentru spatii cu mai
multe metrici (a se vedea R. Precup [90] si R.P. Agarwal,
D. O’Regan [2])

2. Daca Ky si Ky sunt de tip Hammerstein, putem renunta la
continuitatea nucleelor fara a schimba continuitatea solutiei
si astfel vom avea teoreme mult mai generale (a se vedea
lucrarile lui R.P. Agarwal, M. Meehan si D. O’Regan [5],
(73], [74] si R. Precup [91]).
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2. Teoreme de existenta si unicitate

In acest paragraf studiem existenta si unicitatea solutiilor con-
tinue ale ecuatiilor integrale mixte

b
(2.41) y(x) /K1 x,8,Y(s )\)ds+/K (x,s,y(s); Nds,

si
(2.42)  y(x) = f(z)+ )\/Kl(x,s)y(s)ds + A/KQ(x,s)y(s)ds

unde \ este un parametru real. In primul subparagraf stabilim teo-
reme pentru cazul neliniar, in subparagraful 2.2 extindem aceste teo-
reme la cazul ecuatiilor cu singularitate slaba, iar in ultimul paragraf
studiem dependenta continua de date si derivabilitatea solutiilor in
raport cu parametrul A\. Pe parcursul demonstratiilor folosim teh-
nica operatorilor Picard (vezi I.A. Rus [101]), a operatorilor Picard
pe fibre (vezi I.LA. Rus [102] si [103]) si a operatorilor definiti pe
produs cartezian (vezi M.A. Serban [112]). In cazul ecuatiilor cu
singularitate slaba folosim technica operatorilor iterati. In majori-
tatea situatiilor rezultatele obtinute se pot extinde si la cazul in care
solutiile se cauta in spatiul C([a,b], X ), unde X este un spatiu Ba-
nach. Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarile [8]
si [14].

2.1. Cazul neliniar. Pentru a stabili o teorema de existenta si

unicitate avem nevoie de urmatorul rezultat ajutator.

TEOREMA 2.1. (Sz. Andrds [8]) Daca (X;,d;) sunt spatii metrice
complete pentru i = 1,n si operatoris Ty : X1 x Xo X ... x X,, — X;
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satisfac conditiile

d; (T;(z ) < Z cij - di(z5,v5),

unde c;j sunt constante reale pentru i,j = 1,n

7= (Y1,Y2,--,Yn), §1 matricea C' = (cij); ;1
zero, atunci

n, (x17$27"'7xn)7

— este convergenta la

a) operatorul T : X1 X Xo X ... x X, — X7 x Xy x ... x X,
definit prin

T(x1,Toy .y Tp) =
(Ty (21, Toy ooy ), To(T1, oy oy X))y ooy Tr (21, Xy ooy )
este un operator Picard, deci sirurile
2 =, (:1:§ ™ g ,ZEflm)> , meN

sunt convergente la elementele x;, unde

T(SET,JI;,...,SE;) = (I‘T7x;7"'7'r:l);

b) avem urmatoarea inegalitate

dy x’{,xgm) ] [ d, xg >,a:§°) ]

dy (5, 20 dy (2, 20

AN <cm(,—C) M| P\ ) m> 1
d, (x;;,x%m)) dy, (xﬁl),x%0)>

DEMONSTRATIE. Consideram sirurile

2 = 1 M et

unde x(o) € X; pentru ¢ € {1, 2, ...,n}. Din conditiile date deducem



2. Teoreme de existent a si unicitate 99
I dq a;ﬁ"””, a;Y”) | [ dy x(lm), xgm_l)
w (o, o) | | (e ey |
i (5% 1) A) dn(dyiggbn>
(o, (o, o) T
d, <m+p> _ (mi(f) dy (2D 20
a(ar o) | (0 a)
De aic-i rezulta - -
(2 oy (20, 20) ]
dy l_gm+p) xgm) < Mim.p) dy x§1)7 ng) |
d, (x%m;l;), x%m)> d, (g;ﬁf), x;0)>
unde M, (m,p) = C™ (I, — C?) (I, — C)~". Din conditia C™ — O,
deducem ca sirurile <m,&m))m>0 sunt sgiruri Cauchy pentru
k € {1,2,...,n}. Pe de alta parte spatiile (X;,d;) sunt complete,

deci sirurile precedente sunt convergente. Daca notam cu xj, limita

sirului (a:,(cm

dy

k
xl? 'Tl

Inegalitatile

(m

* (m
da (13, Ty

)
)

d, (:L‘ z{m

)

)> , atunci
m>0

< ™I, — O)!
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A Tl(xg*), ...,:E,(l*)), xgmﬂ) | A x¥, x(lm)
* * m+1 * m
o (To(ay”, o) V) | e (w5, 087) |
o (Tual? ) al70) | ()
[ d, xgl), mgo) |
d $(1)7 ()
< omHl (In _ C)*l 2\ "2 2
implica T} (z7, @3, ...,x}) = x; pentru j = 1, n, deci demonstratia
teoremei este completa. ]

OBSERVATIA 2.1. Aceasta teorema este in fond teorema lui Perov
pentru spatiul X1 X Xo X ... X,. Daca X1 = X9 = ... = X, s1 con-
sideram aceeast metrica in fiecare spatiu X;, atunci obfinem teorema

4.8.8 din M.A. Serban [112].

Pentru a aplica aceasta teorema la studiul ecuatiei

b

y(x) :f(:z:)+/K1(q:,s,y(s);)\)ds+/Kg(:z:,s,y(s);)\)ds

a

consideram spatiile

X = (O[av b]? || ) HB) 1Y = (C[av b]’ || ) ||C)7

unde [|z||p = max [|x(t)|e_7(t_“)] si ||y|lc = max |y(t)| sunt normele
tela,b] te(a,b]

Bielecki respectiv Cebisev si operatorii

TliXXY—>X, TQIXXY-)Y
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definiti prin egalitatea
b

Ti(z,y)( /K1 t,s,x(s )ds+/K2(t,s,y(s),)\,)ds

unde i € {1,2}. Pentru acesti operatori avem

I Ti(1, y2)(t) = Tilwa, y2) (8] <

§/|K1(t,s,x1(s),/\)—Kl(t,s,xQ(s),/\ﬂds—l—

b
+/ |Ka(t, s,y1(5), \) — Ka(t, s,y2(5), A)| ds.

a
Astfel daca L si Ly sunt constantele Lipschitz in raport cu cea de a

treia variabila pentru K si K, atunci

I Ti(21,92)(t) = Tilwa, y2)(8)] <

<Li [ lan(s) ~ aa(o)]ds + La [ (o)~ (o)l ds <

a a
t

< Iy / |z1(s) — xa(s)| e Tsma)er(s—a) 4T, / ly1 — yal|cds <

t

< Lilloa(s) = aa(s)la [ )+ Lall — salled — ) <
L
< 71||=T1(3) = 23(s)||5 [ = 1] + Lollyr — slle (b - a).

Din aceasta inegalitate deducem

| To(x1, y1) — Ta(xa, yo2)|lc <

(2.43) 1
< D ra(s) = wals) s [ = 1] + Lalls — wollc(6 — a)
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si

Ty (21, 91) — Th(w2,92) || <

(2.44) I
< —llaa(s) = 2(s)lls + Lallys = gelle(b - a).

Teorema 2.1 se poate aplica daca valorile proprii ale matricii

. [ L Ly(b — a) ]
Lile"(b—a) — 1] Ly(b—a)

sunt in interiorul discului unitate. Ecuatia caracteristica a acestei

matrici este

Ly

(9w =)u” - (7 + La(b— a)) u g Dale(b—a)

_ pT(b—a)) _
= (2 e ) 0.

Discriminantul acestei ecuatii este pozitiv, deci radacinile sunt
pozitive. Astfel conditiile necesare gi suficiente pentru ca valorile

proprii sa fie in interiorul discului unitate sunt:
g(=1)>0,9(1) >05i —2< & 4+ Ly(b—a) < 2.

Dar ¢g(1) > 0 implica g(—1) > 0 deoarece coeficientul lui u este
negativ, deci avem nevoie de conditii necesare gi suficiente pentru

existenta unui 7 cu proprietatea:

Ly Lo(b—a) <281 &+ Ly(b—a) < 14 122028 (9 ¢r(b-0))

T

Ecuatia 1 = M (2 — e7(0=a) ) are o singura radacina pozitiva
(deoarece derivata functiei n(r) = 7+ (e7®=%) — 2) L; Ly(b — a) este
pozitiva si n(0) < 0). Daca notam cu 7y aceasta radacina pozitiva,

atunci putem avea doua cazuri.

Ly
2—Lo(b—a)

matricea C' este convergenta la zero. Aceasta inegalitate este posibila

Cazul 1. Daca exista 7 astfel incat 7 > si T < 79, atunci
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daca si numai daca Ly < Tp, adica
92— )

T La(—a)

L Ly(b—a)
. ) + <€2L2<ba) — 2) LlLQ(b — CL) < 0.

2 — LQ(b —a
Cazul 2. Daca exista 7 astfel incat 7 > 7 si
L LyLy(b —
D pp—a) <14 L2l =0 (5 ey
T T

atunci matricea C' este convergenta la zero. Dar functia

m(7) =7 (1 — La(b—a)) + LiLa(b—a) (2 — eT(b_a“)) — L

L] 1-Ls(b—a)
b—a (b—a)2LiLy>

sara si suficienta pentru existenta unui astfel de 7 este m(7) > 0 sau

admite un maxim in punctul 7, = deci conditia nece-

7 > 19 st m(m) > 0. Pe de alta parte m(ry) > 0 este echivalent cu

#(11)—(1) < Tp, deci din aceasta inegalitate nu obtinem alte conditii.
Astfel avem urmatoarele conditii:
Conditii
1 Ly #@EL) .
C)m-{- e 2 -2 Lng(b—a)<0,

O sl ot + (R hila = 2) G- ally > 0

1 In 1-— Lz(b — CL)
b—a (b — CL)2L1L2

1 —Ly(b—a)

—a)l Ly |2 — —"T"F—7—=
+(b a) 1 2( (b—a)leLQ

)—L1>0.

OBSERVATIA 2.2. (1) Daca Ly = 0, atunci obfinem conditia
1—Lo(b—a) > 0, ceea ce reprezinta conditia clasicd in cazul
ecuatiilor Fredholm.

(2) Dacd Ly = 0, atunci inegalitatile din conditia C?) sunt ade-
varate, dect nu avem nevoie de conditii suplimentare in cazul

ecuatiilor Volterra.
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Cu notatiile precedente putem aplica teorema 2.1 si obtinem urma-

toarele proprietati referitoare la ecuatia 2.41:
TEOREMA 2.2. (Sz. Andrds [8]) Daca functiile
K; :a,b] x [a,b] Xx R x [\, Ay] — R

sunt continue st au proprietatea Lipschitz in raport cu a treia vari-
abild, avand constantele Lipschitz Ly, respectiv Lo, f € Cla,b] si are

loc una din conditiile C*) sau C?), atunci

a) ecuatia (2.41) are solutie unica x* in Cla,b];
b) sirul aproximatiilor succesive converge catre x* pentru orice
element initial;

c) are loc urmatoarea estimare:

la* — ™| 5
lz* — 2™

< C™(I, — O)7!

dy (1), )
do(z$), 2y |7

de C % L2(b - a)
unde C' = :
Lifer®=a) — 1] Ly(b—a)

T

2.2. Cazul liniar. In cazul liniar, pentru ecuatia

i) = )+ 3 [ Kl o)y(s)ds + ) [ Kalir o)y(s)ds,

constantele Lipschitz corespunzatoare teoremei 2.2 sunt
Ly = max|K;(x,s)| si Ly = max|Ky(z,s)]

(in ambele cazuri maximul se calculeaza pe domeniul [a,b] X [a, b]).

Astfel obtinem urmatorul rezultat:
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TEOREMA 2.3. (Sz. Andrds [8]) Pentru ecuatia integrald

b

y(x) = f(x) + )\/Kl(x,s)y(s)ds + )\/Kg(;v, s)y(s)ds

a

nucleele iterate sunt definite de relatiile

K" (g, 5) = / Ky (2, )K" (¢, s)dt
St

KM (2, s) = /le(x,t)KQ(")(t, s)dt+

b
+/K2(x,t)K§")(t, s)dt+/K2(:c,t)K{”)(t, s)dt.

S

Nucleele rezolvente sunt de forma
Ri(z,8,\) = Z)\]KU (w,5) si Ry(w,8,\) = Z)\JK(J (z,5)
j=1

tar solutia se poate reprezenta sub forma
x b
y(x) = f(z) —1—/R1($,3, )\)f(s)ds—i—/Rg(.ﬂ:,s,)\)f(s)ds.
Seriile care definesc nucleele rezolvente sunt convergente in C|a, b
daca numerele Ly = max|K;(x,s)| si Ly = max |Ks(z,s)| satisfac
una din conditiile C' sau C?. Nucleele rezolvente satisfac ecuatiile

integrale:

Ri(2,5, ) = \K (2, 5) + A/Kl(q:, DR (1, 5, \)dt

§1
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Ry(x,s,\) = AKy(x, s) + )\/Kl(x,t)RQ(t, s, A)dt+

b b
—i—/Kg(m,t)Rg(t, S, )\)ds+/Kg(x,t)Rl(t,s,)\)ds.

DEMONSTRATIE. Din teorema 2.2 deducem ca operatorul
A : Cla,b] — Cla,b] definit prin

Ay(z) = F(z) + MK (2, 9)y(s)ds + N [ Ko (x, s)y(s)ds

este un operator Picard, deci sirul aproximatiilor succesive definit de

relatia

Yo () = Ayu(2) = F() + AT (2, ) (5)ds + X [ Ko (2, 8)ya(s)ds

este convergent. Folosind metoda inductiei matematice demonstram

ca

o) = 10+ 0 (TR 05) )05+ KD 917515

7j=1

Pentru n € {0, 1} aceasta relatie este adevarata. Pe de alta parte

n s b
Al f(s)+ ZM / K9 (s, ) f(t)dt + / K9 (s, t)f(t)dt
= f(z)+ )\/Kl(x,s)f(s)ds—i-

+Y A / Ky (z, $)KY (s,t)ds | f(t)dt+
J=1 a t
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b b
+/ /Kg(:c, KD (s, t)ds | f()dt | +

D Nk / / Ki(z,8)KY (s, t)ds | f(t)di+
j=1 a a
b

+/ 7 Ko(w, $)K5 (s, t)ds | f(t)dt | =

n+1

+Z)\’“ /K (z,0)f dt+/K( )t |

deoarece

KE(at) = [Kaw o)k, 0)ds

KV (1) = / Ki(z, $) K (s, ¢)ds+

/Kgx s stds—l—/Kgx sK{j)(s,t)ds.

Conform pr1nc1p1ulu1 inductiei matematlce

n x b
i) = £@) + 3N [KD s pods + [ K @ )59 |

pentru orice n € N. Datorita teoremei 2.1 girul aproximatiilor succe-

sive converge uniform la unica solutie a ecuatiei, deci
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x

y(x) = f(x) + [Ri(z,s, A\)f(s)ds + }Rg(x, s, A) f(s)ds,

a

(x, 5, \) Z)\]K(J (x, s)
si
(x, s, \) Z)\JK x, s)

Daca calculam integralele

/Kll'tRl(tS)\ /KlfﬂtRQOfS)\)d

/Kg(m, t)Ry(t, s, N)dt si /Kg(x, )Ry (t, s, \)dt

folosind definitia nucleelor rezolvente si relatiile de recurenta pen-
tru nucleele iterate, obtinem ecuatia nucleelor rezolvente (seria este
convergenta din cauza convergentei uniforme a girului y,,):
Ri(z, s, \) = AKy(x, s) + A[Ki(z, t)Ry(t, s, \)dt si
Ry(z, s, \) =
T b
AKs (2, 8) + A [Ki(x, t)Ra(t, s, N)dt + X[ Ka(x, t)Ro(t, s, \)dt+

b
+ A [ Koz, t)Ry(t, s, N)dt.
|

OBSERVATIA 2.3. Convergenta se poate studia direct folosind fap-
tul ca sirul majorantelor pentru valorile absolute ale nucleilor iterats
este sirul aproximatiilor succesive pentru o alta ecuatie integrala. Din

relatiile
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KPP (1) = [ Ko (o, ) KD (s, 1)ds 1 K () =
t
x . b ) b .
[Ky(z, ) K (s, t)ds + [Ky(z,s)KY (s, t)ds+ [Ks(z,s) K (s,t)ds.
a a t
deducem ca ‘Kfj)(s,t)) §i ‘Kéj)(s,t)‘ pot fi majorate cu sirul aprozi-

matitlor succesive ale ecuatiel
T b
y(z, s) = Ly [y(z, t)dt + Ly [y(x, t)dt,
unde Ly = max |Ki(x,s)| i Ly = max|Ki(x,s)|. Pentru a studia
aceasta ecuatie putem aplica teorema 2.1 in spatiile

X = (C(la, b] x [a, b)), [[-lp) s7Y = (C([a, b] x [a, b)), [I-lc)

unde ||z|l 5 = tIsIé?;LXb] [z(t, s)| e ™) si [yl = t?éﬁsz] ly(t, s)| sunt

normele Bielecki si Cebisev iar operatoric Ty @ X XY — X,
Ty : X XY — Y sunt definiti prin

T b
Tl,g(’yl, yg)(l', S) = Ll/yl(I, t))dt + LQ/?/Q(I‘, t)dt

Ca si in teorema 2.2 deducem:

[ To (w1, y1) — Ta(22, ¥2)lle <
2z (s) = 22(s)llp [e77 = 1] + Lo flyr — glle (0 —a) si
1T (z1, y1) — Th(x2, y2)l 5 <
L 21 (s) = 22(s)ll 5 + Lo [y — welle (0 —a).
Astfel obtinem aceeasi matrice C' ca si in teorema 2.2. Acesta garan-
teaza convergenta uniforma a seriilor

[e.e] [e.e]

Z)\ijj)(x, s) i Z)\jf(éj)(x, s).

Jj=1 Jj=1
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OBSERVATIA 2.4. Teorema 2.2 si teorema 2.3 se poate extinde si
la sisteme de ecuatii respectiv la ecuatii care confin functii cu valori

intr-un spatiu Banach.

2.3. Ecuatii Fredholm-Volterra cu singularitate slaba. In
acest paragraf demonstram ca teoremele anterioare pot fi extinse si
la cazul in care nucleele K si Ko nu sunt functii continue, dar poseda

numai o singularitate slaba.

DEFINITIA 2.1. ([56], [88]) Ecuatia integrala
(2.45) u(z) = f(z) +/Kl(m,s)u(s)ds,

cu f € Cla,b] se numete slab singulard (sau cu singularitate slaba)

daca exista Ly € C ([a,b] x [a,b]) si a € (0,1) astfel incit Ky(z,s) =
Ll(r,s)

|z—s|*

o singularitate slaba.

Vs € la,b] cux # s. In acest caz spunem ci nucleul K are

Ecuatia integrala

(2.46) u(z) = f(x) +/K1(x,s)u(s)ds+/Kz(x,s)u(s)ds,

cu f € Cla,b] se numeste ecuatie cu singularitate slaba daca cel putin

unul din nucleele Ky si Ky are o singularitate slaba.

Prima data demonstram o teorema de existenta si unicitate pen-
tru ecuatii de tip Volterra cu singularitate slaba. Pentru ecuatia 2.46
studiem mai intai cazul in care K; este cu singularitate slaba gi K
este continuu, iar apoi cazul in care atat K cat si Ky au singularitate

slaba. Avem nevoie de urmatoarele proprietati:
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TEOREMA 2.4. Daca X este o multime , n € N, si pentru functia
T:X — X, ecuatia T™(u) = u are o solufie unica u*, atunci u* este

solutia unica a ecuatier T'u = u.

TEOREMA 2.5. Daca (X, d) este un spatiu metric generalizat com-
plet, T : X — X un operator pentru care T* este contractie, atunci
girul up1 = T(u,) V n € N este convergent la unicul punct fix al

operatorului T*.

TEOREMA 2.6. Daca K(z,s) é(_zs“si cu 0 < a < 1 gi

L € C([a,b] x [a,b]), atunci operatorul T : Cla,b] — Cla, b,

T(u)(z) = / K (z, 5)u(s)ds

este bine definit (T'(u) € Cla,b]).

DEMONSTRATIE. Daca a < x < 2’ <bsid; > 0, atunci

x—01
[T (u)(2') = T(u)(z)] < / K (2", s) = K(x, 5)|[u(s)|ds+

) T

+ / K (2, 5)[[u(s)|ds + / |K (z, 8)||u(s)|ds+

r—01 x—01

xl

+ / |K (', s)||u(s)|ds.

z/—01

Fie u € Cla,b] si fie M = max |u(s)|. Functia

s€la,b]

K:[a:—(;—l,b]x[a,x—51]—>R

fiind continua pe o multime compacta, este uniform continua. Astfel

V € > 0 exista d9 > 0 cu proprietatea
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|K(2',s) — K(x,s)| < ey dacd v —2'| < dysis <x— 4.

De aici deducem

' —

IT(uw)(2) — T(u)(z)| < <+ M- / K (2, s)|ds+

-2
r—01
M- / K (2, )| + M - / K (2, 5)|ds,
x—01 z’' =61

daca |x — 2’| < d9. Pe de alta parte

z'—51 z' =51 .
/ ‘K<$/8)‘d3<P /L:P _MI o
’ - (2 — s) e
x—01
P 11—« 11—« P 11—« €
. De asemenea
151) B

T—01

1
unde |2/ — x| < 3 51 P = ma[mxb] |L(z,s)|
x,s€|a,

j\K@£ﬂéflti b _ L (—@—sﬂﬂ

(x—3s) 1—a
r—01

x—01
P €

— _'61704
—a ' “%M

pentru 07 < &4 si

1./

P
[ K@) < s <
—

6M
/-0
pentru d; < d3. Din aceste inegalitati rezulta ca
T (u)(2") = T(u)(z)] <€
daca |x — 2’| < min(dy, d2, 3, d4), deci operatorul T este bine definit
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TEOREMA 2.7. Daca K sau Ky este cu singularitate slaba, atunci
operatorul T : Cla,b] — Cla,b],

b

/K1 7, 8)u ds+/K (2, s)u(s)ds

este bine definit (Tu € Cla,b]).

DEMONSTRATIE. Se poate demonstra (ca gi teorema 2.6) ca ope-
ratorul Ty : C[a,b] — Cla,b],

(Tou)(x /Kst

este bine definit, daca K, are singularitate slaba. Astfel T" este bine

definit fiind suma a doi operatori corect definiti. ]

TEOREMA 2.8. ([56], [88]) Daca Ky si Ky au singularitati slabe
Py

|z — s[f

|K1($7S)| < |K2<'T7 5)' < T

unde P, P, € R, 0< a3 <1, 0< ay <1, atunci functia
Ka(r.s) = [ Ko )Kalt, o)

poseda urmatoarele proprietati:
1. Daca ay + ag > 1, atunci functia Ks(z,s) are singularitate
slaba si

Py

Kl o)l < o et

unde P3 € R.
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2. Daca oy + ay = 1, atunci functia Ks(x,s) este continud

pentru x # s §i
|K3(z,s)| < Ps+ PyIn|z — s,
unde P, Py € R.

3. Daca oy + ag < 1, atunci functia Ks(x,s) este continud in
D = [a,b] x [a,b].

O proprietate analoaga se poate demonstra si pentru operatorii

integrali de tip Volterra.

TEOREMA 2.9. (Sz. Andrds [14]) Daca functiile Ky si Ko au

singularitati slabe gi

[ Ky (2, 5)] <

|K2($, S)| S

pentru x > s, atunci functia
Ka(es) = [ Koot Kalt, o)t

poseda urmatoarele proprietati:

1. Daca ay + ag > 1, atunci K3 are singularitate slaba $i

Ps
(Z‘ _ S)Oq-}—az—l :

’K3(‘T7 S)| <

2. Daca on+ay =1, atunci Ky este continua si |Ks(z, s)| < Py.
3. Daca oy + as < 1, atunci K3 este continuad $i
Kyl )| < Py - ( — sy

Cu ajutorul acestor teoreme putem demonstra urmatoarea pro-

pozitie:
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TEOREMA 2.10. (Sz. Andrds [14]) Daca K(x,s,\) = %)/\a) cu
L e C([a,b] x [a,b] x [A1,Aa]) §10 < a <1, atunci ecuatia

(2.47) u(z) = f(x) —I—/K(x,s, Mu(s)ds

unde f € Cla,b] si A € [A1, \a], are solutie unica in Cla,b]. Mai mult

aceasta solutie apartine spatiului C([a,b] X [A1, Aa]).

DEMONSTRATIE. Datorita teoremei 2.6, operatorul
T :Cla,b] — Cla,b], (Tu)(z /K x, s, \u(s)ds

este corect definit. Teorema 2.9 implica existenta unui numar
n € N\{0} pentru care K™ definit prin KM (z,s, \)=K(z,s,\) si

KU (z,5,\) = fK z,t,\) - KU (t,s,\)dt ¥ j > 1 este continua.

S
Dar orice solutie a ecuatiei 2.47 satisface ecuatia iterata

(2.48)

n—1 <%

—i—Z/K’) x,8,\) f )d8+/K(")(x,s, Au(s)ds,

deci aplicand teorema 2.1 operatorului 1" : Cla, b] — Cla, b]
(2.49)

n—1 %

(Tu)( +Z/K(l T,8,\)f )ds—l—/K(")(a:,s,)\)u(s)ds.

cu nucleu continuu (putem alege o metrica Bielecki in Cfa,b] ast-
fel incat T sa fie o contractie) deducem c& ecuatia Tu = u are o
solutie unica u* in C[a,b]. Din teorema 2.4 rezulta ca u* este unica
solutie a ecuatiei Tu = u (deoarece T = T") si din teorema 2.5

rezultd convergenta girului de aproximatii succesive u,.1 = T'(uy)
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la u* pentru orice uy € Cla,b]. Astfel ecuatia 2.47 are o solutie
unica gi aceasta solutie se poate aproxima prin aproximatii succesive.

Aplicand acelasi rationament ecuatiei
(2.50) u(z,\) = f(x) —i—/K(m,s,)\)u(s,)\)ds

deducem ca u* este unica solutie in C([a, b] X [A1, A2]), deci solutia

este continua in raport cu parametrul . ]

OBSERVATIA 2.5. Putem folosi si o demonstratie directd (fard

operatori iterati) daca folosim urmatoarea inegalitate:

L omax o [L(z,s,A)
Tu(e) - To(w)] < [ 222 S Ju(s) = v(s)lds <
r— Ss|¢
T T D T 3
T(s—a) d !
< L*||u—v||-/e—ds < /—S : /eT(S“)qu <
(x — s) (x — s)op
- ((b - a)la-p>é e
l—a-p (r-q)s
unde o - p < 1, %%—%:1, L* = max |L(z,s,\)| si

x,5€[a,b],AE[A1,A2]

u—vl| = max w(z, \) —v(z \)|-e 7@,
Ju—oll = _ max fu(e.) = ()

Se poate alege T astfel incat operatorul T' sa fie o contractie fata de

norma Bielecki corespunzatoare.

Prin teorema urmatoare extindem rezultatul continut in teorema
2.3 pentru cazul in care nucleul K este continuu gi K, are singulari-

tate slaba.



2. Teoreme de existent a si unicitate 117

TEOREMA 2.11. (Sz. Andrds [14]) Pentru ecuatia

(2.51)  wu(z) = f(x) +/K1(x,s, )\)y(s)d8+/K2(x,s, Ny(s)ds

cu

L, = max |K1(z, s, )|
z,s€[a,bl,AE[A1,A2]

$1
2. max |L(z,s,\)]|
z,5€[a,bl,AE[A1,A2]

[, = A, (b—a)

1 -«
unde K1, L € C([a,b] X [a,b] X [A1, \2]) si Ky are singularitate slaba
(Ky(z,s,)\) = 2222 0 < o < 1) nucleele iterate sunt

|x—s|> 2

(2.52) K" (3,5, 0) = /K1 2, t, VKM (L, s, \)dt

(2.53) K" (2,5, 0) / Ky (2, t, VK3 (8, s, N dt+

/K2 2, t, K (t,s,)\)dt+/K2(x,t, NE (8, s, A)dt
tar nucleele rezolvente au forma

[e.9]

(2.54) (x,s,\) ZKI(J (x,8,N),

o0

(2.55) (x,8,\) ZKZ(J (x,8,N).
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Dacd Ly $i Ly satisfac conditia (C1) sau (C?), atunci existd o solutie
unica a ecualier 2.51, aceasta solutie depinde continuu de parametrul
A si se poate reprezenta sub forma

T b

u(z) = f(x) +/R1(a:',s,)\)f(s)ds—|—/R2(x,s, ) f(s)ds.

a a

(In acest caz seriile (2.54) si (2.55) sunt convergente)

DEMONSTRATIE. Datorita teoremei 2.7 putem aplica rationamen-

tul folosit la demonstrarea teoremei 2.3. ]

In cazul in care fiecare nucleu este cu singularitate slaba, obtinem

urmatoarea teorema:

TEOREMA 2.12. (Sz. Andrds [14]) Daca in ecuatia 2.51,
Li(z,s,\) Li(z,s,\)
|(L’—S‘O‘1 |l’—8‘0‘2

cu L1, Ly € C([a,b] x [a,b] X [A\1,N2]), 0 < a3 <1,0< ag <1 gi

Kl(ZL‘,S, /\) = §Z KQ(IL',S,/\) =

numerele

2.56 L, = K™ A
(2.56) 1 Lse[a’rl)r]{gg[AW]\ 1,8, M)
St

(2.57) Ly = max |K§n)(a:, s, A)|

z,5€[a,b],\E[A1,\2]

satisfac una din conditiile (C') sau (C?) (din teorema 2.11), atunci

ecuatia 2.51 are o solutie unica in Cla,b] X [\, As).

DEMONSTRATIE. Ecuatia iterata este

n—1 <%

n—1 b
u(z) = f(:z:)+z / K9z, 5, \) f(s)ds+z / K9 (x,8,\)-f(s)ds+
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b
/Kn):cs)\ ds+/K (2,8, \)u(s)ds

unde nucleele iterate sunt definite de relatiile 2.52 gi 2.53. Datorita

teoremei 2.6 si 2.7, functia

n—1 <%

91 (z, +Z/K(J x,8,A) - f(s)ds+

1 b
+;/K§j)(az,s,)\)~f(s)ds

este continua. Din teoremele 2.8 gi 2.9 deducem ca daca

max (o, ) < 2= gi max(l = O@) <mn,

atunci Kf") si Kz(n) sunt continue, deci putem aplica teorema 2.2
(deoarece Ly si Lo satisfac (C) sau (C?)). De aici rezulta ca ecuatia
iterata are o solutie unica u* in C'([a, b] X [A1, Ag]). Aceasta functie u*
este si solutia unica a ecuatiei 2.51 datorita teoremei 2.4 si poate fi
aproximata folosind sirul aproximatiilor succesive conform teoremei
2.5. [

3. Derivabilitatea solutiilor in raport cu parametrul \

Studiem derivabilitatea solutiilor in raport cu parametrul A fo-
losind teorema 5.1 (I.A. Rus [103] si [102]) sau teorema 5.2 (M.A.
Serban, [112]). Pentru a obtine derivabilitatea solutiilor in cazul

ecuatiei 2.41 aplicam teorema 5.1 pentru spatiile V =W = X xY cu
X = (C([a,0] X [Am, Aad]), |- 1), Y = (C([a, 0] X [Am, And]), || - [le)
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si operatorii B:V =V, C:V xW — V x W definiti prin relatiile

(358) B(:an) - (Tl(xay)7T2(x7y))
(3.59) C(z,y), (x1, 1)) = (=', "),
unde
t b
D) = /8K1(t, sgi\(s,)\);/\)ds_'_/8K2(t,s,ay)\(s, /\);)\)ds
y'tN) = /8K1(t, Séxx(s’)\);/\)xl(s,)\)ds—l—

a

b

+/8K2(t, 5’82(3’)\);)\)91(8,)\)0[5'

a

(Primul element este din X gi al doilea din Y). In spatiile V gi W

definim metrica generalizata prin

dy: X XY — R, dy((1, 1), (w2, 32)) = [ d5(z1, 72) ] .

dC (yh 3/2)

Datorita teoremei 2.1 operatorul B este un operator Picard si avem

d(C((z,y), (z1,5)), C((2.y.), (22,12)) = d((=',y"), (2%, y%)) =

| de(z',2?) < b Ly(b—a) dp(xy, )
de(y'v?) | — | B (7™ —1) Ly(b—a) de(yi,y2) |
0K (t,s,x;))

unde L; si Lo sunt margini superioare pentru o respectiv

ORelp2) pe [a, b] X [a, b] X R X [Am, An].

Daci una din conditiile C' sau C? este satisfacuta, atunci matricea

[ me-o
Q= [ L (eT(b—a) —1) Ly(b—a) ]

T
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este convergenta la 0, si astfel conditiile teoremei 5.1 sunt verificate.

Astfel avem urmatoarea teorema:

TEOREMA 3.1. (Sz. Andrds [8]) Daca
(1) functiile K; : [a,b] X [a, b] X R X [Apm, Apr] — R sunt continue,
f € Cla,bl;
(2) functiile K; : [a, b] X [a,b] X R X [Ay,, Apr] — R sunt derivabile
tn raport cu ultimele doua variabile;

8K1(g;9,x;>\) < Ly st ‘Mjﬂ)‘)‘ < Ly in [a,b] % [a,b] < R %

(3)

B
(4) pentru numerele Ly si Ly are loc una din conditiile C* sau
Cc?,

atuncy

a) ecuatia (2.41) are o solutie unica x*(t,\) in spatiul
C([&> b] X [)‘ma )‘MD;

b) x*(t,\) este derivabila in raport cu A\ §i derivata partiald
satisface ecuatia integrala

¢ b
Oz*(t, \) _/8K1(t,s,x*(3,)\);/\)d +/8K2(t,s,:v*(s, A); A)
o ) ’ I\

a a

ds+

+/t8K1(t, s, *(s,\); \) 0x*(s, \)

ox oA\ ds+

a

b

+/8K2(t,s,x*(s,)\);)\) 0z*(s,\)
oy O\

ds;
c) sirul aproximatiilor succesive pentru operatorul A = (B, C)

converge la x*.
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Pentru a studia derivabilitatea solutiilor ecuatiei 2.41 in cazul in
care apar singularitati slabe aplicam teorema 5.1 pentru urmatoarele
spatii gi operatori:

a) V. =C([a,b] x [A1, \a]) si
(Bu)(z) = g1(x, \) + /Kf")(x,s,)\)u(s)ds—i- /Kf")(x,s,)\)u(s)ds

b) W = C([a,b] x [A1, X)) si

0g1(x, \)

B +/Kf")(a:,s,)\) ~w(s, \)ds+

Cv,w)(z,\) =

b
[ oK n oK™
8)\ (s, ) ds+/K T, 8, ) (s,)\)d5+/ B\ (s, \)ds,

unde

T b .
ale 8 IL‘S/\ [0 éj) x,8, A

J=17y

Operatorul A = (B, (') satisface conditiile teoremei 5.1 deoarece in
C([a, b] x [A1, Ag]) folosim metrica Bielecki si K™ este o functie con-
tinua. De aici rezulta convergenta uniforma a sirului v, 11 = B(v,)

la unica solutie u* a ecuatiei 2.51 si convergenta uniforma a sirului

Wpi1 = C(vn,wy) la o functie w*. Dacd alegem vy € Cla,b] x
(A1, Ao] si wo = 8”0 atunci datorita formei operatorului C' (care a fost
obtinut printr—o derlvare formala operatorului B) avem w, = %L/(L,

V n € N. Teorema lui Weierstrass implica continuitatea functiei w*

st w(x,\) = %. Astfel solutia u* este derivabila in raport cu

parametrul A.
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OBSERVATIA 3.1. (1) Conditiile 2.56 si 2.57 se pot transfera
inductiv la nucleele originale.
(2) Utilizand aceeasi inegalitate ca gi in observafia 2.5 putem
evita folosirea operatorilor iterati.
(3) In mod analog putem obtine si condifii pentru derivabilitatea

solutitlor unei ecuatii de tip Volterra cu singularitati.

4. Ecuatii Fredholm-Volterra cu argument modificat

In acest paragraf stabilim teoreme de existenta si unicitate pentru
ecuatia

(4.60)

y(@) = f() + / Ky (2, 5, y(ga()): A)ds + / Kale, 5,y(ga(s)); N)ds,

unde g; si go sunt doua functii fixate. Cele doua functii g; si go
pot produce o modificare mixta a argumentului in cele doua inte-
grale. Prima data vom presupune ca functiile g; si ¢go produc o
intarziere a argumentului in prima integrala si o avansare a argumen-
tului in cea de-a doua. Daca Im(g1) = [a1,as], Im(ga) = [be, b1] i
a1 < a < ay < brespectiva < by < b < by, atunci pentru a formula
o teorema de existenta sau o teorema de existenta gi unicitate avem
nevoie de doua functii ¢; : [a1,a] — R™ si g : [b,b1] — R"™. Astfel,
prin solutia ecuatiei 4.60 intelegem o functie y : [a1, b1] — R™ pentru
care
y(x) = ¢1(z), Vo € la1, a), y(z) = @2(x), Vo € (b, b1],

si are loc relatia 4.60 pentru orice = € [a,b]. Pentru a ilustra difi-

cultatile care apar la rezolvarea acestor ecuatii consideram urmatorul

exemplu:
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EXEMPLUL 4.1. Sa se determine toate functiile y : [—1,3] — R
care satisfac ecuatia

T 2

y(x) = /y(s —1)ds + /y(s + 1)ds, Vz € [0,2]

0 0
st relatuile

y(x) =€, Vo € [-1,0),
y(z) = e**, Vr € (2,3].
2
Solutie. [y(s + 1)ds este un numdr real, deci cu notatia
0

2
¢ = [y(s+ 1)ds obtinem relatia y(z) = [y(s —1)ds+¢, Va € [0,2].
0

Ct—=a

Daca x € [0,1), atunci obtinem

y(z) = /y(s— ds+c = /es_lds—i—c:ex_l—f—c_ é‘
0 0
Pentru x € [1,2) avem
x 1 .
y(x) :/y(s—l)ds~|—c:/es_1ds+/ (es_2+c— é) ds + ¢ =
0 0 |

e, zr € [-1,0)
(2) e t4e— 1, re€0,1)
€Tr) =
Y ex_Q—i—a:(c—%)—f—l—%, x € [1,2]

1
e z € (2,3
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(valoarea In punctul x = 2 se obtine din continuitatea functiei in

2
punctul z = 1). Din conditia ¢ = [ y(s + 1)ds obtinem
0

deci exista o singura functie care satisface conditiile cerute. Men-
tionam ca aceasta functie nu este continua in capetele intervalului
[0,2], dar cu exceptia acestor doua puncte solutia este continua in
punctele intervalului [—1,3]. =

Pentru existenta solutiei in spatiul C([aq, b;], R™) trebuie sa im-
punem conditii foarte dure asupra functiilor ¢1, w9, K1, Ko si f. Tlu-
stram acest fapt considerand numai operatorul de tip Fredholm cu

nucleul Ky degenerat. Daca
KQ(.’L’,S) = Zul(x) ' 'Ui(s)a V(l‘,S) S [a>b] X [CL, b]a
i=1
si studiem ecuatia
b
) = f@)+ [ Kalauls + B)ds
cu conditia y(x) = @o(x), Vo € [b,b + h], atunci obtinem solutia

flz)+ f:lci ~ui(x), V€ [a,b]
p2(2), Va € [b,b+ A

(461)  yl) =

Y

unde

b
¢ = / vi(s)y(s + h)ds.
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Din aceste relatii obtinem sistemul liniar

(4.62)

b b+h
a+h b

S "t - Bt

j= +h

unde 7 = 1, m. Chiar daca acest sistem are solutii, functia definita

prin relatia 4.61 este continua in b daca si numai daca are loc relatia

(4.63)

pa(b) = f(b) + ZCz‘ “u;(b).

Deci conditia de existenta a solutiei continue este relatia 4.63 unde

(¢i)i=Tmm sunt solutiile sistemului 4. Fara aceasta conditie putem avea

o solutie cu un singur punct de discontinuitate fara a avea solutii

continue (cu toate ca functiile care apar in ecuatie sunt continue).

In cazul ecuatiei 4.60 discontinuitatea poate aparea atat in a cat si

in b. Pentru a garanta continuitatea solutiilor in capetele intervalului

impunem conditiile

(4.64)

fla) = ¢1(a)
f(0) = ¢2(b)
Ks(a,s,u) =0, Vs € [a,blu € R"
Ki(b,s,u) = Ky(b,s,u) =0, Vs € [a,bju € R".

Folosind acelagi rationament ca in teoremele 2.2 gi 3.1 obtinem

urmatoarele teoreme:

TEOREMA 4.1. (Sz. Andrds) Daca

1. functille K; : [a,b] x [a,b] x R™ X [\, \y] — R"i = 1,2

sunt continue st au proprietatea Lipschitz in raport cu a treia

variabila, avand constantele Lipschitz Ly, respectiv Lo;
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2. f € C(la,b],R"™) si au loc relatiile 4.64;

3. g1, 92 : [a,b] — R sunt functii continue $i injective cu propri-
etatea Im(g1) = [ar,as], Im(ge) = [ba,b1] si a1 < a < ag <
b, respectiv a < by < b < by;

4. g1(s) < s, Vs € [a, b];

5. functiile p1 : [a1,a] — R™ gi g : [b,b1] — R™ sunt continue;

6. are loc una din conditiile C*) sau C?),

atuncs

a) ecuatia (4.60) are solutie unica x* in C([ay, b1],R"™);
b) sirul aproximatiilor succesive converge catre x* pentru orice
element initial;

¢) are loc urmdtoarea aproximare:

[nx "z | o, — oy

o* — 2™ |o

dy (z), 2)
dy(z$), 2) |

unde C' =

% Ly(b—a)
L [eT(b*“) — 1} Ly(b—a) .

T

TEOREMA 4.2. (Sz. Andrds) Daca

(1) functiile K; : [a,b] X [a,b] x R™ X [Apm, Anpr] — R™ sunt con-
tinue;
(2) f € C(a,b],R™) si au loc conditiile 4.64;

(3) componentele functiilor
K; i [a,b] x [a,b] x R™ X [\, Ay] — R®

sunt derivabile in raport cu ultimele n + 1 variabile;
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(4) daca x = (x1, 29, ... Tn), Y = (Y1, Y25 s Yn)s

K, = (K117K127 "'7K1n> st Ky = (K21,K22, '”7K2n)7 atunci

8K2j(t787y; )‘)
yi

‘3K1j(t,s,x; )\)

< Lisi

'SLz

in [a,b] x [a,b] x R™ x [A\p, Ay, Vi, j = 1,n;

(5) ¢1,92 : la,b] — R sunt functii continue cu proprietatea
Im(g1) = la1,as], Im(g2) = [b2,b1] si a1 < a < ag < b,
respectiv a < by < b < by,

4. g1(s) < s, Vs € [a,b];

(6) functiile @1 : [a1,a] — R™ si g : [b,b1] — R™ sunt continue;

(7) pentru numerele Ly si Ly are loc una din conditiile C* sau
C?,

atunci

a) ecuatia (4.60) are o solutie unica x*(t,\) in spatiul
O([CL, b] X [)\m; >\M]a Rn)a

b) functiile x3(t,\) j = 1,n sunt derivabile in raport cu X si
derivatele partiale satisfac sistemul de ecuatit integrale

M :/taKlj(taSw*(gl(s),)\);)\)

B B ds+

a

+/3K2j<t,37$*(92(5)7/\);)‘)

I ds+

a

t
—~ [ OKy;(t, 5,27 (g1(s), A); A) 97 (ga(s),N)
+; / Oz, o
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b
S [ OKo(t, s, 2% (g2(5), A); A) 0xf(ga(s),N) , . ——
+Z/ P, ) ds, j=1,n;

¢) daca operatorii B gi C' sunt definiti prin

(465) B(x7y) = (Tl(x>y>aT2(xvy>)
(4.66) Cl(z.y), (z1,91)) = («',y"),

unde operatorii Ty, Ty sunt definiti prin

Tio(z,y)(t) = f(t) +/K1(t,s,)\,x(g1(s)))ds+

+/wmmmmww

ds+

oKt s 2(gi(s), M) N)
xj(t’A)_/ ON

a

b
+/8K2j(t, SJJ({)(%(S),)\);)\)dS

a

) =Y [ PR TR 6), s

Z/ 24(t, 3, yaym( 5), V) )Z/li(g2(5>7)‘>d8> j=1Lmn,

atunci sirul aprorimatiilor succesive pentru operatorul
A= (B,C) converge la z*.



130 2. Ecuatii Fredholm-Volterrain  C|a, b]

OBSERVATIA 4.1. 1. In cazul sistemelor se pot stabili condi-
tii mai generale folosind o constructie similara cu cea folosita
la teorema 5.3.

2. Daca renuntam la conditiile 4.6/, atunci teorema de punct
fix 2.1 si tehnica operatorilor Picard pe fibre se poate aplica
construind spatiile corespunzatoare pe intervalul [a,b]. Ast-
fel sirul aproximatiilor succesive converge catre o functie cu
discontinuitati in capetele intervalului chiar si fara conditiile
4.64 (a se vedea cazul ecuatier din exemplul 4.1).

3. In cazul ecuatiilor liniare cu argument modificat iteratele se
pot calcula mult mai greu decat in cazul obisnuit. Chiar $i
in cazul cel mai simplu g1(s) = s — h $i g2(s) = s+ h daca
1= (%2, I, = [52], impartim intervalul [a — h, b+ h] in
subintervalele I; = [a + (j — 1)h,a + jh] pentru
je{0,1,....0}, Ly = [a+ [52] hb], Lipo = [b,b+ A
si cautam iteratele sub forma yu)(r) = yuj(x), Yo € I;,
j = 0,142 cu conditiile Yk0) = P15 Yikiv2) = P2. Obtinem

urmatoarele recurente:

lo
Yty = f(x) + Z/KH(% $)Y(k,j-1)(s — h)ds+
j=1 []

T

+ / Kl(SC,S)y(ka_l)(S—h)dS—F

a+hls:

!
+Z / Ks(x, 8)Y,jro)(s +h)ds, j=1,1+1.
j:011'+1
4. Aceste rezultate raman valabile si pentru cazul ecuatiilor cu

singularitate slaba.
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5. Rezultatele de mai inainte se pot generaliza si pentru cazul
nucleilor cu o mulfime finita de discontinuitati (de speta
L relativ la prima variabild) construind spatii Banach cu
functit segmentar continue si avand un numar finit de sal-
turi in puncte fizate. Astfel putem demonstra existenta i
unicitatea solutiei in spatit mai restrictive decat L'[a,b] sau
L?[a, b].

6. Astfel de ecuatii apar din multe tipuri de probleme (prob-
leme periodice, ecuatii functional diferentiale) si din multe
aplicatii practice. Pentru mai multe detalii se pot consulta
lucrarile lui J. Mallet-Paret ([70]), A. Rustichini ([108]),
L.S. Schulman ([109]), V. Darzu ([36], [37]).
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5. Teoreme de comparatie

Folosind tehnica operatorilor Picard gi rezultatele generale de
comparatie pentru operatori slab Picard (I.A.Rus [106]) putem obtine
teoreme de comparatie si in cazul ecuatiilor Fredholm-Volterra (condi-
tia C! sau C? garanteaza calitatea de operator slab Picard). Astfel

obtinem urmatoarele teoreme:

TEOREMA 5.1. (Sz. Andrds) Daca functiile
K; :[a,b] x [a,b] X R X [\, Ay] = R, gi
K;:a,b] x [a,b] x R X [Ap, Ay] = Ri€1,2

satisfac conditiile teoremei 2.2, f1,f» € Cla,b] si in plus au loc
implicatiile

u<v= Ki(r,s,u) < Ki(z,sv),

u<v= Kz, s,u) < Ky(z,s,v),

atunci pentru solutiile y* i y* ale ecuatiilor
x b
(5.07) yle) = o)+ [ Kalosgl)Nds + [ Ka(o.s,y(s)i0)ds,
St
x b
(5.68) y(z) = fa(x) +/Fl(a:,s,y(s);)\)ds—l—/?g(x,s,y(s);)\)ds,

are loc inegalitatea y*(x) < y*(x), Vx € [a,b].

DEMONSTRATIE. Consideram functiile yo si 7, din Cla, b] cu pro-
prietatea yo(z) < Yo(x), Va € [a,b] si construim sirurile de aproxima-
til succesive y, 41 = Ty, respectiv ¥, ., = Ty, pentru n > 0 (T si

T sunt operatorii integrali definiti cu ajutorul membrului drept al
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ecuatiilor). Datorita conditiilor din teorema sirurile (yy,)n>0 $i (¥, )n>0
converg catre y* respectiv 7* i are loc inegalitatea y, (z) < 7,,(x) pen-
tru orice x € [a,b] si n € N. Trecand la limita cand n — oo obtinem

inegalitatea din teorema. ]

OBSERVATIA 5.1. 1. Dacd asupra functiilor K; : [a,b] x
[a,b] X R X [Ap, Ay] — R i € 1,2 se pun conditii care sa
asigure numai ezistenta solutiilor (vezi teoremele 1.1, 1.2 si
1.3) sau se presupune direct existenta unei solutii y* pen-
tru ecuatia 5.68, atunci dintr-un rationament analog rezulta
inegalitatea y*(x) < y*(z), Vo € [a,b], unde y* este unica
solutie a ecuatier 5.67 $iy* o solutie oarecare a ecuatiei 5.68.

2. Teorema ramane valabila st pentru sisteme de ecuatii inte-
grale sau ecuatii pentru functii cu valori intr-un spatiu Ba-

nach ordonat.

TEOREMA 5.2. (Sz. Andrds) Daca functiile
K; :]a,b] x [a,b] x R X [Ap, Ay — R,
K;:a,b] x [a,b] x R x [An, Ay] = R € {1,2},
fi, f2 2 la,b] — R, g1,92 : [a,b] — R si 91,8, @ |a1,a] — R,
02, P4 = [b,b1] — R satisfac conditiile teoremei 4.1, sunt verificate

inegalitatile o1 < Py, w2 <Py st f1 < fo st in plus au loc implicatiile
u<v= K(zr,su) < Ki(r,s,v),

u<v= Kz, s,u) < Kyx,s,v),

atunci pentru solutitle unice y* st y* ale ecuatiilor

(5.69)
b

y(@) = fulz) + / K (2, 5,y(g1(s)))ds + / Kola, 5,y(ga(s)))ds,

a
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St
(5.70)

x b
y(@) = folz) + / T, 5, 9(91(s)))ds + / Tl 5, y(ga(5)))ds,

are loc inegalitatea y*(x) < y*(x), Vx € [a,b].

OBSERVATIA 5.2. Se pot aplica toate teoremele referitoare la ope-
ratori Picard $i slab Picard, obtinand astfel monotonia operatorului
T daca T este monoton, estimarea distanter solutitlor a doua ecuatii

in functie de distanta nucleilor, inegalitati de tip Gronwall etc.



Ecuatii Fredholm-Volterra in L?|[a, b]

In acest capitol studiem existenta si unicitatea solutiei ecuatiilor
2.41 si 4.60 in spatiul L%[a,b]. In primul paragraf stabilim conditii
pentru existenta si unicitatea solutiei si studiem continuitatea si
diferentiabilitatea operatorului solutie A — y(-, A) in cazul b < co. In
al doilea paragraf consideram ecuatii mixte pe intervalul [a, c0). Teo-
remele demonstrate in acest capitol completeaza rezultatele cunos-
cute continute in [88], [44], [15]. Rezultatele din acest capitol sunt

in curs de publicare in lucrarea [7].

1. Ecuatii Fredholm-Volterra pe un interval compact

In studiul dependentei de date avem nevoie de urmatoarea lema:

LEMA 1.1. (Sz. Andrds [7]) Daca I = [a,b] este un interval com-
pact, k € L*(I*) si functia cu valori nenegative u € L*(I) satisface

inegalitatea
b
(1.71) u(t) < « +/ k(t, s)u(s)ds, a.pt.t €1,

unde o > 0 si ||k 22y < 1, atunci are loc inegalitatea

ay/2(b—a)

ullzoy < =07
1=kl 222

DEMONSTRATIE. Consideram multimile

A={tel|ut) <a}lsiB={tel|u(t) > a}l.
135
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Aceste multimi sunt masurabile deoarece u este o functie masurabila.

Daca t € B, atunci din inegalitatea Cauchy-Buniakovski avem

< /ab K21, 5)ds - /abu2(s)ds.

Integrand aceasta inegalitate pe multimea B, obtinem

b
/Bu2(s)d5 < 204/Bu(t)dt—oz2~u(3)+/3/a E(t, s)dsdt'||u||%z(1) <

2

(u(t) — a)? < < / bk(t,s)u(s)ds)

b b
< 204/ u(t)dt — o® - u(B) + // k*(t, s)dsdt - HuH%z(I) <
B aJa

b
< aa\/uw) [ et = o (B + Kl -l

Pe de alti parte avem u?(t) < o?, daci t € A, deci

/Au2(t)dt <a?-pu(A).

Din cele doua inegalitati rezulta ca

2
(lullzzy = a/u(B)) < a2p(A) + 1kl13aqze) - uliEaqr

deci

lullzzcy — o/(B) < \fa2u(A) + (#1322 - Nl

Din inegalitatile

SO+ IR oy lFary < an/piCA) + bl g2y - el 2

Vi(A) + v/ u(B) < /2(b—a)

deducem inegalitatea din enunt. ]
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OBSERVATIA 1.1. Folosind inegalitatea lui Minkovski si inegali-

tatea Cauchy-Buniakovski obinem o imbundatatire a acestei inegalitati:

sy < Y0 )
U\l 2 _—
L (I) B 1 — ||k||L2(12)
Din inegalitatea 1.71 rezulta ca
b b
lull oy < ||+ / K2(1, 5)ds - / 2(s)ds| <

L2(I)

< avb—a+ ||k 22y - ||ullL2mn-

Printr-un rationament analog obtinem st urmatoarea proprietate:
Daca k € L*(I?), g € L*(I) si functia cu valori menegative
u € L*(I) satisface inegalitatea

b
u(t) < g(t) +/ k(t,s)u(s)ds, a.pt.te€l,
unde ||k||r2r2) < 1, atunci are loc inegalitatea

HQHLQ(I)

U2y L ————.
Pl = T il

OBSERVATIA 1.2. Dupa stabilirea teoremelor de existenta si unici-
tate inegalitatile precedente se pot demonstra folosind lema abstracta

Gronwall.

In demonstratia teoremelor din acest capitol folosim notiunea de
diferentiala pentru functii cu valori intr-un spatiu Banach si gene-
ralizarea teoremei lui Weierstrass referitoare la diferentiabilitatea li-
mitei unui gir uniform convergent. Pentru claritatea demonstratiilor

enuntam aceasta teorema.
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DEFINITIA 1.1. Dacd S : [M\1, o] — L*(I) este o functie continud,
atunci vom spune, cd aceastd functie este diferentiabila in punctul A,

dacd existd zy € L*(I) cu proprietatea

, IS(X) = S(A) — (A = Nzl ez
1m —
A—A A— A

=0.

Pentru simplificarea exprimarii vom identifica diferentiala (functie

liniara t — tzy) cu elementul z).

TEOREMA 1.1. Dacd sirul de functii y,(-,\) € L*(I), n > 0
converge in L*(I) la y*(-,\) pentru orice X € [\, \s], operatorii
Sn M, Ao] — LE(I) definiti prin S,(N\)(t) = ya(t,\), Vt € I,
VA € [A1, \o| sunt diferentiabili, diferentialele acestora converg in
L3(I) la z*(-, \), si convergentele sunt uniforme in raport cu X, atunci
operatorul S : [A1, o] — L*(I) definit prin S(\)(t) = y*(t,\),
Vi € I, VA € A\, \o] este diferentiabil si z*(-, \) este diferentiala
lui S in punctul X.

DEMONSTRATIE. Datorita teoremei de medie pentru functii cu

valori intr-un spatiu Banach (a se vedea [67] 2-5) avem inegalitatea:

”[ym('a >‘) - yn('vx)] - [ym(" )‘> - yn('7/\)]||L2(I)
A=A

<

< sup [zm( A) = 20 (5 M) 2y,
)\G[)\h/\g}

unde  z,(-,A\) este diferentiala lui S,(A)(:). Din conditia
|2n(-,A) = 2*(-, A)||L2(y — O independent de A, rezulta ca pentru
orice € > 0 exista ny(e) € N cu proprietatea
(1.72)

Iy (5 ) =y (-, )]

(s A) =y M) 2y _ e
Y -3

>
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Pe de alta parte pentru orice £ > 0 exista ns(¢) € N cu proprietatea
. €
(173) ||Zn(‘, )\) —Z (', )\)||L2(I) S g, Vn Z 'I’LQ(E)

si exista 6 > 0 astfel Incat

n',X—n',)\—X—)\ n( A 2
I T O e ENCEO
A—A 3
daca |A — A| < &. Din aceste relatii deducem
A =y A = A= N2 6 ey
lim - 07

A=A X — A
ceea ce implica diferentiabilitatea operatorului S in punctul A si fap-

tul ca aceasta diferentiala este chiar z*(-, A). [

Referitor la ecuatia
b

(175) y(x) = f(x) + / Ky (2,5, y(s))ds + / Ko, 5, y(s))ds,

a

avem urmatorul rezultat:

TEOREMA 1.2. (Sz. Andrds [7]) Daca
L. (conditii de tip Carathéodory) functiile K; : I? x [A1, Aa] X
R — R, i€ {1,2} cul = [a,b] satisfac conditiile
a) K;i(-,-, \,u) este masurabild pe I* = [a, b] x [a,b] pentru
orice u € R gi orice A € [\, Aa);
b) K;(x,s,\,:) este continua pe R aproape pentru toate
perechile (z,s) € I? si orice A € [A1, \a.

I1. (conditii pentru invarianta spativlui) f € L*(I), Ki(-,+, X, 0) €
L3(I?) pentru orice X € [A\1, \a], i € {1,2} si existd My > 0
cu proprietatea || K;(-, -, X, 0)| 22y < My pentru orice X €
(A1, Aol
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IT1. (conditii de tip Lipschitz) existd k; € L*(I*), i € {1,2}, cu
proprietatea
|Kz(ta S, )\,U) - Kz(ta S, )‘a U)| < kl(ta 8)|U - U|a
Vi, s € I,\ € [A1, Ao], u,v € R;

IV. (conditia de contractie)

b pt b b
(1.76) L? := // (ki (t,8) + ko(t, s))*dsdt + // k3(t, s)dsdt < 1
aJa aJt

atunct

L. pentru orice A € [A\1,Ao] exista o solufie unica
y*(-,A) € L*(I) a ecuatier 1.75;

2. sirul aproximatitlor succesive

Yni1(z) = f(x) —i—/Kl(x,s, /\,yn(s))ds—i—/Kg(x,s,)\,yn(s))ds

converge in L*(I) cdtre y*(-, \), pentru orice yo(-) € L*(I) si
orice X € [A1, Aa);
3. pentru orice n € N are loc inegalitatea

n

. L
lyn () =y (M) < 7= I91.(0) = 00)ll2y-

Daca in plus are loc conditia
Lc) functiile (K;(x, s, -, u))sseruer sunt echicontinue,

atunci operatorul S : (A1, \o]| — L*(I) definit prin
S<)\)('x) = y*<l’,)\), Vi € [7 VA e [)‘17)\2]

este continuu.

Daca in locul conditiilor 1.b), 1.c) si I11. au loc conditiile



1. Ecuatii Fredholm-Volterra pe un interval compact 141

Lb") Ki(z,s,A,-) este de clasi C'(R) pentru orice X\ € [\, Ao,
a.p.t. (x,s) € I?, si exista k; € L*(I?), i € {1,2}, cu propri-
etatea

‘8Ki(t,s,)\,u)

o < ki(t,s), Vt,s € I,Y\ € [\, \o],Vu € R;

Lc") Ki(z,s,-,u) este de clasq C'[\1, \o| pentru orice u € R,
a.p.t. (x,s) € I?, derivatele partiale satisfac conditii de tipul
L, Z( X\ u) € L3(1%),i € {1,2} si existd Ma > 0 cu pro-
prietatea

< MQ, VA e [)\1,)\2], Yu € R,

0K;
()
H OA L2(12)

atunci operatorul S este diferentiabil.

DEMONSTRATIE. Demonstram ca pentru A\ fixat operatorul
T : L*(I) — L*(I) definit prin

Tly|(z) :f(:c)+/K1(:c,s, )\,y(s))ds—i-/Kg(sc,s,)\,y(s))ds

este o contractie. Din conditia Lipschitz obtinem

b b
/Kz(t, s, A\, y(s))ds < /Kg(t,s,)\,O) + ko (t, 8)|y(s)|ds.

Folosind inegalitatea lui Minkovski si inegalitatea Cauchy-Buniakov-

/ab (/ab K(t, s, )‘vy(s))d5>2 dt <

2
< (VB = all Koy A Ol + ka2 - Iylleaay ) < oe.

ski deducem:
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In mod identic obtinem

/ab (/t Kl(t’37)‘>y(3))d8)2dt < 0,

deci cum f € L*(I) rezulta T[y] € L*(I). Astfel operatorul T este
bine definit. Pe de alta parte

00 = Ton(0] < [ 18205 A0 (5) = K o)
[ 1Rl A () = Kl 5\ sl <
< [ Bt = s+ [ olt on(s) - (o)l =
= [t balt D) = o)t

ki(t,s), t>s

0, t<s
Buniakovski obtinem inegalitatea

| TTn] () — T[Z/2](')H%2(1) <IL? y2(-) — ?Jz(')”%m)a

unde L? este definit in relatia (1.76). Aceastd inegalitate garan-

unde ky(t,s) = Folosind inegalitatea Cauchy-

teaza ca operatorul 71" este contractie, deci din principiul contractiilor
obtinem concluziile teoremei.
Daca are loc conditia I.c), atunci pentru orice € > 0 exista e, =
(1-L)e

— =2 ¢ § > 0 astfel incat pentru |\ — A| < § s& avem
2(b—a)+/2(b—a)

|Ki(t>s7)‘>u> - Ki(t,S,X, U)‘ < €1,

pentru orice u € R si a.p.t. (¢,5) € I%. Daca yj si Y5 sunt cele doud

solutii unice corespunzatoare lui A, respectiv A, atunci

yx(t) — y5(0)] S/ [K1(t 5, A, 93(5)) — Ka(t s, A, 55(s)) [ ds+
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b
4 [ Valt s A 33(5) ~ Kt () lds <
t
< 20—+ [ 1K1 A30) — Kalts 500 s+
b
[ Malt s A B3(5) ~ Kalts A () lds <

b
<20 aer+ [ (a(t.s) + (e, ) Ii(o) — w3l ds.
Din aceasta inegalitate rezulta (conform lemei 1.1) ca
2(b—a)e1y/2(b—a)
1-L ’

unde L este definit in relatia 1.76. Din definitia valorii €; rezulta ca

13 () = vl 2y <

pentru orice £ > 0 exista 0 > 0 cu proprietatea:
A=Al <8 = i) = 5Oz <e,

deci operatorul S este continuu.

Daca au loc conditiile I.b’) si I.c’), atunci putem folosi tehnica
operatorilor Picard pe fibre pentru a studia diferentiabilitatea ope-
ratorului S. Consideram spatiile V. = W = L*(I) si operatorii
B:V =V C:V xW — W definiti prin relatiile

t b

Blv](t) = f(t) —|—/Kl(t, s,)\,y(s))ds—i-/Kg(t,s,)\,y(s))ds

si

t b

Cl(w, w)|(#) :/8K1(t,2,>\v(8);>\)d8+/8K2(t,g,>\v(s);)\)d8+

+/(9K1(t,g;}v(s);)\)w(s)d8+/(9K2(tagavv(5)§)\)w(s)ds.

a a
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Datorita conditiilor date operatorul B este un operator Picard (condi-

tia I.b”) implica conditia III.) si operatorul C' satisface conditia

[C[(v, w1)] = Cl(v, wa)ll 21y < Lallwi — wal[ 21y,

unde L; = \/f:f;(kzl(t, s) +k2(t,s))2d8dt+f:ﬁb k3(t, s)dsdt. Con-
form teoremei 5.1 operatorul triunghiular Afv,w] = (B[v], Cv,w])
este un operator Picard si astfel sirul aproximatiilor succesive
(Yns1, Znt1) = AlYn, 24] converge in L?(I) la unicul punct fix. Daci
alegem ca punct de pornire o functie yo(-,A) de clasd C' in ul-
tima variabila, si zg = %, atunci conform conditiilor vom avea

Zn = %y;. Pe de alta parte operatorii S, : [\, Ao] — L?*(I) definiti
prin S,(A\)(t) = yn(t),Vt € I, VA € [A1, \o] sunt diferentiabili si

diferentiala lui S, in punctul A este chiar z,. Astfel putem aplica

teorema 1.1 i rezulta diferentiabilitatea operatorului S. ]

OBSERVATIA 1.3. 1. Daca consideram multimea

y(-, \) € L2[I], VA € A, }

Y=Qy:IxA—-R
y(t,") e C(N)a.pt.tel

unde A = [\, A2] si norma ||y|ly = max ly(, M2y, atunci
€

(Y|l - lly) este un spatiu Banach si lucrand in acest spatiu

Banach obtinem aceleast rezultate.

2. Teorema 1.2 se poate extinde si la sisteme de ecuatii mixte.

Folosind acelasi rationament pentru ecuatii Fredholm-Volterra cu

argument modificat (4.60) obtinem urmatoarea teorema

TEOREMA 1.3. (Sz. Andrds, [7]) Daca

a) functiile K; © I x I x [A\;, o] x R — R,i = 1,2 satisfac
conditiile 1.-1V. din teorema 1.2;
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b) functiile injective si masurabile gy, gs : [a,b] — R satisfac
conditiile Im(g1) = [a1,az], Im(g2) = [bo,b1] cu a1 < a <
as < b, respectiv a < by < b < by;

c) @1 € L*([a1,a]) respectiv s € L2([b,b1]);

atunci

1) ecuatia (4.60) are solutie unicd y*(-, \) #n L*(I;) pentru orice
A E [)\1,)\2], unde Il = [al,bl];

2) sirul aprozimatiilor succesive converge in L*(I1) cdatre y*(-, \)
pentru orice element initial admisibil yo(-, \), unde multimea

functiilor admisibile este

Y, = {y(ﬁ\) € L°(1) Yo(t, ) = @a(t), Vt € [b, by]

yo(t, ) = 1 (1), Vt € [ar, al, }

3) are loc estimarea:

n

1-L

1Y () = " (- M2y < 1 (-) = vo ()l L2(r)s

unde L este definit de relatia 1.76.

Daca in plus are loc conditia I.c), atunci operatorul solutie
S [\, \o] — L2(I4) definit prin

SN\ (x) = y*(z,N), Vo € [a1,b1], VA € [A1, Ao

este continuu.
Daca in locul conditiilor 1.b), I.c) si 1II. avem conditiile 1.b°) i

L.¢’), atunci operatorul S este diferentiabil.

OBSERVATIA 1.4. Diferentiabilitatea operatorului S implica existenta

derivatei partiale ay;—(/\”)‘) st astfel din constructia operatorului C' rezulta
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ca aceasta derivata partiala satisface ecuatia

¢ b
Ay*(t,N) [ OKi(t,s, N\, y"(s,\)) OKs(t, s, A\, y*(s,\))
B\ —/ B\ ds—l—/ B ds+

a a

¢
OK1(t, s, A\, y"(s,A)) Oy*(s, A)
+/ oy B ds+

a

b
OKy(t,s, N, y*(s,A)) Oy* (s, A) ,
+/ oy B\ ds;

a

in cazul teoremei 1.2 si ecuatia

t

oy*(t, \) /8[(1(15, S, Ay (g1(8), N))

N o ds+

a

N / DKt 5.0,y (02(s). 1)

B\ ds+

a

N / DKt 5,057 (91(5), ) 9y (g1(5), )

d
oy ot

a

b
[t AT ) N,
oy* o\

a

i cazul teoremes 1.5.



2. Ecuatii Fredholm-Volterra pe intervale necompacte 147

2. Ecuatii Fredholm-Volterra pe intervale necompacte

Daca I = [a,b) cu b < oo, atunci putem folosi acelasi rationament
atat in stabilirea teoremelor de existenta si unicitate cat si in studiul
dependentei de parametru. Daca b = oo, atunci inegalitatile folosite
in studiul dependentei de parametru nu garanteaza continuitatea o-

peratorului solutie. Din acest motiv avem nevoie de alte conditii.

TEOREMA 2.1. (Sz. Andrds [7]) Daca sunt satisfacute conditiile
L-III. din teorema 1.2 cu I = [a,00) §i
(2.77

)
oo pt [cslyiere)
L2 ;:/ /(kl(t,s)+k2(t,s))2dsdt+/ / k2(t,s)dsdt < 1,
a a a t

atunci
1. pentru orice A €  [A1,Ae] ewista o solutie unica
y*(-A) € LA(I);

2. sirul aproximatitlor succesive
Yna1(z) = f(:t)+/Kl(x,s,)\,yn(s))ds—i-/Kg(x,s,)\,yn(s))ds

converge in L*(I) cdtre y*(-, \), pentru orice yo(-) € L*(I);
3. pentru orice n € N are loc inegalitatea

n

. L
192 () = 5" (M) le2ay < 7= 11910) = 90O z2ny-

Daca in plus are loc conditia
Lc) existd A; : [A1, Ao X [A1, Ne] = R, sig; : 2 — R, i € {1,2}
cu proprietatile
i)
(2.78) |K(2, 8, M u) — Ki(z, 5, N, u)] < A\ A) - gi(t, s),
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Vu € RN € [A, Ao, aupt.(t,s) € T2, € {1,2};
i) lim A(\,\) = 0;
A=A

iii) jol(ftgl(s,t)ds)2 + (Zogg(s,t))Ql dt < 400

atunci operatorul S : (A1, o] — L*(I) definit prin S(\)(z) = y*(z, \),
Vo e I,V € [A, \o] este continuu.
Daca in locul conditiilor 1.b) si III. avem conditia 1.b°) din teo-
rema 1.2 $t
I.c) Ki(x,s,-,u) este de clasq C'[\i, \o] pentru orice u € R,
a.p.t. (z,s) € I*, derivatele partiale satisfac conditii de tipul

L., si exista Ms > 0 cu proprietatea

00 t aKl 2 e t 8[(1 ?
/a ( . W(t,S,A,U)dS) dt+/a ( . W(t,S,)\,U)dS) dt’

pentru orice X € [A1, \a] si orice u € R,

atunci operatorul S este diferentiabil.

DEMONSTRATIE. Ca gi in teorema 1.2 pentru A fixat operatorul
T : L*(I) — L*(I) definit prin

Tll(x) = f(x) + / K (5, A y(s))ds + / Kol 5, M, y(s))ds

este o contractie cu constanta L. Notam cu y} si y5 cele doua solutii
unice corespunzatoare lui A respectiv A\. Daca are loc conditia I.c),

atunci

2

00 t
/ | K1 (t, 8, A, y5(s)) — Ki(t, s, y5(s))|ds | dt <
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< A2\ ) - 7 (j a(t, s)ds) 2dt

a a

si
2

/ [Ka(t, s, A\, y5(s)) — Ka(t, s, N ys(s))|ds | dt <

Astfel din girul de inegalitati

t
30 = (0] < [ 150 0305) — Kot Kl dst

b —

b [ IBalt s A B3(5) = Kalts () lds <
t —

S / |K1(tvsa)‘7y§(8)) _Kl(t78a)‘7y§(s))|d8+
b —

+/ |K2<t757)\,1/§<5)) _K2<t787)\7y§<8))|d8+
t

+ [ 15 A B3(5) = Kt s\ g3+
b

b [ VBalt s A B3(5) ~ Kalts A () lds <
t —

S / |K1<t78a)‘7y§(s)) —Kl(t,S,)\7y§(S))|d8+
b —

+ / Kot 5,0 2(5)) — Kalt, s, X, y2(s)) ds+

b —_
+/ (ki(t,s) + ka(t, s))|yr(s) — yx(s)|ds.
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pe baza inegalitatatii lui Minkovski deducem

I0) ~ 50l < o
unde L este definit in relatia (2.77) si
00 t 2
A :Al()\,X)\/ /k:l(s,t)ds di+
0o 0o 2
+A2(A,X)\ / / ka(s,t) | .

Aceasta inegalitate implica continuitatea operatorului S.

Daca au loc conditiile I.b*) gi 1.c”), atunci putem folosi technica
operatorilor Picard pe fibre pentru a studia diferentiabilitatea opera-
torului S. Consideram spatiile V.= W = L*(I) si operatorii B :
V-V, C:V xW — W definiti prin relatiile

Blv](t) :f(t)—|—/Kl(t,s,)\,y(s))ds+/K2(t,s,/\,y(s))ds

si
C[(%w)](t):/5’K1(t,g,>\v(s);/\)d8+/0K2(t,g,>\v(s);)\)d8+
+/aKl(t’g;)U(S);A)w(S)dH/aKz(t’;)U(S);A)w(s)ds.

Datorita conditiilor date operatorul B este un operator Picard (condi-

tia I.b") implica conditia II1.) si operatorul C' satisface conditia

[C[(v, w1)] = Cl(v, wo)l|l L2ry < Lallwi — wal[ 21y,
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unde Ly = \/ [ (ka1 5) + ka(t, s))2dsdt + [ K3(t, s)dsdt. Con-
form teoremei 5.1 operatorul triunghiular Av, w] = (B[v], Clv, w])
este un operator Picard gi astfel sirul aproximatiilor succesive
(Ynt1 Znt1) = AlYn, 2,] converge in L*(I) la unicul punct fix. Daci
alegem ca punct de pornire o functie yo(-,\) de clasd C' in ul-
tima variabila, si zg = %, atunci conform conditiilor vom avea
2y = aai)f. Pe de altd parte operatorii S, : [A;, \a] — L*(I) definiti
prin S, (A)(t) = yn(t,N), Vt € I, YA € [A1, Ao sunt diferentiabili si
diferentiala lui S, in punctul A\ este chiar z,. Astfel putem aplica

teorema 1.1 si rezulta diferentiabilitatea operatorului S. ]

OBSERVATIA 2.1. 1. In cazul ecuatiilor de tip Hammerstein
conditia I.c) (respectiv I.c’)) devine mai simpla, prin garantarea
unet marginiri aprior.

2. In mod analog se poate trata i ecuatia 4.60 $i toate teoremele

din acest capitol pot fi extinse si pentru studiul solutiilor in
LPla,b] cup > 1.
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teorema de convergenta a sgirurilor
subconvexe pozitive, 53
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Ciri¢, 16
Kannan, 13
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Perov, 21
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Reich, 14
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