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Eloszé

Jegyzetiink elsddleges célja bepillantast nytijtani a matematikai analizis eszkoztaraba,
kiilonos tekintettel egyes eszk6zok mas tertileteken valé alkalmazasara. Igyeksziink
ravilagitani néhany olyan alkalmazésra, amely nemcsak matematikusoknak lehet
sziikséges, hanem fizikusok, informatikusok, kozgazdaszok munkdja soran is
nélkiilozhetetlen, kiilonosen ha felhasznald szintnél mélyebben is érteni szeretnék
allandéan valtozé szakmdjukat. Szeretnénk figyelmeztetni azokat, akik a mate-
matikat folosleges tehernek tekintik, hogy a matematika nagyon sok aga fejlodott
ki gyakorlati problémak tanulmanyozasabdl, illetve megoldasabdl, és igy majdnem
minden tudomanyteriileten talalkozhatunk olyan probléméval, amelynek nemcsak a
megoldasa de mar a megértése is komoly matematikai alapokat igényel. A kétel-
ked6knek ajanljuk, hogy alaposan tajékozdédjanak miel6tt dontéseket hoznak a kiug-
rott anyagrészeket illetéen. Informatikusoknak érdemes elolvasni D. Knuth alapveto
munkajat ([44]), illetve a Konkrét Matematika alapkonyvét ([31]). Fizikusoknak és
biolégusoknak csak egy-egy kérdést tesziink fel:

Miért nem lehet tetszoleges egy gbézgép centrifugalis regulatoranak a tengellyel
bezart szoge, avagy miért volt miivészet egy gézmozdony elvezetése? (lasd [60])

Miért van az, hogy két X kromoszéma jelenléte bizonyos betegségek (példaul
hemofilia vagy Daltonizmus) el6forduldsi ardnyat megsokszorozza? (14sd [39])

A megfogalmazott problémék sokasaganak és a matematika belsé fejlédésigényének
kovetkeztében matematikai latohatarunk és tudasbazisunk egyre tagul, sot a gyara-
podas sebessége egyre fokozodik. Maésrészt a kiilonbozé tudoméanyagak matem-
atikai sziikséglete allanddan véltozik, és ugyanakkor az elsajatitasra fordithaté ido
rohamosan csokken. fgy hat akdar egy pillanatnyi valasz megtalalasa sem egyszeri
feladat az orokos ., Kinek, mit és hogyan tanitsunk?” tanari dillemara. Ugy gondo-
ljuk, hogy egy tanar és diak altal egyarant hasznalhaté jegyzet Osszeallitasa bonyolult
feladat és tobbrendbeli visszacsatoldst igényel, ezért jegyzetiinket kisérleti jellegiinek
tekintjiikk és felkériink minden olvasét, hogy megjegyzéseit, kiegészitéseit hozza tu-
doma&sunkra.

Végezetiil szeretnénk koszonetet mondani Zsombori Gabriellanak, aki faradtsagot
nem kimélve végigolvasta a kéziratot, és igy sikeriilt sok hibat kikiiszobolniink.

A sziikséges elGismeretek elsajatitdasa céljabol ajanljuk a  kozépiskolai
tankonyveinket (1dsd [2],[3],[4],[5]) és a tovabbi, alaposabb tanulméanyozds céljabdl
a kovetkez6 munkakat: [10], [16], [21], [22], [26], [33], [34], [47], [50], [51], [52], [59],
[62], [67].
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1. Fejezet

Halmazok

Felfedezni valamit annyit jelent,

mint latni azt, amit mindenki lat,

csak éppen mast gondolni réla,

mint amit barki mas eddig gondolt réla.
Szentgyorgyi Albert

Ennek a fejezetnek a célja néhany halmazokra vonatkozd alaptulajdonsag fel-
sorolasa. A legtobb bizonyitast mellézziik és egyéltalan nem foglalkozunk a hal-
mazelmélet axiomatikus felépitésével.

1.1 Halmazok

1.1.1 A halmaz fogalma

A halmazelmélet majdnem minden alapvetd fogalmét és tételét G. Cantor ! fedezte
fel, a végtelen halmazok Osszehasonlitasabol kiindulva.  Eredményei forradalmi
valtozasokat idéztek el a matematika minden teriiletén. fgy a matematikai analizis
szabatos megalapozasa sem lehetséges a halmazelmélet nélkiill. Mi csak a je-
lenségek megértéséhez sziikséges tulajdonsagokat targyaljuk, részletesebb és teljesebb
targyaldst talalhatunk a [32] és [66] konyvekben.

A halmaz intuitiv fogalmat ismertnek tételezziik fel. Azt mondjuk, hogy egy hal-
maz (gydjtemény, osztdly, csaldd) egyértelmiien azonosithaté objektumok egyiittese,
gyljteménye.

Egy halmazt az elemei segitségével értelmeziink. A halmazelmélet axiomatikus
felépitése az , eleme” (vagy , hozzatartozik”) alapfogalomra épil ([41]).

Mi a teljes elmélet felépitése helyett inkabb az intuiciéra és az elemi logikara
(mondhatni ,, jézan észre”) épiils , naiv” halmazelméletet fogjuk hasznalni (14sd [33]).

Elfogadjuk az aldabbi egyezményes jeloléseket. Halmazok elemeit kisbetiikkel
jeloljik: a, b, ¢, ..., x, y, 2z, a, (3, 7, .... A halmazokat nagy nyomtatott

LGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845-1918
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betlikkel jeloljik: A, B, C, ... X, Y, .... A halmazcsaladokat nagy irott betiikkel
jeloljik: A, B, C, ....

Egy halmazt leggyakrabban az elemei valamilyen jellemz6 tulajdonsdgéaval
értelmeziink. Ha P(x) egy kijelentés, akkor azoknak az = elemeknek a halmazét,
amelyekre P(z) igaz, az {z | P(z)} szimbdélummal jel6ljiik (olvasd: azon x elemek,
amelyekre P(z) igaz).

Annak jelolésére, hogy az x objektum eleme az A halmaznak, az z € A szim-
bélumot hasznéljuk, mig az = ¢ A szimbdélummal azt jeloljiik, hogy = nem eleme az
A halmaznak (x nem tartozik hozzd az A halmazhoz).

Az 0 jel azt a halmazt jeloli, amelynek nincs egyetlen eleme sem, ezt ires hal-
maznak nevezziik.

Egy tetszoleges x objektum esetén {z} azt a halmazt jeloli, amelynek egyetlen
eleme az x. Igy = € {z}, de z # {z}. Ehhez hasonléan az {x,zs, ..., 2,} jelolés azt
a halmazt jeloli, amelynek elemei pontosan x;, o, ..., z,. Megjegyezziik, hogy egy
halmaz elemeinek felsoroldsakor minden elemet csak egyszer emlitiink, tehat példaul
{z,z} = {z}. Ha az elemekhez t6bbszorosségi mutatot is rendeliink, akkor mér e-
lemrendszerrél beszéliink és nem halmazrdl (erre érdemes odafigyelni, mert egy n-ed
foki @ € R[X] polinom gyokeinek Gsszege tobbszoros gyokok esetén nem ugyanaz,
mint az {z | Q(z) = 0} halmaz elemeinek Gsszege stb.).

1.1. Példak. Az alabbiakban felsorolunk néhéany halmazt:
(a) a természetes szdmok halmaza N = {0,1,2,3,...};2
(b) az egész szamok halmaza Z = {0,+£1,+2,4+3,...};

(c) a pozitiv egész szdmok halmaza N* = {1,2,3,...};

(d) a raciondlis szdmok halmaza Q = {§ |p,q €Z, q+# O} B itt a § tortnek p a
szamlaloja és q a nevezdje;

(e) a 7-nél kisebb pozitiv egészek halmaza ({1,2,3,4,5,6});

(f) az 6t milliénal tobb lakossal rendelkezd roméniai varosok halmaza () );

(g) az angol 4bécé maganhangzdinak S halmaza (1athaté, hogy az S = {a, e,i,0,u}
és S = {x | x magdnhangzé az angol nyelvben} megadési médokkal ugyanazt
a halmazt értelmeztiik). A

Ha A és B két halmaz és az A minden eleme a B -nek is eleme, akkor azt mond-
juk, hogy az A részhalmaza a B-nek. Ezt az A C B vagy B D A szimbélummal

2A természetes szamhalmaz axiomatikus felépitése sok konyvben megtaldlhatd, lasd példaul [61,
1. Fejezet).

3A természetes, egész és raciondlis szdmhalmaz egy axiomatikus targyaldsa megtaldlhaté [53,
1.§2-84]-ben.
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jeloljikk. Ha A C B és B C A, akkor a két halmazt egymassal egyenlének nevezziik és
ezt az A = B jeloléssel fejezziik ki. Az A # B szimbdélumot az A = B tagadédsaként
hasznaljuk. Ha A C B és A # B, akkor az A halmazt a B wvalddi részhalmazdinak
nevezzik, és ezt az A C B szimbdélummal jeloljiik.

Vilagos, hogy ha A nem részhalmaza B -nek, akkor létezik olyan x, amelyre
reAés v ¢ B.

Megjegyezziik, hogy az el6bb bevezetett halmazegyenloség alapjan az iireshalmaz
egyértelmii (ha 0 és 0y két iires halmaz, akkor @y C 0y és 0y C 0y, tehdt 0y = 0y).

Ha A egy halmaz, akkor P(A) az A halmaz részhalmazainak halmazét jeloli.

Igy P(0) = {0,{0}} és A ={1,2} esetén P(A) = {0, {1},{2},{1,2}}.

1.1.2 Miveletek halmazokkal

Jeloljon A és B két halmazt. Azoknak az elemeknek a halmazat, amelyek a két hal-
maz koziil legalabb az egyikhez hozzatartoznak, a két halmaz egyesitésének nevezzik
és az AU B szimbd6lummal jeloljitk (1dsd az 1.1. dbrat). Ertelmezés alapjén

AUB ={x|x € Avagy x € B}.
Ha A egy halmazcsalad, akkor a halmazcsalad egyesitése az
UA={z |z € A, valamely A € A esetén }

halmaz. Ha {A,}aer egy [ indexhalmaz szerint indexelt halmazcsalad, akkor a
halmazcsalad egyesitése az

UacrAa = {z | x € A, valamely a € T esetén }

halmaz.

Azoknak az elemeknek a halmazat, amelyek mindkét halmazhoz hozzatartoznak,
a két halmaz metszetének nevezziik és A N B-vel jeloljiik (lasd az 1.2. dbrat). Pon-
tosabban

ANB={z |z € Aésx € B}.

A A halmazcsaldd metszetén az
NA={z |z € A, minden A € A esetén }

halmazt értjik. Ha a halmazcsalad egy [ indexhalmaz segitségével értelmezett
({As}acr ), akkor a metszete a

NacrAq ={z | x € A,, minden « € I esetén }

halmaz.
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X X X
A B A B A B
AUB ANB ANB =1
1.1. Abra: Egyesités 1.2. Abra: Metszet 1.3. Abra:

Diszjunkt halmazok

1.1. Tétel. Ha A, B és C harom tetszoleges halmaz, akkor

(i) AuB=BUA iy ANnB=BnNnA kommutativitas;
(i) AUA=A (i) AnA=A idempotencia;
(i) Aub=A (i) ANo =0,

(iv) AU(BUC)=(AUB)UC (iv')) AN(BNC)=(ANB)NC asszociativitds;
(v) ACAUB (v') ANBCA;

( (

vij ACB <= AUB=B vi) ACB < AnB=A.
1.2. Tétel. Ha A, B és C tetszbleges halmazok, akkor

(i) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), a metszet disztributiv az egyesitésre nézve;
(i) AU(BNC)=(AUB)N(AUC), az egyesités disztributiv a metszetre nézve.

1.3. Tétel. Ha X egy halmaz és {Aa}acr egy halmazcsalad, akkor

(i) XU (UaeIAa) = UaeI(X U Aa)v
(ii) X N (NaerAa) = Nacr (X N Ay);
(iii) X U (NaerAa) = Naer(X U Ay);
(iv) X N (UperAan) = Uaer(X N AL)

Az A és B halmazok diszjunktak, ha AN B = § (ldsd az 1.3. abrédt). Az
A halmazcsaladot pdronként diszjunkt halmazokbdl all6 halmazcsaladnak nevezziik,
ha a halmazcsaldd minden halmazpérja diszjunkt. Ha az {A,}ae; halmazcsaldd
egy indexhalmaz segitségével értelmezett, akkor az elobbi feltétel a kovetkezoképpen
frhaté: AaNAg=0, ha o, €1 és a# .

Egy nemiires halmazokbdl all6 A halmazcsaladot az S halmaz egy particiojinak
(vagy osztalyfelbontdsdnak) neveziink, ha

(i) S = Uscad;
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A B

A\B AAB

1.4. Abra: Kiilonbsé {
ra- hulonbseg 1.5. Abra: Szimmetrikus kiilonbség

(ii) A péaronként diszjunkt halmazokbdl all.
Ha A és B két halmaz, akkor az

A\B:={z|ze€Aésx ¢ B}

halmazt az A és B kilonbségének nevezzik (lasd az 1.4. abrat).

Ha A részhalmaza egy X halmaznak, akkor az {z | x € X, z ¢ A} halmazt az
A-nak az X -re vonatkozd kiegészité (vagy komplementdris) halmazanak nevezziik.
Ezt a halmazt a OxA vagy a CA szimbélummal jeldljiik.

1.1. Tulajdonsag. Ha A az X egy részhalmaza, akkor Cx(CxA) = A.

1.4. Tétel. (de Morgan* torvényei)

(a) C(AuUB) = (CA)N (CB) (ha egy elem nincs benne két halmaz egyesitésében,
akkor egyik halmazban sincs benne)

(b) C(An B) = (CA)u (CB) (ha egy elem nincs benne két halmaz metszetében,
akkor a kett6 koziil legalabb az egyikhez nem tartozik hozza)

(c) E(UaEIAa) = ﬂae[CAa;
(d) B(maEIAa) = Uae]CAa.

Ha A és B két halmaz, akkor az (A\B)U(B\A) halmazt AAB -vel jeloljiik és az
A és B szimmetrikus kiilonbségének nevezzik (lasd az 1.5. abrat). Az AAB halmaz
pontosan azokat az elemeket tartalmazza, amelyek a két halmaz koziil pontosan az
egyiknek elemei. A szimmetrikus kiilonbséget az

AAB = (AUB)\(AN B)

4August de Morgan, 1806-1871
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osszefliggéssel is értelmezhetjiik.

Gyakran elofordul, hogy egy halmaz elemeinek sorrendje is fontos. fgy példaul
az (r1,x2) szimbdlumot az x; és xo elemekbdl alkotott rendezett pdar jelolésére
hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy x, az elsé elem és x5 a masodik. Ertelmezés alapjan
az (r,y) és (u,v) parok pontosan akkor egyenl6k egymadssal, ha = =wu és y = v.

Ha X és Y két halmaz, akkor az (z,y) rendezett parokbdl alkotott halmazt,
ahol x € X és y €Y, az X és Y halmazok Descartes ® féle szorzatdnak nevezzik.

Az X és Y halmaz Descartes-szorzatat X x Y -nal jeloljiik, tehat

XxY :={(z,y) |z e X, ye Y}

Megjegyzés. (1,2) # (2,1), de {1,2} ={2,1}. A
Az X,Y,Z halmazok Descartes szorzatédn (ebben a sorrendben) az

(X XY)XxZ=XxYxZ)=XxYxZ=A{(x,y,2)|zveX,yeY,ze Z}.
halmazt értjiik, és altaldban
X1 XXQX "'XXn:{(CCl,ZL‘Q,...,JZn)|ZE1 EXl,xQGXQ,...,xNEXn}.

Az X x X helyett gyakran hasznaljuk az X? jelolést, illetve dltaldnosan

X'=XxXx--xX={(x1,09,...,0,) |r; € X, i=1,2,...,n}.

n darab

1.2. Tulajdonsag. Ha A, B és C tetszbleges halmazok, akkor
(a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C);
(b) Ax(BNC)=(Ax B)N(AxC);
(c) C#D+#D esetén CxDCAXB < CCAés DC B;
(d) AxB=0 <= A=0 vagy B=10;
(e) AxB=BxA < A=8B.
Egy tetszéleges X véges halmaz elemeinek szamat |X|—szel jeldljik.

Kozépiskolabdl ismert, hogy |[AU B| = |A| + |B] — |[AN B|, |A x B| = |A|-|B]
stb.

1.1. Alkalmazas. Ha egy populaciéban valamely a betegségben szenveddk kérében
nagyobb az x szimptoma el6forduldsi aranya, mint az a-ban nem szenvedok kérében,
akkor az x szimptomaval rendelkezok korében is gyakoribb az a betegség, mint az
x szimptomaval nem rendelkezok korében.

5René Du Perron Descartes, 1596-1650, latinul Renatus Cartesius
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Megoldas. Jelolje A az a betegségben szenvedok halmazat és X az =z
szimptomaval rendelkezOk halmazat. A feladatban megadott feltétel a kovetkezo
egyenlotlenséggel egyenértékii:

[ANX]| AN X)|
A

[gazolnunk kell, hogy _
[AnX| _ [AnX]
| X| X

Az [Al=[AnX|+|AnX]|, |A| =|AnX|+|AnX]|, |X|=|XNA|+|XNA|,
valamint ‘7‘ = ‘Yﬂ A‘ + ‘X ﬁﬁ‘ osszefliggések alapjan mindkét egyenlétlenség
egyenértékli a |ANX]| - }XQY‘ > |ZﬂX| . |Aﬂ7| egyenl6tlenséggel, tehat az
egyenlotlenségek egymassal is ekvivalensek. ¢

1.1.3 Relaciok és fiiggvények

Ha X és Y két halmaz, akkor az X XY szorzat egy tetszoleges részhalmazat bindris
relacionak nevezzik.

Megjegyzés. Tulajdonképpen az (X,Y, R) harmast nevezik bindris reldciénak,
ahol R C X x Y. A tovabbiakban relaci6 alatt altalaban bindris relaciot értiink és
csak az R halmaz segitségével hivatkozunk ra. A

Ha R egy relacid, akkor a DomR := {z | (x,y) € R, valamely y esetén } halmazt
az. R doméniumdnak nevezzik és a RangeR := {y | (z,y) € R, valamely z esetén}
halmazt az R (kép)tartomdnydnak. Az R™' szimbélumot az R inverzének jelolésére
hasznéljuk. Pontosabban R™!:= {(y,z) | (z,y) € R}.

Ha R és Q két relacid, akkor a szorzatukon (dsszetevésiikon) a

Qo R:={(z,2) | létezik y gy, hogy (x,y) € R és (y,2) € Q}

relaciot értjik. Az R és () relacidk szorzata lehet tires halmaz is, ha az R és @
tartomanya illetve doméniuma nem metszik egymast.

Qo R # () < (RangeR) N (Dom@) # (.
1.3. Tulajdonsag. Ha R, ) és S relaciock, A és B halmazok, akkor

0 @H=R (i) (Ro@)'=QloR
(i) Ro(Qof)=(RoQ)os (¥  (RoQ)A)=RQ))
(v) R(AUB) = R(A)U R(B) (vi) R(ANB) C R(A)N R(B).

Egy tetszoleges X halmazon értelemezett ~ C X x X relacidt ekvivalencia
relacionak neveziink, ha tetszoleges z,y,z € X esetén teljesiilnek a kovetkezd tu-
lajdonsagok:
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(i) z ~z (reflexiv);
(ii) ha x ~y, akkor y ~ = (szimmetrikus);
(iii) ha x ~y és y ~ z, akkor = ~ z (tranzitiv).
1.2. Példak
(a) Az egyenlbség (,,=") egy ekvivalencia relacié a raciondlis szdimok Q halmazén.

(b) Rogzitsiink egy tetszéleges n természetes szamot, és értelmezzilk az egész
szamok halmazan a kovetkezo relaciét: Az a,b € Z szamokrdl azt mondjuk,
hogy ,a azonos (kongruens) b-vel modulo n”, ha létezik olyan k € Z, amelyre
a—b=kn. Az igy értelemezett , kongruens modulo n” relacié egy ekvivalencia
relacié az Z halmazon. Ha n = 0, akkor az egyenldséget kapjuk, tehat az igy
értelmezett relacié altaldnosabb, mint az egyenléség. Mi a kovetkezo jelolést
hasznaljuk:

a=>b(modn) <= JkeZ agy, hogy a—b=kn. A

Ha P egy nemiires halmaz, akkor a < C P x P relaciét (parcidlis) rendezésnek
nevezzilk P-n, ha barmely x, y és z P-beli elemek esetén igazak az alabbi tulaj-
donségok:

(i) = <z (reflexiv);
(i) ha z <y és y <z, akkor y = = (antiszimmetrikus);
(iii) ha x <y és y < z, akkor = < z (tranzitiv).

Ha < egy rendezési reldcié P -n, akkor azt mondjuk, hogy a (P, <) par egy rendezett
halmaz.

1.3. Példak

(a) Egy X nemiires halmaz részhalmazainak halmazén értelmezziik a kovetkezo
relaciét: A < B pontosan akkor, ha A C B. Az igy értelmezett ,, <7 relacio
egy parcialis rendezés.

(b) A természetes szamok halmazan értelmezziik a < relacidt a kdvetkezéképpen:

m,n € N esetén az m < n pontosan akkor teljesiil, ha létezik k € N* ugy,

hogy m = kn. Az igy értelmezett ,, <7 relacié egy parcialis rendezés N-en.
A

Ha a < rendezési relacié teljesiti a (iv)-es feltételt, akkor teljes rendezésnek
nevezzik:

(iv) ha z,y € P, akkor x <y vagy y < z.
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Ha a < reldcié egy teljes rendezés P-n, akkor a (P, <) par egy teljesen rendezett
halmaz.

Ha x <y és = # y, akkor az = < y jelolést hasznaljuk, az = > y szimbdélum
jelentése y <z és = >y egyenértékl az y < x relacioval.

Az el6bbi jelolések segitségével az (iv) feltétel megfogalmazhaté a kovetkezé modon
is: ,, egy teljesen rendezett halmaz tetszoleges x és y elemeire az z <y, = =1y és
x >y Osszefliggések koziil pontosan az egyik teljestil.” Ezt nevezik trichotomidnak.

1.4. Példak

(a) A raciondlis szdmokon értelmezett < (szokdsos nagysagrendi viszony) reldcié
egy teljes rendezés Q-n;

(b) Ha egy nemiires A halmaz részhalmazainak halmazan értelmezziik a benn-
foglalasi ( C) relaciét (lasd az 1.3. a) példat), akkor (P(A),C) egy rendezett
halmaz, de nem teljesen rendezett. A

Ha < egy teljes rendezés P-n, és teljesiil az (v)-0s feltétel, akkor a < rendezést
jolrendezésnek nevezzik, és a (P, <) rendezett halmazt jélrendezett halmaznak:

(v) barmely () # A C P halmazban létezik a € A gy, hogy a < x minden z € A
esetén (a az A halmaz legkisebb eleme).

1.1. Példa. A természetes szamok N halmaza a megszokott nagysagrendi viszony-
nyal egy jolrendezett halmaz, mig az egész szdmok halmaza (7Z) a megszokott <
rendezéssel nem jolrendezett. A

A (P, <) teljesen rendezett halmazban tetszoleges z,y € P esetén értelmezhetjiik
ezek kozil a nagyobbat:

<
max{z,y} = { v, haws<y,

x, hay<ux.
Tetsz6leges véges {x1,...,2,} halmaz esetén értelmezhetjiik a halmaz legnagyobb
elemét a max{zy,...,x,} = max{x,, max{xy,...,z, 1}} Osszefiiggéssel. Hasonléan

értelmezziik a legkisebb elemet is (véges halmaz esetén).

. r, hax<uy;
mln{m,y}::{y ha y < z

és min{zy,...,z,} := min{x,, min{xy,...,z, 1}}.
Ha A egy nemiires részhalmaza a (P, <) rendezett halmaznak és = € P, akkor
az v elemet

(i) az A alsd korlatjdnak nevezziik, ha = < y, barmely y € A esetén (az A
halmazt alulrdl korldtosnak nevezziik, ha létezik legaldbb egy alsé korldtja);
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(i) az A felsé korlatidnak nevezzik, ha y < x, barmely y € A esetén (az A
halmazt feliilrél korldtosnak nevezziik, ha létezik legaldbb egy fels6 korlatja);

(iii) az A halmaz legnagyobb alsé korldtjanak (vagy infimumdnak) nevezziik, ha
teljesiil a kovetkezo két feltétel:

(iii}) = alsé korlatja A-nak;

(iiiy) ha y alsé korlatja A-nak, akkor y < z;

(iv) az A halmaz legkisebb felsé korldtjanak(vagy szuprémumdnak) nevezziik, ha
teljesiil a kovetkezo két feltétel:

(i) « fels6 korlatja A-nak;

(ive) ha y felsé korlatja A-nak, akkor z <.

Egy rendezett halmaz valamely A részhalmazat korldtosnak nevezziik, ha alulrdl is
és feliilrdl is korlédtos, ellenkezé esetben nemkorldtosnak (vagy korlatlannak) nevezziik.

1.1. Megjegyzés. Altaldban egy halmaznak tobb also, illetve felsé korlatja
lehet, de infimuma és szuprémuma csak egy. Az A halmaz infimumat inf A-val,
a szuprémumat sup A-val jeloljik. A

Példa. Ha A az 1/n alakd szdmok halmaza, ahol n € N*, akkor a racionélis
szamok szokasos < rendezésére nézve A korlatos, supA =1, inf A=0, és 1 € A,
valamint 0 ¢ A (tehat legnagyobb eleme van a halmaznak de legkisebb eleme nincs).
A

Ha f egy relacié és A egy halmaz, akkor az A képe az f -ben az

f(A) :={y | létezik x € A ugy, hogy (z,y) € f}

halmaz. Léthaté, hogy f(A) # 0 <= AnNDomf # (. Ha f(A) C B, akkor
azt mondjuk, hogy az f relacié az A halmazt B-be képezi. Egy A halmaz f-en
keresztili inverz képe az

f_l(A) = {x | létezik y € A ugy, hogy (z,y) € f}

halmaz. Az itt emlitett fgogalmakrdl részletesebben olvashatunk [55, §3.2]-ben, [56,
§1.1]-ben vagy [57, §2.3]-ban.

Egy f relacidt egyértékinek nevezink, ha (z,y) € f-bél és (x,z) € f-bdl
kovetkezik, hogy y = z. Ebben az esetben irhatjuk, hogy f(z) = y. Az egyértékii
reldciokat figgvényeknek (leképezésnek, transzformdciénak, operdtornak) nevezzik. 6
Ha f is és f~! is egyértékii reldcié, akkor f-et invertdlhato fiigguénynek nevezziik,
és f71-t az f inverzének (14sd az 1.8. 4brat).

6A matematika kiilénbozé teriiletein a kiilonbozé megnevezések meghatdrozott tulajdonsigokat
jelentenek.
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f f
@\(\3 -
c Y

1.6. Abra 1.7. Abra 1.8. Abra

1.5. Tétel. Ha az X halmaz egy részhalmazcsaladja {A;}icr, az Y egy
részhalmazcsalddja {B;}iecs, és f C X x Y egy reldcio, akkor igazak a kovetkezd
tulajdonsagok:

(a) f(UierAs) = Uier f(Ai);
(b) [ (UjesBj) = Ujes fH(By);
(c) f(NierdAs) C Nierf(As).

Ha f egy fiiggvény, az alabbi egyenlGségek teljesiilnek, de ezek tetszéleges relaciok
esetén altalaban nem igazak:

(d) f7H(NjesBy) = Njes fH(By);
(e) fCyB)=Cx(f4(B)), BCY;
(1) f(J"N(B)NA) =B f(A), ACX, BCY.

Ha az f fiiggvényre Domf = X és Rangef C Y, akkor azt mondjuk, hogy f
az X halmazt az Y -ba képezi, és ezt az f : X — Y szimb6lummal jeloljiik. Ha
Rangef = Y, azt mondjuk, hogy az f fiiggvény szirjektiv (minden elem képelem
vagyis f(X) =Y). [gy az f : X — Y fiiggvény pontosan akkor sziirjektiv, ha
barmely y € Y esetén létezik x € X ugy, hogy y = f(z).

Az f . X — Y fliggvényt injektivnek nevezziik, ha barmely z,t € X és y € Y
esetén az f(x) =y és f(t) =y egyenléségekbdl kovetkezik, hogy x =t (kiilonbozé
elemek képei is kiilonboznek). Gyakorlatban a legtobb esetben ellenérizziik, hogy ha
x,t € X, akkor az f(z) = f(t) egyenldséghdl kovetkezik-e, hogy = = t. Azokat a
fliggvényeket, amelyek injektivek is és sziirjektivek is, bijektiveknek nevezzilk. Az 1.6.
abran egy sziirjektiv, de nem injektiv fiiggvény, az 1.7. abran egy injektiv, de nem
szurjektiv, mig az 1.8. dbran egy bijektiv fiiggvény lathato.

1.6. Tétel. Ha X és Y nemiires halmazok, akkor az f : X — Y fiiggvény in-
vertalhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele az f bijektivitasa.
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Sorozatnak nevezziik azokat a fiiggvényeket, amelyek értelmezési tartomanya N*
vagy N. Ha x : N* — X egy fiiggvény, akkor altaldban x(n) helyett az z,, jeldlést
hasznaljuk, és x, -et a sorozat n-edik tagjanak nevezziik. Az elébbi sorozat jelolésére
az (x,)>2, (xn), vagy (wz,) jelolést hasznaljuk. Ha (z,) € X, Vn > 1, akkor

n=1»
X -beli sorozatrdl beszéliink.

1.1.4 Gyakorlatok

1. Hatarozd meg az f(S) halmazt, ha S = {0,+1,+2,3}, Q a racionélis szamok
halmaza és az f: S — Q fliggvényt az f(t) = t* — 1, barmely t € S Osszefiiggéssel
értelmeztiik.

2. Tanulméanyozd az alabbi fliggvények injektivitasat és sziirjektivitdsat:

(i) f:N—=N, f(n)=2n, neN;
(i) f:QxQ—Q, f(p,.9) =p, p,acQ;
(i) f:QxQ—-QxQ, f(p,q)=(,—q) pqeQ.

3. Az M halmaz elemeinek szama m és az N halmaz elemeinek szama n, ahol
m,n > 1. Bizonyitsd be, hogy

(i) az M-et N -be képezé f: M — N fliggvények szdma n™;
(ii) ha m =n, akkor az M -et N -be képez6 bijektiv fiiggvények szama m!;

(iii) ha m <mn, akkor az M -et N -be képezd injektiv fiiggvények szdma
nn—1)Mn-2)...(n —m+1);

(iv) ha m > n, akkor az M -et N -be képezé sziirjektiv fliggvények szama

" - <T)(n—1)m+ <Z)(n—2)m— <§)(n—3)m+---+(—1)”—1<nf1).

4. Tekintsiik az A és B halmazokat és az f: A — B fliggvényt. Ertelmezziik
az f.: P(A) = P(B) és f*:P(B) — P(A) fuggvényeket az f.(M) = f(M), illetve
f*(N) = f7Y(N) osszefiiggésekkel, ahol M C A és N C B.

(a) Bizonyitsd be, hogy a kovetkezé kijelentések egyenértékiiek:
(i) f injektiv;
ii) f. injektiv;

iv) f(MNN)= f(M)N f(N), barmely M, N € P(A)-ra;

(

(iii) f* sziirjektiv;

(

(v) f(CaM) c Cpf(M), barmely M € P(A)-ra.
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(b) Bizonyitsd be, hogy az aldbbi allitasok ekvivalensek:

(i) f sziirjektiv;

(ii) f. szirjektiv;

(iif) f* injektiv;

(iv) Cpf(M) C f(CoM), barmely M € P(A) esetén.
(c) Bizonyitsd be, hogy a kévetkezo kijelentések egyenértékiiek:

(i) f bijektiv;

(i) f. bijektiv;

(iii) f* bijektiv;

(iv) f(CaM) =Cpf(M), barmely M € P(A) esetén.

5. A és B tetszoleges halmazok és f: A — B egy fiiggvény.

(a) Bizonyitsd be, hogy a kovetkezé kijelentések egyenértékiiek:
(i) f injektiv;
(i) barmely g,h: C — A esetén az fog = fog egyenléséghdl kovetkezik,
hogy g = h.
(b) Bizonyitsd be, hogy a kovetkezé kijelentések egyenértékiiek:
(i) f sziirjektiv;
(i) barmely g,h: B — C esetén a go f = ho f egyenldségbél kovetkezik,
hogy g = h.

6. A ~ reldci6 egy ekvivalencia reldcié az M # () halmazon. Minden x € M
esetén tekintjikk az R, = {y € M | y ~ z} halmazt. Bizonyitsd be, hogy

(a) R, #0, Yo e M;
(b) ha = ~y, akkor R, = R,, ¢és ellenkez§ esetben R, N R, = 0;
(C) M = UxEMRoc-

Az R, halmazt az = elem ekvivalencia osztdlyinak nevezzik. Az M/ ~ szimbo-
lummal a ~ ekvivalencia relécié altal az M -ben meghatarozott ekvivalencia osztdalyok
halmazat jeloljiik. Ezt faktorhalmaznak is nevezziik.

7. Tekintsiik az M nemiires halmazt és a ~ ekvivalencia relaciot M -en. Bi-
zonyitsd be, hogy az S : M — M/ ~, S(x) = R, flggvény sziirjektiv, és az
S(x) = S(y) egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha R, = R,

Bizonyitsd be, hogy ha f: M — N egy sziirjektiv fiiggvény, akkor az

v~y = f(r)=f(y)
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osszefliggéssel értelmezett ~ reldcié egy ekvivalencia relacio.
8. Bizonyitsd be, hogy ha {M,};c; az M nemiires halmaz egy particija, akkor
létezik olyan ekvivalencia relacié M -en (és egyértelmiien meghatérozott), amelyre

{Mi}iel = {Rx}xeM-

1.2 Szamhalmazok

Az analizis alapfogalmainak (konvergencia, folytonossag, differencidlhatdsag,
integralhatésdg) targyaldsa sziikségessé teszi a szamfogalom tisztazasat.  Nem
szandékszunk a természetes, egész és racionalis szamok halmazanak axiomatikus
értelmezésére, gy gondoljuk, hogy az analizis szempontjabdl kiindulépontnak (is-
mertnek) valaszthatjuk a racionélis szimhalmazt.

1.2.1 Egy példa

Taldan a legrégebbi példa, amely ravilagit arra, hogy a raciondlis szamhalmaz
a koriilottiink levé vildg lefrdsira nem alkalmas (nem elégséges), az egyenlé szaru
derékszogl haromszog atfogdja és befogdja kozti arany raciondlis szamokkal valo kife-
jezése. Diogenész 7 szerint annak felfedezése, hogy az egyenld szart derékszogti
haromszog atfogéjanak és befogdjanak aranya nem racionalis szam, a Pitagoraszi
iskola egyik tagjatél, Hippaszosztél ® szdrmazik, akit tarsai a felfedezése miatt
tengerbe dobtak (egyes torténészek ezt ma mar kétségbe vonjak, de e tulajdonség kije-
lentésének korabbi létezését még senki sem igazolta, annak ellenére, hogy a Pitagorasz
tételt mar az 6kori babiléniaiak is ismerték i.e. 2000 koriil).
Példa. Bizonyitsuk be, hogy a

(2.1) Pt =2

egyenletnek nincs egyetlen racionalis megoldasa sem.

Az indirekt bizonyitasi mddszert alkalmazzuk. Feltételezziik, hogy a (2.1) egyenlet-
nek a p = m/n raciondlis szam megoldasa. Feltételezhetjiik, hogy m és n relativ
primek, vagyis az m/n tortet nem lehet tovdbb egyszeriisiteni. Az (2.1) egyenletbél
kovetkezik, hogy

(2.2) m? = 2n?,

tehat m? paros. Ez csak tgy lehetséges, ha m is paros (ellenkezd esetben m is
és m? is paratlan lenne), és igy m? oszthaté 4-gyel. Ebb6l kovetkezik, hogy a
(2.2) egyenl8ség jobb oldala osztahté 4-gyel, vagyis n® péaros. Ez ismét csak akkor
lehetséges, ha n is paros, és ez ellentmond a feltevéstinknek.

"Diogensz Laertiosz, i.e. 414-323
8metapontumi Hippaszosz, i.e. 450
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Az el6bbiek alapjan a (2.1) egyenletnek nem lehet raciondlis gydke, tehat
az egyenlo szaru derékszogli haromszog atfogdjanak és befogdjanak aranya nem
racionalis.

Vizsgédljuk meg részletesebben a problémét. Tekintsiik a p® < 2 egyenlétlenség
A, illetve a p? > 2 egyenlétlenség B megolddshalmazat a pozitiv raciondlis szamok
halmazaban. Vizsgaljuk meg, hogy A-ban van-e legnagyobb elem, és B-ben van-e
legkisebb elem.

Ha p € A, és valamilyen 0 < h <1 esetén ¢ = p+ h, akkor a

egyenlotlenséghbol kovetkezik, hogy
C=p*+2p+h)h<p*+2p+1Dh<p’+(2—p*) =2

Mivel h megvalaszthatd gy, hogy teljestiljenek az elobbi egyenlétlenségek, g > p és
q € A alapjan kovetkezik, hogy A-ban nincs legnagyobb elem.
Ha p € B, akkor p? > 2, tehdt a

_p,_P N A
1=r=, 2+p

raciondlis szamra teljesiilnek a 0 < g < p egyenl6tlenségek. Mésrészt

2

2
P
q2=p2—(p2—2)+( ) >p'—(p°—2) =2,

2p

tehat ¢ € B. AN

Megjegyzés. Az elébbiek alapjan lathato, hogy a racionalis szamhalmaz lyuka-
csos szerkezetli, annak ellenére, hogy barmely két racionalis szam kozt van tovabbi
raciondlis szam (p < (p+ q)/2 < q). Egy ennél mélyebb eredményt tartalmaz a 2.9
kovetkezmény. A

1.2.2 A valds szamhalmaz

A valés szamhalmazt sok kiilonb6zé médon felépithetjiikk (ldsd példaul [10]). Mi
megelégsziink egy lehetséges axiémarendszerrel.

Az X halmazt wvalds szdmhalmaznak nevezziik, ha értelmezett rajta egy
,, Osszeadas” és egy ., szorzas”

XxX3 @y r—r+yeX,
XxX3(zy —ayeX

valamint egy , rendezés” 1gy, hogy teljesiiljenek a kovetkezo tulajdonsagok:
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(R1) (z+y)+z=2+(y+2), Vo,y,2 € X;
(Ro) létezik 0 € X (zéruselem vagy nullelem), amelyre x +0=x, Vz € X;

(R3) barmely = € X esetén létezik a —x € X elem (az x ellentettje), amelyre
r+ (—x) = 0;

rrt=1;
xy =yx, Vr,y € X;

x(y+z2)=xy+zxz, Vr,y,z € X;

ha x <y és y <ux, akkor xr =y, Vx,y € X;

)
)
)
)
Ri2) ha 2 <y és y <z, akkor x <z, Vaz,y,z € X;
)
)
)
)

barmely x € A és y € B esetén, akkor létezik z € X 1gy, hogy

r<z<vy, barmelyx € Aésyc B esetén.

Megjegyzések. Az (R;) - (Ry,) axiémak alapjan (X, +) egy Abel-féle® (kom-
mutativ) csoport, az (R5) - (Rg) tulajdonsdgok biztositjak, hogy (X \ {0},) is egy
Abel-féle (kommutativ) csoport; az (R1) - (Ro) tulajdonsdgok alapjan (X, +,-) egy
kommutativ test; az (Rip) - (R13) tulajdonsagok alapjan (X, <) egy teljesen ren-
dezett halmaz; az (R1) - (R15) tulajdonsdgok alapjan (X, +,-, <) egy teljesen ren-
dezett kommutativ test. Az (R14) and (R15) Osszefiiggések azt fejezik ki, hogy a
rendezés Osszeférhet6 az algebrai struktiraval. Lathat6, hogy (Q,+,-, <) egy tel-
jesen rendezett kommutativ test, és ez a test nem teljesiti az (R6) axiomat (ezt
lattuk be a fejezet elején targyalt példa segitségével). Vilagos, hogy az (R 1) axiéma

9Niels Henrik Abel, 1802-1829
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garantalja a bemutatott példaban latott lyukacsos szerkezet eltiinését. Ezt az axiomat
R. Dedekind!? vezette be 1872-ben.

1
Az (Ry) altal biztositott 71 € X \ {0} elemet &ltaldban — -szel jeloljiik (
x
=yz ). A
A kovetkezo négy kijelentésben osszefoglaltunk néhany olyan tulajdonsagot, amely
az (R 16) axiéma nélkiil is teljesiil.

SHESS

2.1. Tulajdonsag. Ha z,y,z,x;,y; az X valds szamhalmaz elemei, i € {1,2},
akkor az (R1) - (R15) axiomdk alapjan igazolhato, hogy

(1)

&
~—

ha x; < x9 és yy < Yo, akkor xy +y1 < 22 + Yo

=

ha x1 < x9 és y1 <y, akkor xi +y1 < T2 + y2;
x > 0 pontosan akkor, ha z~' > 0;

ha x > 0, akkor —x <0;

ha x > 0, akkor —x < 0;

(2)

o o
~—

53
~—

hax <y ész >0, akkor xz < yz;

=3
~—

hax <y ész >0, akkor xz < yz;

o
~

hax <y ész <0, akkor xz > yz;

on N on e e e N e N e
o
~

(o
NaZ

hax <y ész <0, akkor xz > yz;

(4) ha xy > 0, akkor az x <y reldcié ekvivalens az 1/x > 1/y relaciéval;

53
~—

ha 0 <xy <29 és0 < yy <y, akkor z1y1 < XoYo;
ha 0 <x; <z és0 <yy <y, akkor x1y; < T2yo;

o
~

haxy <9 <065y <yo <0, akkor x1y1 > ways;

o
~—

(o
N~

haxi <xy <0 ésy; <y <0, akkor x1y; > Toys.
Az abszolit érték fiigguényt a kovetkezd Osszefiiggésekkel értelmezziik:

x, x>0,

ha x € X, akkor |:B|:{
—x, x<0.

2.2. Tulajdonsag. Az (R,) - (R15) axiomakbdl kévetkezik, hogy barmely x,y € X
esetén

(1) a) |z > 0;
b) | =0 <= = =0;
|z = | —xf;

(2)

|+ y| <[z +[yl;
|z =yl = [lz] = lyll;

o~~~ o~ o~ o~
o o
~ — —

10Richard Dedekind, 1831-1916
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(3) (a) 2] <a <= —a<z<q
(b) |z] <a <<= —a <z <a
(4) (a) |yl = || - lyl;
(b) i I
yl vl
(c) |2"| = |z|", n € N*.

Az abszolut érték segitségével értelmezziik a tdvolsdgfiigguényt, a
d: X xX—>X dz,y) =|r—y
osszefliggések segitségével.

2.3. Tulajdonsag. A 2.2 tulajdonsag alapjan igazak a kovetkez6 kijelentések:

dz,y) =0 <= z =y;
d(z,y) =d(y,x), Vaz,yeX,;
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vr,y,z€X.

Figyelem. Tobb valés szamhalmaz 1étezik, de ezek algebrailag és rendezés szem-
pontjab6l mind izomorfak (lasd [34, 5.34. tétel]).

A tovabbiakban kivalasztunk ezek koziil egy tetszolegeset, és ezt nevezziik a valds
szamok halmazdnak. Ezt jeloljik R = (R, +,-, <)-vel. Az R halmaz elemeit nevez-
zuk wvalds szamoknak. Azokat az x valds szamokat, amelyekre 0 < x nemnegativ
valos szamoknak, mig azokat, amelyekre 0 < x pozitiv valés szdmoknak nevezziik.
Hasonlban, azokat az x valds szamokat, amelyekre 0 > x nempozitivaknak, illetve a
0 > = egyenlotlenséget teljesito szamokat negativaknak nevezziik.

2.4. Tulajdonsag. Az 1 valds szam pozitiv.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy 1 nempozitiv, vagyis 1 < 0. Ha mindkét oldal-
hoz hozzdadunk —1-et, a 0 < —1 reladcidhoz jutunk. Ha ennek mindkét oldalat
megszorozzuk a —1 nemnegativ szammal, az (Ri5) alapjan kovetkezik, hogy
0 < (=1)(—1) vagyis 0 < 1. A rendezés antiszimmetridja és az elébbi reldcidk alapjén
0 =1. Ez viszont ellentmond az (R) axidémanak, tehat 1 >0. O

Vilagos, hogy ha az X C R halmaznak van infimuma, akkor X nemiires és
alulrdl korlatos. Ennek a forditottja is igaz, de a bizonyitasban sziikséges az (R 16)
tulajdonsag.

2.1. Tétel. Ha A nemiires és alulrdl korlatos részhalmaza R -nek, akkor A-nak van
infimuma.

Bizonyitds. Jeloljik Agp-val az A alsé korlatainak halmazat. Mivel A alulrdl korlatos,
Ap # (). Ugyanakkor az (Ag, A) halmazpdr teljesiti az (R 14) feltételeit, mert barmely
x € Ay és y € A esetén x <y. lgy létezik egy z valds szam, amelyre

r<z<y minden x € Ay és y € A esetén.
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Az elobbi relaciok alapjan z alsé korlatja A-nak, és ugyanakkor Ay legnagyobb
eleme is, tehat z infimuma A-nak. O

2.1. Kovetkezmény. Ha A egy alulrdl korlatos, nemiires részhalmaza R -nek és B
az A egy nemiires részhalmaza, akkor

inf A <inf B.

2.2. Tétel. Ha A egy feliilrél korlatos, nemiires részhalmaza R -nek, akkor A-nak
létezik szuprémuma.

2.2. Kovetkezmény. Ha A egy feliilr6l korlatos, nemiires részhalmaza R -nek és B
nemiires részhalmaza A -nak, akkor

sup A > sup B.

2.3. Tétel. Ha X egy teljesen rendezett kommutativ test (teljesiti az (R1) - (R15)
axiémékat), és minden nemiires, feliilrél korldtos részhalmazanak létezik szuprémuma,
akkor X teljesiti az (R 16) axiomat is.

Bizonyitds. Tekintsiik az (A, B) rendezett halmazpart, amelyre tetszbleges x € A és
y € B esetén = < y. Az A halmaz nem iires és feliilrél korlatos ( B minden eleme
fels6 korlatja A-nak). A feltételek alapjan létezik z € X tgy, hogy

(2.3) z =sup A.

Vilagos, hogy x < z, Vo € A, tehat elégséges igazolni, hogy 2z < y, minden y € B
esetén. Ha ez nem teljesiilne, akkor létezne yo, € B 1ugy, hogy yo < z. Mivel yp
fels6 korlatja A-nak, az el6bbi egyenlStlenség ellentmondana (2.3)-nak, tehat z <y,
Vye B. O

2.4. Tétel. Ha az X teljesen rendezett kommutativ test minden nemiires és alulrol
korldtos részhalmazénak létezik infimuma, akkor az (R 14) axidoma teljestil.

Megjegyzés. Lattuk, hogy az infimum és a szuprémum létezését az (R 16) axiéma
segitségével igazoltuk. Mdsrészt az (R 16) kovetkezik az elobbi két tétel koziil akdr-
melyikbél, tehdt a valds szamhalmaz értelmezésében (R 1) helyettesithet6 az elébbi
két tétel koziil az egyik kijelentésével.

Aszerint, hogy az (R 16)-0s axiémat mivel helyettesitjiik, a matematikai analizis
tovabbi felépitésénél (példaul az elemi fliggvények szabatos értelmezésénél) kiillonbozé
technikai nehézségekbe titkoziink. A

2.5. Tétel. (Arkhimédesz'! tulajdonsag, [16, 6.5.1 tétel, 72 oldal]) Ha z,y valds
szamok és y > 0, akkor létezik olyan n természetes szam, amelyre x < ny.

Y Arkhimédesz (" Apxiundns) , i.e. 287-212
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Bizonyitds. A tétel feltételei alapjan értelmezhetjiik az
A={ueR|3IneN", u<ny}

halmazt. Mivel y € A, kovetkezik, hogy A # 0. A lehetetlenre vald visszavezetés
segitségével igazoljuk, hogy A = R. Ha A # R, akkor a B = R\ A halmaz sem
lires és tetszOleges u € A, illetve v € B esetén u < v. (Ha u € A, akkor létezik n
ugy, hogy u < ny. Mivel v ¢ A, és R teljesen rendezett, az el6bbi n-re teljesiil az
ny < v egyenldtlenség. fgy u<ny <wv,tehdt u <wv.)

Az (R16) axiéma alapjan az (A, B) halmazpdrra létezik olyan z valds szam,
amelyre

(2.4) u<z<wv, YueAwveB.

A z —y valds szdm az A halmazban van, ellenkezé esetben a z —y € B, és a (2.4)
osszefliggés alapjan
z<z-y = y=<0,

és ez ellentmond a feltételeknek. Tehat létezik olyan n természetes szam, amelyre
z —y < ny. Igy viszont

z+y=(2—y)+2y < (n+2)y,

tehat z+y € A. A z+y < z egyenlétlenséghdl kovetkezik, hogy y < 0. Ez ellentmond
a feltételeknek, tehat A = R, és a tétel bizonyitasa teljes. O

Megjegyzés. Igazolhatd, hogy az (R i) axiéma egyenértékii az Arkhimédesz-féle
tulajdonsaggal. A

2.3. Kovetkezmény. Barmely € > 0 valds szam esetén Iétezik olyan n természetes
szam, amelyre 0 < 1/n < e.

2.4. Kovetkezmény. A természetes szamok halmaza nem korlatos.
A 2.3 kovetkezmény alapjan adhaté a szuprémumra egy mas jellemzés is.
2.6. Tétel. Az a valds szam pontosan akkor szuprémuma az A C R halmaznak, ha
(i) barmely xz € A esetén = < a;
(ii) barmely € > 0 valds szamra létezik y € A tgy, hogy y > a — .

Bizonyitds. (i) alapjan a egy felsé korlatja A-nak és (ii) biztositja, hogy ne létezzen
a-nal kisebb fels6 korlat. O
Hasonlé tulajdonsdg igaz az infimumra is.

2.7. Tétel. Az a valds szam pontosan akkor infimuma az A C R halmaznak, ha

(i) bdrmely x € A esetén x > a;
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(ii) bdrmely € > 0 valds szamra létezik y € A gy, hogy y < a + €.

2.8. Tétel. ([62, 1.37 tétel, 11. oldal]) Barmely x > 0 valds szamra és barmely n > 0
természetes szamra pontosan egy olyan y > 0 valés szam létezik, amelyre y" = x.

Megjegyzés. A tételben megjelend y valés szamot az y/z vagy /™ szimbé-
lummal jeloljiik, és az x > 0 valds szam n -edrendid gyokének, vagy n -edik gyokének
nevezzik. A masodrendi gyokot négyzetgyoknek, a harmadrendt gyokot kobgyoknek
is nevezzik.

Bizonyitis. Ha n =1, akkor y = z, tehat feltételezhetjiik, hogy n > 2.

Vilagos, hogy egynél tébb y nem létezhet, mert ha 0 < y; < yo, akkor yi < y3.
Jeloljiikk F -vel azoknak a t pozitiv valés szamoknak a halmazat, amelyekre t" < x.

Ha t; = z/(14x), akkor 0 < ¢; < 1, tehat ¢} <t; < z, ésigy E nem iireshalmaz
(tl ek )

Masrészt, ha to = 1+ x, akkor ty > 1, ésigy t§ >ty > x. Tehdt to & E, és to
az E halmaz egy fels6 korlatja. A 2.2 tétel alapjan létezik az y = sup £ valés szam.

Ha y™ < z, akkor megvélaszthatjuk a h valds szamot gy, hogy teljesiiljenek a
O0<h<1és

n

r—y

h<s —" 2
(I+y)m—yn

egyenlotlenségek. Ebben az esetben

(y+h)"=y"+ (T)y"thr R T +hK )

=y"+h+y)" -y <y +(z-y") =

tehat y + h € E, és ez ellentmond annak, hogy y az E egy fels6 korlatja.
Ha " > x, akkor véalasszuk k-t gy, hogy teljesiiljenek a 0 < k <1, k <y és

y"r—x

k< —2
(I+y)m—yn

egyenlotlenségek. Ebben az esetben, ha t > y — k, akkor

> (y— k)" =y — @yn—lm(Z)yn—2k2_...+(_1>nkn:

s ()]
(e (e
=y —k[(I+y)" =y >y" + (v —y") =

Ez azt jelenti, hogy y —k az E egy felso korlatja, és ez ellentmond annak, hogy y a
legkisebb felso korlat.
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Az el6ébbiek és a trichotémia alapjan y" = x. O

Megjegyzés. A [3] tankonyviinkben a szuprémum axiémdajara alapozva értel-
meztilk az exponencidlis fliggvényt és igazoltuk annak néhany tulajdonsagat (101-
114 oldal). Ennek a megkozelitésnek az elénye az, hogy nem hasznélja a hatarérték
fogalmat.

A valés szamok R halmazanak egy A részhalmazat intervallumnak nevezziik, ha
tetszoleges x,y € A esetén az x < z < yegyenl6tlenségekbol kovetkezik, hogy z € A.
Egy alulrdl is és feliilrdl is korlatos intervallumot korldtos intervallumnak nevezink,
ellenkez6 esetben nemkorldtos intervallumrdl beszéliink. Nemiires és korlatos A in-
tervallum esetén az [(A) = sup A—inf A szdmot az intervallum hosszdnak nevezziik.

Megjegyezzik, hogy tetszoleges a < b valdés szamok esetén az a és b altal
meghatarozott korldtos intervallumokat az 1.9. dbran lathatjuk.

[a,b] ={z € R |a <z <b} =zirtintervallum; a b
[a,b[={z € R|a <z <b} balrdl zart és jobbrdl nyilt intervallum; [O b[

Ja,b] ={x € R|a <z <b} balrdl nyilt és jobbrdl zart intervallum; -
a b
la,b[={r € R|a<x <b} nyilt intervallum. —

1.9. Abra: Korldtos intervallumok

1.2.3 Algebrai tulajdonsagok

2.9. Tétel. Minden x € R esetén pontosan egy olyan k € Z létezik, amelyre
k<x<k+1.

Ha 2z egy valés szam, akkor az elébbi tételben megjelend, egyértelmiien
meghatdrozott k egész szamot az x (alsd) egész részének nevezzik, és az [x] szim-
bélummal jeloljiikk. Gyakorlatilag egy [-] : R — Z fliggvényt értelmeziink az

2] =k <—= k<x<k+1

osszefiiggésekkel. Ezt a figgvényt egészrész fiiggvénynek nevezziik. Az egészrész
fiiggvény segitségével értelmezhetjikk a {-} : R — [0,1), {x} = = — [z] tortrész
fiiggvényt is.

Gyakorlat. ([74, 1969, 268, 408, 456 oldal]) Bizonyitsuk be, hogy ha n € N, akkor

n+1 n+ 2 n + 2*
(2.5) 5 + 92 + -+ TokTT + - =mn,

ahol [t] a t valds szdm egészrésze.
n+ 2%

W] = 0, minden

Bizonyitds. Létezik olyan kg € N*, amelyre n < 2. fgy [

k > ko-ra, tehat a baloldali 0sszeg egy véges Osszeg.



1.2. Szamhalmazok 23

Masrészt minden x € R esetén
1
(2.6) {m + 5} = [2z] — [z].

Ha ez alapjan felbontjuk az Osszeg minden tagjat, és az igy kapott kiilonbségeket
osszeadjuk, a bizonyitando egyenléséghez jutunk. A

Gyakorlat. Egy p primszam esetén értelmezzik az x,,y, : N* — N fiiggvényeket
a kovetkezo modon:

e 1,(n) az n szam p alapu szdmrendszerbeli reprezentéciéjaban a szamjegyek
0sszege;

e y,(n) a p hatvanykitevije az (n!)P~! primtényezds felbontésdban.

Bizonyitsuk be, hogy n = x,(n) + y,(n), Vn € N*.
Bizonyitds. Ha az n szam p alapu reprezentacidja n = Gyas - .. Gk(y), akkor

C[n—ap®'] [ n B
ag = — pk._z aip,

:| - a1p2 — asp,

és altalaban

k=i N~ i =t
oo g ] 8

k—j k—j
P P i=1

ha 1 < j < k. Ha az elobbi egyenléségek megfelel6 oldalait 6sszeadjuk, a

k Al k-1 oFi -1
N

Masrészt a Legendre képlet alapjan

) = (=13 Kt

—1

<

tehat a bizonyitandd egyenloség igaz. A
Megjegyzés. A [7] és [25] konyvekben megtalalhatjuk az egészrész és tortrész
fliggvény nagyon sok ismert tulajdonsagat.
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2.10. Tétel. Barmely x <y valos szamokra létezik olyan u racionalis szam, amelyre
T<u<y.

Bizonyitds. Az Arkhimédesz-féle tulajdonsag alapjan (2.5 tétel) az y — x pozitiv
valés szamhoz létezik olyan n természetes szdm, amelyre 1 < n(y — z). Erre az n
természetes szamra

(2.7) I/n<y—ux.
A 2.9 tétel alapjan létezik olyan m egész szam, amelyre
(2.8) m<nr<m-+ 1.

Az u = (m+1)/n szém raciondlis és = < u. Tovabba (2.8) bal oldala és (2.7) alapjén
m 1 1
u=—+-—<uo+—- <y,
n o on n
tehat a bizonyitas teljes. O
Azokat a valds szamokat, amelyek nem raciondlisak, irraciondlisaknak nevezzik.
2.5. Kovetkezmény. Bdrmely két valds szam (x és y ) kizt létezik irraciondlis szam

1S.

Bizonyitds. Valasszunk egy tetszOleges vy irraciondlis szdmot (lattuk, hogy a /2
megfelel). Az x — vy < y — vy egyenlbtlenség és az 2.10 tétel alapjdn létezik olyan
raciondlis u szam, amelyre x — vy < u < y — vp. fgy r<vytu<yés v=1vy+u
irraciondlis (ellenkezé esetben a vy = (vg + u) — u is raciondlis lenne). O

Egy valos szamot algebrai szamnak neveziink, ha gyoke valamely egész egyiitthatés
polinomnak. Ha egy valds szam nem algebrai, akkor transzcendens szamnak nevezziik.

Tekintsiik a P € R[X]
P(x) = apa" + - - + a1 + ay,
n-ed foku polinomot, ahol ay,...,a, € Z, és a, # 0.

2.11. Tétel. Ha a p/q irreducibilis tért gyéke P -nek, akkor p osztéja az ag-nak és
q osztoja az a, -nek.

Bizonyitds. Ha p/q gydke P -nek, akkor ¢"P(p/q) =0, tehét
agq" + a1 I+ apagp" Tt = —anp”.

A bal oldal oszthaté ¢-val, tehat ¢ osztja az a,p" szorzatot. De p és q re-
lativ primek, tehat ¢ osztdja a,-nek. Hasonléan lathatd be, hogy p osztja az ag
egyiitthatét. O
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2.6. Kovetkezmény. Az
"+ ap 2"tz +ag=0
egyenlet valos gyokei vagy egész szamok, vagy irracionalisak.

2.7. Kovetkezmény. Az

2 —m=0

egyenlet valos gyokei irracionalisak, ha m nem teljes négyzet.

Az eddigiek alapjan lathatd, hogy a természetes, az egész, a raciondlis, az irra-
cionalis és a val6s szamok halmaza végtelen. Ahhoz, hogy az elébbi végtelen halmazok
kozt kiilonbséget tehessiink, tovabbi szempontokra, ijabb fogalmakra van sziikségiink.
Ha A és B két halmaz, akkor azt mondjuk, hogy ez a két halmaz ekvivalens vagy
azonos szamossdgi ( A ~ B-vel jeldljiik), ha létezik f: A — B bijektiv fiiggvény.

2.12. Tétel. Az el6bb értelmezett ~ relacié egy ekvivalencia relacio.

Tetszoleges n € N* esetén N -el jeloljikk az 1,2,...,n szamokbdl allé halmazt.
Egy A halmazrodl azt mondjuk, hogy

(a) véges, ha A iireshalmaz vagy létezik olyan n € N* amelyre A ~ N. Az A
véges halmaz szdmossdgdn (vagy elemeinek szaméan) azt az n € N* szdmot
értjiikk, amelyre A ~ N  és a szdmossig jelolésére a |A| = n szimbdlumot
hasznédljuk. Ertelmezés alapjan [0] = 0.

(b) wvégtelen, ha A nem véges halmaz.

(c) megszdmldlhatd, ha A ~ N*. A megszamlalhatdsag jelolésére a |A| = Ry szim-
bolumot hasznaljuk.

(d) megszamldlhatatlan, ha A nem véges és nem megszamldlhato. A
megszamldlhatatlan halmazok szamossagara az |A| > Ny > Ny jelolést
hasznaljuk.

(e) legfeljebb megszamldlhato, ha A véges vagy megszamlalhat6. (A ~ N* vagy
A ~ N, valamely n € N* esetén). A legfeljebb megszamlalhaté halmazok
jelolésére az |A] < Ny szimbolumot hasznéljuk.

2.1. Megjegyzések. (a) Ha A és B két véges halmaz, akkor A ~ B pontosan akkor
teljesiil, ha A-nak ugyanannyi eleme van, mint B-nek. Végtelen halamzokra ez nem
ilyen egyszerti, hisz az intuiciénak ellentmondé jelenségekre bukkanunk. Példaul ha M
a nullandl nagyobb, paros természetes szamok halmaza ( M = {2,4,6,...}), akkor M
egy valédi részhalmaza N*-nak, és mégis N* ~ M, mert az f: N* — N* f(n)=2n
fliggvény bijektiv.
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T41 T42 T43 Ty4 T Ay

1.10. Abra: Végtelen téblézat

(b) Az {1,-1,2,-2,3,-3,...} és {0,1,—1,2,—2,3,—3,...} halmazok ekvi-

valensek, mert a
0 k=1
bk — Y Y
Ap—1, k>1

megfeleltetés (ay az elsé halmaz k-adik eleme és by a masodik halmaz k-adik eleme)
bijektiv.

(a) és (b) alapjén lathatd, hogy az N* és Z halmazok ekvivalensek, tehat |Z| = .
A

Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy ha A véges halmaz, akkor |P(A)| = 24!,

2.13. Tétel. Egy megszamlalhaté halmaz minden végtelen részhalmaza megszamlal-
haté.

2.14. Tétel. Ha {A,}, n=1,2,..., egy megszamlalhaté halmazokbdl all6 sorozat,
akkor a
(2.9) B=U2A,

halmaz is megszamldlhaté. (Megszamlalhatéan sok megszamlalhato halmaz egyesitése
megszamlalhato.)

Bizonyitds. Az A, halmaz elemeit egy (z,x)r sorozatként is felirhatjuk minden
n > 1 esetén. Az 1.10. abran lathaté nyilak mentén a B elemei is egy sorozatként
kezelhetok:

(2.10) Ti1, To1, T12, 31, T2, T13, --- -

Ha az el6bbi felsorolasban valamelyik elem t6bbszor is szerepel, akkor azt a masodik

megjelenésétol kezdve kiugorhatjuk, és igy a 2.13 tétel alapjan B megszamlalhato.
(I
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2.15. Tétel. Ha A egy megszamlalhaté halmaz és B, = A", valamilyen
n € N* esetén, akkor B, is megszamlalhato.

Bizonyitis. By = A, tehat B; megszamlalhaté. Ha B, _; megszamlalhaté, akkor
B,, elemei

(2.11) (bya) (b€ B,-1, a € A)

alakiak, tehét rogzitett b esetén a (b,a), a € A parok halmaza ekvivalens A -val. fgy
B,, megszamlalhatoan sok megszamlalhaté halmaz egyesitéseként allithaté elo, tehat
a 2.14 tétel alapjan B,, is megszamlalhato. A matematikai indukci6 elve alalpjan a
tétel allitdsa igaz. O

2.8. Kovetkezmény. (Cantor) A raciondlis szamok halmaza megszamlalhato.

Bizonyitds. A raciondlis szamok halmaza a Z x N* szorzat egy végtelen részhalmaza,
tehat a 2.15 és a 2.13 tétel alapjan megszamlalhaté. Tehdt |Q| =N,. O

2.9. Kovetkezmény. Ha a,b € R és a < b, akkor az |a,b[NQ halmaz megszam-
lalhato.

Bizonyitds. A 2.10 tétel alapjan létezik olyan u,v € Q, amelyekre a < u < v < b.
Ha m,n pozitiv egészek, akkor (ma+mnb)/(a+0b) € Q és a < (ma+nb)/(a+b) < b,
tehat a vizsgalt halmaz nem véges halmaz. A vizsgadlt halmaz végtelen részhalmaza
a Q halmaznak, és igy a 2.13 tétel alapjan megszamlalhato. O

2.16. Tétel. Ha A az dsszes olyan sorozatok halmaza, amelyeknek minden tagja 0
vagy 1, akkor A megszamlalhatatlan.

Bizonyitds. Ha B egy megszamlalhaté részhalmaza A -nak, akkor feltételezhetjiik,
hogy B elemei az si,Ss,... sorozatok. Az s sorozatot a kovetkezd modon szer-
kesztjiik meg: ha az s, sorozat n-edik tagja 1, akkor az s sorozat n-edik tagjat
0-nak valasztjuk, ellenkez6 esetben 1-nek. Vildgos, hogy az s sorozat kiilonbozik a
B halmaz minden elemétdl (az s, sorozattdl az n-edik tagban biztosan eltér), tehat
s €A é s ¢ B. fgy A minden megszamlalhato részhalmaza valédi részhalmaz,
tehat A megszamlalhatatlan. O

2.10. Kovetkezmény. A [0,1] intervallum megszamlalhatatlan.

Bizonyitds. A [0,1] intervallum elemeinek végtelen diadikus tortként vald reprezen-
talasaval pontosan a 2.16 tételben szerepld sorozatok egy részhalmazat kapjuk. A
bizonyitas alapgondolata ebben a részhalmazban is mikodik. O

2.11. Kovetkezmény. Ha a,b € R és a < b, akkor az [a,b] intervallum
megszamlalhatatlan.

2.12. Kovetkezmény. (Cantor) A valds szamok halmaza megszamlalhatatlan.
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A valds szamok halmazanak szamossagat R;-gyel jeloljik, tehat |R| = ;.

2.17. Tétel. (Cantor) Az algebrai szdmok halmaza megszamlalhato.

Bizonyitds. Ha P(x) = a,2" + a,_ 12" " + -+ + a1z + ag egy n-ed foki, egész
egylitthatdés polinom, és a h(P) szamot a kdvetkezd Osszefiiggéssel értelmezziik

h(P):=n—1+4 |ay| + |an_1| + -+ + |a1| + |ao],

akkor rogzitett M > 0 esetén a h(P) < M egyenl6tlenséget teljesité polinomok
gyokeinek U, halmaza véges. Masrészt az algebrai szamok halmaza felirhaté
Upe_,U,, alakban, tehat az algebrai szamok halmaza megszamlalhaté. O

2.13. Kovetkezmény. (Cantor) A transzcendens szdmok halmaza megszamlalha-
tatlan.

Megjegyzés. A 2.17 tétel és a 2.13 kovetkezmény alapjan lathatd, hogy ,, majdnem
minden” valds szam transzcendens. A

1.2.4 Topolégiai tulajdonsagok

Az A C R halmazt nyilt halmaznak nevezziik, ha barmely z € A esetén létezik ¢
gy, hogy |z — e,z + e[ C A.

2.18. Tétel. Ha O az R nyilt részhalmazainak csaladja, akkor
(a) O,R € O;
(b) nyilt halmazok egyesitése is nyilt;
(c) véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt halmaz.

Megjegyzés. Az el6bbi tétel (c) éllitasaban a véges sok halmaz nem helyettesithetd
tetszOlegesen sok halmazzal, mert tetszéleges n € N* esetén a | — 1/n,1/n][ halmaz
nyilt, Npen<] — 1/n,1/n[= {0}, és a {0} halmaz nem nyilt. A

Ha A egy nemiires részhalmaza az R-nek és x € A, akkor azt mondjuk, hogy x
egy belsd pontja az A halmaznak, ha létezik olyan O nyilt halmaz, amelyre x € O C
C A. Az A C R halmaz bels6 pontjainak halmazat int A-val jeloljiik, és A belsejének
nevezzilkk. Ha int A = (), azt mondjuk, hogy A-nak nincs belsé pontja. Ilyen halmaz
példdul az A = {1}, az A={1/n|n=1,2,...}, vagy az A = Q. Az értelmezés
alapjan nyilvanvald, hogy int A C A, és A pontosan akkor nyilt, ha A =int A. Ezt
tétel formajaban is megfogalmazzuk.

2.19. Tétel. Ha A C R, akkor

(a) int A az A-ban levé Osszes nyilt halmaz egyesitése, tehat int A is nyilt halmaz;

(b) A pontosan akkor nyilt, ha A = int A;
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c¢) az A belseje a bennfoglalasra nézve a legnagyobb nyilt részhalmaza A -nak;

(d) ha A C B CR, akkor int (A) C int (B);

()
)
(e) ha A, B C R, akkor int (AN B) = int (A) Nint (B);
(f) ha A C R, akkor int (int (A)) = int (A);

)

(g) int(R) =R és intQ = 0.

Bizonyitds. (a) Az int A értelmezésének azonnali kovetkezménye.

(b) Ha A nyilt halmaz, akkor minden = € A esetén létezik olyan pozitiv e,
amelyre |z — e,z +e[C A. Tehdt x € int A, és igy A C int A. Az elébbi alpontban
lattuk, hogy int A C A, tehat A = int A.

(c) Elégséges igazolni, hogy ha int A C B C A és B nyilt halmaz, akkor int A =
= B. Ha int A # B, akkor létezik = € B\ int A, vagyis létezik ¢ > 0 1gy, hogy
|lt—e,x+e[C B és B C A. Az elébbi két bennfoglaldsbdl kovetkezik, hogy x € int A,
és ez ellentmondas, tehat int A = B.

(d) Az értelmezés alapjan nyilvanvald.

(e) Ha x € int (A) Nint (B), akkor 1étezik olyan O; és O, nyilt halmaz, amelyre
x € 0y C A és x € Oy CB. Az elébbiek alalpjan x € O1 N Oy C AN B, és igy
x € int (AN B), mert az O; N Oy halmaz nyilt halmaz.

Ha z € int (ANB), akkor létezik olyan O nyilt halmaz, amelyre x € O C (ANB).
De ez alapjan z € O C A és x € O C B, tehat x € int A és x € int B, vagyis
x € int (A) Nint (B).

Az el6bbi két tulajdonsag alapjan a bizonyitas teljes.

(f) Az int (A) halmaz nyilt az (a) tulajdonsdg alapan, tehat a bizonyitandd
egyenldség kovetkezik a (b) tulajdonsiagbdl.

(g) Igazoltuk, hogy R nyilt, tehat a (b) tulajdonsdg alapjan kovetkezik az elsé
egyenloség. Masrészt barmely két raciondlis szam kozott létezik irraciondlis szédm,
tehat a Q nem tartalmazza egyetlen pontjanak egyetlen kornyezetét sem. O

2.20. Tétel Minden nyilt intervallum nyilt halmaz is.

Bizonyitds. Az (a,b) nyilt intervallum minden pontja bels6 pont, tehat az el6bbi tétel
(b) alpontja alapjan az (a,b) intervallum nyilt halmaz. O
Az A C R halmazt zdrt halmaznak nevezziik, ha a (g A halmaz nyilt.

2.21. Tétel. Jeloljiik C-vel az R zart részhalmazainak csaladjat. Igazak a kovetkezo
allitasok:

(a) O,ReC;
(b) zdrt halmazok metszete is zart halmaz;

(c) véges sok zart halmaz egyesitése is zart halmaz.
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Bizonyitds. A de Morgan torvények alapjan a tulajdonsagok visszavezetédnek a nyilt
halmazok tulajdonsagaira.

(a) CRR = @ és CRQ) = R.

(b) a 2.18 tétel (b) pontjat és az 1.4-es tételt hasznaljuk.

(c) a 2.18 tétel (c) pontja és az 1.4 tétel alapjan kovetkezik. O
Megjegyzés. A (c) pontban a véges sok halmaz itt sem helyettesithetd tetszéleges
szamu halmazzal, mert az [1/n, 1] alakd zart halmazok egyesitése a ]0, 1] nyilt halmaz
(Unen<[1/n,1] =]0,1]). A

2.5. Tulajdonsag. Ha az A C R halmaz nyilt és a B C R halmaz zart, akkor az
A\ B halmaz nyilt és a B\ A halmaz zart.

Bizonyitds. Az A\B = ANCgB és B\ A= BNLgrA osszefiiggések alapjan az allitas
nyilvanvalé. O

Ha A C R, az A halmaz lezdrdsdin azt a (bennfoglalasra nézve) legkisebb zart
halmazt értjiik, amely tartalmazza az A halmazt. Az A halmaz lezarasat cl A-val
jeloljiik és megszerkeszthetjik clA =N{C' | A C C C R, C zart} alakban is. Az
értelmezés alapjan vilagos, hogy A C cl A.

Egy halmaz belseje és lezarasa kozt igen szoros kapcsolat van, ezt fejezi ki az alabbi
tétel:

2.22. Tétel. Ha A, B C R, akkor
CR (Cl A) = int (ER A), CR (mt A) =cl (BR A)
Bizonyitds. Csak az elsd egyenlGséget igazoljuk, a masodik bizonyitdsa hasonléan

torténik.
Ha z € Cg (cl A), akkor

r¢clA = 3C zart, A C C, Ggy, hogy x ¢ C —
— JO(=CrO) nyilt, O cCgA, 2€ 0 = xcint(rA). O

2.14. Kovetkezmény. Ha A C R, akkor int(A) = Cgcl (CrA) és 1A =
== ER (iIlt (ERA)) .

2.23. Tétel. Ha A C R, akkor

a) clA zart halmaz;

(
(b

)

) A pontosan akkor zart, ha A = cl A;
c) ddA=n{C|ACCCR, C zrt};
)

)

(
(d) ha A C B, akkor cl(A) C cl(B);
(e) ha A,B C R, akkor cl(AUB) =cl(A)Ucl(B);
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(f) cl(clA) =clA4;
(g) clR =R.

Bizonyitds. (a) A lezéaréds értelmezésébol azonnal adddik.

(b) A =clA, mert A teljesiti az értelmezés feltételeit, és anndl kisebb halmaz
nem tartalmazza A-t.

Ha A =cl A, akkor az (a) pont alapjan A zért.

(c) Ha Ag=n{C | AC C CR, C zéart}, akkor a zart halmazok tulajdonsdgai
alapjan Ag is zart és A C Ap. Tehat clA C Ay (hisz cl A a legkisebb olyan zart
halmaz, amely tartalmazza A-t). Masrészt az Ay értelmezésében szereplé metszet
egyik tagja cl A, tehdt Ay C cl A ésigy Ay = cl A.

(d) Ha A C B, akkor CgB C [CrA, és a nyilt halmazok tulajdonsigai alapjén
(2.19 tétel (d) pontja) intCpB C intCrA. A 2.22 tétel alapjan Crcl B C Crcl A, és
igy cl B C clA.

(e) A 2.22 tétel és az 1.1 tulajdonsag alapjén

= int (ERA) N int (CRB) = (CRCI A) n (ERCI B) = CR(CIA Uel B) (I
(f) Az (a) alpont alapjan a cl A egy zart halmaz, tehat a (b) alapjan kovetkezik

a bizonyitandoé egyenléség.
(g) Az tireshalmaz nyilt, tehat a komplementere zart.

2.6. Tulajdonsag. Ha A, B C R diszjunkt nyilt halmazok, akkor
(a) az egyik lezdardsa nem metszi a masikat;
(b) (intcl A)N (intcl B) = 0.

Bizonyitds. (a) Ho ANB = (), akkor B CCgr A és c1 B C Cg A, tehat c1 BN A = .
(b) Az (a) alapjan ANclB = 0. Igy AN (intcl B) = §. Ugyanakkor az intcl B
nyilt halmaz, tehat az el6bbi gondolatmenetet erre a halmazra és A-ra megismételve
a tétel allitdsat kapjuk. O
Az A halmazt az © € R pont kdérnyezetének nevezzik, ha létezik olyan nyilt
O intervallum, amelyre * € O C A. Az x pont Osszes kornyezeteinek halmazat

V() -szel jeloljik.

2.7. Tulajdonsag. Ha A C R, akkor a kovetkezé kijelentések egyenértékiiek:
(a) = €clA;
(b) bdrmely V € V(z) esetén V N A # (.

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy az (a) kijelentésbél kovetkezik a (b) kijelentés. Ha az
implikécié nem igaz, akkor létezik olyan = € cl A pont és ennek olyan V' € V(z) nyilt
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kornyezete, amelyre V N A = (). Ebbél kivetkezik, hogy A C CrV, és igy CrV € C.
Ez viszont azt jelenti, hogy cl A C CgrV, és igy ellentmondashoz (x € c1 A NCrA)
jutunk.

A forditott implikdcié bizonyitdsa. Ha z ¢ cl A, akkor létezik olyan zart F
halmaz, amelyre A C F és = ¢ F. Ha V = CgF, akkor V nyilt, z € V és
VNA=0. Ez ellentmond (b)-nek. O

2.15. Kovetkezmény. Ha V egy nyilt halmaz és V N A = (), akkor V Ncl A= (.

Bizonyitds. Ha létezne legalabb egy x € V NclA elem, akkor a 2.7 tulajdonsag
alapjan teljestilne a V N A # () Osszefuggés is. Ez ellentmondds. O

Az x € R szamot az A C R halmaz hatdrpontjanak vagy torloddsi pontjanak
nevezziik, ha minden V' € V(x) kérnyezet tartalmazza az A-nak legaldbb egy x-tél
kiilonboz8 pontjat (VN (A\ {x}) #0).

Az A halmaz torlédasi pontjainak halmazat A’-vel jeloljiikk. Az A C R halmazt
az R stri részhalmazdinak nevezzik, ha cl A = R.

A 2.10 tétel alalpjan a kovetkezo tételhez jutunk.

2.16. Kovetkezmény. Q siirii részhalmaza R -nek.

2.24. Tétel. Ha A,B, A, C R, «a € I, akkor

dA=AUA;

)
(ii) A C B-bdl kovetkezik, hogy A" C B';
) (AuB) =A"UB,;

)

UaeIAla = (UaGIAa)/'
2.17. Kovetkezmény. Az A C R halmaz pontosan akkor zart, ha A" C A.

2.25. Tétel. Ha A egy feliilrél korlatos zart halmaz és y = sup A, akkor y € A.

Bizonyitds. Ha y ¢ A, akkor y € CrA. Mivel CrA nyilt halmaz, létezik £ > 0
gy, hogy Jy — &,y + €[C CrA. Ez viszont azt jelenti, hogy az y — ¢ szdm is felsé
korlatja A-nak, tehdt y nem szuprémuma A-nak. Az el6bbi ellentmondas alapjan
allithatjuk, hogy y € A. O

2.18. Kovetkezmény. Ha B egy alulrdl korlatos zart halmaz, és y = inf B, akkor
y € B.

Bizonyitds. Az A= —B :={—b| b € B} halmagz zart és feliilrél korlatos. Ugyanakkor
y = —sup A, tehat az elobbi tétel alapjan y € B. O

Az x pont az A C R halmaz aderens pontja, ha x minden kornyezete tartalmazza
az A legalabb egy elemét.
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2.26. Tétel. Egy ) # A C R halmaz pontosan akkor zart, ha egyenl az aderens
pontjainak halmazaval.

Bizonyitds. Jelolje B az A aderens pontjainak halmazat.

Ha A = B, akkor CgA = CgB, és minden 2 € CrA esetén létezik z-nek olyan
V' kornyezete, amelyre VN A =0, vagyis V C CrA. fgy z belsé pontja a CrA hal-
maznak. Mivel az x pontot tetszélegesen vélsztottuk a CrA halmazbdl, kovetkezik,
hogy A zart.

Vildgos, hogy A C B. Ha A zért, akkor CgA nyilt, tehat minden = ¢ A esetén
CrA az x-nek olyan kornyezete, amely nem metszi az A-t. fgy xr ¢ B, tehat B C A,
és ebbdl kovetkezik, hogy A=B. O

Az A C R halmaz hatdra a (cl A) N (clCgA) halmaz. Ezt a halmazt fr A-val
jeloljik. Az értelmezése alapjan lathat6, hogy fr A zart halmaz. Példdul fr [0,1] =
=fr]0,1[=fr{0,1} ={0,1}.

2.27. Tétel. Az A C R halmaz pontosan akkor nyilt, ha ANfr A = (.

2.28. Tétel. Ha A, B C R, akkor

ix) A pontosan akkor nyilt, ha fr A =cl A\ A;
x) A pontosan akkor zart, ha fr A = A\ int A.

(i) int A=A\ fr A; (v) fr(R\ A) =fr A4

(ii) clA=AUfrA; (vi) R=intAUfrAUint (R\ A);
(iii) fr(AUB) C frAUfr B; (vii) fr(clA) =fr A

(iv) fr(ANB) C frAUfr B; (viii) fr (int A) C fr 4;

(

(

Az (I;)ken intervallumsorozatot pontosan akkor nevezzik egymdsbadgyazotinak,
ha

(212) Iy C I, k € N.

2.29. Tétel. Ha (I;)ren egymasbadgyazott nemiires és zart intervallumok sorozata,
akkor

Niendi # 0.
Bizonyitas. Ha Ij, = [ag, bg], k € N, akkor (2.12) alapjén

(213) ap < apy1 < bk—i—l < bk, k € N.

Az A ={z | v = a, valamilyen k € N} és B = {y | y = by, valamilyen k£ € N}
halmazokra érvényes a kovetkezo tulajdonsag:
Ha z € A és y € B, akkor x < y. Ellenkez6 esetben 1étezne a € A és b, € B gy,

hogy
bm < ag.
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Ha m < k, akkor
bm < ag S bk7

és ez ellentmondana a feltételeknek.
Az (R16) axiéma alapjan létezik olyan z € R, amelyre

ar < z<b,, kel

Az igy szerkesztett z valds szamra z € I, minden k € N esetén, tehat z € Npenlg.
O
Megjegyzés. Hasonlo allitdas nemkorlatos zart intervallumokra nem igaz. A

1.2.5 A valds szamok halmazanak lezarasa

A 2.23 tétel (g) alpontjdban lattuk, hogy az R halmaz zart (is és nyilt is). Kiilonosen a
hatarértékszamitas kapcsan sziikségiink lesz az R halmaznak a kovetkezo lezarasara.
A valds szamok halmazanak lezdrdsan az R = R U {00, —oo} halmazt értjiik, ahol a
+00 és —oo szimbolumoknak a kovetkezo tulajdonsagai vannak:

(a) ha z € R, akkor —oo <z < 400, és
x x

T +00=400, T—00=—00, — = —— = ()
+00  —00

(b) ha x>0, akkor z(400) = +00, z(—00) = —00;

(¢) ha x <0, akkor z(+00) = —00, z(—00) = +00.

Az R elemeit végeseknek, a +oo és —oo szimbdélumokat pedig végteleneknek
nevezziik.

A késobbiekben latni fogjuk, hogy ez a kompakt lezarasa R -nek.

Ha a nemiires A C R halmaz feliilr6l nem korlatos, akkor azt mondjuk, hogy
sup A = +00. Hasonlé médon, ha A C R nemiires és alulrél nem korlatos, akkor azt
mondjuk, hogy inf A = —o0.

Az igy bevezetett két szimbolum segitségével értelmezhetjiik a kovetkezd korlatlan
intervallumokat:

[ {reR|a<z} Ja,+o0[={r € R |a < z};
|-

—{$ER|—oo<x<a} [ {xER|—oo<:v<a}

[—o0

a,+oo[ = [=
[a—l—oo]—{xER\a<x<+oo} ]a+oo]—{x€R|a<:c<—|—oo}
yal| ={z e R |z <a}; | —o0,al={r e R|z < a};
,al yal =
oo] = oo =

[—o0
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1.3 Gyakorlatok és feladatok

3.1. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy tetszéleges A, B, és C halmazok esetén igazak
az alabbi egyenléségek:

(i
(ii

) (A\B)NB =0
)

(i) (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B);
)
)

A\ (A\ B)=AnNB;
(iv) (A\B)\C=A\(BUC);
(v

3.2. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy az (A\ B) C C reldcié pontosan akkor teljesiil,
ha ACc BUC.

(A\B)NC =(ANB)\ (BnC).

3.3. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy tetszéleges A, B, és C halmazok esetén igazak
a kovetkezo egyenloségek:

(i) (AUB)\C = (A\C)U(B\C);
(i) (ANB)\C=(A\C)N(B\C);
(i) (AUC)\BC (A\B)uUC.

3.4. Gyakorlat. Hatarozd meg, hogy az X és'Y halmazok kozt milyen bennfoglalasi
relacio (X CY, X =Y, vagy X DY) teljesiil, ha

X=AU(B\C), Y=(AUB)\ (AUC);
X=(ANB)\C, Y =(A\C)N(B\C);
X =A\(BUC), Y =(A\B)U(A\O):

X=(AxB)U(CxB), Y=(AUC) x B;
(v) X=(AxB)U(CxD), Y=(AxC)U(Bx D);
(vi) X =(ANB)x(CNB), Y =(AxC)N(Bx D);
(vii) X =(AUB)x (CUB), Y =(AxC)U (B x D).

3.5. Gyakorlat. Tekintsiik az A,,, n € N, halmazcsaladot.
(i) Bizonyitsd be, hogy ha B, = U ,A;, n € N, akkor

UntoBn = UploAs;
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(ii) Bizonyitsd be, hogy ha B, = N ,A;, n € N, akkor

3.6. Gyakorlat. Tekintsiik az A,,,, m,n € N, halmazcsalddot. Az alabbi két
bennfoglalas kéziil melyik teljestil

(i) Unm—o(MaZoAmn) C MaZo(Un—oAmn);
(i) Uno(MZoAmn) D MZo(Un—oAmn)?
3.7. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy ha A és B tetszbleges halmazok, akkor
(i) Cx0 =X és CxX =0;
(i) C(A\ B) = (CA) U B;
)
)

(ANCB)U(CANB)=(AuB)N(CAUCB)=(AUB)\ (AN B);

(iii
AcB = (B clA

(iv

3.8. Gyakorlat. Adott A, B, és U halmazok esetén hatarozd meg az X C U
halmazt gy, hogy teljesiiljon a

C(XUuA)u(XulA) =
egyenl6ség, ha AC U és B C U.
3.9. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy a kévetkez6 halmazok megszamlalhatoak:
(i

) {2 |ne N}

(ii) a racionalis koordindtdju pontok halmaza a sikban;

(iii) a raciondlis koordindtaju csicsokkal rendelkezé haromszogek halmaza;
)

(iv) a raciondlis egyiitthatdji polinomok halmaza.

3.1. Tulajdonsag. Ha A, B tetszoleges halmazok, akkor
(i) P(A

(i) P(

(iii) P(A)NP(B)=P(ANB);
) P(A\ B) C P(A)\ P(B).

P(A)UP(B) C P(AUB);

P(A)UP(B)=P(AUB) <= A C B vagy B C A;

(iv
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3.2. Tulajdonsag. Ha A egy véges halmaz és |A| = m, akkor az
A=A UAU---UA,

egyenlet megolddsainak szdma (2% —1)™.

Bizonyitds. Minden x € A elem az A; halmazok koziil legaldabb az egyikhez
hozzatartozik, tehat az x-et tartalmazé A; halmazok indexeibol készitett halmaz

az {1,2,...,n} halmaz egy nemiires részhalmaza. fgy ennek az indexhalmaznak a
kivalasztdasira 2F — 1 lehetdség létezik. Mivel ez minden z € A esetén érvényes,
osszesen (2% —1)™ a lehetdségek szdma. O

3.3. Tulajdonsag. (Szitaformula) Bizonyitsd be, hogy ha az Ay, As..., A, halma-
zok végesek, akkor

Ay UA U U A =D Al =D AN Al + ) JANANA] -+
1<J 1<j<k
+(=D)"HA N Ay NN A
AN AN A = A=) JAUA I+ ) JAUA U A -+
1<J 1<j<k

+ (=D)AL U AU U A,

3.4. Tulajdonsag. Bizonyitsd be, hogy ha x > 1, akkor

(3.1) Wi +1—2yz < % <2z — 2z — 1.

Bizonyitds. A (3.1) egyenlStlenséget szorozzuk végig +/x -szel. Az elsd egyenlStlenség
ekvivalens a (v/z + 1—/r)? > 0, mig a masodik egyenlétlenség a (v/r—+z —1)* >0
egyenlotlenséggel, és ezek igazak. O

3.5. Tulajdonsag. (Bernoulli'? egyenlStlenség) Ha n € N*, és az z; > —1, i =

=1,2,...,n szamok azonos eldjeliiek, akkor
(3.2) (I+a)(I+az)...1+a,) > 1+2 + 22+ - + 2.
Bizonyitds. A matematikai indukcié médszerét hasznaljuk. O

3.6. Tulajdonsag. Ha n € N* és x > —1, akkor

(3.3) (1+2z)" > 1+ nz.
Bizonyitds. A (3.2) egyenlétlenségben vélasszunk z; = x-et, minden i € {1,2,...,n}
esetén. O

12Johann (I) Bernoulli, 1667-1748
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3.7. Tulajdonsag. (Kozéparanyosok kozti egyenldtlenség) Ha xqy, xo, ..., T
pozitiv valos szamok, akkor a mértani kozéparanyosuk nem nagyobb a szamtani
kozéparanyosuknal, vagyis

(34) m\/&}1$‘2 . Tm S

3.1. Kovetkezmény. Ha x1, x5, ..., x,, pozitiv valos szamok, akkor a harmonikus
kozéparanyosuk nem nagyobb, mint a mértani kozéparanyosuk, vagyis

< V1% T
1 1 T > 12 ... Tm-
a:1+:c2+ _'_x

m

ZE1+CL’2+"'+ZL’m
m .

m

(3.5)

Bizonyitds. Helyettesitsiink z; helyett 1/z;-t a (3.4) egyenlétlenségbe. O
A 3.7 tulajdonsdg bizonyitisa
Cauchy'® bizonyitasa. Els6 lépésként igazoljuk az egyenlétlenséget m = 2F alaki
szamokra.

Ha k =1, akkor az egyenlétlenség ekvivalens az (\/T1 — \/Z2)* > 0 egyenldtlen-
séggel, és ez igaz. k = 2 esetén

/ _l’_ /
VZ1ZoZ32y = \/\/T1291/T324 < T 5 R

961-5_1‘2_’_% 131+ZL'2—|—133+ZL'4

< =
N 2 4

Ha a (3.4) egyenl6tlenség igaz m = 2F -ra, akkor
1+ Lo+ -+ Xok

(3.6) 2T T < o
tetszoleges 1, o, ..., xox > 0 szamokra. Ez alapjan irhatjuk, hogy

k+1 k k
PN 1T L gk = \/2\/1'1 o ok 2\ /Tgkyq .. Dokl

k k
2\/.1'1....%'21@ + 2\/x2k+1...$2k+1
J— 2 .

A (3.6) egyenlStlenség alapjan

T+ 2o+ ...+ Tok + Tokyq + ... + Tokta

ok+1 <
AV EX1T2 ... Tok+1 S ok+1 s

tehat a matematikai indukcié elve alapjan a (3.4) egyenlStlenség teljesiil, ha m
kettonek hatvanya.

Ha m nem egész kitev6éjl hatvanya a 2-nek, akkor létezik olyan k£ € N*, amelyre
m < 2% Ha

_1'1+$2+"‘+$m
m

l:

(>0),

13 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857
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és alkalmazzuk a (3.6) egyenlétlenséget az 1, xa, ..., T, tetszéleges és
Tyl = -+ = Tok =: [

pozitiv valés szamokra, akkor a kovetkezo Osszefiiggésekhez jutunk:

km  ml 4 (2F —m)l
2]i/x1m2...:cm'l 2k < (2k )

k m
NI Ty . Ty <P = xy .z, < IO

Masodik bizonyitas. Elobb igazoljuk az egyenlotlenség egy sajatos esetét a matema-
tikai indukcié modszerével. Igazoljuk, hogy

=1

(3.7) X1, Ty >0, v1... 28, =1 = 1+ 290+ + 2, > M.

Ha m =1 vagy m = 2, a (3.7) egyenl6tlenség nyilvanvalé. Feltételezziik, hogy
m =n esetén a (3.7) egyenlétlenség teljesiil, vagyis

(3.8) o2, >0, 2.2, =1 = i +ah+--- 42, >n.

Ha adott n + 1 pozitiv valés szam, amelyekre xiz9...2,2,.1 = 1, akkor
feltételezhetjiik (esetleg tjraindexeljiik a szdmokat), hogy ezek kozil z, a legna-
gyobb, és x,.1 a legkisebb. Ha z,,; = 1 vagy xz, = 1, akkor x; = 1, minden
i € {1,2,3,---,n+ 1} esetén, és igy az egyenl6tlenség teljesiil. A tovabbiakban
feltételezhetjiik, hogy x,11 <1 és x, > 1.

Alkalmazzuk a (3.8) tulajdonsdgot a kovetkez6 szamokra:

vi=w;, i €{1,2,...,n—1}, 2 =z, x1q1.
Az indukcids feltevés alapjan
T1+To+ FTpo1 +TpTper = N
Ez alapjan

T+ To+ o F Ty 2N — T T F Ty F T =0+ 1+ (1 —2p49) (2, — 1) >
>n+1,

tehat a matematikai indukcié elve alapjan a (3.8) implikdcié igaz, minden m € N*
esetén. O
Gyakorlatok. (a) Ha ay,...,a, pozitiv valés szamok és s = a; + - -+ + a,, ahol
n > 2, akkor
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n! < 2<ﬁ>n
2

Megoldas. (a) Az elsé egyenl6tlenség a harmonikus kdzéparanyos és a szamtani kozép-
aranyos kozti egyenl6tlenségbol kovetkezik az alabbi modon:

(b) Ha n € N, akkor

n n

(n—l)szs_lak :Z(S—ak)zs_lak > n?.

k=1 k=1 k=1

(b) A (3.4) egyenlStlenségben legyen m = n és x; =i, ha i € {1,...,n — 1}, és
T, =n/2. A

Gyakorlatok. (a) Ha ay,...,a, pozitiv szdmok, akkor
k k—1
(z alagn...akl) Z (Z a,lCLTLQ...CLk) : ]{jg’n,
(1) (+)
Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha a1 = ay = -+ = a,.

(b)

1/k

ay+as+ -+ ay S (Z alag...ak)
n (%)

Ezt nevezziikk Maclaurin**-féle egyenlétienségnek. Az egyenlStlenség k = 1 esetén

azonossagra redukalédik, mig k& = n esetén a kozepek kozti egyenlotlenségre.

A Maclaurin-féle egyenl6tlenség bizonyitdsa megtalalhaté [74, 20(1969), 214-219]-
ben. A

3.8. Tulajdonsag. (Lagrange'® azonossdg) Ha a; és b; valds szdmok, i €
{1,2,...,m}, akkor

(3.9) <Z a§> (Z bf) = (Z aibi> + Z (a;ib; — a;b;)?.

Bizonyitds. A matematikai indukcié médszerével, vagy direkt szamoldssal. O

3.2. Kovetkezmény. Ha a; és b; valds szamok i € {1,...,m} esetén, akkor

(3.10) (i‘ a?) (f; b?) > (f; aibi>2.

4Colin Maclaurin, 1698-1746
15 Joseph Louis Lagrange (Giuseppe Lodovico Lagrangia), 1736-1813
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3.3. Kovetkezmény. Az a; és b; (i € {1,...,m} ) valés szamokra a

(£:4) (59) - (E)

egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a;b; —a;b; = 0, minden 1 < ¢ < j < m esetén.

3.4. Kovetkezmény. Ha a; € R, i € {1,...,m}, akkor

a1 +ag + -+ )| ai +a3+---+ a2
<

m m

Bizonyitds. A (3.10) egyenl6tlenségben vélasszunk b; = 1-et, minden i € {1,...,m}
esetén.
O

3.9. Tulajdonsag. (Csebisev!® egyenlétlenség) Ha
<y <---<a, 6 b <by<---<b,,
akkor . . .
(Z ak> (Z bk> <n Z agby.
k=1 k=1 k=1

Bizonyitas. A (3 _,ax) (O p_, br) Osszeg n® tagot tartalmaz, és ezeket a tagokat
két osztalyba sorolhatjuk:

(i) axby alaki tagok, ebbél n darab van. Ezek Osszege >, axby;

(i) n(n—1) darab a;b; alaku tag, ahol i # j. Ezek Gsszege )

A (ii) csoport tagjai paronként csoportosithaték a;b; + a;b; alakd Osszegekbe.
Maésrészt

aibj + ajbi = (albl + ajbj) — (CLi — aj)(bi — bj) < aibi + Cljbj,

tehdt az ., a;b; Osszeg nem nagyobb, mint n(n — 1), agby. O
3.5. Kovetkezmény. (Csebisev egyenldtlenség) Ha

ap <ay<---<ap, 65 by <by <o < by,

akkor
(3] (3o0) <03 an
k=1 k=1 k=1
Az el6bbi egyenlétlenségben pontosan akkor van egyenlGség, ha

ay =as =+++=a,, vagy b1:b2::bn

16Pafnuti Lvovich Chebyshev, 1821-1894
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3.10. Tulajdonsdg. (Weierstrass'’) Ha 0 < a; <ay < --- <a, <1, akkor

Bizonyitds. A matematikai indukcié médszerét hasznaljuk. n = 1 esetén azonossag-
hoz jutunk. Ha n = 2, akkor

2 2

H(l—ak):1—a1—a2—|—a1a221—a1—a2:1—2ak.
k=1 k=1

Ha az egyenl6tlenség teljesiil n = m-re, akkor irhatjuk, hogy

m+1 m m m
H(l—ak) (1 —ams1) Hl—ak :H1—ak amHH(l—ak)z
k=1 k=1 k=1 k=1

m m—+1

Hl—ak —Qpr1 > 1 — Q.

k=1 k=1

Tehdt a matematikai indukcié elve alapjén a (3.11) egyenl6tlenség minden n € N
esetén igaz. O

3.6. Kovetkezmény. (Lengyel olimpia, 1965-1966) Ha az aq,...,a, nemnegativ
valos szamokra

N | —

a1+a2~|—---+an§

akkor .
(1—a1)(1—an) 2 5

3.11. Tulajdonsag. ([40, 6. IMC, 1999, Maésodik nap, 3. feladat]) Ha az

T1,Ta, ..., Ty > —1 valds szamokra Y ;2P =0, akkor >\  x; <n/3.
Bizonyitds. A
3 1 1\?
0<ad—Zgp4-= 1 - =
<@’ —qrt g (x + )(x 2)
egyenlotlenség teljesiil, minden x > —1 valés szamra. Ha rendre i, 2o, ..., x,-¢t

helyettesitiink és tagonként osszeadjuk a kapott egyenlotlenségeket, akkor a kovetkezd
egyenlotlenségekhez jutunk:

O<Zw——xl Zx —Z—ycz %:O—%;xi—kg,

tehat " x; <n/3. O
Megjegyzés. Egyenloség pontosan akkor teljestil, ha n = 9k, az x1,29,...,2,
szamok koziil k darab —1-gyel egyenld, és 8k darab 1/2-del. A

1"Wilhelm Theodor Karl Weierstrass, 1815-1897
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3.2. Alkalmazas. n darab aramforras belsé ellenallasat jeloljiik r;-vel és kapocs-
fesziiltségét x;-vel, ha 1 < i < n. A parhuzamosan kapcsolt aramforrasokhoz egy
R ellenallast csatlakoztattunk, amelynek miikddéséhez U fesziiltség sziikséges. Bi-
zonyitsuk be, hogy az dramforrasok belsé ellenéllasain elveszett héenergia (Joule-Lenz

térvény) akkor minimalis, ha 1 =xy=... =2, =U <1 + Rzn%
j=1r

Megoldas. A mellékelt abran lathaté kapcsolasi rajznak megfeleléen U = R ) I

j=1
ahol I; = xjr;U, ha 1 < j < n. Igy a bels§ ellendlldsokon elveszett hémennyiség
R
n o U)2 —1
-3ag,- Y- sl
j=1 =1 g +~-L1
1, 1 sem 1 e
ZZ;%—QUZ;%+UZ;- ~
j=1 J j=1 J j=1 J
+O) =
N\
In

A Lagrange azonossag (lasd a 3.8 tulajdonsdgot) alapjan irhatjuk, hogy

AQ= =t

—l’

3,j=1

Z] 17’3

Ebbél lathato, hogy a AQ pontosan akkor minimdlis, ha z; = z;, minden 7,j €
€ {1,2,...n} esetén. Ha az xy, xo,..., x, fesziiltségek egymadssal egyenl(ﬁk akkor
az elsé egyenloségbol kovetkezik, hogy 1 =20 = ... =2, =U | 1+ RZ ) .
Jj=1 TJ
Megjegyzés. A vizsgalt feltétel biztositja az aramkor hatasfokdnak a maxi-
mumat. A hatasfok maximuma

Nmax =

—_

1+

1

177

R

o8

J

3.3. Alkalmazas. Két darab, d oldalhosszi, négyzet alaki lemez kozti tér n darab,
téglatest alaki, homogén dielektrikummal van kitéltve. A dielektrikumok abszoliit
permittivitasa rendre €1,€9,...,&,. Bizonyitsd be, hogy ha a lemezek tavolsaga d,
akkor soros kapcsolds esetén (1.11. dbra) a kondenzéator kapacitdsa kisebb, mint
parhuzamos kapcsolés esetén (1.12. dbra).
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Megoldas. Kiszamitjuk mindkét esetben a keletkezd kondenzator kapacitdsat.

\
He& & | - Epll
g & &| &
------ j
d, do \ds, dn d| dy |d3 | T dn)
1.11. Abra: Soros kapcsolas 1.12. Abra: Parhuzamos kapcsolas
Az els6 esetben a kondenzatortelep kapacitasa
1 1 d?
Ol = n = n = n ’
d
Yo v i
j=1 "7 i=1 j=1"

a masodik esetben

3

A Cauchy-Buniakovski (vagy a harmonikus és szdmtani kozépardnyos kozti)
egyenlotlenség alapjan irhatjuk, hogy

() (52

tehat Cy > C. ¢
Kittlizott feladatok

1. Bizonyitsd be, hogy ha A;, As, ..., A, tetszbleges halmazok, akkor az
A1AAA ... AA, halmazban pontosan azok az elemek vannak, amelyek az
Ay, Ag, ..., A, halmazok koziil pontosan paratlan soknak az elemei.

2. Bizonyitsd be, hogy p,i1 = Z ipi, po = 1, ahol p, az n elemfi halmazon

értelmezhetd ekvivalencia relacwk szama.

3. (Cantor-Bernstein'®) Bizonyitsd be, hogy ha az A és B halmazra léteznek az
f:A— B és g: B— A injektiv fiiggvények, akkor létezik h : A — B bijektiv
fliggvény is.

18Serghei Bernstein, 1880-1968
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4.

10.

11.

Azt mondjuk, hogy az A rendezett halmaz

a) kielégiti a minimumfeltételt, ha A-nak minden nem iires részhalmaza tar-
talmaz legalabb egy minimalis elemet;

b) kielégiti a csokkend sorozatok megszakadédsanak feltételét, ha A-ban min-
den szigortian csokkeno sorozat véges;

¢) induktiv, ha minden 7" tulajdonségra teljesiil a kovetkezd feltétel: ha min-
den a € A elemre abbdl, hogy az a alatti elemek teljesitik T -t, kovetkezik,
hogy a is teljesiti T -t, akkor A minden elemére teljesul T.

Igazold, hogy az elébbi harom tulajdonsag egymassal egyenértékii!

Bizonyitsd be, hogy az egyenes pontjainak barmely nem iires, nyitott H hal-
maza el6allithatd megszamlalhaté sok olyan, paronként egymasba nem nylo,
nyitott intervallum egyesitéseként, amelyek végpontjai nem tartoznak H -ba.

. (Borel') Bizonyitsd be, hogy ha a H C R ponthalmaz korldtos és zart, akkor

minden nyilt lef6désébdl kivalaszthat6 egy véges lefodés (nyilt lefodés alatt egy
olyan nyilt halmazokbdl allé rendszert értiink, amelynek az egyesitése tartal-
mazza H -t).

(Riesz?®) Ha korldtos és zart halmazok valamely (H;);c; rendszerének barmely
véges részrendszere rendelkezik kozos ponttal, akkor a rendszerbe tartozé vala-
mennyi halmaznak van kozos pontja.

(Cantor-Bendixon?!) Minden H zirt halmaz el8éllithaté egy onmagdban stir(i
(perfekt) és egy megszamldlhaté halmaz egyesitéseként.

. A Bernoulli egyenlétlenség segitségével igazold, hogy ha u,v,b > 0, akkor

wb < u+bo\ "
b+1 '
Bizonyitsd be, hogy ha x; >0, Vi € {1,2,...,n}, akkor

xy > x1(2x9 — 1) (33 — 222) . .. (N, — (N — 1)xpq).

k k
Bizonyitsd be, hogy ha a; > 0, j € N* és A, = % > a;, Gp= ¢/1] a4, akkor
j=1 j=1

nGn_(n_1>Gn—1San_n_l(\/Gn— _\/a’_”>2 és

n

19Emile Borel, 1871-1956
20Riesz Frigyes, 1880-1956
21Tvar Bendixon, 1861-1935
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k(A — Gr) > (k= 1)(Ap_y — Gror).

12. (Bencze Mihaly*-Marian Dinca*®) Ha a; > 0, minden i € {1,2,...,n} esetén,
akkor

13. Igazold, hogy az elobbi egyenl6tlenségekbol kovetkezik a szamtani-mértani
kozepek kozti egyenlotlenség.

14. (Bencze Mihaly) Ha az (ay),_
valamint (cx)p—7; és (di)y

i 6 (bi)p—1, sorozatok azonos rendezésiiek,
két tetszoleges pozitiv sorozat, akkor

=1,n

k=1 k=1 k=1 k=1

() (£24) () )

15. Bizonyitsd be, hogy a Csebisev egyenlétlenség bizonyitasa soran felhasznalt
tulajdonsagbdl (ha az (ax)j—1; ¢ (bi)r—1n sorozatok azonos rendezésfiek,
akkor a 22:1 apbs(ry maximuma az identikus permutaciéra van, és mini-
muma a forditott rendezésre) kovetkezik a szamtani-mértani kozepek kozti
egyenlGtlenség.

3

16. (Hurwitz?*, 1891) Ha f egy fiiggvény, akkor

Pf(z1,29,...,2,) = Z I (Zo(1)s To(2)s - - - s To(m))

O'GSTL

(ha f Kk valtozds, akkor csak az els6 k valtozot vessziik figyelembe, tehat

Px™(x1,x9,...,2,) = (n — 1)!'Y 2}). Bizonyitsd be, hogy ha ¢; =
k=1

k
=P [(277 —ab77) (v1 — x2)xs... 0j41] , akkor

— T1X2...Tpy = —‘Z¢k
n 2n!

k=1

[gazold, hogy ebbdl kdvetkezik a szamtani-mértani kdzepek kozti egyenldtlenség.

22505600 Sacele, Str. Harmanului 6, Jud. Brasov
23marianprofesoru@yahoo.com
24 Adolf Hurwitz, 1859-1919
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

(José Luis Didz-Barrero®) Bizonyitsd be, hogy ha a € C tetszbleges és
(ar)p=1n, valamint (by),—1; két komplex szdmsorozat, akkor

n 1 n n
Re (aZakbk> < 5 <Z|ak|2+|a|22|bk|2) .
k=1 k=1 k=1
Bizonyitsd be, hogy ha (ax)r>1 és (br)r>1 két valds szamsorozat, akkor az

(Eee) - (£4) (24)

sorozat novekvé (ezt nevezik az indexhalmaz szerinti monotonitasnak).

(Bencze Mihaly) Ha a, b > 0, minden k € {1,2,...,n+ 1} esetén, akkor

n+1 n+1
(Z ak> (Zbk> > Zakb;mL Z (abj + a;b;)
k=1

1<i<j<n

n—1 n+1
+2v/@ni1bni1 (\/anbl + Z V akbk+1> > (Z vV akbk;>
=1

6lya?0-Szegs®”) Bizonyitsd be, hogy ha ay € [my, My] és by € [my, My], ha
< k <n, akkor

2 m1m2 ]\41]\422 a i
(Z )(gy) < 4m1m+2M1M2) (Zakbk) |

k=1 k=1

(P
1

(Aczé1?®) Bizonyitsd be, hogy ha ag, b, € R, minden 1 < k < n esetén és
a? > >, a;, akkor

(29 (-9 -E)-

(Walther Janous®) Bizonyitsd be, hogy ha I C (0,00), és f : I — R egy
novekvo fliggvény, akkor tetszoleges xq,xs, ..., x, € I esetén
z;f(x;)
jzl s—x; n—lzij

ahol s =) x;.
=1

25jose.luis.diaz@upe.edu
26Pglya Gyorgy, 1887-1985
27Szegd Gabor, 1895-1985
28 Aczél Janos, 1924-
29walther.janous@tirol.com
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23. Bizonyitsd be, hogy ha m,n € N*, akkor

(4m)!(4n)!

e N.
m!n!(2m + n)!(m + 2n)!

24. Bizonyitsd be, hogy ha p € N egy paratlan természetes szam, akkor nem létezik
olyan f:N — N fiiggvény, amelyre f(f(x)) =z +p, Vo € N.

25. (Andrés Szilard)
a) Bizonyitsd be, hogy ha z,y,z € R, akkor
(r+y+2)P° = Z(—x +y 4+ 2)° + 80xyz(z® 4+ 9 + 22);
b) Bizonyitsd be, hogy ha a,b és ¢ egy haromszog oldalainak hosszai, akkor

(a+b+c)® > 8labc(a® + b* + ¢?).



2. Fejezet

Normalt terek és metrikus terek

Mindent felfedeztek mar.

Csak a banalitasok tajékan
maradtak még feltaratlan teriiletek.
Stanislaw Jerzy Lec

Ebben a fejezetben felsorolunk néhény alapfogalmat és tulajdonsagot, normalt
terekre és metrikus terekre vonatkozodan.

2.1 Vektorterek

2.1.1 Az R* vektortér

Minden k pozitiv egész esetén R¥-nal jeloljiik a rendezett valés szdm k-asok hal-
mazat. Az

r = (21,29, ...,Tk)
valés szam k-as (w1,...,2x € R) elemeit az = koordindtdinak nevezziik. Az RF
halmaz elemeit vektoroknak vagy pontoknak® nevezziik. Ha y = (yi,...,yr) € R* és
a egy valos szam, akkor az
r+y=(r1+y, 2+ Y, .., Tk + Yr), +: R x RF = R¥,
ar = (axy, axe, . .., azy), R x RF - R¥

osszefiiggésekkel értelmezhetiink egy belsé (,, +7 ) és egy kiilso ( ,, -7 ) miiveletet. Az
els6 muveletet a vektorok dsszeadasdnak, a masodikat a vektoroknak skaldrral valo
szorzasdanak nevezzilk. Az alabbi tulajdonsagok a miveletek értelmezésének azonnali
kovetkezményei.

1.1. Tétel. (a) (R* +) kommutativ csoport;

(b) alr +y) = ax + ay, barmely a € R, z,y € R* esetén;
(c) (a+ B)x = ax + P, barmely o, € R, » € R¥ esetén;
(d) a(fBz) = (af)x, barmely o, € R, =z E]Rk esetén.

30k € {1,2,3} esetén kolesondsen egyértelmit megfeleltetés van az egyenes, sik, illetve tér geomet-
riai értelmeben vett pontjai és R* elemei kozt.

49
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Az R* halmaz az el6bb értelmezett miiveletekkel egy valds vektortér (valds linedris
tér). Ez a tér a legegyszertibb modellje a véges dimenziés vektortereknek, ezért elébb
ennek a térnek néhany tulajdonsagat soroljuk fel, majd az itt megjelen6 fogalmakat
értelmezziik 4ltaldnos esetben is. A geometriai analégia alapjan az R* vektorteret
véges dimenziosnak, pontosabban k-dimenzidésnak nevezziik. A megszokott geomet-
riai tdvolsdgfogalom és a skalaris szorzat ( R? -ban Vagy R3-ban) dltaldnosithat6 az RF
térre is. Az RF vektorteret k-dimenziés euklidesz*' térnek nevezziik, ha értelmezett
benne egy skaldris szorzat, és az ebbdl szarmazo tavolsag. Ezeknek a megnevezéseknek
pontos értelmezése és motivaciéja a tovabbiakban jelenik meg (lasd példaul a 54.
oldalt).

A (R¥,+) csoport semleges elemét 0-val jeloljiikk és a tér nullelemének vagy
origonak nevezziik. FEz a jelolés altalaban nem vezet félreértéshez, mert az Ossze-
fiiggésekbdl altaldban kideriil, hogy a 0 szimbdélum a 0 valds szamot vagy az R tér
nullelemét (azaz (0,0,...,0)-t) jeldli.

1.1. Tulajdonsag. (Szdmoldsi szabdlyok R”-ban)

(a) 0-2=0, Vo € R* (az els6 0 a nulla skaldr, a masodik 0 a nullvektor);

(b) @-0=0, Va € R (mindkét 0 a tér nullvektorat jel6li);

(¢) (=D = (—x1,...,—z,), Vr € RY;

(d) a(wy+--+x,) =az1++az,, V a€R, é x; €RF i=1,2...,n esetén;
(e) (m+-+ap)r=ax+-+a,z, ¥V a; € R, 2:1,2,...,n, és xERk esetén.

Az x,y € R* vektorok skaldris szorzatdt az {-,-) : R* x R¥ — R,

k
= E TiYi
i=1

osszefiiggésekkel értelmezziik.

1.2. Tétel. Barmely x,y € RF vektorok és a € R valds szdm esetén érvényesek a
kovetkezé osszefiiggések:

(ax,y) = afz,y).

Egy tetszéleges x € R* vektor euklideszi normdja a

k 1/2
el = /(o) = (Zm?)

S1Buklidesz, (EvkAdns), (i.e.) ~ 325 — ~ 265
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valds szam. Az x € R* vektor Minkowski®? normdja (vagy I* -normdja) a
[zlly = [@1] + - 4 |2l
valds szam, és a Csebisev normdja (vagy [ -normdja)
|2]| o = max{|x1],. .., |xk|}
Altalémosan, ha 1 < p < 400, értelmezhetjiik az € R* vektor P -normdjdt az
l2llp = (21”4 - + Jaf?)

egyenlSséggel. Lathat6, hogy az RF vektortéren tobb kiilonbézé normét értel-
mezhetiink. FEzek k& = 1-re a valds szamokon értelmezett tavolsagfiiggvényt
szarmaztatjdk, tehat mindegyiket tekinthetjiik tévolsagfiiggvénynek az RF vek-
tortérben. A tovabbiakban, ha egy tetszéleges normara hivatkozunk, akkor a || - ||
jelolést hasznaljuk, mig ha az itt értelmezett normdkra hivatkozunk, akkor a |- ||, és
| - |oo szimbdlumokat hasznaljuk.

1.3. Tétel. Ha z,y,z € R*, és o € R, akkor
(a) flz| = 0;

(b) [z =0 <= 2 =0;

(c) [lez| = lal||z]|;

(@) [z 9| < [lz]l2llyll2;

(e) llz+yll < llzll + llyll;

() llz =2l < llz =yl + ly — =]

Bizonyitds. (a), (b), és (c) az értelmezések azonnali kovetkezményei.
(d) Ha y =0, a két oldal éppen egyenld. Ha y # 0, tetszéleges A € R-re

0 < (x+Ay,x+\y) = (z,2) + 2X(z,y) + \*(y,y).

(z,9)

Ha ezt az egyenlétlenséget A\ = —
(v, y)

-ra alkalmazzuk, akkor a

o)’ @)’y (@) yy) — (o)
A 7R S M (. 9)

egyenlétlenséghez jutunk, tehdt (d) igaz (ugyanazt az egyenlétlenséget kapjuk, ha
a A-ban méasodfoku egyenlotlenség diszkriminansat szamitjuk ki, hisz ez nem lehet
negativ).

(e) p>1 esetén a bizonyitand6 egyenlétlenség éppen a Minkowski egyenl6tlenség
(lasd 64. oldal). A Csebisev norméra a bizonyitds a kovetkezo:

i+ il < il + [yl < Nwlloo + lylloos Vi€ {1,2,... K},

tehdt az |x; + y;| maximadlis értéke sem lehet nagyobb ||z|/sc + ||yleo -nAl.
(f) Az elébbi alpontkovetkezménye. O

32Hermann Minkowski, 1864-1909
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1.1. Kovetkezmény. (Cauchy-Buniakovski® egyenl6tlenség) Az el6bbi tétel (d)
alpontja alapjan

k k

k
(1.1) > @il < (D feal? 4| D182,
=1

i=1 i=1
ahol «;,3; € R, minden i € {1,2,... k} -ra.

Azokat a || -] : R* — R fiiggvényeket, amelyekre teljesiil az 1.3 tétel (a), (b), (c),
és (e) llitasa, R¥-n értelmezett normdnak nevezziik.

2.1.2 Vektorterek

Az el6bbi paragrafus néhany fogalmat altalanosabb feltételek kozt is értelmezhetjiik.
Az X nemiires halmazt vektortérnek nevezzikk a K (R vagy C) test folott, ha

(a) értelmezett egy + : X X X — X bels6 miivelet (vektorok dsszeaddsa), amelyre
X = (X, +) Abel-féle csoport;

(b) értelmezett egy - : K x X — X kiilsé miivelet (skaldrral vald szorzds), amely
teljesiti a kovetkezd négy feltételt:
(b)) Mx+y)=X+ Ny, Ve,ye X, X eK;
(bo) AN+ p)z = x+pz, Ve e X, \uek
(bg) (Auw)x = Apz, Ve e X, A\ ek
(by) 1-x=2,VreX.
Ha K = R, a vektorteret valds vektortérnek nevezziik, mig K = C esetén komplex

vektortérnek. Az X vektortér elemeit vektoroknak, mig a K test elemeit skaldroknak
nevezzik.

1.2. Tulajdonsag. Ha X egy K folotti vektortér, akkor

AeK és x € X esetén a A\x =0 egyenloségbdl kovetkezik, hogy A =0 vagy
x = 0.

33Victor Yakovlevich Buniakovski, 1804-1889
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Bizonyitds. (a) Az = N(z —y) +y] = Mz —y) + A\y;

(b) Az = [(A—p) + plz = (A — p)z + pz;

(c) N0 =Nz —x) =Xz — Az = 0;

(d) vélasszunk A\ = p-t (b)-ben;

() 0=0x=(1-Dr=1z+(-)z =2+ (—1)x;

(f) ha A #0, akkor z = (\) V() =0. O

Ha Y a K folotti X vektortér egy nemiires részhalmaza, és az X -beli
miiveletekkel Y is vektortér, akkor Y -t az X alterének vagy részterének nevezziik.
[gazolhatd, hogy Y pontosan akkor altere az X vektortérnek, ha barmely o, 5 € K és
r,y €Y esetén ar+ Py €Y. Az y1,92,...,y, € X vektoroknak az aq,ao,...,q, €
€ K skalarokkal szamolt linedris kombindciojan az x = aqy; + -+ - + a,y, vektort
értjik. Az Y C X halmaz elemeibdl képezhet6 Osszes linedris kombinacié halmazat
az Y linedris burkolojanak nevezzik. A 1.3 tulajdonsigban igazoljuk, hogy egy Y
halmaz burkoléja a legkisebb olyan résztér, amely tartalmazza az Y -t, ezért az Y
daltal kifeszitett linedris résztérnek is nevezzik, és lin'Y -nal jeloljiik.
Példak. (a) Ha X egy K folotti vektortér, akkor a {0} és az X részhalmazok
részterek is. Az elobbi két résztértdl kiillonbozd résztereket valodi résztereknek
nevezzik.
(b) R* egy valds vektortér az elébbi paragrafusban értelmezett mfiveletekkel. A
tovabbiakban, ha az R* vektortérre hivatkozunk (a mfiveletekre valé hivatkozds
nélkiil), akkor ezt a linearis térstrukturat értjiik alatta.
(c) Az X =R3? vektortérnek az

Y ={(2,5,0) | 7,y € R}

részhalmaza egy résztér.

(d) Ha az
a11T1 + A19T2 + -+ - + A1 Ty = 0
a21T1 + Q22T + -+ + a2, =0

Am 121 + Q2T + -+ ATy =0

egyenletrendszer megoldasait R™ elemének tekintjiik, akkor a megoldasok Y halmaza
egy résztere az R" vektortérnek. A

1.3. Tulajdonsdg. Ha Y # () a K f6l6tti X vektortér részhalmaza, akkor
(a) Y ClinY és linY résztere X -nek;
(b) X -nek barmely Z résztere esetén, ha Y C Z, akkor linY C Z.

Bizonyitds. (a) Barmely x € Y-ra o =1z € linY, tehiat Y ClinY. Ha «o,8 € K és
x,y € linY, akkor

T =0T+ Ty + -+ oty €8y = By + Boyo + -+ By,
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valamilyen o; € K, 2; €Y, haie {1,2,...,n}, B, €K, y;€Y, je{l,2,...,m}
esetén. Igy létezik olyan v; € K és z; € Y, amelyre

ar + By = y121 + Y222 + -+ W2k,

ahol {z1,20,..., 2k} = {x1, 20, .. ., 2o U{y1, 92, .. Um }

(b) Ha 2z € linY, akkor z felithaté z = ajx; + asxs + -+ + ayx, alakban
valamilyen «; skalarokkal és valamilyen z; € Y C Z vektorokkal. Mivel Z résztere
X -nek, z € Z. O

A K folotti X vektortérben azt mondjuk, hogy az Y C X elemei linedrisan
fiiggetlenek, ha barmely aq,...,qa, € K, és barmely zq,...,z, € Y paronként
kiilénboz6 elemek (z; # x;, ha i # j) esetén az aldbbi implikaci6 igaz:

o+ tor, =0 = ag=---=a, =0.
A linedris fliggetlenség egy jellemzése a kovetkezo:

1.4. Tulajdonsag. A K folotti X vektortérben az Y C X nemiires halmaz elemei
pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha barmely z € Y esetén x ¢ lin (Y \ {x}).

A K folotti X vektortérben az Y C X részhalmaz elemeit linedrisan figgdknek
nevezziik, ha nem linedrisan fliggetlenek. Ez pontosan akkor teljesiil, ha léteznek
olyan «aq,...qa, € K, nem mind 0 skalarok és zi,...,x, € Y vektorok, amelyekre

x; # x5, ha 1 # j, és
oy + -+ apx, = 0.

Az X vektortér egy B részhalmazat az X egy bdzisinak nevezziik, ha
(a) B linedarisan fiiggetlen;
(b) lin B = X.

1.5. Tulajdonsag. Barmely, legalabb két elemet tartalmazo, vektortérnek létezik
bazisa.

1.6. Tulajdonsag. Ha egy vektortérnek létezik n € N* elembdl allé bazisa, akkor

minden béazisa pontosan n elemet tartalmaz>*.

Altalanosabban:

1.7. Tulajdonsag. Ha By és By az X vektortér két bazisa, akkor By ~ By, vagyis
a két bazisnak ugyanaz a szamossaga.

Az elobbi tulajdonsag alapjan a bazis szamossaga a tér egy jellemzbje. Ezt nevezziik
az X vektortér dimenziojanak.

34a bizonyitds megtaldlhat6 [6]-ban
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dim X — |B|, X # {0}, B bazisa X — nek
0,  X=1{0}

Példdk. (a) Az R halmazt tekinthetjiik R f6lotti vektortérnek. Ennek a térnek a
dimenzidja 1, mert az e; = 1 elembdl all6 halmaz bazisa R -nek. Tetszoleges nullatol
kiillonboz6 x elemre a B = {x} halmaz egy bazis.

(b) Az R* k € N* valés vektortér kanonikus bdzisinak az

er =(1,0,0,...,0,0), e»=(0,1,0,...,0,0), e5=(0,0,1,...,0,0),...
ek—lz(070707"'7170)7 ek:(()?o?oa-"a()?l)

vektorokbdl all6 halmazt nevezziik. Lathato, hogy {ei, e, ..., er} valéban egy bézis,
k

és ha = = (w1,79,...,21), akkor z = > wxje;. Ez alapjan dimR* = k. Az is
j=1

belathaté, hogy RF-ban végtelen sok bézist szerkeszthetiink. Példdul a kovetkezd
rendszer is bazist alkot:

e =(1,0,0,...,0,0), es=(1,1,0,...,0,0), e3=(1,1,1,...,0,0),...
err =(1,1,1,...,1,0), ep=(1,1,1,...,1,1).

(c) Tekintsiik a valés egylitthatéji polinomok R[X] halmazdt a polinomok
osszeadasaval és a polinomoknak skalarral valo szorzasaval. Ez egy végtelen dimenzids
vektortér, és egy bazisa az 1, X, X?,..., X", ... polinomrendszer. Lathatd, hogy min-
den polinom az el6bbi rendszer véges sok elemének linearis kombinacidja, és barmely
n € N*-re az

apn X"+ -+ X +ay=0

polinom azonossaghdl kovetkezik, hogy minden egyiitthaté 0. Tehat dim(R[X]) =
=N, A

Tekintsiik az X és Y vektortereket a K test folott. Az f: X — Y fiiggvényt
additivnak nevezzik, ha

flx+y)=fl@)+ fly), VaryelX

Ha f additiv, akkor ldthatd, hogy f(0) = 0 és f(—z) = —f(x), minden z € X
esetén.
Az f: X =Y fliggvényt homogénnek nevezziik, ha

flaz) =af(x), VaekK, zeX.
Az f: X =Y figgvényt linedrisnak nevezziik, ha additiv és homogén, vagyis ha

flax + By) = af(x) + Bfy), Vafek vyeX.
Ha Y =K és f: X — K, akkor f-et funkciondlnak nevezzik.
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Példak. (a) Ha X és Y a K test folotti vektorterek, akkor az f: X — Y, f(z) =0,
V x € X figgvény linedris.

(b) Ha X egy vektortér K folott, akkor az f: X — X, f(x) =z, Vo € X identikus
figgvény linearis.

(c) Haaz A = (a;;)1<i<m, méatrix elemei a K testbdl vannak, akkor az f : K* — K™,

1<j<n
(]_2) f(x):(Zaljxj,Zagjxj,...,Zamjxj), T = (ZE17...,£L'n) e K"
j=1 j=1 j=1

fiiggvény linearis.
(d) Ha f: K" — K™ egy linedaris fiiggvény, akkor létezik olyan A maétrix, amelyre
[ elbéllithat6 az elébbi alpontban megadott (1.2) alakban. A maétrix a;; elemeire

(]‘3) (a1]7a2j77am3>:f(ej)7 ]-S,]Sna

ahol eq,es,...,e, a K" vektortér kanonikus bazisa.

(e) A (c) és (d) alpontok alapjén minden m x n-es, K-beli elemeket tartalmazo
méatrixhoz tartozik egy f: K" — K™ linedris leképezés, amit az (1.2) Osszefiiggéssel
értelmeziink, és minden f : K" — K" linearis leképezéshez tartozik egy m x n-es
matrix ((1.3) szerint), amelynek elemei K-bdl vannak. Ugyanakkor a két megfelel-
tetés egymas inverze, tehat azonosithatjuk az f : K" — K™ linearis leképezéseket a
hozzajuk tartozé matrixszal. A

2.1.3 Normalt terek

Az X nemiires halmazt normdlt térnek nevezzik, ha
(a) X vektortér valamilyen K test f6lott;

(b) értelmezett egy || -] : X — R fiiggvény a kovetkez6 tulajdonsdgokkal:
(b1) [|z]] >0, Ve € X és ||z]| =0 <= x = 0;
(b2) [[Azl = A - flell, Va,y € X és A e K;
(bs) |l +yll < |zl + lyll, Vx,y € X (hdromszog egyenlétlenség).

A ||| figgvényt normdnak nevezziik. A normalt tér jelolésére altalaban az (X, ||-])
szimbdélumot hasznaljuk. Ha nem vezet félreértéshez (egyértelmiien eldénthetd, hogy
milyen normét haszndlunk), hasznalhatjuk egyszeriien az X jelolést is.
Megjegyzés. A fejezet elsd paragrafuséban lattuk, hogy az (R*,[-|,), p > 1, és
(R*,|| - ||oo) terek normédlt terek. A

Tekintstink egy (X, || - ||) normalt teret és egy (x,)sorozatot X -ben. Az (x,)
sorozatot konwvergensnek nevezzik, ha létezik x € X 1gy, hogy nh_}rgo |z, — x| = 0.

Ezt a limx,, = x vagy x,, — x szimbolummal jeloljik.
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Az (x,) sorozatot Cauchy sorozatnak vagy fundamentdlis sorozatnak nevezzik,
ha barmely ¢ > 0 valés szamra létezik olyan n. € N* kiiszobszam, amelyre

|zn — || < e han,meN" n,m>n..

Egy (X,|-]|) normalt teret Banach térnek neveziink, ha X -ben minden Cauchy
sorozat konvergens.
Példak. (a) Ha az X = R"™ vektortérben az euklideszi normat tekintjiik, vagyis

r = (x1,...,2,) € R" normija
n 1/2
k- ()
k=1

akkor egy Banach teret kapunk (lasd az 1.8 tételt a 90. oldalon).

(b) Ha CJ0, 1] -gyel jeloljik a [0,1] intervallumon értelmezett valés értéki folytonos
fliggvények halmazat, akkor a fiiggvények Osszeadasaval és a skaldrral valé szorzédssal
C[0,1] egy vektortér. Ezen a vektortéren értelmezziik a

o — t
el = ma (0|

figgvényt. Ez a fliggvény egy norma. A (by) és (by) axiémédk azonnaliak,
ellenérizziik a (bs) axiémét. Ha z,y € C[0, 1], akkor

= < <
1z + ¥l Jmax lz(t) +y(t)] < fél[%)f]”x(t)‘ +y(@)]] <

)

< t t)| = 0o 00
< max |2(t)] + max (O] = =/l + [yl

tehat (C[0,1],] - ||) normalt tér. Igazolhatd, hogy ez a tér Banach tér (lasd a 2.1
tételt a 122 oldalon).
(c) Jeldlje m a korldtos valés sorozatok halmazat. x € m esetén értelmezziik a

[2]] = sup{|a|}
k>0
normét. Igazolhatd, hogy (m, || -||) egy normalt tér.
1.8. Tulajdonsag. Minden (X, | -||) normalt térben
(@) [(@n+yn) = (@ + W) < llon =2l + llyn = yll;
(b) [Anzn = Azl| < [Anlllzn — | + [z [[An = Al;
() [zl =yl < fl= =yl

1.2. Kovetkezmény. Ha (z,) és (y,) két sorozat az (X,| -|) normdlt térben és
(M) egy sorozat K-ban, akkor

(a)
(b) x, = x és Ny — A= A\, — Az
)

(c

Tp =T 685 Yp =Y = Ty +Yp — T+,

Ty = 1= 2] = [l



5% 2. Normalt terek és metrikus terek

2.1.4 Hilbert terek

Tekintsitk a H vektorteret a K test {6l6tt (K =C vagy K=R). A (,:): HxH —
— K fiiggvényt skaldris szorzatnak nevezziik, ha barmely z,y,u,v € H és A € K
esetén

(a) (x,y) = (y,x) (a feliilvonas a komplex konjugélést jelenti, tehat (r,z) € R és
valds vektorterekre a szimmetridt jelenti);

(b) (v +u,y) = {v,y) + (u,y);
(©) Az, y) = Mz, v);
(d) (x,x) >0, és (x,x) =0<= z=0.

Minden skaldris szorzat szarmaztat egy normét a ||z| = /(z,z) Osszefiiggés alapjan.
A norma értelmezésébél a (by) és (by) axiéma azonnal ellenérizhetd, a (bz) pedig az
1.4 tételbol kovetkezik. A forditottja nem igaz, tehat nem minden norma szarmazik
skalaris szorzatbol.

Azokat a H normaélt tereket, amelyeknek a normé&jat valamilyen skaldris szorzat
szarmaztatja, pre-Hilbert tereknek nevezzik.

Ha egy (H,(-,-)) pre-Hilbert tér minden Cauchy sorozata konvergens, akkor a
teret Hilbert® térnek nevezziik.

1.4. Tétel. (Cauchy-Buniakovski-Schwarz?®® egyenl6tlenség) Ha z,y egy (H,{,-))
pre-Hilbert tér elemei, akkor

(1.4) {2, )| < ]| Iyl

Bizonyitds. Feltételezhetjiik, hogy y # 0, mert ellenkezd esetben (1.4) igaz.
Igy (y,y) >0, tehat minden A € C esetén

0<(z+y.z+My) = (v.2) + My, 2) + Mz, y) + Ay, y).
Ha ezt A = —(x,y)/(y,y)-ra alkalmazzuk, a

0< (wa)— Ty 0Ty Ty B0

(y,y) (y,y) (y,y)* (y,y)

egyenldtlenséghez jutunk, tehat (1.4) igaz, minden y € H esetén. O

1.3. K6ovetkezmény. Ha (H, (-, )) egy pre-Hilbert tér és x,y € H, akkor

(1.5) (z+y,x+y) < (V) + V()

35David Hilbert, 1862-1943
36Hermann Amaudus Schwarz, 1843-1921
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Bizonyitds. Az (1.4) egyenlétlenség alapjan

(z+y,x+y) = (z,2) + 2Re(z,y) + (y,y) <

<z, z) + 2/ {(z,2)(y.y) + (,9) = V{z,2) + V{y,y))*. O

Minden pre-Hilbert térben értelmezhetiink egy normét a ||z] = (x,x)
egyenldség segitségével. A (by) és (by) tulajdonsdgok (56. oldal) az értelmezés
azonnali kovetkezményei, mig a (bs) tulajdonsdgot az 1.3 kovetkezmény biztositja.
Megjegyzés. Az el6bbiek alapjan minden pre-Hilbert tér felfoghaté normélt térnek
is. A forditott allitds nem igaz, vagyis nem minden (X, || - ) normalt térben
értelmezhetd olyan (-,-) skaldris szorzat, amelyre ||z| = y/(z,x), minden z € X -
re. A kovetkezo két tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy egy normalt térben pontosan
akkor szarmaztathaté a norma egy skalaris szorzatbdl, ha teljesiil a paralelogramma
azonossag. A

1.9. Tulajdonsag. Ha (H,|| -||) egy pre-Hilbert tér és x,y € H, akkor
(1.6) lz +yll* + [|lx — y||* = 2(||=|]* + ||ly||*) (paralelogramma szabély).

1.10. Tulajdonsag. Ha V' egy valds vektortér és a ||z|| : V' — R operdtorra teljestil
a kovetkezo két tulajdonsag:

(1.7) |z[| >0, YzeV,
(1.8) llo+yl* +llz = yl* = 2(|2* + lylI*). ¥ 2,y € V, (paralelogramma szabaly),

akkor teljesiil a haromszog egyenlGtlenség is.

Bizonyitds. (1.8) alapjén [[0]] = 0 és || — z|| = ||z|, ha z € V. Ertelmezziik a
(-,): V xV — R kétvéltozds fiiggvényt a

1
(w.y) = 7 (le+yl* +llz = yI)

egyenlOséggel. Az értelmezés alapjan (x,y) = ||z||*, és (z,y) = (y,z). A parale-
logramma szabély alapjan kévetkezik, hogy (r + z,y) = (x,y)+(z,y), tehat (rz,y) =
r{z,y), barmely r € Q esetén. Igy minden raciondlis r esetén

0< (re+y,rz+y) =r*z,z) +2r{z,y) + (y,y).

Ebbdl kévetkezik a Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenlétlenség, és ez alapjan igazol-
haté a haromszog egyenl6tlenség (lasd az 1.4 tételt). O
Példak. (a) A legegyszertibb példa Hilbert térre az R, ha a skaldris szorzatot
az (z,y) = zy, Vx,y € R, Osszefliggéssel értelmezziik (a teljesség az 1.7 tételbél
kovetkezik, lasd a 90. oldalt).

(b) Az 1.8 tétel (90. oldal) alapjan (R*, || -||2) is Hilbert tér. A
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2.1.5 Egyenlotlenségek

Ebben a paragrafusban a Holder?” egyenlStlenség felhasznaldsaval igazoljuk, hogy az
| - |l, fuggvények valoban teljesitik a hdromszog egyenl6tlenséget. Ehhez sziikségiink
van a Young egyenlétlenségre.®® Ennek két bizonyitasat mutatjuk be, az els6 valamivel
bonyolultabb, mint a masodik, de tobbet arul el az egyenlGtlenség természetérol.

1.5. Tétel. (Young-féle azonossig) Ha f : [a,b] — [c,d] egy bijektiv és novekvd
fiiggvény, akkor

b d
(1.9) / f(z)dx + / f(y)dy = bd — ac.

1.6. Tétel. (Young egyenlStlenség integrélos alakja, [34, 189. oldal]) Ha f : [0, co[—
R folytonos és szigorian novekvé fiiggvény, amelyre lim f(u) = oo és f(0) = 0,

akkor a
(1.10) F(z) = / flu)du és G(x) = / f(v)dv.
0 0
fliggvényekre
(1.11) ab < F(a) + G(b), Ya,b € [0,00].
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha b = f(a). (Ldsd a 2.1. abrat.)

2.1. Abra: Young egyenlétlenség

1.4. Kovetkezmény. (Young egyenlStlenség, [34, 90. oldal]) Ha p > 1,
és «, (3 nem negativ valés szamok, akkor
p q
(1.12) ap< @B
p q

Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha 3 = oP~1.

370tto Ludwig Hélder, 1859-1937
38William Henry Young, 1863-1942
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Bizonyitds. Alkalmazzuk az elébbi tételt az f(u) = uP~!, u € [0, 00[ fiiggvényre. O
Megjegyzés. Az egyenlétlenség kovetkezik az f :]0,00[— R, f(z) = %p + ‘%q
fiiggvény tanulmanyozdsabdl is (x = 1-ben minimumpontja van, tehat f(1) <

< flaiB70)).
A Bernoulli egyenlétlenség (lasd a 37. oldalt) dltalanosabb alakja z* < 1+ax —a,

ha 0 < a < 1. Ha ezt alkalmazzuk az z = & és a = 117 szamokra, éppen a kért

B4
egyenlGtlenséghez jutunk. A
Ha a = (ay,...,q,) € R™ vagy C", az 1.13 Osszefliggéssel értelmezhetjiik az a
szamok 1 -ed rendi hatvdnykozepét minden r # 0 esetén.

n 1/r 1/r
(1.13) M, (a) = (ka‘r) = (Z\Ozkk) /

1.11. Tulajdonsag. Ha p > 1, 1/p+1/q =1, és az a = (ay,...,q,), illetve
b= (B1,...,0n) szamokra M,(a) = M,(b) =1, akkor

(1.14) M (ab) = My(ab) < 1,

ahol ab = (a1 Py, ..., cn0,).

Bizonyitds. Minden k € {1,...,n}-re alkalmazzuk az (1.12) Young egyenl6tlenséget
a |ag| és |Bx| szémokra:

V4 q
(1.15) G| < —|O‘;| + —W;' .

Osszegezve k lehetséges értékei szerint, frhatjuk, hogy

1 1 1 1
Z|O"fﬁk|S;Z‘O‘HPJF&ZWH’]:};JFEZL O

1.7. Tétel. (Holder egyenlétlenség p > 1 és ¢ > 1 esetén) Ha p>1, 1/p+1/g=1

ésaz a=(a1,...,a,), b= (01,...,0,) rendezett szam n -esek egyike sem azonosan
0, akkor
(1.16) M(ab) = " || < My(a)M,(b).

Bizonyitds. Az

T = (077 B o ﬁk
" M) f M (b)
6:(@1,...,§n), BZ(Bl)?Bn)

szamokra My(a@) = M,(b) = 1, tehdt alkalmazhatjuk az 1.11 tulajdonsdgot, és {gy
M (ab) < 1. Ez ekvivalens a bizonyitandé egyenl6tlenséggel. O
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1.8. Tétel. Az (1.16) egyenlStlenségben pontosan akkor van egyenléség (0-tol
P

kiilonb6z6 szamokra), ha az tort k-tol fiiggetlen.

73

| Br.|2
1.5. Kovetkezmény. (Cauchy-Buniakovski egyenl6tlenség) Ha az 1.7 tételben p = 2
és q =2, akkor a

(1.17) Z|Oékﬁk| < \/Z|ak|2' \/Z | B|?

egyenlGtlenséget kapjuk.

1.9. Tétel. (Holder egyenlStlenség pozitiv kitevokre, [59, 2. Rész, 2. fejezet, 81.3-

as feladat]) Ha m € N*, m > 2, rogzitett természetes szam, a; = (a1, ..., Qp),
j=1,...,m, ésa p1,p2,...,pm >0 valds szdmokra i =1, akkor M, (a;) > 0,
Jj=1,...,m esetén b

no|m m
(1.18) H HMp (aj)

k=1 |j=1 j=1

Bizonyitds. A matematikai indukcié médszerét hasznaljuk. Ha m = 2, akkor az 1.9
tétel visszavezetédik az 1.7 tételre, tehat igaz. Ha (1.18) igaz m — 1-re, akkor az 1.7
tétel alapjan

n

2

Z o]

Haﬂc <

m
[T e
j=1

s (Hmjky)“‘ .

k=1 \j=2

p1—1

(1.19) M, (ay) [ZH || 71 ] " .

k 2

Lathaté, hogy

(py —1 “ 1
PP =) oo & P D Dt
j_

Y4

m n PN Ty
py pjp1—1) | PiP17D
pl Cll H Z‘Q ” p 17 _
k=1
1
- n Dj m
(1.20) M,, (a1 H <Z|ij|pj> H @), -
=1
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1.10. Tétel. (Holder egyenlétlenség 0 < p < 1 esetén) Ha 0 <p <1, 1/p+1/q=1,
és a = (aq,...,qy), illetve b= (04,...,[B,) pozitiv szam n -esek, akkor

(1.21) M(ab) > My,(a)M,(b).
Bizonyitis. Az uw = 1/p (> 1), és 1/u+ 1/v = 1 Osszefliggéseknek eleget tevd
1

_1 11
szdmokra értelmezziikk a v, = B, “, 0 = [ szdmokat, minden k = 1,...,n
esetén. Igy ~p = G, tehat az 1.7 tételbdl kovetkezik, hogy

Zai=2ms<25z) (Z%’é) =
k=1 k=1 k=1 k=1

() (£) - () (29)

My(a)M,(b) < M(ab) O

=

Ez alapjan

1.11. Tétel. (Holder egyenlétlenség negativ kitevékre, [21]) Ha m € N*, m > 2
rogzitett természetes szam, az a; = (oyi1,...,05,), j = 1,...,m véges sorozatok
nullatdl kiilbnbéz6 szamokbdl allnak, és a p1,pa,...,pm—1 < 0, illetve p,, €]0,1]
valds szamokra 7", 1/p; =1, akkor

(1.22) Z Hajk

k=1 |j5=1

>HM aj

Bizonyitds. A matematikai indukcié moddszerét hasznaljuk. Ha m = 2, akkor az
egyenlitlenség visszavezetédik az 1.10 tételre. Feltételezziik, hogy (1.22) teljesiil

valamilyen m > 2-re. Ha a py,p2,...,pm < 0 és pni1 € R valds szamokra
Zm+1 1/p; =1, és az a; = (ay1,. .., ,) véges sorozatok nem tartalmazzak a 0-t
egyetlen j=1,...,m+ 1 esetén sem, akkor
p1—1
n |m+1 m—+1 n m—+1 Lil ;1
> [T o = S fow [ = a0 | 3 (Tt) | -
k=1 | j=1 k=1 \j=2
n m+l plil
(1.23) = M, (ay) [ZH |71 ]
k=1 j=2
Masrészt
j —1 m —1 ,
=) g sy, Pen®TD
P1 P1
m+1 m+1

D1 D1 1
2 (i —1) 2=t

j=2 p] pl_lj:2 pj
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tehat az (1.23) kifejezés

ZMIH (al) {

1.12. Tétel. (Minkowski egyenl6tlenség p > 1-re) Ha teljesiilnek az 1.7 tétel
feltételei, akkor

(1.24) M,(a+ b) < My(a) + My(b).
Bizonyitds. p =1 esetén az egyenlotlenség kovetkezik a haromszog egyenlotlenséghol.

p > 1 esetén alkalmazzuk az (1.16) Holder egyenl6tlenséget a kovetkezd véges
sorozatparokra:

(ar)irs (Jax +0ePis s (On)imys (Jar + b7y
Igy
> ak 0?7 Jag] - Jag + b7 Y fbi] - Jag + b <
k=1

< (i (a) + My ) (Y e+ o)

tehdt (> |ap + bi|P)Y/?-val val6 osztas utdn az (1.24) egyenlséghez jutunk. O

2.2 Metrikus terek

A p: X x X — R figgvényt metrikdnak nevezziik, ha X egy nemiires halmaz,
és a p rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:
(a) p(x,y) >0, Vo,y € X és p(x,y) pontosan akkor 0, ha = = y;

(b) p(z,y) = ply, ), Yo,y € X;

(¢) p(z,9) < plx,2) + p(z,y), barmely z,y, 2 € X -re.
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Az X elemeit pontoknak nevezziik és a p(x,y) szdmot az = és y pontok
tavolsdganak.

A (c) feltételben = = y-t vélasztva a 0 < p(z,2) egyenlStlenséghez jutunk, tehat
p nem vehet fel negativ értékeket és ezért az értelmezésbél az (a) pont elsd részét
elhagyhatjuk. A (b) feltétel biztositja a tavolsagfiiggvény szimmetridjat (x-t6l az y-
ig ugyanaz a tavolsag, mint y-tél z-ig). A (c) feltételt haromszog egyenlétlenségnek
nevezzik.
Példak. (a) TetszOleges X # () halmaz esetén értelmezhetjik a p: X x X — R,

(2.25) o, y) = {(1) o

fiiggvényt. Ez egy metrika, tehat minden nemiires halmazon értelmezhetd legaldbb
egy metrika.

(b) A valés szamokon értelmezett norma segitségével (lasd a 18.  oldalt)
értelmezhetjiik a p : R xR — R, p(z,y) = |z — y| metrikét. Ezt nevezzik euk-
lideszi metrikdnak az R -en.

(c) A komplex szamsikon értelmezziik a szokdsos geometriai tdvolsiagot a

p(21,2) = |21 = 2| = V(@1 — 22)2 + (31 — 92)?,

(2.26) _ )
Zp = Tk + Wk, Thky Yk ER> k= 1727 U= _17

osszefliggésekkel. Ezt nevezziik a C-n értelmezett euklideszi metrikinak vagy euk-
hideszi tavolsagnak.

(d) Az R? halmazon ételmezhetjik az uy = (zg,yx) € R% k = 1,2 pontok
tavolsagat a kovetkezd Osszefliggésekkel is:

(di)  pr(ur,up) = o1 — 22| + |1 — 125
(d2) palur,ug) = \/(xl —22)% + (Y1 — y2)*%;

(dz) ps(ur,ug) = max{|zy — 2, [y1 — ya|}-

A p1 metrikat Minkowski-féle metrikdnak, a py metrikat euklideszi metrikdnak és a
ps metrikat C'sebisev-féle metrikdnak nevezziik. Ebbol lathatd, hogy 1éteznek olyan
halmazok, amelyeken tobb kiilonb6z6é metrikat értelmezhetiink.

(e) Ha (X, || - ||) egy normalt tér, akkor a p : X x X — R, p(z,y) = ||z —
—y||, Vx,y € X fiiggvény egy metrika, ezt nevezziik a norma altal szdrmaztatott
metrikanak. fgy minden normalt tér metrikus tér is. A forditottja nem igaz, mert nem
minden metrika szdrmazik normabdl (metrikat értelmezhetiink linedris térstruktira
nélkil is). A

A paragrafus tovabbi részében rogzitiink egy (X, p) metrikus teret és ennek a
részhalmazait vizsgaljuk.

Az x kozéppontd, r sugaru nyilt gomb a

B(z,r) ={y € X | p(x,y) <r}
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B2(07 1) B3(Oa 1)
2.2. Abra: Nyilt gombok

halmaz. Nyilvanvalé, hogy x € B(z,7), barmely x € X és r > 0 esetén.

A 2.2, dbran a B;(0,1), i = 1,2,3 gdmbok geometriai dbrazoldsa lathato, a d;,
1 =1,2,3 metrikdk szerint.

Az A C X halmazt nyilt halmaznak nevezziik, ha barmely x € A esetén létezik
olyan r > 0 valés szam, amelyre B(z,r) C A. Az tireshalmazt szintén nyilt halmaz-
nak tekintjik. Az értelmezés kovetkezménye, hogy az X tér mindig nyilt.

2.1. Tétel. Ha O -val jeloljiik az X nyilt részhalmazainak csaladjat, akkor
(a) 0,X € O;
(b) O tetszéleges részcsaladjanak az egyesitése is nyilt halmaz;
(¢) O tetszéleges véges részcsalddjanak a metszete is nyilt halmaz.

Ha A nemiires része X -nek, és x € A, akkor az x pontot az A halmaz belsd
pontjdnak nevezzik, ha létezik olyan O nyilt halmaz, amelyre x € O C A. Az A
bels6 pontjainak halmazat az A belsejének nevezziik, és int A-val jeloljik.

2.2. Tétel. Ha A, B C X (X egy metrikus tér), akkor igazak a kivetkezé allitasok:
(a) int A az A dsszes nyilt részhalmazainak egyesitése, tehat nyilt halmaz;
(b) A pontosan akkor nyilt, ha A = int A;

(c) az int A halmaz a bennfoglalasra nézve az A-nak a legnagyobb nyilt
részhalmaza;

) ha A C B, akkor int A C int B;
) int (AN B) =int (A) Nint (B);
) int (int A) = int A;

) int X = X.

2.3. Tétel. Minden nyilt gémb egyben nyilt halmaz is.
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Bizonyitds. Tekintsiik az A = B(z,r) nyilt gdombot és annak egy tetszileges y
pontjat. A gomb értelmezése alapjan létezik olyan h > 0, amelyre

p(xay) =r—h.
Ha a z € X pontra p(y,z) < h, akkor
p(%,Z) < p(xvy) +p(y>"7’) < T—h+h:7”,

tehdat z € A. Igy y az A halmaz egy belsé pontja, tehdt A nyilt halmaz. O
Az A C X halmazt zdrtnak nevezziik, ha CxA nyilt.

2.4. Tétel. Ha C -vel jeloljiik az X zart részhalmazainak csaladjat, akkor
(a) 0,X €C;
(b) C tetszbleges véges részcsaladjanak egyesitése is zart;

(c) C tetszbleges részcsalddjanak metszete is zdrt.

2.12. Tulajdonsag. Ha A, B C X ugy, hogy A nyilt és B zart, akkor A\ B nyilt
és B\ A zart.

Bizonyitds. Csak azt igazoljuk, hogy A\ B nyilt halmaz.

r €A

= 3B(z,r) c AnCB = B(z,7r) c A\ B. O
z€(B

re A\ B = {

Az A C X halmaz lezdrdsanak nevezzikk a clA=nN{C |AC C C X, C zart}
halmazt.

Egy halmaz belso pontjainak halmaza és a lezarasa egymas dudalisainak tekinthetok
a kovetkezo értelemben:

2.5. Tétel. Ha A C X, akkor
Cx(ClA):int(CxA), EX (lHtA):Cl(ExA)
2.6. Kévetkezmény. Ha A C X, akkor int A = Cxcl (CxA).

2.6. Tétel. Ha A, B C X, akkor igazak a kovetkezé allitasok:
(a) clA zart halmaz;
(b) A pontosan akkor zart, ha A = cl A;

(¢) a cl A halmaz a bennfogaldsra nézve a legkisebb olyan halmaz, amely tartal-
mazza az A halmazt;
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(d) AcB = cdAcCcdB;
(e) cl(AUB)=cl(A)Ucl(B);
(f) cl(clA) =cl A;

(g) X =X.

2.13. Tulajdonsag. Ha A, B C X diszjunkt nyilt halmazok, akkor
(a) egyiknek a lezdrdsa sem metszi a mésikat, vagyis BNclA=cl(B)N A = {;
(b) (intcl A)N (intcl B) = 0.

Bizonyitds. (a) ANB=0 = B ClA, zart = AncBc AnCA=0.
(b) Az (a) alpont alapjén

ANB=0) = intcl BNA=0 — intclBNclA=0 = intcl BNintcl A =0. O

Az x pont kornyezetének neveziink minden olyan A C X halmazt, amelyre 1étezik
O € O 1gy, hogy © € O C A. Az = pont Osszes kornyezetének halmazat V(x)-szel
jelsljiik.

2.14. Tulajdonsag. Ha A C X, akkor a kovetkezo kijelentések egyenértékiiek:
(a) = eclA;
(b) bdrmely V € V(z) kornyezetre V N A # ().

Bizonyitds. Rogzitsiink egy tetszéleges x € cl A elemet. Feltételezziik, hogy (b) nem
igaz, tehat létezik olyan nyflt V € V(z) kornyezet, amelyre VN A=0. Igy A c LV
és OV zart, tehat cl A ¢ CV. Ez viszont ellentmondés, mert = € V.

Ha (a) nem teljesiil, akkor létezik olyan F' zart halmaz, amelyre A C F és
x ¢ F. De V = CF nyilt halmaz és kornyezete x-nek (x € V'), tehat VN A =0. Ez
ellentmond (b) -nek, tehét a forditott implikdcié is igaz. O

2.7. Kovetkezmény. Ha V nyilt halmaz és VN A=, akkor V NclA=10.

Az x € X pontot az A C X halmaz torlddasi pontjinak nevezziik, ha barmely
V € V(x) esetén a V N A halmaz tartalmaz legaldbb egy x-tél kiillonboz6 A -beli
pontot (VN (A\{z}) # 0). Egy A C X halmaz torléddsi pontjainak halmazat
A’ -vel jeldljik.

2.7. Tétel. Ha A,B, A, C X, «a €I, akkor
(i) ddlA=AUA,
(ii) ha A C B, akkor A’ C B';
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(ii) (AUB) =AU B';
(iV) Uaer AL, = (UaeIAa>,-

2.8. Tétel. Az A C X halmaz pontosan akkor zart, ha tartalmazza az Osszes
torléddsi pontjat, vagyis ha A’ C A.

Bizonyitds. Ha A zart, akkor CxA nyilt, és igy minden CxA-beli elem kérnyezete.
Mivel ANCxA =0, a CxA halmaz egyetlen eleme sem torlédési pontja A-nak. Ez
pontosan azt jelenti, hogy A tartalmazza az Osszes torlédasi pontjat.

Ha CxA egyetlen pontja sem torlédasi pontja A-nak, akkor minden z €
€ CxA-ra létezik olyan V € V(x), amelyre VN A = (). Ez alapjan CxA = U{V |
V € V(z), = € Cx A} nyilt halmaz, tehat A zart. O

2.9. Tétel. Ha (X, p) egy metrikus tér és A’ az A C X halmaz torléddsi pontjainak
halmaza, akkor A’ zart.

Bizonyitds. A 2.8 tétel alapjan A’ pontosan akkor zart, ha (A") C A’
Ha y € (A’)", akkor minden € > 0 esetén létezik x € A" 1gy, hogy 0 < p(z,y) <
< ¢e/2. Mivel x € A', létezik v € A 1gy, hogy

p(r,v) < p(z,y).

Ez alapjan v # y és
0 < p(v,y) < p(z,v) + plz,y) <e.

Masrészt v € A, tehdt y torlédasi pontja A-nak, és ezzel a bizonyitas teljes. O
Ha A egy tetsz6leges halmaz és A’ a torlédasi pontjainak halmaza, akkor az A
halmaz lezdrasin a cl A = AU A’ halmazt értjiik.

2.10. Tétel. Ha x torlédasi pontja az A halmaznak, akkor x minden kérnyezete
az A végtelen sok pontjat tartalmazza.

Bizonyitis. Ha az x pont egy V kornyezete az A-nak csak véges sok pontjat tar-
talmazza, akkor a V' N A halmaz is véges sok x-tdl kiillonb6z6 pontbdl all. Jeloljitk
ezeket yq,...,y,-nel, és legyen

r= 1I§nkl£np(l’, Y )-

Vildgos, hogy r > 0. Maésrészt a V = B(x,r) kornyezet nem tartalmaz egyetlen
y € A pontot sem, amelyre y # z, tehdt x nem torlédasi pontja A-nak. FEz
ellentmondas, tehat a tétel allitasa igaz. O

Ha x € A és = nem torlédasi pontja az A halmaznak, akkor x-et az A izoldlt
pontjanak nevezziik.

Az A C X halmaz hatdrdnak az (cl A) N (clCrA) halmazt nevezziik és fr A-val
jeloljik. Az értelmezés alapjan lathatd, hogy egy halmaz hatara mindig zart halmaz.
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2.11. Tétel. Az A C X halmaz pontosan akkor nyilt, ha ANfrA = ().

2.12. Tétel. Ha A, B C X, akkor

(i) int A=A\ frA;
(ii) clA=AuUfrA;
(iii) fr(AUB) C frAUfr B;
(iv) fr(ANB) C fr AU fr B;
(
(

<

(v) fr (X\ A) =1frA,

(vi) X=intAUfrAUint (X \ A);
(vii) fr(clA) = fr A;

(viii) fr(int A) C fr 4;

ix) A pontosan akkor nyilt, ha fr A = cl A\ A;

x) A pontosan akkor zdrt, ha fr A = A\ int A.

Bizonyitds. Csak az (i) és (iii) tulajdonsdgokat igazoljuk, a t6bbi bizonyitdsit az
olvaséra bizzuk.

(i) ANfrA=A\[cl(A)Ncl(X\A)]=(A\cl(A)UA\cl(X\A)) =
=A\c(X\A) =ANint A = int A.

(iii) fr (AUB) = (cl (AUB))Ncl (C(AUB)) = (cl (A)ucl (B))Ncl (C(A)NC(B))
C (cl(A)uc(B))N[cl(CA) Ncl(CB)] C (c1A) Ncll(A)) U (I B)Ncll(B)) =
=fr(A)Ufr(B). O

Az X metrikus tér A részhalmazat X -ben strinek nevezzik, ha cl A = X.

Az A halmazt tokéletesnek mnevezziik, ha zart, és minden pontja egyben
hatarpontja is.

Az A halmazt korlatosnak nevezzik, ha létezik olyan m valds szam, amelyre

p(x,y) < m, barmely x,y € A esetén.

Ha egy halmaz nem korlatos, akkor korldtlannak nevezziik.
Ha egy halmaz korlatos és zart, akkor létezik a

diamA = max{p(z,y) | x,y € A}

valés szam, és ezt az A halmaz dtmérdjének nevezzik.

Egy (X, p) metrikus térben a nyilt halmazok csalddjat 7-val jeldljiik, és a metrika

altal szdrmaztatott topoldgianak nevezziikk. Az (X,7) pérost topoldgikus térnek
nevezziikk. Néha (ha nem vezet félreértéshez) egyszeriien csak az X topolégikus térre
hivatkozunk. 7 # (), mert 0, X € 7.
Megjegyzések. (a) Ebben a paragrafusban az eddig értelmezett tulajdonsidgok
(zartsag, nyiltsag, stb.) metrikafiiggdek. Altaléban, ha megvaltoztatjuk a metrikat,
akkor megvéaltozik a topolégia. Példdul az R-en a (2.25) Osszefliggéssel értelmezett
metrikdban az R minden részhalmaza nyilt. Ez vildgos, hogy az euklideszi metrikdban
nem igaz (példaul az egy pontbdl all6 halmaz nem nyfilt az euklideszi metrikdban).

(b) A mi megkozelitésiinkben a metrikdt tekintjiik alapveté fogalomnak,
természetesen kiinduldsnak a topolégiat is tekinthetnénk (lasd [27]). A

2.13. Tétel. RF-ban barmely két ||-||,, p > 1, vagy ||-|l« alaki norma ugyanazokat
a nyilt halmazokat szarmaztatja.
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Az f: X — Y fliggvényt izometridnak nevezziik, ha (X, px) és (Y,py) két
metrikus tér, és py(f(x), f(y)) = px(x,y), minden z,y € X pontparra. Ha létezik
az X és Y metrikus terek kozt izometria, akkor a tereket izometrikusnak nevezzik.
Nagyon sok szempontbdl az izometrikus tereket azonosnak tekinthetjiik.

2.1. Példéak. ([62]) Vizsgdljuk az R? kovetkezd részhalmazainak topolégikus tulaj-
donségait:

(a) azok a z komplex szdmok, amelyekre |z| < 1;
(

b) azok a z komplex szdmok, amelyekre |z| < 1;
(
(d
(e

)
)
c¢) a véges részhalmazok;
) Z XL
)

A={1/n|n=12...} (A-nak van torlédési pontja (z = 0), de az A
egyetlen pontja sem torlédasi pont);

(f) RxR;
(g) a ]0,1] intervallum.

Az el6bbi halmazok néhany tulajdonsagat az alabbi tdblazat tartalmazza.

zart nyilt tokéletes korlatos
(a) nem igen nem igen
(b) igen nem igen igen
(c) igen nem nem igen
(d) igen nem nem nem
(e) nem nem nem nem
(f) igen igen igen nem
(g) nem nem/igen R-ben nem igen A

Figyelem. Itt a valés szamok halmazan az euklideszi metrika altal generalt topoldgiat
hasznaltuk. Ma&s metrika szerint a vizsgalt halmazok rendelkezhetnek ezektol eltéro
tulajdonsagokkal is.

Ha ACY C X, és (X, p) egy metrikus tér, akkor az A-t nyiltnak nevezziikk X -
ben, ha minden = € A pontra létezik r gy, hogy p(z,y) < r, y € X -bél kovetkezzen
y € A. Ugyanakkor (Y, ply.y) szintén metrikus tér, és az el6bbi implikacié mintajara
értelmezhetjiik az Y -ra vonatkozoé nyiltsdgot is. Az A halmazt Y -ra nézve nyiltnak
nevezziik, ha minden = € A esetén létezik r > 0 dgy, hogy p(z,y) <r, és y € Y -bdl
kovetkezzen, hogy y € A.

Példa. A 2.1 (g) példajaban lattuk, hogy Y -ra nézve lehet nyilt egy halmaz akkor
is, ha nem nyilt X -ben. Az alabbi tétel egy jellemzést ad az ilyen esetekre. A
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2.14. Tétel. Ha Y C X, akkor az A C Y halmazt Y -ra nézve pontosan akkor
nevezziik nyiltnak, ha A=Y NG az X valamilyen G nyilt részhalmazara.

Bizonyitds. Ha A nyilt Y -ra nézve, akkor minden = € A esetén létezik r, ugy, hogy
a p(x,y) <r, és y €Y 0Osszefiiggésekbol kovetkezzen y € A. Ha V, az Osszes olyan
y € X pontok halmaza, amelyre p(x,y) < rs, és

G = UIEA%?

akkor G nyilt X -ben.

Mivel x € V,, minden z € A-ra, A C GNY. Masrészt V, szerkesztése alapjan
V.NY C A, haxe A, ésigy GNY C A. Tehat A = GNY, és a tétel egyik allitasat
igazoltuk.

Ha G egy nyilt halmaz X -ben és A = G NY, akkor minden x € A-nak létezik
V, C G kornyezete. Igy Vo, NY C A, tehdt A nyilt Y -ranézve. O

Az (X, p) metrikus teret szétvalaszthaténak nevezziik, ha létezik egy megszam-
lalhaté és stirti részhalmaza.

2.15. Tétel. Q stirii része R -nek, tehat R szétvalaszthato.

Bizonyitds. Az elsé éllitas a 2.10 tételbdl kovetkezik (ldsd a 23. oldalt), és a mésodik
részhez a 2.8 kovetkezményt hasznaljuk (lasd a 27. oldalt). O

2.4. Alkalmazas. Egy négyzet alaku billiardasztal bal alsé sarkabdl elinditunk egy
golydt (a surléddst elhanyagoljuk). Bizonyitsd be, hogy ha a kezd8sebesség és az egyik
oldal altal bezart szog tangense irracionalis szam, akkor a golyo palyéja siirii az asztal
belsejében.

Megoldas. Azt igazoljuk, hogy a négyzet oldalain megjelend iitkozési pontok
halmaza slri részhalmaza az oldalnak. Hasonléan igazolhatd, hogy egy tetszdleges
d egyenesen, amely parhuzamos az oldalakkal, a golyd palydja altal meghatarozott
metszéspontok halmaza siri. A szimmetria tulajdonsdgai alapjan lathatd, hogy a
golyonak az asztalon valé mozgasa egyenértékii egy végtelen racson valé egyenes
vonali mozgassal (lasd a mellékelt dbrat).

Ez alapjan az AB-vel valé n-edik iitkozési pontnak éppen az y = tga - x
egyenes x = 2n — 1 abszcisszaju pontja felel meg. FElégséges tehat azt igazolni,
hogy a {{(2n + 1)tga} | n € N} halmaz stir(i része a [0, 1] intervallumnak ({z} az x
tortrésze). Igazoljuk, hogy ha zo € N\Q, akkor a H = {{nzo}| n € N} halmaz stird
része a [0, 1] intervallumnak. Ebb6l kovetkezik a bizonyitandé tulajdonsag. A H hal-
maznak végtelen sok eleme van, mert ha {nzo} = {mazo}, akkor nzo—n,; = mazo—my,
valamilyen ny, m; € N-re. Igy viszont (n —m)xy = n, —my, s ha n # m, akkor
o = "= € Q, és ez ellentmond zg ¢ Q-nak. Az elébbiek alapjan H végtelen.
Masrészt nyilvanvald, hogy H korldtos (része a [0, 1] intervallumnak), tehat létezik
legalabb egy [ torlédasi pontja. A kénnyebb targyalasmadd céljabdl abrazoljuk az R
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N =3

\ 4

2.3. Abra: Biliardgolyé mozgésa

elemeit az egységnyi keriileti koron a kovetkezoképpen: minden z € R-nek megfelel-
tetjiik azt az egyetlen A € C pontot, amelyre az AgA pozitiv irdnyitdsu koriv mértéke
{z} (l4sd a 2.4. abrat).

fgy az x,y € R pontoknak a koron pontosan akkor felel meg ugyanaz a pont, ha
x —y € Z (azt is mondhatjuk, hogy a szdmtengelyt ratekertitk a korre). Eszerint
barmely ¢ > 0 esetén létezik k,m € N, k > m gy, hogy kxy és mzy képe a koron
e-ndal kisebb tévolsdgra van egymdastol. Ez viszont azt jelenti, hogy a (k — m)zg
képének az Aj-tdl valé tdvolsdga kisebb, mint e. Ugyanakkor tetszéleges x € [0, 1]
esetén létezik olyan n € N, amelyre x-nek a képe az x; = n(k — m)xy és xy =
= (n+1)(k—m)zo képe kozé keriil. Ez pontosan azt jelenti, hogy = —z1 vagy = —x
a [0,] intervallumban van. Igy az z € [0,1] tetsz6leges kornyezetében van eleme
H -nak, tehdt H stirti [0, 1]-ben.

2.1. Megjegyzések Az isigazolhatd, hogy ha nem a csiicsbdl inditjuk a golyét, akkor
a lehetséges periodikus palyak is stiriti részhalmazt alkotnak a négyzet belsejében.
Ez a tulajdonsag igaz minden olyan n oldali sokszogre, amelynek minden szogének
mértéke a m-nek raciondlis té6bbszorose. ¢

2.3 Kompakt halmazok

Ebben a paragrafusban is egy (X, p) metrikus tér részhalmazainak tulajdonsdagait
vizsgaljuk. Az A C X egy lefodése egy olyan {G,} halmazcsalddja az X -nek,
amelyre A C U,G,.
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A «— T
\{1‘} {(k-m)a}
A= A=
{(k-m)a} !

2.4. Abra: Az R/(modl) reprezenticiéja

Egy lefodést nyilt lefédésnek neveziink, ha a lefodést alkoto halmazcsalad minden
tagja nyilt halmaz.

A K C X halmazt kompaktnak nevezziik, ha minden nyilt lef6désébél kivalaszt-
haté egy véges lefodés. Vagyis, ha {G,} egy nyilt lefédése K -nak, akkor létezik az
aq,...,q, véges indexhalmaz ugy, hogy

K CGoy U UG,

Példa. Minden véges halmaz kompakt. A\

Megjegyzés. Lattuk, hogy ha A CY C X, akkor az A halmaz Y -ra nézve lehet
nyitott anélkiil, hogy nyitott lenne X -ben. Tehat egy halmaz zartsaga vagy nyiltsaga
fiigg a tértol, amelybe beagyaztuk. A kiévetkezo tétel azt mutatja, hogy a kompaktsag
nem ilyen jellegii tulajdonsag. A

3.1. Tétel. K CY C X esetén a K halmaz pontosan akkor kompakt X -ben, ha
kompakt Y -ban.

Ha K kompakt halmaz az X metrikus térben és K = X, akkor az X metrikus
teret kompakt metrikus térnek nevezziik.

3.2. Tétel. Egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha tetszéleges zart halmazokbdl
allé halmazcsaladra igaz a kovetkezé allitas: ha a halmazcsalad barmely véges
részcsaladjanak van kozos pontja, akkor a teljes halmazcsaladnak is van.

Bizonyitds. Legyen X egy kompakt halmaz és F = {F, | a € I} egy zart halma-
zokbdl all6 halmazcsalad, amelynek tetszoleges véges részcsaladja rendelkezik kozos
ponttal. Feltételezziik, hogy

(3.1) NoFy = 0.

A G, = CxF, halmazok nyiltak minden lehetséges a-ra, tehdt a (3.1) alapjén a {G,}
halmazcsaldd az X kompakt halmaz egy nyilt lefodése. A kompaktsag értelmezése
alapjan létezik {Gq, [i=1,2,...,n} véges részcsalad, amelyre
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Ez viszont azt jelenti, hogy
Miz1Fo; = 0,

és ez ellentmond a feltevésnek. Az ellentmondéds csak abbdl eredhet, hogy (3.1) hamis,
tehat a bizonyitas egyik része teljes.

Tekintsiik a {G, | a € I} nyilt lefodését X -nek (X = U,G, ). Az F, = CxG,
zért halmazokra N.F, = (), tehat létezik olyan {F,, | i = 1,2,...,n} véges
részesalad, amelyre M, Fl,, = (). Ez viszont azt jelenti, hogy az eredeti nyilt lefodésbdl
kivalaszthaté az X egy véges nyilt lefodése ({Go; |7 =1,2,...,n}), tehat X kom-
pakt. O

Az X halmazt megszamlalhatéan kompaktnak nevezzilk, ha minden megszam-
lalhaté nyilt lefodésébdl kivalaszthatd egy véges lefodés.

Az (X, p) metrikus tér (z,)nen sorozatat konvergensnek nevezziik, ha létezik
olyan x € X, amelyre teljesiil a kovetkezo tulajdonsag:

barmely e > 0 esetén létezik n. € N tgy, hogy n > n.-re p(x,,z) < €.

Azt is mondjuk, hogy az (x,) sorozat z-hez konvergdl, vagy hogy x a sorozat
hatdrértékpontja (egyszertien csak hatdrértéke.) Altaldban az z, — =, vagy

lim z, =limz, =«

n—oo

jelolést hasznéljuk. Ha az (z,) sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezzik.

Az X halmazt szekvencidlisan kompaktnak nevezziik, ha minden sorozatanak
létezik konvergens részsorozata.

3.3. Tétel. Az (X,d) metrikus térben a kévetkezé kijelentések ekvivalensek:
(a) X kompakt;
(b) X megszamlalhatéan kompakt;

(¢) X szekvencialisan kompakt.

3.4. Tétel. Ha K C X kompakt részhalmaza az (X, p) metrikus térnek, akkor K
zart és korlatos.

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy Cx K nyilt.

Ha K = X, akkor nincs amit bizonyitani, tehét feltételezhetjiik, hogy Cx K # 0.
Viélasszunk egy tetszileges © € X, = ¢ K elemet. y € K-ra legyen V, és W,
az x, illetve y két kornyezete, amelyeknek sugara kisebb, mint p(z,y)/2. Mivel
x # vy, ezek a kornyezetek léteznek. Mivel K kompakt, a (W,),cx nyilt lefodésbél
kivalaszthato egy véges lefodés, tehat 1éteznek az vy, ..., y, pontok K -ban tgy, hogy

KCcW,U---UW, =W

AV =V, Nn---NV, halmaz az x egy kérnyezete, és VNW = (. fgy vV c CxK,
tehat x belsé pontja Cx K -nek, és mivel x tetszbleges pont, a Cx K halmaz nyilt.
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Igazoljuk, hogy K korlatos. Tekintsik a B = {B(z,1) | * € K} nyilt
halmazcsalddot. B egy nyilt lefodése az X -nek, tehat kivéalaszthaté beldle egy
{B(z1,1),...,B(xm, 1)} véges lefodés. Ha k = max{p(x;,z;) |1 <i,j < m}, akkor
tetszéleges x,y € K -ra létezik 1 <i,j5 < m gy, hogy = € B(z;,1) és y € B(z;,1).
Igy

p(x,y) < p(x,zi) + p(@i, 25) + plaj,y) <1+ k+1=k+2.
Ez alapjan diamK < k + 2, tehat a K halmaz korlatos. O
Megjegyzés. A 3.4 tétel forditottja altalaban nem igaz. A 3.13 tételben egy olyan
esetet lathatunk, amikor a forditott allitas is igaz. Igazolhatd, hogy végtelen dimenzids
normélt terekben altaldban nem igaz a forditott &llitas (az egységgdmb korlatos és
zért, de nem kompakt). A

3.5. Tétel. Ha {K,} egy kompakt halmazokbdl 4ll6 halmazcsalad X -ben, és min-
den véges részcsaladnak a metszete kiilonbézik az tireshalmaztdl, akkor a NK, met-
szet sem lreshalmaz.

Bizonyitds. Kovetkezik a 3.2 és 3.4 tételekbol. O

3.6. Tétel. Kompakt halmaz tetszéleges zart részhalmaza is kompakt.

Bizonyitds. Tekintsik az F' C K C X halmazokat, ahol F zart (X -ben), és K
kompakt. Ha {V,} egy nyilt lefédése F -nek, akkor

FCKCcC (U%) U(X\F).

Mivel K kompakt, a {V,, }U(X\ F) nyilt lefodésbdl kivalaszthatd egy véges lefodés,
amely lefodi K -t. Ez a lefodés az F'-et is lefodi. Ha ebbdl a lefodésbol elhagyjuk az
X \ F halmazt, akkor a tobbi halmaz még mindig fedi F-et, mert X \ F N F = (.
[gy véges sok V, halmaz lefodi F -et, tehat F kompakt.

3.1. Kovetkezmény. Ha F zart és K kompakt, akkor a K N F' halmaz kompakt.

Bizonyitds. A 3.4 tétel alapjan K zart, tehat a 2.4 tétel szerint F' N K is zart. De
FNK C K, tehat az elobbi tétel alapjan F'N K is kompakt. O

3.7. Tétel. Ha A egy végtelen sok elemet tartalmazo részhalmaza a K kompakt
halmaznak, akkor K -nak van legalabb egy torlédasi pontja K -ban.

Bizonyitds. Ha K egyetlen pontja sem torlédasi pontja A-nak, akkor minden x € K -
nak létezik V, kornyezete, amely az A-nak legfeljebb egy elemét tartalmazza ( x -et,
ha =z € A). Az igy szerkesztett nyilt kornyezetek lefodik K -t. Mivel K kompakt,
ebbdl a lefodésbol kivalaszthatd egy véges lefodés, amely szintén lefodi K -t. Ez a
véges lefodés A-t is lefodi, és masrészt csak véges sok A-beli pontot tartalmazhat.
Ez ellentmond annak, hogy A-ban végtelen sok elem van, tehat a bizonyitéds teljes.
(I
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3.8. Tétel. (Cantor lemma) Ha a (K,) nemiires és kompakt halmazok egyméasba
agyazottak (K,1 C K,), és
lim diam/, = 0,

n—oo

akkor a N{°K,, halmaz pontosan egy pontot tartalmaz.

Bizonyitds. Tekintsiik a K = () K, halmazt. A 3.5 tétel alapjan K # (). Ha K

1
egynél tobb elemet tartalmaz, akkor diamK > 0. Ez viszont ellentmondas, mert
minden n-re K, D K, ésigy diamK, > diamK. O

3.9. Tétel. R-ben minden zart és korlatos intervallum kompakt.

Bizonyitis. Ha I = [a,b] egy zart és korldtos intervallum, akkor a hossza § =
= |la — b = b — a. Ha létezik I-nek olyan {G,} nyilt lefédése, amelyb6l nem
valaszthaté ki egyetlen véges lefodés sem, akkor a ¢ = (a + b)/2 jeloléssel ez a
tulajdonsdg a Q1 = [a,c] és Q2 = [c,b] intervallumok koziil legaldbb az egyikre

atoroklodik. Ezt az intervallumot jeloljik I;-gyel, és ismételjiik meg a gondolat-
menetet. A matematikai indukci6 elve alapjan szerkeszthetiink egy olyan {I,} inter-
vallumsorozatot, amelyre

(i

) IDL DL D...;
(ii) I, nem fedheté le a {G,} lefodés egyetlen véges részrendszerével sem;
)

(iii) ha z,y € I, akkor |z —y| <27"4.

Az (i) tulajdonsdg és a 2.29 tétel alapjan (lasd a 33. oldalt) létezik z € NI,. Vala-
milyen a-ra z € G, mert {G,} lefodi I-t. De G, nyilt, és igy létezik olyan r > 0,
amelyre B(z,r) C G,. Ha n elég nagy (27"0 < r), akkor az (iii) tulajdonsag alapjan
I, C G,. Ez ellentmond (ii)-nek. O

3.10. Tétel. (Heine*-Borel’’) Ha az A C R halmaz az aldbbi tulajdonsdgok kéziil
egyikkel rendelkezik, akkor rendelkezik a masik kettével is:

(a) A zart és korlatos;
(b) A kompakt;

(¢) A minden végtelen sok elemet tartalmazo részhalmazanak van A-ban legalabb
egy torlodasi pontja.

Bizonyitds. (a) = (b). A feltételek alapjdn létezik olyan zdrt és korldtos I inter-
vallum, amelyre A C I. Igy a 3.9 és 3.4 tételekbdl kovetkezik (b).
(b) = (c). Ez a 3.7 tétel.

39Heinrich Eduard Heine, 1821-1881
40Emile Borel, 1871-1956
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(¢) = (a). Ha A nem korldtos, akkor minden n € N-re létezik z, € A ugy,

hogy
|z,| > n.

Ezeknek a pontoknak a P halmaza végtelen sok elemet tartalmaz és nincs egyetlen
torlédédsi pontja sem R-ben (tehat A-ban sem). Igy (c)-bél kovetkezik, hogy A
korlatos.

Ha A nem zart, akkor létezik A-nak olyan xg € R torlédasi pontja, amely nincs
A-ban. A torlédasi pont értelmezése alapjan minden n = 1,2,3,... esetén létezik
x, € A ugy, hogy |z, —zo| < 1/n. Jeldljik M -mel ezeknek a pontoknak a halmazat.
Az M halmaz végtelen sok elemet tartalmaz (ellenkezd esetben az |z, — x| kifejezés
végtelen sok n-re ugyanazt az értéket venné fel), tehat M -nek az xq torlédési pontja.
Ha y € R, y # xy, akkor

1
|$n—y|Z|9€o—y|—|$n—$o|Z|$o—y|—1/n25|$o—y|

véges sok n-tdl eltekintve, tehat y nem torlédasi pontja M -nek (2.10 tétel). Ez
ellentmondana (c)-nek, tehat ha (c) igaz, akkor (a) is igaz. O

Megjegyzés. A (b) <= (c) ekvivalencia igaz minden metrikus térben. Altaldban
(a)-bd6l nem kovetkezik (b) és (¢). A

3.11. Tétel. (Weierstrass) Az R minden végtelen sok elemet tartalmazé és korldatos

halmazanak van legalabb egy torlodasi pontja R -ben.

Bizonyitdis. Ha az A C R halmaz korldtos, akkor létezik olyan I = [a,b] C R
intervallum, amelyre A C I. A 3.9 tétel alapjan [ kompakt, és igy A-nak a 3.7 tétel
alapjan van legalabb egy torlédési pontja I-ben. O

A 3.9, 3.10, és 3.11 tételek kiterjesztheték R -ra is.

Az R¥-ban zdrt és korldtos intervallumnak nevezziik az

I = [(Il,bd X oo X [a/kabk‘])

alaki halmazokat, ahol [a;, b;] zart és korldtos intervallum, minden i € {1,2,...,k}
esetén.

3.12. Tétel. R*-ban minden korldtos és zart I intervallum kompakt.

3.13. Tétel. Ha E C R*, akkor a kévetkez kijelentések egyenértékiiek:
(a) E zdrt és korldtos;
(b) E kompakt;

(¢) FE -nek minden végtelen sok elemet tartalmazo részhalmaz&anak van legalabb egy
torlodasi pontja E -ben.
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3.14. Tétel. (Weierstrass) R*-ban minden végtelen sok pontot tartalmazé korldtos
halmaznak van legalabb egy torlédasi pontja R -ban.

A tokéletes halmazokat a 70. oldalon értelmeztik.

3.15. Tétel. Ha P C R egy nemiires tokéletes halmaz, akkor P megszamlalhatat-
lan.

Bizonyitds. Mivel P -nek vannak torlédasi pontjai, P nem lehet véges halmaz. Ha P
megszamlalhato, akkor P pontjai egy 1, xs,... sorozatba rendezhetok. Induktivan
megszerkesztjik a B, gomboket a kovetkezo eljarassal:

By = B(zy,71) legyen tetszoleges.

Ha B, -et megszerkesztettiik, és B, N P # ), akkor mivel P minden pontja
torlédasi pontja P -nek, 1étezik olyan B, ,; gomb, amelyre

(i)
(ii) 2, ¢ Bpi1;
)

Bn+1 C Bn;

B.i1 NP #0.

(iii
Az (iii) tulajdonsag alapjan B, teljesiti az indukcids feltételt, tehdt a szerkesztés
folytathato.

A K, = B, N P halmazok egymésbadgyazottak és kompaktak, ezért a ﬁKn
halmaz nem iireshalmaz. Mésrészt az x, ¢ K,.1 Osszefiiggés alapjan P egy(latlen
pontja sem lehet ﬁ K, -ben. De a K, halmazok szerkesztése alapjan ez csak akkor
lehetséges, ha az élébbi metszet iireshalmaz. Ez ellentmondas, tehat a bizonyitas

teljes. O

3.2. Kovetkezmény. Minden [a,b] (a < b) intervallum megszamlalhatatlan.

Megjegyzés. A tovabbiakban igazoljuk, hogy a Cantor halmaz tokéletes és nem
tartalmaz egyetlen valodi intervallumot sem.

A Cy = [0,1] intervallumbdl hagyjuk el a kozéps6é harmadat, és jeloljiikk Cf-gyel
a maradék két intervallum egyesitését:

Oy = [0,1/3] U [2/3, 1].

A (] -et alkoto intervallumok mindegyikébol hagyjuk el a kozépsé harmadukat, és az
igy kapott halmazt jeloljik Cs-vel:

Cy = [0,1/9] U[2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9, 1].

Altaldban, ha C,-et méar megszerkesztettiik, akkor az 6t alkotd Osszes intervallum
kozépsé harmadat elhagyva megkapjuk a C,y; halmazt. Az igy szerkesztett C,
halmazsorozat teljesiti a kovetkezo feltételeket:
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(ii) C), pontosan 2" darab intervallum egyesitése, és ezek Osszhossza 37".

A oo
C=()Cn
1

halmazt Cantor halmaznak nevezziikk. C' kompakt és a 3.5 tétel alapjan nem tires-
halmaz.
Az (ii) tulajdonsag alapjan egyetlen

(3.2)

3k+1 3k+2
3m 7 3m

alaki intervallumnak (k és m pozitiv egészek) sincs kozos pontja C'-vel. Mivel
minden |a, B[ intervallum tartalmaz ilyen részintervallumot, a C' nem tartalmaz
egyetlen intervallumot sem.

Masrészt, ha = € C, és I egy nyilt intervallum, amely tartalmazza x-et, akkor
létezik olyan n € N, amelyre = € I, ahol I, a C, egy részintervalluma. Ha n-et
elég nagynak valasztjuk, elérhetd, hogy I, C I is teljestiljon. Ha =z, az [I,-nek az
a végpontja, amelyre z, # x, akkor C' szerkesztése alapjan x, € C. fgy x a C
torlédasi pontja, tehat C tokéletes halmaz. A

Kittizott feladatok

1. Az R, halmazon értelmezziik a

r+y, hax#y

d:R, xR, — R, d(a:,y):{o ha 7 = y

fiiggvényt. Bizonyitsd be, hogy ez egy metrika, és igazold, hogy (R, ,d) nem
teljes metrikus tér.

2. Bizonyitsd be, hogy ha E egy véges halmaz, akkor a P(£) halmazon a
d:PxP — R, dA B) =|AAB|, VA, B C E O0sszefliggéssel értelmezett
fiiggvény egy metrika.

3. Az egész szamok halmazén értelmezziik a || - || : Z — R fliggvényt a

n||o = 27 han = 2"m és m pératlan;
70, han =0

osszefiiggéssel. Bizonyitsd be, hogy a d : Z x Z — R, d(x,y) = ||z — yl2
Osszefliggéssel értelmezett leképezés egy metrika Z-n (ezt nevezik diadikus
metrikdnak).
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4.

10.

11.

12.

Ha X a természetes szamokbol allé sorozatok halmaza, és o = (ap)n>1,
valamint 3 = (b,)n>1 két X -beli sorozat, akkor értelmezziik a d : X x X — R,
dla, B) = %N figgvényt, ahol a; = by, minden 1 < k < N esetén és
ani+1 7 byy1. Bizonyitsd be, hogy (X, d) egy metrikus tér.

. Az X = 7ZF halmazon tekintjiik a d : X x X — R fiiggvényt, ahol tetsz6leges

x = (x1,22,...,2) és y = (y1,%2,...,Yx) esetén d(z,y) azoknak a j kom-
ponenseknek a szdma, amelyekre x; # y;. Bizonyitsd be, hogy (X,d) egy
metrikus tér (d a Hamming*-féle tdvolsdg).

Minden tokéletes halmaz, amely sehol sem stirti, homeomorf a Cantor-féle tri-
adikus halmazzal (a homeomorfizmus egy bijektiv és folytonos fiiggvény, amely-
nek az inverze is folytonos).

Bizonyitsd be, hogy az [ = (—%, g) intervallum a
d:IxI—Rdzy) =|tgr — tgy|

metrikaval egy teljes metrikus tér.

. Az (X,d) kompakt metrikus tér zart halmazainak K csalddjan értelmezziik

a dy : K x K — R, d(A,B) = supd(a,B) + supd(b, A) fliggvényt, ahol
acA beA
d(a,B) = gn]g d(a,b). Bizonyitsd be, hogy (K,dy) egy metrikus tér (Haus-
S

dorff*2-Pompeiu®?® metrika).

. Az X ={(zn)n>1]zs € [0,1], Vn > 1} halmazon értelmezziik a d : X x X — R,

d(xz,y) = > % fiiggvényt. Bizonyitsd be, hogy (X, d) egy metrikus tér (ezt
k=1
nevezziikk Hilbert kockdnak).

Az X = {(zp)n>1]zn € {0,1}, Vn > 1} halmazon értelmezzik a d: X x X —
— R, d(z,y) = > % figgvényt. Bizonyitsd be, hogy (X,d) egy metrikus
k=1

tér, amely homeomorf a Cantor-féle triadikus halmazzal.

Hény izometridja létezik az (X, d) metrikus térnek, ahol X = [—1,1]" és
n 2

o) = (- 07) 7
k=1

Bizonyitsd be, hogy ha (X;,d;), i > 1 metrikus terek, akkor az X = [[2, X;
halmazon a

dog) =Y ol )

“Richard Hamming, 1915-1998
42Felix Hausdorff, 1868-1942
43Dimitrie Pompeiu, 1873-1954
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kifejezéssel értelmezett d : X x X — R fiiggény egy metrika.
13. (Hlawka'?)

(i) Bizonyitsd be, hogy ha x,y,z az (X, (-,-)) pre-Hilbert tér tetszoleges el-
emei, akkor

Ul + Myl + 2l + Ml +y + 2l = llz + yll = [ly + 2l = 1z + =[]) -
(2l + iyl + 12l + [l +y + 2[1) =
= (=l + lyll = llz + ylD) Uyl + 1211 =l + =21 Azl + llzl = 11z +2]) -
(el + e +y + 2l = lly + 21D Uyl + [l +y + 2l = 2+ «])
Azl + Nz +y + 2l = llz +ylD) -

(ii) Bizonyitsd be, hogy ha z,y,z az (X, (-,-)) pre-Hilbert tér tetszileges ele-
mei, akkor

[z +yll + lly + 20 + [lz + =[] < =[] + lyll + 2l + [l +y + =]].

14. (Djokovi¢?®) Bizonyitsd be, hogy ha zi,29,..., 7, az (X,(-,-)) prehilbert tér
tetszoleges elemei, akkor

k—2
> Hail+ai2+...+aik\|§(n_2>(

1< <. <1 <n

—k n n
> llaill + Hzam) .
=1 i=1

15. (Miron Nicolescu®) Bizonyitsd be, hogy ha ay,as,...,a,2 € R™\ {0}, akkor
létezik 4,5 € {1,2,...,n+ 2}, @ # j ugy, hogy

(i) (ai,a;) = 0;
(i) flai + a;l| > maz{flal], las]|}-

16. (Bessel?”) Bizonyitsd be, hogy ha az (X, (-,-)) valés pre-Hilbert térben az
{z;|1 <i<n} elemekre teljesiil a

] 0, hat#y
<J}Z,ZE]>—{ 17 haZ:j

osszefiiggés, akkor tetszoleges © € X esetén
n
Z |<$,J}k>‘2 < Hxnzv
k=1

ahol a || - || norma a skaldris szorzat dltal szdrmaztatott norma.

17. (Dunkl*®-Williams*®) Bizonyitsd be, hogy ha (X,d) egy valés pre-Hilbert tér,

44Edmund Hlawka, ehlawka@osiris.tuwien.ac.at
45Dragomir Z. Djokovié, djokovic@Quwaterloo.ca
46)\iron Nicolescu, 1903-1975

4"Wilhelm Bessel, 1784-1949

48Charles F. Dunkl, cfd5zQvirginia.edu
49Keneth S. Williams, 1940-
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18.

19.

20.

akkor
a

1 b
la—b > 2 (Jall + ||b||>] _ —H
2 ol ~ T

(Clarkson®) Bizonyitsd be, hogy ha =,y az (X,(-,-)) pre-Hilbert tér két
tetszoleges eleme, akkor

(@) llz+yll?+llz =yl < (lz?+ Iyl?)*", ha 1<p<2 65 j+ 4 =1
(i) fle+yll?+llz —yl? <2 (el + [y, ha p>2 & L+ ;=1

Bizonyitsd be, hogy ha (X,d) egy kompakt metrikus tér, és az f : X — X
fliggvényre
d(f(x), f(y)) = d(z,y) Yo,y € X

akkor f egy bijektiv izometria.

A (X,d) egy metrikus tér Cauchy sorozatainak C'S halmazén értelmezziik a
x~y < lim d(z,,y,) =0

relaciét, ahol © = (2,)n>1, ¥ = (Yn)n>1 Cauchy sorozatok. Bizonyitsd be, hogy
az ekvivalencia osztalyok X* halmaza a d*(z,y) = lim d(x,,y,) metrikaval

egy teljes metrikus tér.

%0James A. Clarkson, ~ 1936






3. Fejezet

Sorozatok és sorok

Nem szeretek dolgozni...

de szeretem, hogy a munkaban esélyed van
megtalalni magad.

A sajat valosagod, sajat magadnak,

amit talan senki més nem lathat.

Joseph Conrad

Ebben a fejezetben sorozatok és sorok tulajdonsagait vizsgaljuk.

3.1 Szamsorozatok

3.1.1 Konvergens sorozatok

Az (X, p) metrikus térben az (z,)nen sorozatot konvergensnek nevezziik, ha létezik
olyan x* € X pont, amelyre minden ¢ > 0 esetén létezik n. ugy, hogy n > n.-ra
p(xn, x) <.

Az x*-ot az (x,) sorozat hatarértékének nevezziik, és azt is mondjuk, hogy az
(x,) sorozat konvergdl x*-hoz, vagy egyszertien csak x, tart z*-hoz. Altaldban az
r, — x, illetve

lim z,, = limz, = z*

n—oo
jelolést hasznéljuk. Ha az (x,) sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezzik.
Megjegyzések. (a) Fontos, hogy a , konvergens sorozat” értelmezése nemcsak a
sorozat tagjaitol fiigg, hanem az X tértél is. Példdul az (z,), x, = 1/n sorozat kon-
vergens R-ben (0-hoz tart), de nem konvergens, ha az X =]0, oo[ halmazt tekintjiik
a p(z,y) = |r — y| metrikdval.

(b) Ha (x,) egy valdés szamsorozat, akkor

lim z, = a <= Ne=0 Um0 Npsm [T — €, 2, +€[={a}. A

n—oo

Az (X,p) metrikus térben az (z,) sorozatot korldtosnak nevezziik, ha az
{z, | n € N} halmaz korlatos. (A korlatos halmaz értelmezését lasd a 70. oldalon.)

1.1. Tétel. Ha (z,) egy sorozat az (X, p) metrikus térben, akkor igazak a kivetkezd
allitasok:

85
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(a) (z,) pontosan akkor konvergdl x € X -hez, ha az x minden kdrnyezete véges
sok tag kivételével a sorozat Osszes tagjat tartalmazza;

(b) ha z,y € X és (x,) konvergal x-hez is és y-hoz is, akkor = = y;
(¢) ha (x,) konvergens, akkor (z,) korlatos;

(d) ha A C X és x torloddsi pontja A-nak, akkor létezik olyan (z,) sorozat
A-ban, amelyre limx,, = x.

Bizonyitds. (a) Ha limz, = x és V € V(x), akkor valamilyen ¢ > 0-ra a p(y,z) <
g, y € X O0sszefliggésekbdl kovetkezik, hogy y € V. Egy ilyen e-ra létezik az n,
kiiszobszém gy, hogy n > n. esetén p(x,,z) <e. gy n>n.-ra x, € V.

Forditva, ha minden V € V(z) kdrnyezet a sorozat véges sok tagjatdl eltekintve
az Osszes tagot tartalmazza, akkor a V = B(z,e) vélasztdssal n.-nak valaszthatunk
eggyel nagyobb szdamot, mint a V -n kiviili tagok indexei koziil a legnagyobb. Ez az
n. létezik, és minden n > n. esetén p(z,,r) < &, tehat a sorozat konvergens.

(b) Rogzitett € > 0 esetén létezik n. és m. 1gy, hogy

n>n. = p(r,,z) <e/2,
n>m. = p(T,,y) <e/2.

Tehét, ha n > max{n., m.}, akkor

0 <p(z,y) < p(xn,x) + p(Tn,y) < e.

Mivel e tetszéleges volt, ez csak gy lehetséges, ha p(z,y) = 0.
(¢c) Ha limz, = x, akkor létezik olyan m természetes szam, amelyre n > m
esetén p(z,,r) < 1. Az

r = max{l, p(x1,x), p(z2, ), ..., p(Tm, )}

valasztassal p(x,,r) <r, minden n =1,2,3... esetén.

(d) Minden n € N esetén létezik z,, € A gy, hogy p(zn,z) < 1/n. Minden
e > 0 esetén n.-t ugy valasszuk, hogy en. > 1. Ha n > n., akkor p(z,,z) < ¢,
tehat x, — x. O

Ha RF-on adott egy norma (lasd az 52. oldalt), akkor a

(1.1) p(z,y) = |z —yl, Yr,y e R

kifejezéssel értelmezett p : R¥ — R fiiggvény egy metrika. A folytonossig tanul-
manyozdsa soran igazoljuk, hogy RF-ban barmely két norma ekvivalens. A 70.
oldalon taldlhaté 2.13 tétel alapjan egyeldre csak annyit lathatunk be, hogy

1.1. Kovetkezmény. Ha egy sorozat konvergens a 2.13 tételben emlitett metrikak
koziil valamelyik szerint, akkor konvergens az Gsszes szerint.
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A hatarérték értelmezése alapjan a valds, illetve komplex szamsorozatok
hatarértéke és a veliik végzett miiveletek kozt szoros Osszefiiggés létezik.

1.2. Tétel. Ha (z,), (yn) valds szamsorozatok, lim z, =x és lim y, =y, akkor

(a) lim (x, +y,) =2+ y;

(b) lim ¢-x, =cx, lim(c+ x,)=c+x, minden ¢ € R esetén;

n—oo n—oo

(c) lim z,y, = zy;

1
(d) im —=—, haz,#0 (n=1,2,...) és z #0.
x

Bizonyitds. (a) Barmely ¢ > 0-ra létezik n. és m. 1gy, hogy

n>n. = |z, — x| <e/2,
n>m. = |y, —y| <e/2.

Ha m. = max{n.,m.}, akkor n > 7. -ra
[(@n +yn) — @+ Y)| < |zn — 2|+ |y —yl <e/24¢/2=¢.

(b) Az elsd egyenldség kovetkezik (c)-bdl, a mésodik (a)-bol.
(c) Irhatjuk, hogy

|0 tn — 2y| < |2n||yn — y| + |y||2, — 2.

Mivel (z,) konvergens, korldtos is, tehat létezik M > 1 tgy, hogy |z, < M és
ly| < M. Barmilyen ¢ > 0-ra létezik n. és m. gy, hogy

n>n. — |r,—x| <e/(2M),
n>m. = |y, —y| <e/(2M).

Ha 7. = max{n.,m.} és n > n., akkor
|z — xy| < Mz, — x|+ My, —y| <e/2+4+¢/2=c¢.
(d) Vélasszuk m-et gy, hogy |z, — x| < (1/2)|x|, ha n > m. Ebben az esetben

1
|z, | > §|x\, n > m.

Barmely ¢ > 0-ra létezik m. > m természetes szam ugy, hogy n > n. esetén
Lo
|z, — x| < §|x| E.

Ha n > n., akkor
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1.3. Tétel. (a) Tekintjiik az x, € R¥, n=1,2,... sorozatokat, ahol

Ty = (alm Qon,y - - - 7akn)7 n Z 1.
Az (x,) sorozat pontosan akkor konvergdl az x = («,...,q) elemhez, ha
(1.2) lim a;, =, 1<j <k

(b) ha (xn)n, (Yyn)n konvergens sorozatok RF-ban (x, — x, yp — y) és (Bu)n
konvergens valds szamsorozat (3, — 3 ), akkor

lim (z, + y,) =z + v,

nlglgo <xn7 yn> = <l’, y>7

lim G,z, = Px.
n—oo

Bizonyitds. Az euklideszi metrikat hasznaljuk.
(a) Ha x, — x, akkor az

|, —ay| < ||z — 2|2, F=1,...,k

egyenl6tlenségek kovetkeznek a norma értelmezésébol. A hatérértékek értelmezése
alapjan (1.2) teljestil.
Forditva, ha (1.2) teljesiil, akkor minden & > 0-ra létezik olyan n., amelyre
n > n. esetén
€
laj, —ay| < —, 1<j<k.

AR

fgy n > n. esetén

. 1/2
|20 — ]2 = <Z|ajn—aj!2> <&,
j=1

tehat x, — z, ésigy (a) igaz.
(b) kovetkezik (a)-bol és az 1.2-as tételbdl (lasd a 87. oldalt). O

3.1.2 Részsorozatok

Ha (z,,) egy sorozat az (X, p) metrikus térben és (ng)r egy természetes szamokbdl
allé novekvé sorozat (ny < ng < ...), akkor az (z,,)r sorozatot az (x,) sorozat
részsorozatdnak nevezzik.

Megjegyzés. Az (x,) sorozat pontosan akkor konvergdl z-hez, ha (z,) minden
részsorozata x-hez tart.

1.4. Tétel. Minden R-ben korlatos sorozatnak van legalabb egy konvergens
részsorozata.
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Bizonyitds. Jeloljik E-vel az (z,) sorozat tagjaibdl alkotott halmazt.
Ha E véges, akkor létezik legaldbb egy = € E érték és egy (zp, )i részsorozat

ugy, hogy
Ty, = Tpy = -+ = T.

Az (x,, ), részsorozat konvergens, és hatarértéke x .
Ha E végtelen sok elemet tartalmaz, akkor a 3.11 tétel (ldsd a 78. oldalt) alapjan
E -nek van legaldbb egy = € R torlédasi pontja. Vélasszuk nj-et tgy, hogy |z,, —

x| < 1. Ha az ny,...,n;_; indexeket mar rogzitettiik, akkor a 2.10 tétel (lasd a 70.
oldalt) alapjan létezik olyan n; > n,_y, amelyre |z,, — x| < 1/i. Az (x,,); sorozat
konvergdl z-hez, tehat a tétel bizonyitasa teljes. O

1.5. Tétel. Egy (X, p) metrikus térben az (x,) sorozat konvergens részsorozatainak
hatdrértékei zart halmazt alkotnak.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.9-es tételt (ldsd a 69. oldalt). O
Megjegyzés. A kovetkez6 példakbdl lathatd, hogy a konvergens részsorozatok
hatarértékeibdl alkotott halmaz gyakorlatilag akarmekkora lehet. Ez a sorozat tag-

jaibdl alkotott halmaz torlédasi pontjainak halmaza. A

Példa. Az
12312345 1 2" +1
72727274747474747"'72n7"'7 2'I’L AN
sorozat konvergens részsorozatainak hatarértékébdél alkotott halmaz a [0, 1] interval-
lum, mig az

1 123123 4 9 1 2 3"
) 27 27 27 47 4747 47"‘747"'7 271/’ 2n7"'72n7"'
sorozat esetén a [0,00 [ intervallum. A

3.1.3 Cauchy sorozatok

Az (X, p) metrikus térben az (z,) sorozatot Cauchy sorozatnak vagy fundamentdlis
sorozatnak nevezziik, ha minden ¢ > 0 esetén létezik olyan n. természetes szam,
amelyre p(x,,z,) <e, ha n>n. és m > n..

Az (x,) sorozat elemeibél megszerkesztjik az E, = {x,, Ty11,...} halmazt. Az
(x,) sorozat pontosan akkor Cauchy sorozat, ha

lim diamFE, = 0.

n—oo

1.6. Tétel. Ha (X, p) egy metrikus tér és E C X, akkor
diamF = diam(clF),

ahol clFE az E lezarasa.
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Bizonyitds. Mivel E C clE, vilagos, hogy
diamFE < diam(clFE).

Ha e > 0 rogzitett és x,y € clE, akkor léteznek az 2’y € E pontok tgy, hogy
p(z,2') <e és ply,y') <e. lgy

p(x,y) < px, ")+ pl@',y) + p(y',y) <2+ p(a’,y) < 2e + diamFE.

Ebbdl kovetkezik, hogy
diam(clF) < 2e + diamF,

és mivel e tetszoleges volt, a bizonyitas teljes. O

1.7. Tétel. (a) Metrikus térben minden konvergens sorozat egyben Cauchy sorozat
1s.
(b) R-ben minden Cauchy sorozat konvergens.

Bizonyitds. (a) Ha lim, ..z, = 2 és € > 0, akkor létezik az n. természetes szam,
amelyre p(z,,z) <e&/2, ha n > n.. Ha n,m > n., akkor

p(xnvxm) < p(xnv :U) + p($m>$) <g,

tehat (z,) Cauchy sorozat.

(b) Ha (z,) Cauchy sorozat R-ben, akkor az F, = {x,, Tni1,...} jeloléssel az
1.6. tétel alapjan
(1.3) nh_)r{)lo diam(clE,) = 0.

A clE,, halmazok zartak és korlatosak, tehat kompaktak is. Mésrészt clE,, D clE, .1,
tehdt a 3.8 tétel alapjan (lasd a 76. oldalt) egyetlen x € R pont létezik, amelyre
x € clE,, Vn € N.

Ha € > 0 rogzitett, akkor az (1.3) Osszefliggés alapjén létezik olyan ny természetes
szam, amelyre diam(clE,) < e, ha n > ng. Mivel x € clE,, kovetkezik, hogy
ly — x| < &, minden y € clE, -re, tehat minden y € E, -re is. Vagyis, ha n > ny,
akkor |z, — x| <e. Mivel ¢ tetszéleges lehet, z, — x. O

Azokat az (X, p) metrikus tereket, amelyekben minden Cauchy sorozat konver-
gens, teljes metrikus tereknek nevezzik.

Megjegyzés. Az R egy teljes metrikus tér, a Q viszont nem (mindkét halmazban
az euklideszi metrikét hasznédljuk). A

1.8. Tétel. A (R¥||-|,), 1 <p<oo, é (R* | |l«) terek teljes metrikus terek.

Csak az (R¥ || - ||2) térre végezziik el a bizonyitdst, a tobbi eset is hasonléan bi-
zonyithatd, vagy erre az esetre visszavezetheto. A kovetkezo lemmara van sziikségilink:
az (Tn)n = (Qin, ..., Qun)n sorozat pontosan akkor Cauchy sorozat az (RF, | - ||2)

metrikus térben, ha az (a;,),, 1 < j <k, sorozatok Cauchy sorozatok R-ben.
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A lemma bizonyitdsa. Ha az (z,) sorozat | - ||-Cauchy, akkor létezik olyan n.
természetes szam, amelyre n,m > n. esetén

|zn — |2 < e.
Ez alapjan
|y — ajm| < ||z — 2wl <e, j=1,... k.

Forditva, feltételezziik, hogy minden e > 0-ra létezik n.; ugy, hogy minden n,m >

> ng; esetén
€

|Oéjn—0[jm|<ﬁ, ]:17,k
Az n. = max n.; kiiszobszdmra
1<5<k
|zn — Zm||l2 < &, ha m,n > n..
Bizonyitds. Ha (z,) is || - [[2-Cauchy, akkor az (ayn),, 1 < j < k, sorozatok is

Cauchy sorozatok. De R-ben a Cauchy sorozatok konvergensek, tehat léteznek az
a; € R szamok (1 < j < k) agy, hogy «j, — «;. Az 1.3 tétel (a) alpontja alapjan
() konvergens, és hatarértéke = = (aq,...,a,). O

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy a teljes metrikus tereket a Cantor tételben
megfogalmazott tulajdonsag jellemzi is.

1.9. Tétel. (Cantor tétel, [27, 4.3.8. tétel]) Az (X, p) metrikus tér pontosan akkor
teljes, ha minden egymdsbadgyazott, nemiires, zart halmazokbdl &ll6 (F,) halmaz-
sorozatra, ha lim diamF,, = 0, akkor NFE, # 0.

1.10. Tétel. Egy teljes metrikus tér minden zart részhalmaza szintén teljes metrikus
tér.

Bizonyitds. Ha (z,,) Cauchy sorozat az (X, d) teljes metrikus tér F' zart részhalma-
zéban, akkor létezik x € X 1ugy, hogy x, — = az X -ben. Mivel F' zart, kovetkezik,
hogy = € F, ésigy x, — x az F-ben is. Ebbél kovetkezik, hogy (F,d) is teljes
metrikus tér. O

1.11. Tétel. Az (X,p) metrikus térben az © € X elem pontosan akkor tartozik
az A C X halmaz lezarasahoz, ha létezik olyan A-beli elemekbdl alkotott sorozat,
amely tart x-hez.

Bizonyitds. Az egyik irdanyu allitds az 1.1 tétel (e) alpontja.

Maésrészt, ha (z,,) egy sorozat A-ban és z,, — x, akkor vagy x € A, vagy = ¢ A.
Az els6 esetben z € clA. Ha x ¢ A, akkor az « minden V € V(x) kérnyezete
tartalmazza a sorozatnak legaldbb egy elemét (x,, € ANV'). Ez viszont azt jelentené,
hogy € A/ CclA. O

1.12. Tétel. Egy metrikus tér teljes részhalmaza egyben zart is.
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Bizonyitds. Ha F az (X, p) metrikus tér egy teljes részhalmaza, akkor az F' tetszé-
leges = torlédasi pontjara (xz € F') az 1.1 tétel (e) alpontja alapjan létezik olyan
(x,) sorozat F'-ben, amelyre z, — x. Az 1.7 tétel (a) alpontja alapjan ez a sorozat
Cauchy sorozat X -ben. Ez viszont azt jelenti, hogy a sorozat F'-ben is Cauchy
sorozat, tehdt az F teljessége biztositja, hogy létezik 2’ € F, amelyre (x,) — z’. A
hatérérték egyértelmiisége alapjan (1.1 tétel (b) alpontja) kovetkezik, hogy = = a'.
Igy F' C F, tehat a 2.8 tétel alapjan (69. oldal) a bizonyitds teljes. O

Az (X,p) metrikus tér A részhalmazat prekompakinak nevezziik, ha barmely
e > 0-ra létezik olyan F' C X véges halmaz, amelyre

A C UzerpB(z,¢).

Vildgos, hogy egy metrikus tér minden kompakt részhalmaza prekompakt is.
A prekompakt halmazok jellemzési tétele a kovetkezo:

1.13. Tétel. Az (X, p) metrikus tér A részhalmaza pontosan akkor prekompakt, ha
minden sorozatabdl kivalaszthaté egy Cauchy-féle részsorozat.

Az alabbi tétel a kompaktsdg és a teljesség kapcsolatat mutatja:
1.14. Tétel. Egy metrikus tér pontosan akkor kompakt, ha tejes és prekompakt.

1.15. Tétel. (Baire®! tétel) Teljes metrikus térben minden megszamlalhaté stirii
halmazokbdl allé6 halmazcsalad metszete is stirti X -ben.

3.1.4 Monoton sorozatok

Az (x,) valds szamsorozatot
(a) novekvonek nevezzik, ha x, < x,11, Vn € N;
(b) ecsokkendnek nevezzik, ha x, > x,.1, Vn € N.
Egy sorozatot monotonnak neveziink, ha novekvé vagy csokkend.

1.16. Tétel. Az (x,) monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.

Bizonyitds. Feltételezhetjik, hogy =, < z,.1, Vn € N. Jeloljik FE-vel a sorozat
tagjaibdl alkotott halmazt. Ha (x,) korldtos és x a legkisebb fels6 korlatja FE -nek,
akkor

r, <z, VnéeN.

Masrészt minden ¢ > 0-ra létezik n. ugy, hogy
rT—e<xy <a,
tehat a monotonitas alapjan minden n > n. esetén
r—e<zr,<x<r+e <= |r,—z|<e.

Tehat (z,) konvergens és a hatarértéke z. O

51René-Louis Baire, 1874-1932
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1.1. Gyakorlatok. (a) Az

1 1 1 .
ap=1+;+%+-+~-, neN
2 3 n

osszefliggéssel értelmezett sorozat nem korlatos és a,, — oo.
Megoldas. Elégséges kimutatni, hogy a sorozat nem Cauchy sorozat (a sorozat pozitiv
tagu és novekvd). Az (a,) sorozat nem fundamentdlis, mert
SRS SR I S
Aoy — Ay = ——— P —_— > — _ = -,
? n+1 2n = 2n 2 2
(b) Ha az (a,) sorozat teljesiti az |a, — a,| > 1/n egyenlétlenséget, minden
n < m esetén, akkor nem korlatos.
Megoldas. Ha (a,) korldtos, akkor létezik olyan M > 0 szdm, amelyre |a,| < M,
minden n € N-re. A feltételek alapjén az |a, — 1/(2n),a, + 1/(2n)[ intervallumok
diszjunktak, és az egyesitésiikre teljesiil az

1 1 1 1
n = 5 1UYn a_ _M__aM 5
U}“ 2na+2n{c} 3 s

n

osszefiiggés.  Mivel az | — M — 1, M + [ intervallum hossza 2M + 1, az
la, —1/(2n),a, + 1/(2n)[ intervallumok hosszainak Gsszege nem haladhatja meg a
2M + 1-et. Mésrészt az |a, —1/(2n),a, + 1/(2n)] intervallum hossza 1/n, és igy az
(a) alpont alapjdn a > _, 1/k Osszeg nem lehet minden n-re kisebb, mint 2M + 1.
Az ellentmondas alapjan allithatjuk, hogy a sorozat nem korlatos.

(¢) Tanulményozzuk az (z,),

1 a
xn+1:—<xn+—>, neN, =1, a>0
2 Tn
sorozat konvergencidjat. A matematikai indukcié moddszerével igazolhatd, hogy
Tp > 0, x, > ya é x,01 —x, < 0, minden n > 1-re. Ez alapjan a sorozat
konvergens. A rekurziéban hatdrértékre térve, kovetkezik, hogy lim z, = +/a. A
n—oo

1.17. Tétel. Ha az (x,) konvergens sorozat tagjai egy tagtol kezdbdGen teljesitik
az x, > b (x, <b) egyenlbtlenséget, akkor a sorozat = hatarértékére is teljesiil az
x>0b (r <b) egyenlbtlenség.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitast hasznalunk. Feltételezziik, hogy létezik N € N* gy,
hogy minden n > N-re z, > b és a <b.

A ¢ :=0b—a jeloléssel € := ¢/2-re létezik olyan n. € N* kiiszobszdm, amelyre
|z, —a| < e, minden n > n. esetén. fgy T, < a-+¢e <b, minden n > n.-ra, és ez
ellentmond a feltevésnek, tehat a > b. O

1.2. Kovetkezmény. Ha az (x,) és (y,) konvergens sorozatok tagjaira teljesiil az
rn, <y, egyenlGtlenség, minden n > ngy esetén, akkor lim x, < lim y,.

n—oo n—oo
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Bizonyitds. Az (Y, —x,), sorozat konvergens és nemnegativ tagjai vannak. Az el6bbi

tétel alapjan lim y, — lim =z, = lim (y, — x,) > 0. O

1.18. Tétel. Ha (z,) és (yn) két valos szamsorozat és (x,) konvergens, valamint
Yo —Tp — 0,  ha n — o0,

akkor (y,) is konvergens, és lim z, = lim y,.

n—oo

Bizonyitas. Ha x = lim x,, akkor az

n—00

osszefliggésekbdl kovetkezik az allitas. O

1.3. Kovetkezmény. Ha az (r,), (a,), és (y,) sorozatok tagjaira teljesiil az
T, < an, <y, egyenlGtlenség, minden n > ngy esetén, az (x,) és (y,) sorozatok
konvergensek és hatarértékiik egyenld, akkor az (a,,) sorozat is konvergens és ugyanaz
a hatdrértéke, mint (x,)-nek.

Bizonyitds. Az |a, — x,| < |y, — x,| egyenl6tlenségek alapjan az éllitas nyilvanvald.
O

1.10. Gyakorlat. ([63, 7. feladat, 9. oldal]) Ha a > 0 és az (x,,) sorozatra

vy =+a, 1o =1\/a++a,..., 20 =Va+x, ¥neEN,
akkor az (x,) sorozat konvergens.

Megoldas. A rekurzié alapjan lathato, hogy a sorozat pozitiv tagi. Tovabba

Tg = \/a+\/a>\/a:x17

(Tnt2 = Tnt1) (Tns2 + Tpg1) = Tnpr — Tn, VN 21,
tehat a matematikai indukcié elve alapjan a sorozat novekvé. Mivel

- 14++/1+44a

T

2
1+v1+4 1+v1+4
$n<¥ . $n+1<¥, Vo> 1,
szintén indukciéval igazolhatd, hogy a sorozat feliilrol korlatos. A

1.11. Gyakorlat. ([63, 7. feldat, 9. oldal]) Bizonyitsd be, hogy az

T1 = +/aq, :Egzg/a1+\/a2,...,xn:\/a1+\/a2—|—---+\/an,..., a; > 1,

sorozat konvergens, ha

1
lim —In(lna,) < In2.

n—oo N,
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Megoldds. Ertelmezziik a kovetkezd két segédsorozatot:

b, = n>1,

n —

v = Vi, g2 = bﬁ@,...,yn:\/b1+\/62+---+\/b_n,....

Szamolassal ellenSrizhets, hogy minden n € N*-re y, = z,/e. Igy az (x,) sorozat
pontosan akkor konvergal, ha az (y,) konvergdl. Az (y,) sorozat novekvd. A feltétel
lapjan létezik ny € N* dgy, hogy minden n > ng-ra %ln(ln a,) <In2. De

1 n
~In(lna,) <In2 <= a, <e? < b, <1,
n

tehat az a = max{by, by,..., by, 1} szdmra a

zlz\/a, 22:\/a—i—\/a,...,an:\/a—l—zn,...

sorozat konvergens (az (a) alpont alapjan). Mivel y, < z,, az (y,) sorozat feliilrél
korlatos, és igy a monotonitdsa alapjan (y,) konvergens is. Tehét az (x,) sorozat is
konvergens. A

1.2. Gyakorlatok. Szamitsd ki a

(a) 1 ! + ! +---+ !

a im e —);
n—oco \n?2+1 n?2+2 n?+n)’

149224 ... n
(b)  lim +22+---+n

n—oo nm

hatarértékeket!
Az els6 hatarérték 0, mivel

n < 1 n 1 n n 1 < n
n24+n " n2+1 n2+2 n2+n - n2+1

A masodik hatarérték kiszamitasahoz a kovetkezo egyenlotlenséget hasznéljuk:

2 n 2 n n+l _
<1+2+ +n <1—|—n+n—|— +n _n 1‘__)1.
- nn n—1 nn

1

nTL
Tehdat a keresett hatérérték 1. A

1.3. Gyakorlatok. Tanulméanyozd a kovetkezo sorozatok konvergenciajat és szamitsd
ki a hatarértékiiket.

(1) zpy1 = ———, 11 =0, neN¥
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2
n

1 125
(2) xn+1:—(2xn+—>, 1 >0, neN*
3 T
(3) o1 =1—22 2, =a€]0,1], n € N¥;
1
(4) Tprl — 1+$n, xlzaé]—l,l[, TLEN*,

(5) Rogzitett z1 = a €]0, 1] -ra hatdrozd meg azokat a p € [0,1] értékeket, ame-
lyekre az z,,1 =1+ pz,, n € N* sorozat konvergens;

(6) Az (x,) és (y,) sorozatokat az

1
r1=a>0,y1=0>0, Ty = 5(% +Yn), Ynt1 = /ZTnln

Osszefiiggésekkel értelmeztiik. Bizonyitsd be, hogy (z,) és (y,) konvergensek és
lim z,, = lim y,. A két sorozat kozos hatarértékét az a és b szamok szdmtani-

n—oo n—oo

mértani kozepének nevezzik, és M (a,b)-vel jeloljik. Ha a > b, akkor az (z,)
sorozat csokkend és az (y,) sorozat novekvo.

(7) (Borchardt®?-Pfaff>® algoritmus) Az

2a,b,,
agp = 2\/5, bo = 3, Apy1 = a— bn+1 = \/ an+1bn

a, +b,’
osszefliggésekkel értelmezett sorozatok konvergensek és a hatarértékik .

(6) megolddisa. Ha a = b, akkor z, = y, = a, minden n € N esetén, tehat
feltételezhetjiik, hogy a # b. Indukciéval igazolhatd, hogy

0<b, <bpi1 < ap1 < ap,

1
Upi1 — b1 < §(an —b,), n>2,

igy a sorozatok konvergensek és kozos a hatarértékiik.

(7) megolddsa. A sorozatok pozitiv tagiak ezért a kozéparanyosok kozti egyenl6t-
lenségek alapjan, ha a, > b,, akkor b, < b,11 < any1 < a,. Mivel ag > by, a
matematikai indukci6 elve alapjan b, < b,y1 < apy1 < @y, minden n > 0 esetén. fgy
a két sorozat konvergens ( (a,) csokkend és (b,) novekvd) és a hatarértékiik egyenld
(hatdrértékre térink a rekurziéban). A hatarértéket a 329. oldalon szamoljuk ki.

1.5. Alkalmazas. A vilaglirbél egy idegen virus érkezik a sztratoszféraba. A virus
p € (0,1) valdsziniiséggel osztédik egy perc alatt ketté (magdval azonos virust hoz
létre). Mennyi a valdszintisége annak, hogy n perc utan pontosan k virus legyen?
Bizonyitsd be, hogy 0 annak a valésziniisége, hogy a virusok szama korlatos maradjon,
ha n — oo.

52Carl Wilhelm Borchardt, 1817-1880
%3 Johan Friedrich Pfaff, 1764-1825
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Megoldas. Ha f(n,k)-val jeloljiik annak a valdsziniiségét, hogy n perc utédn pon-
tosan k virus van, akkor

f,k) =0 —-p)f(n—1,k)+pf(n—1,k—1), Vn>1¢é k> 1.

Ebbdl a matematikai indukcié modszerével igazolhatjuk, hogy

fln, k) = (k ! 1) P L= p) T

Annak valésziniisege, hogy a virusok szama az n-edik perc utdn nem haladja

M
meg az M -et, pontosan »_ f(n,k). Ha M rogzitett, akkor ez egy véges Osszeg,
k=1

ezért elégséges a tagjainak kiilon-kiilon kiszamolni a hatarértékét.  Masrészt
lim kn 1) pF (1 — p)» 1 = 0, ha k rogzitett és p € (0,1), tehat 0 annak
n—oo -

a valoszintisége, hogy a virusok szama korlatos marad n — oo esetén. ¢

1.6. Alkalmazas. Egy n sejtbdl allo szévettenyészetbe bekertil egy baktérium. A
baktérium (és minden utéda) At idé alatt elpusztit egy sejtet és kettéosztodik. Mit
allithatunk a tenyészet életben maradasardl, ha a tenyészet minden sejtje At idé
alatt kettéosztodik?

Megoldas. Jeloljiikk b, -nel és s, -nel az (n—1)At id6 utan létez6 baktériumok,
illetve tenyészetbeli sejtek szamét. A feltételek alapjan a kovetkez6 rekurzidkat
kapjuk:

bpi1 = 2b,, by =1;

Spa1 = 2(8y — by), s1=n.

Matematikai indukcioval igazolhato, hogy
by =281 Vi >1 és sp=2"Y(n—k), VE>1.

Ez alapjan nAt ido alatt a tenyészet elpusztul. ¢

3.1.5 Alsé és fels6 hatarértékek

Ha az (z,) sorozat teljesiti a kovetkezé tulajdonsdgot: minden m € R-re létezik
n., € N ugy, hogy n > n,, esetén x, > m, akkor azt mondjuk, hogy az (x,) sorozat
hatarértéke +oo. Ezt az

xn, — 00 vagy a lim x, = 00
n—oo

szimbolumokkal jeloljiik. Hasonléan, ha minden m € R-re létezik olyan n,, € N,
amelyre az n > n,, egyenlotlenségbdl kovetkezik az x, < m egyenlétlenség, akkor
azt mondjuk, hogy az (z,) sorozat hatérértéke —oo. Ezt az

T, — —o0 vagy a lim z,, = —o0
n—oo
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szimb6lummal jeloljiik.

Az (z,) sorozatra jeldljiik E -vel azoknak az x € R elemeknek a halmazat, ame-
lyekre 1étezik az (z,,) sorozatnak olyan részsorozata, amelyre z,, — = (E a sorozat
tagjaibol képezett halmaz torlédasi pontjait tartalmazza, és nemkorlatos sorozatok
esetén a 400 vagy —oo elemeket). Az

" =supF,
T, = Inf K

jelolésekkel a z* és x, elemeket az (x,) sorozat felsd, illetve alsé hatdrdnak (vagy
hatérértékének) nevezziik. Altaldban a

limsupz, =z, liminfx, =z,

n—oo n—oo

jelolést hasznaljuk.

1.19. Tétel. Ha (x,) egy valds szamsorozat, akkor az x* felsé hatdrértékére teljesiil
a kovetkezo két allitas:

(a) z* € E;

(b) ha y > x*, akkor létezik olyan m € N, amelyre n > m esetén z, < y.

S6t, x* az egyetlen szam, amelyre teljestil (a) és (b).

Bizonyitds. Ha x* = 400, akkor E feliilrél nem korldtos, tehdt (z,) sem korldtos
feliilr6l, és igy létezik olyan (x,,) részsorozata, amelyre z,, — oo.

Ha z* € R, akkor F feliilrol korlatos, és igy (a) kovetkezik az 1.5 és 2.25 tételekbdl
(lasd a 31.oldalt).

Ha z* = —o0, akkor E csak a —oo-t tartalmazza, és igy x,, — —o0.

Ezzel (a) bizonyitésa teljes.

Ha az y > x* elemre az z, > y egyenlGtlenség végtelen sok n értékre teljesiil,
akkor létezik z € E 1ugy, hogy z >y > x*. Ez ellentmond z* értelmezésének, tehat
(b) is igaz.

Az egyértelmiiséget is lehetetlenre vald visszavezetéssel igazoljuk. Ha p és ¢ tel-
jesiti az (a) és (b) feltételeket, akkor feltételezhetjiik, hogy p < q. Ha x tetszbleges
elem p és ¢ kozt, akkor mivel p teljesiti (b)-t, az x, < x egyenlétlenség minden
n > m-re teljesill. De igy ¢ nem teljesitheti (a)-t. O

1.12. Gyakorlat. Ha az (a,) és (b,) sorozatokra limsup,, . a, = limsup,,_, b, =
= 400, akkor létezik m,n ugy, hogy |am, — a,| > 1 és |by, — b,| > 1.

Megoldas. A feltételek alapjan mindkét sorozat korlatlan. Létezik nq,ny € N, amelyre
|, — an,| > 2 (ellenkez esetben az (a,) sorozat korldtos lenne). Hasonléan létezik
ns € N 1agy, hogy [bn, — bny| > 1 és |by, — by,| > 1 (ellenkezé esetben a (b,) sorozat
volna korldtos). Ha |a,, — an,| > 1, akkor n:=ny és m:=n3. Ha |a,, —a,,| <1,
akkor |an, — Gng| > |an, — Any| = |an, — apy| > 1, ésigy n:=ny és m:=n3. A
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3.1.6 A Cesaro-Stolz tétel és néhany kovetkezménye

1.20. Tétel. (Cesaro->*Stolz> tétel) Ha az (a,) és (b,) sorozatok szigorian novek-
vOk és divergensek, akkor a
Ap41 — Ap

(1.4) lim — | (€ [~o0, +od))
n—0e0 anrl — b,

egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy

(1.5) lim % =1,
n—oo bn
Bizonyitas. Feltételezziik, hogy [ véges és (b,) szigorian novekvs. Rogzitett
e > 0-ra létezik n. € N gy, hogy minden n > n. esetén

Ap41 — Ap
— 1 3
anrl - bn = E/ 7
azaz
(1.6) (b1 — bp)(l —¢/3) < apg1 — an < (bpy1 — bp) (L +€/3).
Ha az (1.6) egyenl6tlenséget felirjuk rendre az n=n., n=n.+1,...,n=n.+p—1

értékekre, és Osszeadjuk a megfelel6 oldalakat, akkor a

(Onetp — bn )L = €/3) < ansp — an. < (bnotp — ba) (L +€/3)
egyenlotlenséghez jutunk. Ebbol kovetkezik, hogy

€ e. b a
———l—— Ne Ne <
3 ( 3) +

<l+€ (H_g) b, n Q.
bnctp  bnetp  bnotp 3 3 bnotp  bnotp

ans +p

(17)

A (by /butp)p €5 (an /by.4p)p sorozatok tartanak 0-hoz, tehdt létezik olyan p.
kiiszObszam, amelyre minden p > p. esetén

b € € a €
e (1+ D) <« = 6 e iy
bns +p ( 3 ) 3 * bns +p 3
Az el6bbiek alapjan n > n. + p. -re
a
-2l <e.
-5 <

Ha [ = +oo, akkor feltételezhetjiik, hogy (b,) szigorian pozitiv tagokbdl all.
Tetszoleges € > 0 esetén létezik n. tgy, hogy minden n > ¢-re

Ap+1 — Ap >z

anrl - bn

54 Ernesto Cesaro, 1856-1906
550tto Stolz, 1842-1905
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Ez irhato
Ap+1 — Qp > 8<bn+1 - bn)

alakban is. Az els6 p egyenl6tlenség megfelel6 oldalait Osszeadva, az

Gt a, — b,
T s ey L1
brtp brtp

egyenlétlenséghez jutunk. Ha n-et rogzitjiik, akkor a (b,) tulajdonsdgai alapjdn
létezik olyan p. € N kiiszObszam, amelyre p > p. esetén

a, — b, -

<
bosr 2

fgy n > Nng + pe-ra
an

b, >e/2,

tehat a, /b, — oo.
A bizonyitas hasonl6 az | = —oo esetben is. O
A tétel % alaki hatarozatlan esetekre is kiterjesztheto és nagyon gyakran ez az alak
alkamazhatd, ha egy sorozat konvergencidjanak sebességét vizsgdljuk. Bizonyitasa
o

hasonl6 az el6bbi tételéhez, vagy egyszertien visszavezetheté a 22 esetre, azért ezt
nem részletezziik.

1.21. Tétel. (Cesaro) Ha (a,) pozitiv tagi sorozat, a (b,) sorozat szigorian
csokkené és mindkét sorozat hatarértéke 0, akkor a

(1.8) lim 29 7 (e [—o0, +00])
n—oo bn+1 —bn

egyenloségbdl kovetkezik, hogy

(1.9) lim — =1

Megjegyzés. Altaldban a forditott allitas nem igaz, tovabbi feltételekre van sziikség.
A tovabbiakban ismertetiink néhany ilyen feltételt és a tétel néhany kovetkezményét.

1.22. Tétel. Ha (a,) tetszéleges valos szamsorozat, (by,) szigorian névekvés és di-
vergens sorozat, valamint

) b,
lim
w00 By

= b e [0,00[ \{1},

akkor
lim & =] — Jim 2ty

n—00 Op, n—0o0 bn-l—l - bn
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Bizonyitds. frhatjuk, hogy

Ap+1 ap bn

Ap+1 — Qp bn+1 bn bn+1 - [—1b _

bot —bu  _ Do 1—b

bn+1
1.23. Tétel. Ha az (ay,), (b,), (x,) és (y,) valds szamsorozatok teljesitik a kévetkezd
felételeket:
1) ambnaxnvyn € R*7 bn-i—l 7& bna vn > 1;

2) lim z, = +o0, hmyn—:lzoo lim 22 = D € R;

n—oo n—oo "

3) lim & = B € R;

n—oo bn
4) lim ;%2 = lim % =1,
n—oo On+l oo Antl

5) limxn<a2—:1—1>—x€R és hmyn<”:1—1):y€R*,

n—oo

akkor létezik a lim,,_, o Z"“ In  hatarérték és

lim ——— = BD—.
n—oo bn+1 - bn )

Bizonyitds. Az

QAn41 _ €T an—+1 J— 1)
Ap41 — Ap Qp, an 1 QAp =M ( an Yn

bn—&-l_bn_abz—+l—1 Eyn<M_1>$n

n

egyenlGség és a feltételek alapjan az allitas igaz.  O.

1.4. Kovetkezmény. Ha lim z,, =z (€ [—00,0]), akkor

n—oo

. $1+$2+$3+"'+$n
lim = z.
n—oo n

Bizonyitds. Ha b, = n-et és a, = x1 + x9 + 3+ - - - + 1, -et valasztunk, akkor

Ap41 — Ap — e 0
e ]
bn+1 - bn "
Megjegyzés. Altaldban ennek a forditottja sem igaz, lasd példaul az a, = %

sorozatot. A
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1.5. Kovetkezmény. Pozitiv tagi sorozatokra igaz az alabbi két allitas:

(a) Ha
lim 2L = g (a > 0),
n—00 an
akkor
lim a, = a.
(b) Ha
lim a, =a (a > 0),
akkor

lim Vaias...a, = a.

n—oo

Bizonyitds. (a) Ha z, = In /a,, akkor z, = Ina,/n. A Cesaro-Stolz tétel és a
feltétel alapjén limx, = lim In(a,y1/a,) = In lim (a,11/a,) = Ina.

(b) Ha z,, = In ¢/ajas ... a,, akkor lim In(@1az-anp1)n(@razan) iy g = a,

n—00 (n+1)—n n—oo
tehat a Cesaro-Stolz tétel alapjan lim = a. O
Megjegyzés. Altaldban az (a) és (b) forditottja nem igaz. Ez egy-egy ellenpélda

segitségével lathatd be. A p # q pozitiv szamokra az agp_, = p*¢*~1 és aq = pie¥,

k € N* osszefliggésekkel értelmezett sorozatra a, — /pq és (ans1/a,) nem konver-
gens. Ugyanakkor az agx1 = p és agsp = q, k € N* 0Osszefiiggésekkel értelmezett

sorozatra {/ajas...a, — /pq és (a,) divergens. A

1.6. Kévetkezmény (a) Ha p > 1, akkor

Y2

lim — = 4o0.
n—oo N

(b) Ha p € N*, akkor

li =
nlj{)lo nptl p+1
(¢c) Ha k € N*, akkor
lim 27—,
n—oo N

(d)
1+22V2+ 353+ +n%/n 1

1i =-.
nh n(n+1)(2n+ 1) 6
(e) Ha k € N*, akkor
R34 (20— 1) 2k
lim

n— o0 ’n,kJrl - k’ + 1 ‘
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(f) Ha p € N*, akkor

lim
n—oo

1p+2p+...+np n _1
np p+1) 2

(g) Ha az (a,) és (b,) sorozatokra lim a, =a és lim b, = b, akkor a

arb, + asb, 1+ -+ ap_1by + a,by
n )

n € N,

n =
sorozat konvergens és lim c¢, = ab.

n—oo

Bizonyitds. (a) Alkalmazzuk a Cesaro-Stolz tételt az a,, := p™ és b, := n sorozatokra.
((by) szigorian novekvé és korlatlan).

An+1 — Qp n n n
e L L St
n+1 — Un
tehat p"/n — co.
(b)
(n+1)P nP +pnf~t+ ... 1 b
= — , ha n — oo,
(n+1ptt —(n)ptt (p+1)nP + ... p+1

tehat a Ceasro-Stolz kritérium alapjan az allitds igaz.
(g) El6bb igazoljuk, hogy ha a = b =0, akkor lim ¢, =0. Ha M > 0 egy fels

korldtja a (|b,|)n>1 sorozatnak, akkor |b,| < M, ¥n > 1. Ugyanakkor lim |a,| =0,

tehat az 1.4 kovetkezmény alapjan

lim |¢,| < M lim joa| + - 4 Jan|

=M lim |a,| = 0.
n— oo n n—oo

Ha a =0 és b # 0, akkor b, — b alapjén |b,| — |b], és igy az 1.4 kovetkezmény
alapjan
! |b1| + [bo] + -+ - - + |bn]
im

n—oo n

= |b].

. il 1ol -+
1| + [ba| + -+ |0y
n = —[0]
n
és € > 0 rogzitett, akkor létezik olyan N € N, amelyre n > N esetén |a,| <e/(4b).
Igy n > N-re
laibn, + -+ anbnnia| | €(]b] + |7a])
|cnl + :
n 4b

Ha M > 0 egy felsé korlatja a {|b,| | n» € N*} halmaznak, akkor v € N*-re

la| + -+ |an|
n

1| < [b], és M - <e/2, ¥Yn>wv.
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Ebbél a két egyenldtlenséghol kovetkezik, hogy |c,| < e, és igy az éllitast ebben az
esetben is igazoltuk.
Ha ab # 0, akkor tekintjiikk az «a,, = a,, — a sorozatot. Igy

(1.10) C, = bit -t a+d,,

ahol
. albn + Ckgbnfl + -+ anbl
o .

dy,

Mivel «,, — 0, az elobbi esetek alapjan d,, — 0, és igy az 1.4 kovetkezmény alapjan
¢, — ab, ha n — oo. O

3.1.7 Néhany ismert sorozat

1
1.1. Tulajdonsiag (a) Ha p > 0, akkor lim — = 0;

n—oo N,
(b) ha p >0, akkor lim y/p =1;
(¢) lim y/n=1;
nOé
d) ha p>0 és a € R, akkor lim ——— = 0;

(e) ha |z| <1, akkor lim z" = 0;

n—oo

(f) lim ¥/n! = occ.

Bizonyitds. (a), (b), és (c) kovetkezik az 1.20-as tételbdl és az 1.5-0s kbvetkezménybél.
(I
1.2. Tulajdonsag. Az

1 n
(1.11) an—(l—i——) ,n>1

sorozat konvergens.
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Bizonyitds. Newton®® binomidlis tétele alapjan

14 n 1+ n 1+ n n\ 1
A, = — - - =
1/n 2/ n? n)nn

n(n —1 1 nn—1)mn-2)...2-11
:1+1+¥._+...+ ( >( ) R
21 n? n! nn

1\ 1 1 2 -1\ 1
11t (1-=) 4+ (1-=)(1=-2)(1=-2 — <
n/) 2! n n n n!

11 1
(112)  <T4+l+4 gttt

Mivel n! > 2"~ minden n > 2-re, az el6bbi egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy

11 1
2<ay <1+ (14+=+—+-+-—)<3.
a +(+2+22+ +2n_1)

Tehét az (a,) sorozat korlatos.

Maésrészt
1 1 1 n 1
1 =14+1 1-— — 4+ .- 1-— (1= >
anit =114+ = Tm o+ b (U= o) (U= ) )
1 1 1 n—1.1
>1+1 1-— — 4+ .- 1-— (1= —
1 n+1)2!jL +( n+1) ( n+1)n!
1.1 1 2 n—1.1
S1+14+(1—)=+-+(1==)1-2)...(1— — =ay,,
1 n)2!+ +( n>( n) ( n )n! “

tehat az (a,) sorozat novekvo, és igy az 1.16-os tétel alapjan (a,) konvergens.
Masodik bizonyitds. Az

P e S Vg e R e
1=0

azonossagot hasznaljuk. Ebbol x > y > 0-ra kovetkezik, hogy
(1.13) (n+1)(x—y)y" < 2" -yt < (n+1)(z —y)a"
Az 2 =1+1/n és y=1+1/(n+ 1) helyettesitésekkel

1

o — n+l _ n+l _ )
x Yy n<n+1>7 x Tapy, Yy Ap41
n+1 z-1 9 1
T = = >y —= y<z+ty—-1=1+—+ -
n y—1 n n+1
(1.14) N Y AL PP
’ Y nny1)Y

56Sir Isaac Newton, 1643-1727
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Az (1.13) egyenlétlenség jobb oldala alapjén

1 1 1
$-an—an+1<ﬁan — (1—1—5) an—ﬁan<an+1 = ap < Qpit,

tehdt az (a,) sorozat novekvé.
Az u, = (1 + %)”H jeloléssel a,, < u,, minden n € N*-re. Az (1.14) alapjan

n+2 ]' 1 n ]' n
Uppr =Y~ < 1+ﬁ+n+1 y' = ﬁ+y v,

tehat az (1.13) egyenlétlenség bal oldala alapjan

1 1 1
(1.15) ﬁy" <u, —y"tt = (ﬁ + YY" < Up = Upyr < (ﬁ +y)y" < uy,.
Igy az (u,) sorozat csokkend és

1
an<un<---<u5:(1+5)6:2,985984... —

= a, < 3, Vn € N*.

Az el6bbiek alapjén az (a,) sorozat novekvo és felilrdl korlatos, tehat konvergens.
O

Az (a,) sorozat hatarértékét e-vel jeloljiik:

n—oo

1 n
(1.16) lim (1 + —) =:e.
n

1.7. Kovetkezmény

1 n 1 n+1
(1—1——) <e<<1+—> , VneN".
n n

1.3. Tulajdonsag. Ervényesek a kovetkezo tulajdonsagok:
(i)
. ] 11 1 Yy
nl_%lo +ﬂ+5+§+"'+m = e,
(i)
1 1 0,

1 1
(1.17) 6:1+ﬁ+a+§+"‘+m+n.n!,

ahol 6, €10, 1[;

(iii) az el6bbi dsszeg elsé kilenc tagja mar 6t tizedesnyi pontossaggal megkozeliti e -t;
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(iv) (Euler’”) e e R\ Q;

n

lim — =
(v) Jim =

Y

n! 1
e

(vi) Ha lim a, = oo, akkor

1\™
(1.18) lim (1 + —) = e;
n—oo an
(vil) Ha az (a,) sorozatra lima, = —oo, akkor
. 1\™
(1.19) lim (1 + —) = ¢
n— 00 an,

(viii) Ha a (b,) sorozatra b, # 0, n € N*, és lim b, =0, akkor

1
lim (1+b,)0n =e.

n—oo

Bizonyitds. (1) Az (1.12) 6sszefiiggés és az utana kévetkezé becslés alapjan
141 1 1 1
an <1+1+ oot —,
ésa ()

1 1 1 .
Cn:1+1+5+§+"'+m, neN

sorozat konvergens. fgy igaz az

(1.20) e= lim a, < lim ¢,

n—oo n—oo

egyenlotlenség. Masrészt

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
n 1/n 1/ n? n) nn
1\ 1 1 k—1\ 1
S14l4+(1—=)=dn(1-=).. (1= ~ . Vk<n —
n) 2 n n k!
1

. 1
— 7111_)1{)10an2621+1+5+...+gj

(1.21) == e>c¢ = e> klim Ck-

5TLeonard Euler, 1707-1783
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(1.20) és (1.21) alapjan

lim ¢, = e.
k—o0
(ii)
! + ! 4+ L.
Cnm_cn: —
- (n+1)! " (n+2) (n+m)!
I 1 1 n+ 2 1
< = -+ < .
(n+1)!kz:%(n+2)k m+1)! n+4+1 n-nl

Rogzitett n és m — +oo esetén

O<e—c, < .
n-n!

O<9n::e_lcn<1

n-n!
jeloléssel a kért Osszefliggést kapjuk.
(iii) A

0<e—c, < <1076

n - n!
egyenlGtlenség teljestil, ha n > 8, tehat

1 1
e:2+5+'-'+§:2.71828.

(iv) Ha e € Q, akkor létezik m,n € N* dgy, hogy (m,n) =1 és e =m/n.

Az utolsé egyenlStlenség lehetetlen, mert 6, € 10,1[, tehat e € R\ Q.
(v) Irhatjuk, hogy
Vnl L nl

lim — = lim {/ —.
n—oo N n—oo nm

Az a, = n!/n™ sorozatra alkalmazzuk az 1.5 kovetkezmény (a) alpontjét.
(i1 . nn—f—l 1

=lim —— = -
n—oo QA n—00 (n -+ 1)n+1 6’

tehdt a bizonyitas teljes. Mas bizonyitast adhatunk az 1.5 tulajdonsag alapjan.
(vi) El6bb beldtjuk, hogy egy szigorian novekvd, természetes szamokbol &ll6

ng
(ng) sorozatra teljesiil a tulajdonsdg. Ez nyilvanvald, mert az <1 + %) sorozat
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, n . , . ” .
részsorozata az (1 + %) sorozatnak. Ha (a,) egy szigorian névekvs divergens
sorozat, akkor az ny = [ag] jeloléssel az (ny) és (ngp+1) sorozatok szigorian névekvd
természetes szamsorozatok. Masrészt az egész rész értelmezése alapjan

1

1
<l+—<1+—,
ng + 1 Tk ny

1 ng 1 Tk 1 ng+1
(o) <(em) =0e)
ng + 1 T Ny

Mindkét szélso kifejezés e-hez tart, tehat a fogd tétel alapjan a kozépsod kifejezés
hatérértéke is e. Igy (1.18) bizonyitasa teljes.
(vii) A b, = —a, jeloléssel

1\ 1\ b bn
li 1+ — | =1 1—— = li " —
nLTO( +an) ni%( bn) b <bn—1)
1\t 1
— lim (1 1 .
nin;‘o(+bn—1> <+bn—1>

A (vi) és (1.19) alapjdn a bizonyités teljes.
(viii) kovetkezik a (vi) és (vii) alapjan. O

1+

tehat

1.4. Tulajdonsag. Az
1 1
a,=1+=-+---4+——Inn, n>1
2 n

sorozat csokkend és korlatos.

Bizonyitds. Az 1.7-es kovetkezmény alapjan

1 n+1 1 n
(1+—) >e>(1+—) —
n n

— (n+1)[ln(n+1)—Inn] >1>nlln(n+1) —Inn] =

1 1
1 <Iln(n+1)—Inn < —.

(1.22) —
n —+ n

Ezt az egyenl6tlenséget a Lagrange-féle kozépértéktétel (ldasd a 2.3 tételt a 223.
oldalon) segitségével is igazolhatjuk. Ha n =1,2,... k esetén Gsszeadjuk a megfelel
oldalakat, akkor a

k k

(1.23) Zni1<ln(k+1)<2%

n=1 n=1

egyenlotlenséghez jutunk. fgy

k
1
Ink <In(k+1) < E -,
n

n=1
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tehdt a sorozat alulrdl korlatos. Mésrészt az (1.22) Osszefliggés alapjan
1
il — A = —— —1 1)+1Inn <0,
Gn4t = On = = n(n+1)+Inn

tehat (a,) csokkend, és igy konvergens is.

A sorozat hatarértékét +-val jeloljik. A ~ = 0.5772156649 ... szémot Euler’s-
Mascheron?®® dllandénak nevezziik, és nyitott kérdés, hogy ez a szdm racionalis vagy
irracionalis.

1.8. Kovetkezmény
14+ 41
lim L

=1.
n—00 Inn

Bizonyitds. Kiszamitjuk az

1+%—|—-"—|—%—lnn+1
Inn

kifejezés hatarértékét, vagy a Cesaro-Stolz kritériumot hasznédljuk. O

1.9. Kovetkezmény

1 1 1
li oot — ) =Ink, Vk €{23,...}L
nl—»rgo(n+1+n+2+ +k;n) n (2.3}

Bizonyitas. Hatarértékre tériink az
Ly ot
n+1 n+2 kn

1 1 1 1
=(1+=-+---+——Inkn | —-(1+=+---+——Inn ) +Ink, n>1
2 kn 2 n

egyenlotlenségben. O

1.13. Gyakorlat. Hatarozd meg azokat az o € R értékeket, amelyekre a

. 1 1
lm (1+=+---+——alnn
n—oo 2 n

hatarérték létezik és véges.

Megoldas.
v a=1
1 1
1+§+...+——lnn—|—(1—a)lnnﬁ +o0, a<l,
n
—o00, a>1

tehat M ={1}. A

58Leonhard Euler, 1707-1783
59Lorenzo Mascheroni, 1750-1800
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1.10. Kovetkezmény. Az

sorozat konvergens és
lim a, =1n2.

n—oo

Bizonyitds. A Catalan azonossag alapjan ©°

1 1+ 1+ 1 1 n 1
2 3 4 2n n+1 n+2 on’
tehat
L + L + +1
an: _ =
2 n+1 n+2 2n
1 1 1 1
=l4-+-+——-Mh2n—-(1+-4+---+——Inn)+In2—
2 2n 2 n
—In2. O

1.1. Lemma. (Traian Lalescu,®* Gazeta Matematica, 1901, 579-es feladat) Az

an ="V (n+ 1= Vn!

sorozat konvergens és lim,,_. a, = e~ 1.

A konvergencia és a hatarérték a kovetkezo két tulajdonsaghdl adédik:

1.5. Tulajdonsag. Az

sorozat tagjai teljesitik az
1
(1.24) eV < x, < ew

egyenlétlenséget.

Bizonyitds. A matematikai indukcié mddszerét hasznaljuk. n > 3-ra igazoljuk, hogy

(1.25) Ty > el

-2 1 [32
e — €S Ty — —_—
V3 1=V

60Eugéne Charles Catalan, 1814-1894
61Trajan Lalescu, 1882-1929

Mivel
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az (1.25) egyenl6tlenség igaz n = 4 esetén.
Ha (1.25) igaz valamilyen n > 4-re, akkor

1™ am
Tpt1 > 1+ - ' €m,
n
és az 1.7-es kovetkezmény alapjan

_1+{n+n¢ﬁ

Tny1 > e ahol f(n) =

(n+1)?
De 1
n>4 = f(n) < ,
fn) < ==
tehat

és a matematikai indukcié elve alapjan (1.25) bizonyitédsa teljes.
Ha valamilyen n > 4 esetén x, < e'~Y/" akkor az 1.7 kovetkezmény alapjin

n—1

" " 1\
wtt _ o (F 1) <(n+ ) " = g < (1+_) < el
n

Tpy1 = Ty -

nn" n"
tehat a masodik egyenlotlenség is igaz. O

1.6. Tulajdonsag. Ha a, a Lalescu sorozat n-edik tagja, akkor minden ¢ > 0

esetén )
a, ——| <€,
e
ha n > n., és i
1+ |8+ ! + (8 L
ne = — - —11.
: | 2e? 2¢e?

Bizonyitds. (1.24) és az 1.7-es kovetkezmény alapjén n > 16-ra

1
Y n(Y/Znt1 — 1) _ n(em+1 —1) o < leﬁ -
" Ty e e

<1 1+ ! <1 1+ ! <1+ !
e [Vn] —1 e vn—2 e n

Ugyanakkor
n(%_1)>n[eﬁm_1}>n(em—l>>

n

n+2++vn+1

7 =

n
n+2++vn+1
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Tehat
1 ne” 1

1
- > - — —.
e n+2++v/n+1 e /n

a, >

Ez alapjan n > 16-ra

és igy az n. := 1+ [max{16,1/e*}] > max{16,1/e*} valasztassal n > n.-ra 1/y/n <
< . Tehét

1
a,——-|<e Vn>n, 0O
e

Megjegyzés. Mas megkozelitést taldlhatunk a [22, 140. oldal], illetve [11, 3.20-as
feladat, 437. oldal] konyvekben.

1.7. Alkalmazas. (Hardy®?-Weinberg®) Panmixia és autoszomds lokusz esetén az
els6 generacio esetleges kivételével minden generacié egyensiilyi populacio.

El6bb értelmezniink kell néhany fogalmat, ezekhez annyit kell tudnunk, hogy egy
é16lény teljes génkészletét kromoszémak alkotjak (embernél 22 par felel a testi, és egy
par a nemi jellegekért), és a gének az egyes kromoszémak részletei.

e A genomtipus az ivarsejt altal széllitott teljes (haploid) kromoszémakészlet
(kiilonb6z6 hangzési betiisorozattal kddoljak—Ab).

A genotipus a szervezet génszerelvénye, ezt azonos hangzasu betiiket két helyen
tartalmazo betiisorral kodoljak—Aabb.

e A genomgyakorisag-vektor megmutatja, hogy a komponensek indexében
feltiintetett genomtipusoknak mekkora a relativ gyakorisdga az ivarsejtek
korében.

A genotipusgyakorisag-vektor megmutatja, hogy a komponensek indexében
feltliintetett genotipisoknak mekkora a relativ gyakorisaga a populaciéban.

A genotipus-, illetve genomtipus-polinomokat a gyakorisag-vektorokbol kapjuk
ugy, hogy minden geno-, illetve genomtipushoz hozzarendeliink egy monomot,
és ennek az egyiitthatdja a megfelel6 gyakorisag. fgy, ha az A genomtipusnak
két allélja van (A és a), és ezek relativ gyakorisdga p, illetve ¢, akkor
a genomgyakorisag-vektor (pa,q.), és az ehhez tartozé genomtipus-polinom
pA+qa (altaldban a valtozéknak megorizziik a kédbetiiket, de ez nem kotelezo,
csak konnyen kovethet6vé teszi a jelolésrendszert). Ugyanebben az esetben
a genotipusok AA, Aa és aa. Ha ezeknek a genotipusgyakorisag-vektora
(raA, SAastaa), akkor a genotipus-polinom az rA? + sAa + ta®.

62Godfrey Harold Hardy, 1877-1947
63Wilhelm Weinberg, 1862-1937
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A lokusz: génhely, az adott fenotipusos tulajdonsagért felel6s gén helye valame-
lyik kromoszéman.

e Az Oroklodés aszerint, hogy a széban forgd gén a testi jellegekért felel6s vagy a
nemi jellegekért felelos kromoszoméakon talalhatd, lehet autoszomas vagy gono-
SZOMAS.

e A gamétdk a haploid ivarsejtek, vagyis azok a sejtek, amelyeknek csak egy kro-
moszomaszelvénye van.

e Ha minden egyed a genotipus altal megszabott ardnyban termeli a kiilonbozo
genomtiptusu gamétakat, és ezek a sziloktol fliggetleniil parosodnak, akkor
pdnmizidrol beszéliink.

o A (Psa,2Q a4, Rua) populécidt egyensilyi populdcionak nevezzilk, ha az
utédgeneracié genotipusgyakorisdg-vektora szintén (Paa, 2Q aq, Raa) -

Megoldas. Ha az elsé generdcids genotipusgyakorisdg-vektor (Paa,2Q a4, Raa),
akkor a genomtipusgyakoriség-vektor ((P+Q)4, (Q+R).) . gy a Mendel® szabslyok
értelmében a masodik generacié genotipus-vektora
(P + Q)34 2(P+Q)Q+ R)aa, (Q + R)Z,),

és ez a tovabbi generaciokban megmarad. A masodik generacio

genomtipusgyakorisag-vektora
(P+QP+(P+Q)Q+R),(Q+R)’+(P+Q)Q+R)=(P+Q).(Q+R)),

mert P+2Q+ R = 1. Ebbdl latszik, hogy a kovetkezo generacié genotipus-vektora
szintén ((P + Q)%4,2(P + Q)(Q + R) 44, (Q + R)?,), és a tovdbbiakban ez mindig
megmarad.

1.1. Megjegyzések 1. Ennél altalanosabb tulajdonsag is igaz, panmixia
és autoszomas lokuszok esetén egy populacié k-adik generaciojanak
genotipusgyakorisag-polinomja az el6z6 (k — 1)-edik generdcios genomgyako-
risag-polinomjanak a négyzete.

2. Ha a vizsgalt lokusz az X kromoszomaban van amiatt, hogy a him egyedek sejt-
jeiben 1 ilyen, és a nék sejtjeiben 2 ilyen kromoszoma van, mas és mas egyensilyi
gyakorisagvektorok alakulnak ki. Ha kezdetben ((ro)aa,(250)Aa; (t0)aa) &
ndi genotipusgyakorisag-vektor, és ((po)a,(qo)a) a him genomtipusgyakorisag-
vektor és ugyanezekkel jel6ljiik a tovabbi generdcick gyakorisagvektorait is (az
index mutatja a generdci6 sorszamat), akkor felirhatjuk a kévetkez rekurzickat:

T'n+1 = (rn + Sn)pn; 23n+1 - (Tn + Sn)Qn + (Sn + tn)pny tn+1 - (tn + Sn)QTu

Pn+1 = Tn + Sn, n+1 = Sn + iy

64 Johann Gregor Mendel, 1822-1884, szerzetes
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(az utébbi Osszefiiggések azért igazak, mert him utéd esetén, annak az Y
kromoszomaja csakis az apatol szarmazhat, és igy az X kromoszomaja az
anyatol kell szarmazzon).  Ezekbll az Osszefiiggésekbdl kiovetkezik, hogy

DPnt1 = ’%, és 1gy igazolhatd®, hogy
o Po + 2p1 . )
Poo := lim p, = ————, lim r, = p,
n—00 3 n—00

lim t, = (1 — pao)?,  1lim 8, = Pao(l — Poo).

n—oo

Ez alapjan a végsé génallomanyban a gyakorisagvektorok

(P2, 2P00(1 = Poo)s (1 — Poo)?), illetve (oo, Goo)-

Példaul a hemofiliaért, illetve a Daltonizmusért felel6s gén az X kromoszéman
van, és ezért a nékndl ezek a betegségek sokkal ritkdbbak® (p,, < 1, tehat

P2 < Poo )- ¢

3.1.8 Szubkonvex sorozatok

1.1. Ertelmezés. Az (an),>, valds szamsorozatot p-ed rendi szubkonvex sorozat-
nak nevezziik (p € N\{0} ), ha léteznek olyan «; € (0,1),i = 0,p — 1 valds szamok,
amelyekre

p—1 p—1
Z a; < 1 és QAn+p < Z Qi Qptiy vn > 1.
i=0 1=0

1.2. Ertelmezés. Az (an),>, valds szdmsorozatot szubkonvexnek nevezziik, ha
létezik p € N\{0} dgy, hogy az (a,),~, sorozat p-ed rendii szubkonvex sorozat
legyen. -

1.24. Tétel. (Andrds Szilard) Ha az (ay),., sorozatra teljesiilnek az aldbbi
feltételek: -

a) a; >0, Vi>1,

p—1
b) létezik p € N\{0} és (a;),_g5— sy, hogy «a; € (0,1), a; <1 és
9. j:0
p—1
Apgp < Zaj “Optj, Vno>1,
=0

65 A kovetkezd paragrafusban részletesebben is targyaljuk az ehhez hasonlé rekurzidkat, 1dsd az 1.2
megjegyzéseket.
66 A Daltonizmus néknél a populécié 0,2-0,6%-at, és a férfiaknal 5-8%-4t érinti.
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akkor a sorozat konvergens.

1.25. Tétel. (Andrds Szilard) Ha a nemnegativ tagi (an),, sorozatra

a) Apip < aj(n)ay4j, Yn > 1, ahol aj(n) € (0,1, Vn>1,j=0,p—1 és

b) a (a;j(n)),-, sorozatok konvergensek, minden j =0,p — 1 esetén;

c) min{ limaj(n)‘ Ogjgp—l} >0,

akkor a sorozat konvergens.

A bizonyitasban sziikségiink van a kovetkezo segédtételekre:

p—1 .
1.2. Lemma. Ha a ) ;27 = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei az egység
j=0

sugari kérlap belsejében vannak, akkor minden olyan (by),>1 valds (vagy komplex)
szamsorozat, amely teljesiti a

p—1
Zﬁjbn-l-j = O, vn Z 1
j=0

n
rekurziot, konvergens és hatarértéke 0. S6t, a ¢, = Y |bg| sorozat is konvergens.
k=1

1.3. Lemma. (KakeyaS" tétele) Ha

(1.26) 1> Byt > Bpg > Bpg>...> By >0,
p—1 )

akkor a ) B;z? =0 egyenlet minden gydkére teljesiil a |x| < 1 egyenlStlenség.
=0

1.4. Lemma. (Andrds Szildird) Ha az (an),-, sorozat tagjai pozitivak, a ¢, =
p—1

=Y Bjantj, VYn >1 dsszefiiggéssel értelmezett (c,),~, sorozat konvergens és tel-
=0 2

jesiil a (1.26) feltétel, akkor az (a,),, sorozat is konvergens.

Az elsé lemma a linedris rekurziot teljesito sorozatok reprezentécids tételének (lasd
[12], 139-147 oldal) azonnali kovetkezménye. Valdban, ha a (b,),>; sorozat teljesiti
a

p—1
> Bibuy; =0, Yn>1,
=0

67Soichi Kakeya, 1886-1947
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rekurziot, akkor az altalanos tagja eléallithato
p—1
bo = Y_pi(n)z}
j=1

p—1 )
alakban, ahol p;(j =1,...,p—1) polinomok és z;(j =1,....,p—1) a Y fa? =0
=0

p—1
karakterisztikus egyenlet gyokei. Ebbdl kovetkezik, hogy lim b, = > lim p;(n)z} =
=0, mivel |z;| < L.

A (c,) sorozat konvergencidja kovetkezik a majoraldsi kritériumbol.

Az 1.3. lemma bizonyitdsa
p—1 ‘
A 37 G20 polinomot jeloljitkk f-el és elvégezziik a szorzast:
j=0

(.ﬁL’ — 1)f(.1') = ﬁp,1$p — (Bp,1 — 6}7*2) .Tp_l — (6]0,2 — ﬁp,g’,) $p_2 — ... ﬁo, tehét
[(z = D f(@)] = Bp-r[2]” = (Bp-1 — Bp—2) \$|p_1 — (Bp—2 = Bp-3) |5L’|p_2 — ... = fo.

Ebbél kovetkezik, hogy || > 1 esetén

(2 = 1) f(@)] = "~ [Bp-r = (Bpor = Bp-e) 2] =
~ (Bp-2 = Bp-a) |2 * = . = Bo [ "] > 0.
Ha |z| =1, akkor

|$’p ) [ﬁp—l — (Bp—1 — Bp-2) \37|71 — (Bp—2 — Bp-3) |33‘72 — .= fo \ﬂflfp] =0,

és egyenléség pontosan akkor lehetséges, ha a 0, By, z, 22, ..., 2P komplex szdmok
geometriai képe egy egyenesre illeszkedik. Ez viszont csak = € R, vagyis z € {—1,1}
esetén teljesiilhet. Masrészt —1 és 1 nem gyoke az f poliomnak, tehat a bizonyitas
teljes.
Az 1.4. lemma bizonyitdsa

Ha lim ¢, =1, akkor

n—oo

p—l l
Cn—ZZZﬁj' N e
=0 B

k=0

b

tehat a tulajdonsagot elégséges igazolni a lim ¢, = 0 sajatos esetben. Ehhez meg-

n—oo

szerkesztjik a (by,),~; segédsorozatot:

l
k=0
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p—1
2. Z ﬁjbn—‘rj = O, ha n Z 1.
7=0

n

Az 1.3 és 1.2 lemma alapjan limb, = 0 és lim > |by] = A € R, tehat a

feltételekbdl kovetkezik, hogy barmely € > 0-ra létezik n. € N gy, hogy

—5x " Bp-1 < Cn <5y Bp-1, Vn>n. és m. €N, ha

Bp-1-€ .
by, - Br| < P malan] P T Vm>m. és 0<k<p—1.

Ezekbol az egyenlétlenségekbdl a

c c m+1 m+1
5 By < —A- o\ By < =€ By - Z |br| < Z biCrtmt1—k <
k=0 k=0
m+1 e e
<e-ﬁp_1-k§_%|bk| <A oy B <5 B
becslésekhez jutunk.
Masrészt
m+1
Z bkcn-i—m—i-l—k = 6p—1am+n+p + anbm—i-lﬁo + Ap+1 (bm—i—lﬁl + bmﬁﬂ) + ...
k=0
et QAntp—2 (bm—l—lﬂp—l + bmﬁp—Q + ...+ bm—p—l—QﬁO) )
tehat

—& < Omgnetp <& ¥V m>m.+Dp.

Ebbdl az egyenloségbdl kovetkezik, hogy lim a,, = 0, tehat a lemma bizonyitasa

teljes.

Az 1.24. tétel bizonyitisa
k p—1

Ha B = Y a;, 0 <k <p—-1-reés ¢, = >, 0B ansj, Vn > 1, akkor a [
7=0 j=0

szamok teljesitik az el6bbi lemmak feltételeit, tehat

p—1 p—2
Cnt+1 = E 5kan+k+1 < Qptp + E ﬁkan+k+1 <
k=0 k=0

—_

p— p—1

p—1
< ) Qjang; + § Bit1n+j = E Bjan+j = Cn.
J J=1 J=0

Il
o

A (cn),s; sorozat szerkesztésébdl kovetkezik, hogy c, > 0, ha n > 1, tehdt a

(¢n),>; sorozat konvergens. Igy az 1.4 lemma biztositja az (a,),~, sorozat konver-
genciajat.
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1.2. Megjegyzések

1. Az (an),~, sorozatot konvex sorozatnak nevezziik, ha létezik olyan p > 1

természetes szam és léteznek az «; € (0,1), i = 0,...,p — 1 szdmok, ame-
p—1
lyekre Y a; =1 és
i=0
p—1
Apyp = g g, Yn > 1.
Jj=0

Jan van de Lune tiizte ki a Nieuw Archief voor Wiskunde folyéiratban az ilyen
tipusu konvex sorozatok hatarértékének kiszamitasat. Az el6bbi gondolatmenet
alapjan a (c,),~, sorozat ebben az esetben allandé sorozat, és igy

p—1
lim ¢, Z Biajr
lim g, = "= — /=0
n—oo " -1 p—1
Z ﬁ] Z ﬁj
=0 =0

2. Ha az (ay),~, sorozat szubkonvex, akkor a (c,),~, sorozat csokkend, tehdt

p—1
5jaj+1
=0
. < ]
nlglgoa” - p-1
> B
=0

3. Igaz a kovetkezo tulajdonsag is:

Ha az (a,),~, nemnegativ szamokbdl alkotott sorozatra léteznek az (c;)

j=0pT
szamok ugy, hogy

p—1
Qntp < Zajan+j7 vn > 17
=0
p—1
ahol oj € (0,1), ha j=0,...,p—1, é > «; <1, akkor az (a,),~, sorozat
Jj=0 B

n

konvergens, JLHC}O a, =0, és a ¢, = > a; sorozat is konvergens. Ebben az
Jj=0

esetben az (ay),~, sorozatot szigorian szubkonvex sorozatnak nevezziik. A

Az 1.25 tétel bizonyitdsa
Ertelmezziik a (dn)n21 sorozatot a d, = max{ay|n <k<n+p—-1}, Vn>1
osszefiiggésekkel. A feltétel alapjan:
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p—1 p—1
Qp4p S Zajan+j S Zajdn S dna vn Z 17

Jj=0 J=0

tehat ap < v,, minden n+1 <k <n+ p esetén. fgy
dp1 =max{ayn+1<k<n+p}<d, Vn>1.

Masrészt d, > 0,Vn > 1, tehat létezik olyan d > 0, amelyre limd, = d. A

n—od
tovabbiakban igazoljuk, hogy az (a,), -, sorozat konvergens és ugyanaz a hatarértéke,
mint a (d,),., sorozatnak. A limd, = d egyenléséghdl és az utolsé feltételbdl
- n—oo

kovetkezik, hogy barmely ¢ > 0-ra létezik n. € N gy, hogy
d—e-ajn)<d,<d+e-a;n), Vn>n. és 0<j<p-—1
Ebbdl az egyenlotlenséghdl kovetkezik, hogy
ap <d+e-ajn), ¥Yn>n és 0<j<p—1

Feltételezziik, hogy létezik olyan n > n.+ p, amelyre a, < d—e. A matematikai
indukcié mddszerével igazoljuk, hogy a,+r < d, ha 0 < k < p—1. k = 0-ra az
egyenlitlenség teljesiil. Ha a, 1, < d és 0 < k <ov—1(< p—1), akkor a tétel elsd
feltételébol kovetkezik, hogy

7=0 Jj=v+1

p—1 v—1 p—1
an-‘rvgzaj'an-‘rv—}?-‘rjg<;}O‘j'd>+av'<d_€)+<Z Oéj'(d+€'0év))<d,
j=

tehat a,ir < d, ha 0 < k < p—1. Az elobbi egyenlotlenségek alapjan d, < d, és
ez ellentmondas, mivel a (dn)n21 sorozat csokkeno. Igy a, > d —¢, Vn > n. + p.
Maésrészt

a, <d+e-ajn)<d+e Vn>n,,
tehat lim a, = d.

n—~o0

3.2 Fiuggvénysorozatok

Az elobbi fejezetben szamsorozatok konvergencidjara vonatkozo tételeket
vizsgaltunk.  Nagyon gyakran van sziikségiink fliggvénysorozatok vizsgalatara,
ezért ebben a fejezetben ismertetiink néhany eredményt fiiggvénysorozatok konver-
genciajara.

Tekintstink egy valés véltozdju és valds értéki fiiggvényekbél alkotott (f,), =
= (f1, f2,...) sorozatot (f,: ACR—R, Yn>1, A#£0D).

Az (f,) sorozatot konvergensnek nevezzikk a t € A pontban, ha az (f.(t)),
szamsorozat konvergens. Ez pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan p € R, amelyre
béarmely e > 0 esetén létezik olyan n. > 0, amelyre n > n. esetén |f,(t) —p| < e.
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Ha az f, : A — R, n € N* fiiggvénysorozatra az (f,(t)),>1 szdmsorozat kon-
vergdl, minden ¢ € A esetén, akkor minden t € A-hoz hozzarendelhetjik a lim f,(t)

valés szamot. fgy egy f: A — R figgvényt értelmeziink az
1) = Xim f, (1)

osszefiiggéssel. Mivel a szdmsorozatok hatarértéke egyértelmi, az f fiiggvény jol
értelmezett. Ezt az f fiiggvényt nevezzik az (f,)n>1 fligguénysorozat pontszeri (vagy
pontonkénti) hatdrfiiggvényének. A pontonkénti konvergencia jelolésére az f, — f
vagy nlmolo fn = f szimbdélumot hasznaljuk. Ez altalaban nem vezet félreértéshez,

mert az (f,)n>1 sorozatrél tudjuk, hogy fiiggvényekbdl &ll, vagy szamokbdl. Eszerint
e — d -4s megfogalmazdsban mondhatjuk, hogy az (f,),>1 fliggvénysorozat pontosan
akkor pontszertien konvergens, ha létezik olyan f: A — R fiiggvény, amelyre igaz a
kovetkezo allitas:
Barmely € > 0 és t € A esetén létezik n;. > 0 10gy, hogy |f.(t) — f(t)] < e, ha
n> Ny
Az elobbi értelmezésben n,. fiigghet a ¢-tél is. Ha n,. fliggetlen a -
t6él, akkor azt mondjuk, hogy az (f,).>1 fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl
az f fuggvényhez. Az f fiiggvényt az (f,) sorozat hatarértékének vagy
hatarfliggvényének nevezziik, és ezt az f, —“ , f szimbdélummal jeloljiik.
Megjegyzés. Az egyenletes konvergenciabdl kovetkezik a pontszerii konvergencia,
de a forditott implikédci6 altalaban nem igaz. A
2.4. Gyakorlatok
(a) Tekintsiik az f, : [0,1[— R, f.(t) =t", n € N* fiiggvénysorozatot. Mivel
lim t" = 0, Vt € [0,1], az (fn)n>1 fiiggvénysorozat a [0,1] intervallumon

n—oo

pontszertien konvergal az identikusan 0 fiiggényhez.

(b) Az f,:]0,1] = R, f.(t) =1t", n € N* fiiggvénysorozat pontszeriien konvergal

az
0, 0<t<1
t) = -
R

fliggvényhez.

A konvergencia egyik fliggvénysorozat esetében sem egyenletes.

2.1. Tulajdonsag. Ha f,: A — R, A#0, ésbarmely x € A-ra f(x)= lim f,(z),
valamint az a, = sup,c, |fo(x) — f(x)| sorozatra lim, .. a, = 0, akkor az (f,)n
fliggvénysorozat egyenletesen konvergal f-hez az A-n.

Bizonyitds. Mivel lim a, = 0, barmely ¢ > 0-ra létezik n. € N gy, hogy |a,| < ¢,

n—oo
ha n > n.. Igy viszont sup,c, |fo(z) — f(2)| < e minden n > n.-ra, és ez biztositja
az (fn)n sorozat egyenletes konvergencigjat A-n. O
Az 1.7 tételhez hasonléan (90. oldal) érvényes a kévetkezo:
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2.1. Tétel. (Cauchy-féle éltaldnos kritérium) Az (fu)n (fu: A = R, A #0)
fiiggvénysorozat pontosan akkor konvergal egyenletesen az A-n, ha barmely ¢ > 0
esetén létezik n. € N gy, hogy |fnip(t) — fu(t)| <&, han>n., peN és t e A.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy az (f,)n>1 sorozat egyenletesen konvergal A-n egy
f fiiggvényhez, és rogzitjiikk az ¢ > 0 valds szamot. Az egyenletes konvergencia
értelmezése alapjan létezik olyan n. € N, amelyre n > n., és t € A esetén teljesiil az
|fn(t)—f(t)] < £/2 egyenlétlenség. Mivel n+p > n., teljesiil az |f,4,(t)—f(t)] < /2
egyenlGtlenség is, minden t € A-ra. fgy

[frtp(t) = fu(O)] < [frip(t) = SO+ [ fult) = ()] <e.

Ha feltételezziik, hogy barmely ¢ > 0-ra létezik olyan n. € N, amelyre n > n.,
peN, és te A esetén |foip(t) — fult)] < €/2, akkor minden rogzitett ¢t € A-ra az
(fn(t))n sorozat Cauchy-féle sorozat. Igy az R teljessége alapjén minden ¢ € A-ra
létezik olyan f(t) € R, amelyre (f,(t)), — f(t). Igazoljuk, hogy az (f,)n,>1 sorozat
egyenletesen konvergdl az f-hez. A feltétel alapjan barmely € > 0-ra létezik olyan
n. € N, amelyre

€

| fatp(t) — fu(B)] < 3

barmely n > n., barmely p € N és barmely ¢t € A esetén. Ha ebben az
egyenlitlenségben hatarértékre tériink p-vel (p — o0), akkor azt kapjuk, hogy

|fult) — f(t)] <&, Vn>n., tecA.

Ez éppen az egyenletes konvergencia értelmezése, tehat f, _* ., faz A-n. O

Az elébbi fogalmak dltalanosabb feltételek kozt is értelmezhetok. Ha E egy (X, p)
metrikus tér részhalmaza és (f,)n>1 egy F -n értelmezett, valds értéki fliggvényekbél
all6 sorozat, akkor azt mondjuk, hogy az (f,),>1 sorozat egyenletesen tart f-hez az
E -n, ha minden ¢ > 0-hoz létezik n. € N 1ugy, hogy

[fule) = f2)l <&, Ve,

ha n > n..
Gyakran hivatkozunk az aldbbi tulajdonsdgra (a bizonyitds az értelmezések
alapjan azonnali):

2.2. Tétel. Ha az E metrikus térben f, — f egyenletesen és x az E egy torlodasi

pontja, akkor az
a, =lim f,(t), neN

t—zx
sorozat konvergens és
lim a, = }im f(t),
vagyis
lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢).

t—x n—oo n—oo t—x
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3.3 Szamsorok

Ebben a paragrafusban komplex szamokbdl all6 szamsorokat tanulmanyozunk.
Ha (z,) egy sorozat, akkor a

an (r<q)

szimbolumot hasznéljuk az x,+x,1+- - -+, Osszeg jelolésére. Az (z,,),>1 sorozathoz
hozzarendeljiik az (s,), részletosszeg sorozatot, amelynek tagjait az

n
Sp — E T
k=1

Osszefiiggéssel értelmeziink. Azt mondjuk, hogy a > z, sor konvergens, ha az (s,)
n=1

o0
részletosszegek sorozata konvergens. Ha s, — s, akkor azt mondjuk, hogy a > x,

n=1
sor Osszege s. Ezt a

)
E Ty =S8
n=1

osszefiiggéssel jeloljiik.

Ha az (s,) sorozat divergens, akkor azt mondjuk, hogy a Y x, sor divergens.
n=1

o0
Néha > x, alakd sorokat is haszndlunk. Amikor nem vezet félreértéshez,

n=0
hasznalhatjuk a > x, jelolést is.
3.1. Tétel. (Cauchy &altaldnos kritériuma) A > x, sorozat pontosan akkor konver-
n=0
gens, ha minden ¢ > 0-ra létezik n. € N gy, hogy

(3.1) D m| <e,
k=n

minden m > n > n, esetén.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.7-es tételt (lasd 90. oldalt) az (s,) sorozatra. O
Ha m = n, akkor (3.1) alapjan

lzn| <e, n>n.,
tehat:

3.2. Tétel. (Sziikséges feltétel) Ha > x,, konvergens, akkor lim z, = 0.

n—oo
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Megjegyzés. Az x, — 0 feltétel nem elégséges a > x, konvergencidgjahoz. A

=1
20

1

sor divergens (lasd az 1.1 feladatot a 92. oldalon), és az &ltalanos tagja 0-hoz tart.

A

3.3. Tétel. (Miiveletek konvergens sorokkal) Ha a Y a, és > b, sorok konvergensek
és c € R, akkor

(a)

(d)

tetszéleges p € R (vagy p € C) esetén a > p-a, é Y. (a, £b,) sorok
konvergensek és

(32) Zp'an :pza’m

illetve
(3.3) D (anEby) =) anE> by

(Abel) Ha a ¢, = aib, + - - - + a,by sorozatra a > ¢, sor konvergens és

Zan:A, an:B, ch:C,
akkor C = AB.

(Mertens %) Ha a > |a,| sor konvergens, > a, = A, Y. b, = B és ¢, =
= je1 nbni1-, akkor
Z ¢, = AB.

(Cauchy) Ha >’ |a,| és Y |bs| sorok konvergensek, akkor a »_ |c,| sor is kon-
vergal, ahol ¢, a (c) alpontbeli kifejezéssel van értelmezve.

Bizonyitds. (a) Valéban

és

pZan:p li_)m iak = ILm ipak:Zpan

Zanian:JLrgozn:akiJLrgozn:bk :T}Lrgo(zn:akizn:bk) :Z(an:l:bn).

68Franz Mertens, 1840 - 1927
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(b) Az
Av=) _ar, B,=) by és Co=) ¢
k=1 k=1 k=1
jelolésekkel irhatjuk, hogy
Cn - CLan + - anBlu

tehat

CI++Cn_Aan++AnB1
n N n ’

Cl++Cn:A1Bn++Ath

Az 1.6 kovetkezmény (g) alpontja és az 1.4 kévetkezmény alapjan kovetkezik a bi-
zonyitando allitas.
(c) A 3.2 tétel alapjan kovetkezik, hogy lim a, = lim b, = 0. Az 1.6 kovetkez-

mény (g) alpontjabdél lim ¢, = 0. Ha az A,, B,, és C, rendre a > a,, > by,
illetve > ¢, sorok n-edik részletosszege, akkor a d, = B, — B sorozatra lim d, = 0.
Ugyanakkor (), felirhaté

Cn = AnB + afldn + CL2dn—1 + an—ldQ + a'ndl

alakban, tehat A,B — AB és lim a, = lim d,, = 0 alapjan

n—oo n—oo

lim (aldn -+ (ngn,1 + 4 an,1d2 -+ andl) =0.
Mivel C,, — AB, a (c) alpont bizonyitasa teljes.
(d) A héromszog egyenldtlenséghdl kovetkezik, hogy

lenl < lan] [ba] 4 - - + |an] [ba],

tehdt a > |c,| minden részletosszege majoralhaté a > la,| és > |b,| sorok
szorzatanak részletosszegével. Ez viszont a (c¢) alpont alapjan konvergens, tehét a
bizonyitas teljes. O

Megjegyzés. A sorok konvergencidjara vonatkozo feltétel sziikséges, ellenkezo eset-
ben el6fordulhat, hogy a (3.3) bal oldala létezik, és a jobb oldala nem. Példdul

0=> (1-1#> 1-> 1L A

Akarcsak véges Osszegek esetében a tagok kozé tetszéleges zardjeleket beiktat-
hatunk (asszociativitas), de altalaban a tagok sorrendje nem cserélhet6 fel.

3.4. Tétel. Ha > a, egy konvergens sor, akkor a tagjait (a sorrend mddositdsa
nélkiil) tetszélegesen csoportositva olyan sort kapunk, amelynek Osszege egyenl6 az
eredeti sor Osszegével.
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Bizonyitds. A transzformalt sor részletdsszegeinek sorozata az eredeti sor részlet-
Osszegei sorozatanak részsorozata, tehat konvergens, és ugyanaz a hatarértéke. O
3.5. Tétel. (Finta Béla®) Ha az (ani)n>0 sorozat teljesiti a kovetkezd Toeplitz™

k<n
feltételeket:

a) minden régzitett p € N-re létezik a lim a,, € R hatdrérték;
n—od

b) bdarmely € > 0 esetén létezik m. € N* gy, hogy

n

Z |6Ln7]€| < g,

k=m<+1

és az (xp)n>1 sorozat korlatos, akkor a

n
bn = § Qp Tk
k=1

dsszefiiggéssel értelmezett (by,)n,>1 sorozat konvergens.

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy a (b,),>1 sorozat Cauchy sorozat. Barmely ¢ > 0-ra
létezik m. € N* ugy, hogy

n

€
Z lank| < 17 Vn > m,,
k=m<+1

ahol L a (|x,|)n>1 sorozat egy fels6 korlétja. [gy bérmely p € N esetén

n

me p
|bntp—bn| < <Z |@nip ke — Qn gl Tr| + Z |@ntpk — On x| + Z |@n+p,n+k“xn+k‘> .

k=1 k=me+1 k=1
Mivel m,. rogzitett és az (a,x)n>0 sorozat konvergens az elsé index szerint, min-
k<n
.o 7 ’ . 7/ 8 4
den rogzitett p-re létezik np 1gy, hogy |anipi — ani| < gy V= . gy
n > max{me,ny,na, ..., Ny} esetén

= € €
D Nnipk — anllzil < m.- ol =%
k=1
Masrészt
_ u 9 £ 9
D7 lawtps = anallzel + D anspasallneal < L (17 + 17) < 5
k=m<+1 k=1

59fintabQuttgm.ro
00tto Toeplitz, 1881-1940



3.3. Szamsorok 127

Ezek alapjan koévetkezik, hogy a (by,),>1 sorozat Cauchy sorozat, tehat konvergens
is.

Megjegyzés. Az elobbi tétel nem egyenértékii a Toeplitz tétellel, mert ott az
(n)n>0 sorozat konvergencidja is feltétel. Természetesen a Toeplitz tételben a (by,)n>1
sorozat hatarértéke is meghatarozhaté. A

A hatarértékekkel végezheté miiveletek altalaban véges sok sorozatra vonatkoznak.
A kovetkezo tétel egy példa arra, hogy bizonyos feltételek segitségével végtelen sok
sorozatra is kiterjeszthetjiik.

3.3. Ertelmezés. Az (a;;)ij>1 sorozatot additivan egyenletesen konvergensnek
nevezziik, ha barmely ¢ > 0-ra létezik olyan N. € N*, amelyre

p
1> aijl <e Vi=1,j>Np>0.
k=0

3.6. Tétel.(Abian™-Kemp™) Ha az (a; j); >1 sorozat additivan egyenletesen konver-
o (o)

gens és lim a;; = a;, Vj > 1, akkor a ) a;; sor konvergens, barmely i-re, a ) a;
i—00 : :
J=1 J=1
sor is konvergens, és

o0 o0

g a; = lim E ;. j-
1—00

j=1 7j=1

3.3.1 Nemnegativ tagu sorok

3.7. Tétel. Egy nem negativ tagokbdl allo sor pontosan akkor konvergens, ha a
részletosszegek sorozata korlatos.

Bizonyitds. A részletOsszegek sorozata novekvd, tehat az 1.16-es tétel alapjan (1dsd a
92. oldal) pontosan akkor konvergens, ha korlatos. O

3.8. Tétel. Ha > a, egy nemnegativ tagi konvergens sor, akkor a tagjai dtren-
dezésébdl kapott tetszbleges Y b, sor is konvergens, és ugyanaz az dsszege, mint az
eredeti sornak.

Bizonyitds. Ha s az eredeti sor Osszege és (s,) a részletosszegek sorozata, valamint
P, az atrendezett sor elsé n tagjanak oOsszege, akkor rogzitett n-re

Pn=bi+ by =g+ oy,

Ha N = max{ky,...,k,}, akkor p, < sy <'s, ésigy > b, konvergens, és ha b az
osszege, akkor b < s. Hasonlé gondolatmenet alapjan kovetkezik, hogy s < b, tehat

da,=>b,. O

"I Alexander Abian, math@iastate.edu
"2Paula Kemp, pakl70f@vma.smsu.edu
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3.9. Tétel. (Osszehasonlitési kritérium) (a) Ha |z,| < ¢,, minden n > ng-ra, ahol
no rogzitett egész szam, és Yy ¢, konvergens, akkor > x, is konvergens.

(b) Ha z, > y, > 0, minden n > ng-ra, és y.y, divergens, akkor Y x, is
divergens.

Bizonyitds. (a) A Cauchy-féle altaldnos kritérium alapjan barmely e > 0-ra létezik
n. > ng ugy, hogy minden m > n > n. esetén

m
ch <e
k=n
fgy
m m m
Zxk < Z\ﬂﬁk\ < ch <e,
k=n k=n k=n

tehdt (a) igaz.
(b) Ha >z, konvergens volna, akkor az (a) alapjan >y, is konvergélna, tehat
(b) is igaz. O

3.10. Tétel. Ha 0 < x < 1, akkor
o0 . 1
Zx - 1 )
n=0 -7

x > 1 esetén az el6bbi sor divergens.

Bizonyitds. Ha x # 1, akkor

n
k 1 — xn—{—l
sn = €T =
Z 11—z
k=0

n — oo esetén lim 2" = 0, tehdt a kivant Osszefiiggéshez jutunk. z = 1 esetén

n—oo

s, = n+ 1, és ez divergens, mig x > 1-re lim s, = oo, tehat x > 1-re a sor

n—oo
divergens. O

3.8. Alkalmazas. Bizonyitsuk be, hogy ha az (ai)gllim diszjunkt szamtani ha-

ladvanyokbdl alkotott halmazok egyesitése az N, akkor a haladvanyok (r;);_1m
allandé kiilonbségeire teljesiil a i =1 Osszetiiggés.
k=1

Megoldas. Mindegyik (a])i>; haladvanyhoz (j = T,m) rendeljitk hozza az

S; =S a% sort. Mivel a), = @) + (k — 1)r;, az clébbi tétel alapjan |z| < 1 esetén
k=1
S; = 2 ha j € {1,2,...,m}. Mésrészt, mivel a haladvanyok tagjaibol képezett

11—z
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halmazok az N egy osztalyfelbontdsat képezik, irhatjuk, hogy > S; = > 2" = ﬁ,
7j=1 n=0

ha |z| < 1. Ebbdl kovetkezik, hogy

x% 1
Zl—xrjzl—x’ ha |z| < 1.

Ha ezt az egyenléséget (1 — x)-szel beszorozzuk, és kiszamitjuk mindkét oldal hatér-

értékét x — 1 esetén, akkor a > ri =1 egyenldséghez jutunk. ¢
i=1"

3.11. Tétel. (Cauchy-féle kondenzéciés kritérium) x; > x9 > x3 > --- > 0 esetén a
> > |z, sor pontosan akkor konvergens, ha a

(3.4) Z K xon = 11 + 209 + dxy + 85+ ...
k=0

sor konvergens.

Bizonyitds. A 3.7 tétel alapjan elégséges a részletosszegek sorozatanak korlatossagat
vizsgéalni. Az

Sp =21+ Tog+ -+ Ty,
tk:x1—|—2x2+---+2kx2k
jelolésekkel n < 2F-ra

Sp=x1+ -+, < (hozzddunk tagokat)
<z (wo4a3)+ -+ (o + - F o) <
<@y 4+ 229 + -+ 2R an = 1y,

tehat
Mésrészt n > 2F -ra

Sp=x1+ -+ x, (elhagyunk tagokat)
>x1+ v+ (w3 +xy) + o+ (Tgr—1yq + -+ Tor) >

1 1
2 533'1 + i) + 21’4 R Qkil.l'zk = §tk,

és igy
(36) 28n Z tk.

A (3.5) és (3.6) egyenlbtlenségek alapjan az (s,) és (fx) sorozatok egyszerre
korlatosak vagy korlatlanok. O
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3.12. Tétel )
Z - pontosan akkor konvergens, ha p > 1.
n

Bizonyitas. Ha p < 0, a sor divergens a 3.2-es tétel alapjan. Ha p > 0, akkor az

elobbi tétel alapjan a
oo 1 oo
k- _ (1-p)k
D Yom =22
k=0 k=0

sor konvergencidjat kell vizsgélni. Ez pontosan akkor konvergens, ha 2!7P < 1, vagyis
ha 1 —p<0. O
Megjegyzés. Az

1+ L + ! + E +

2 3 4 7

sort harmonikus sornak nevezzik, és ez a sor divergens. Az 1.8-as kovetkezmény
alapjan lathaté, hogy a harmonikus sor divergencidjanak sebessége ugyanaz, mint a
logn fliggvénynek. A

3.13. Tétel. (Réka Sdndor™®) Ha az (a;);>1 sorozat tagjai szigorian pozitiv valds

szamok, akkor a

o0 e}

1
— és
a;

a;
, i?
=1

sorok koziil legalabb az egyik divergens.

Bizonyitds. (B. Mond™, J.E. Pecari¢™)

n

7

=1

n n1 . nl
(7 Rp— a;
rrya=ni(iey)z2rt
=1 =1 =1

tehat mindkét sor nem lehet konvergens.

3.1. Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitas kihasznalja a harmonikus sor divergenciajat.
A tulajdonsagot igazolhatjuk mas mdodszerrel is. fgy az el6ébbi tulajdonsag a har-
monikus sor divergencidgjanak egy altaldnositasaként is felfoghaté (a; = i, ¥i > 1
esetén kovetkezik belSle a harmonikus sor divergenciaja).

3.9. Alkalmazas. A sivatag egyik szélérdl egy jarmiivel at szeretnénk jutni a masik
szélére. Rendelkezésiinkre all egy jarmii, amely Gsszesen egy egységnyi lizemanyagot
tud szallitani (a tartalyaban és teherként dsszesen), és ezzel egy egységnyi utat tud
megtenni. Bizonyitsuk be, hogy at tudunk jutni a sivatagon. Hogyan?

Megoldas. Ha 1 egységnyi iizemanyagot haszndlunk fel, akkor nyilvanvald, hogy

1 egységnyire juthatunk a kiindulé ponttdél. 2 egységnyi lizemanyaggal mar 1 + %

egységnyire juthatunk a kiindulé ponttdl, ha az elsé ut alkalmaval %—nyi ut utan

"rokas@nyf.hu
"Bertram Mond, B.Mond@latrobe.edu.au
™ Josip E. Pecari¢, pecaric@mahazu.hazu.hr
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% egységnyi tlizemanyagot otthagyunk a sivatagban és visszatériink a kiindulé pont-

hoz. fgy a masodik nap mar % egységnyi lizemanyaggal érkeziink ahhoz a ponthoz,

ahol hagytuk az % egységnyi lizemanyagot. Innen tovabbi 1 egységnyi utat tudunk
megtenni, tehat Osszesen 1 + % egység tavolsagra juthatunk a kiindulasi ponttdl.
Ha 4 egységnyi lizemanyagot hasznalunk fel, akkor az els6 két ut alkalméval csak %
tavolsagig megytink és itt Osszesen 2 X % = g egységnyi iizemanyagot tarolunk. fgy a
harmadik ut alkalmaval mar g + ‘—51 = 2 egységnyi iizemanyagunk lesz ebben a pont-
ban, tehat az elobbi algoritmus alapjan mar 1+ % + % egység tavolsagra juthatunk a
kiindulasi ponttél. A matematikai indukcié moédszerével igazoljuk, hogy k egységnyi
lizemanyaggal meg lehet tenni 1+ +. +2k o egységnyi tavolsdgot. Az eddigiekben
lattuk, hogy k € {1,2,3} esetén az alhtas igaz. Ha k egységnyi lizemanyagunk van,
akkor az els6 k—1 1ut alkamaval egységnyire tavolodunk el a kiindulasi ponttoél,

2k 1
és igy ebben a pontban (k—1) x 32_? = 2’“22;3’?3 egységnyi lerakatot hozhatunk létre.
2k—2

A kovetkezd 1t alkalmaval 5= egységnyi iizemanyaggal érkeziink ehhez a ponthoz,
2k2—5k+3 -k —

tehat Osszesen ;i:? + 1 egységnyi iizemanyaggal fogunk rendelkezni.

2%—1
k—1
Az indukcids feltevés alapjan innen kiindulva meg tudunk tenni > ﬁ egységnyi
j=1

utat, tehat megtehetiink Gsszesen ﬁ egységnyi utat. Mivel a harmonikus sor di-
=1
~ J
vergens, a » ﬁ sor is az (ellenkez6 esetben, ha s lenne az utébbi sor Osszege, akkor
j=1
a harmonikus sor Osszege %5 lenne). Igy a kiinduldsi ponttél akdrmilyen tavolsigra
eljuthatunk. ¢

3.14. Tétel. Ha p > 1, akkor a

(3.7) Z n( lnn

n=2
osszeg konvergens, mig p < 1 esetén divergens.

Bizonyitds. A logaritmus fliggvény névekvo, tehat az 1/[n(Inn)?] sorozat csokkend.
A 3.11-es tételt alkalmazva a (3.7) sorra elégséges a

= 1
(38) Z 2 1n2"3 ln2 ;ﬁ

sor konvergencigjat vizsgdlni, és ezt az elébbi tételben mar megtettilk. O
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3.1. Tulajdonsag. (Carleman’ egyenlStlenség)

(a) Ha (a,)n>1 egy szigorian pozitiv tagd sorozat és y ., a, < 0o, akkor

(3.9) i(alag . 1/” i p;
n=1 n=1

(b) a (3.9) egyenl6tlenségben e a legjobb konstans.
Bizonyitds. (a) Szerkesszilk meg a
(3.10) o= (n+1)"/n""' V¥neN*
sorozatot. A szerkesztés alapjan cica...c, = (n 4 1)", tehat minden n € N* esetén
Un —(aycrascy . . ancy)Y™ /(0 + 1) < (a1c1 + agca + - -+ + ancy) /n(n + 1).

(&1@2 c. an)

Ez alapjan

o Sz (£ k)

Mivel Y>> 1/m(m + 1) = 1/n, irhatjuk, hogy

Zancn (Z m> = Zancn/n = Zan[(n +1)/n]" < eZan.

(3.11) alapjan a bizonyitandé egyenl6tlenséghez jutunk.

(b) Ha e helyett egy kisebb szamot helyettesitiink a (3.9) egyenl6tlenségbe, akkor
taldlunk olyan (a,) sorozatot, amelyre az egyenlStlenség forditva teljesiil. Elére
megvalasztott € €]0,¢[ szdmra legyen a, = n"'(n +1)™, ha n = 1,2,....N
és a, = 27", ha n > N, ahol N -et kés6bb rogzitjiik.

1
(3.12) (arag . .. an)Y" = T

ha n < N. Rogzitsik k-t ugy, hogy

n+1\" £
1 - — h .
(3.13) ( p ) >e—g, an>k

Az N -et ugy rogzitjiik, hogy teljestiljon a

k [e%S) N

—n € 1
(3.14) ;an+;2 < (26_6)(6_€>nz -

"6Torsten Carleman, 1892-1949
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egyenlStlenség (ez mindig lehetséges a harmonikus sor divergencidja miatt). A (3.12),
(3.13) és (3.14) Osszefiiggések alapjan

00 k N 1 n n 0
Y=Yt 3 () X 2
n=1 n=1 n=k+1 n=N-+1
N N N
3 1 e\~! 1 1 1
< — — = — = <
(2e —¢)(e —¢) Zn+(e 2) Zn e—azn_
n=k+1 n=k+1 n=k+1
1 [e.9]
< (a1a2 c. an)l/”. O
e—e

3.3.2 Konvergencia kritériumok pozitiv tagi sorokra

3.15. Tétel. (Cauchy-féle gyok-kritérium) Ha « = limsup,,_,., \/|zn|, akkor igazak
a kovetkezo allitasok

(a) ha o <1, akkor ) x, konvergens;
(b) ha a > 1, akkor >z, divergens;
(¢) ha a =1, akkor a sor lehet divergens is, és konvergens is.
Bizonyitds. (a) Ha « < 1, véalaszthatjuk (-t és az m € N szdmot ugy, hogy o <
<fB<1és
Vzal <6,
minden n > m-re. fgy n > m esetén
|z, | < B".

Mivel 0 < 8 < 1, a > (3" sor konvergens, tehat a 3.9-es tételbdl (6sszehasonlitasi
kritérium) kovetkezik a >z, sor konvergencidja.

(b) Ha o > 1, akkor létezik olyan (ny) sorozat, amelyre "{/|x,, | — a. Tehat
|z,| > 1, végtelen sok n értékre. fgy az T, — 0 sziikséges feltétel sem teljesiil, tehat
> x, divergens.

(c) A

Yooe Xy

n n?

sorok mindegyikére a =1, és az elsO sor divergens, mig a masodik konvergens. O
3.16. Tétel. (Hanyadoskritérium vagy D’Alembert-féle kritérium™) A > z,, sor

Tn+41

<1

(a) konvergens, ha limsup,,_, .

77 Jean Baptiste Le Rond D’Alembert, 1717-1783
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Tni1

(b) divergens, ha liminf,_

T
Bizonyitds. (a) Létezik <1 és m € N ugy, hogy

Tn+1
Tn

< S,

ha n > m. Ez alapjan

‘merl‘ < ﬂ|xm’7
|xm+2| < 6|xm+1| < ﬁ2|$m|a

‘:Uerp‘ < 6p’$m’7

tehat
|zn| < 8" Tm],

ha n > m, és igy (a) kovetkezik az Osszehasonlitdsi kritériumbdl (mert > 3" kon-
vergens).

(b) Ha az |z,41] > |x,| egyenl6tlenség minden n > m esetén igaz, akkor az
x, — 0 sziikséges feltétel nem teljesiilhet, tehat (b) igaz. O

Megjegyzés. A
Yoos Y
n n?

sorokra .
. . n+1
lim y/|z,| = lim =1,
n—oo n—oo I,
és az els6 sor divegens, mig a masodik konvergens. A

3.17. Tétel. Ha (x,) egy pozitiv szamokbdl all6 sorozat, akkor

lim inf < liminf {/z, <limsup y/z, < limsup xn“.

n—oo Iy n—oo n—o0 n—o0 Tn

xn+1

Megjegyzés. A Raabe-Duhamel kritérium egy jol megvalasztott dltaldanositott har-
monikus sorral valé osszehasonlitasbol kovetkezik. Lattuk, hogy a hanyados- és a
gyok-kritérium egy mértani sorral valé 6sszehasonlitasbol ered.

Sajnos nincs olyan , univerzalis sorozat,” amellyel val6é o0sszehasonlitasbél
tetszbleges sorozat konvergencidja eldonthetd. (lasd [38, 1. kotet, 442. oldal]). A

3.18. Tétel. (Raabe™-Duhamel™ kritérium) Ha a, > 0 minden n € N*-re, akkor
igaz a kovetkez6 két implikacio:

8 Josef Ludwig Raabe, 1801-1859
™ Jean Marie Constant Duhamel, 1797-1872
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(a) ha | =liminfn(a,/an,. — 1) > 1, akkor a 3" a, sor konvergens;

n—oo

(b) ha ! =limsupn(a,/a,41 —1) <1, akkor a ) a, sor divergens.

n—oo

3.19. Tétel. (Andrds Szilard, Réka Sdndor) Tekintsiik az (ax)r>1 pozitiv tagu
sorozatot.

a) Ha liminf %% > 2 akkor a Z - sor konvergens;

n—oo 3o k=1
i=1

o0

b) Ha limsup %% < 2, akkor a Z ai sor divergens.
n—oo Z a; k=1
i=1

Bizonyitds. a) A feltétel alapjan 1étezik olyan € > 0 és ng € N, ng > 2+ ¢, amelyre

n- ay,

(3.15) -
P

>2+¢e, Vn > ng.

no—1

Igy noan, > (24 ¢)(So + ag), ahol Sy = > a;. Ebbdl kévetkezik, hogy
k=1

(2 + 8)50

ng—2—¢

Qo

Ha a (3.15) Osszefliggést felirjuk n = ng+ 1-re, akkor az (ng+ 1)an,+1 > (2+¢)(S+
Fap, +any11) egyenléséghez jutunk. Ebbol az ag-ra felirt becslés alapjan kévetkezik,

hogy
(2 + 5) Son()

(ng—2—¢)(ng—1—¢)

A matematikai indukcié mddszerével igazolhatjuk, hogy

Anp+1 >

(2 + E)SQTL()(TLO + ].) N (TLO + k— ]_)

otk > , Vk >0,
otk = g —2— &g —1—¢).. (o +k—2—¢) =
tehat .- n .
O_ _
_—‘f_ ,
Z% Z% ;% ;k
ahol

bk: (no—1—5)(n0—5)...(n0+k—2—5)7 Vl{;ZO

Maésrészt lim k (b =) > = lim (;j:—a)k = 1+ ¢ > 1, tehat a Raabe-Duhamel
k—o0 k—oo no
kritérium alapjan a Z br sor konvergens. Az Osszehasonlitasi kritérium alapjan
k=1

a vizsgalt sor is konvergens.
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A b) alpont bizonyitdsdhoz igazoljuk, hogy

(2—6)Sgn0(n0+1)(n0+k—1)
no—2+e)(ng—1+¢)...(no+k—2+¢)

Vk > 0,

Ano+k < (

ahol ¢ > 0 és ny rogzitett szamok.

k?,  ha n=2k
2k?, han=2k+1

lim 2% hatarérték, és az also, illetve felsé hatarértékek koziil az egyik sem teljesiti
n—o0 Z a;

3.2. Megjegyzések. Az a, = sorozatra nem létezik a

=1
a kért feltételt, tehat a tétel nem alkalmazhaté a sorozat vizsgalatara.

3.20. Tétel. (Kummer®) Ha a, > 0, Vn > 1, akkor igazak a kovetkezd allitdsok:

(a) ha liminf (an “

n—oo un+1

- an+1) > 0, akkor a > u, sor konvergens;

(b) ha Y 1/a, divergens és limsup (an& - an+1) < 0, akkor » w, divergens.
+1

n—oo un

A bizonyitas megtalalhaté [58, 251. oldall-ban.
a, =n esetén a 3.20 tételbdl visszakapjuk a Raabe-Duhamel kritériumot.
Gyakran kényelmes a kovetkezo kritériumot alkalmazni:

3.21. Tétel. (Gauss®) Ha az a,/a,y1 tortet felirhatjuk

an . a By
_1+E+n1+)\

Qp+1

alakban, ahol A > 0 és (f3,) egy korldtos sorozat, akkor o > 1-re a »_ a, sor
konvergal, és o < 1-re divergal.

Bizonyitds. A feltételek alapjan

Ap+1 n

limn( an__ 1) = q.
Qp+1

A Raabe-Duhamel kritériumbdl kovetkezik a kért allitas. Az a = 1 eset targyalasa
megtalalhaté [58, 256. oldal]-ban. O

tehat

80Ernest Eduard Kummer, 1810 - 1893
81Karl Friedrich Gauss, 1777 - 1855
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3.1. Példa. Tekintsiik a hipergeometrikus sort:

af  ala+1)5(B+1)
Mt T e T
Ia(a—i—1)...(a+n—1)ﬂ(ﬁ+1)...(ﬁ+n—1)+
| nly(y+1)...(y+n—1)

ahol az «, 0 és v szamok olyanok, hogy minden tort értelmezett legyen. Ha a,, -nel
jeloljiik az altalanos tagot, akkor

.oy

@ _ (ntDly+n)  (t+l-a-finty-fa _, yt+l-a=-F fn
ant1 (a+n)(B+n) (a+n)(6+n) n n?’
ahol

(1—aB—a—Bn’ —apn?
b = n(a+n)(8+n) '
Mivel a (3,) sorozat tart v—af —a—[-hoz, a Gauss kritérium alapjén y—a—f3 > 0
esetén a hipergeometrikus sor konvergdl, és v — a — 3 <0 esetén divergal. A

Ha egy sor természetét nem sikeriil eldonteni az eddigi kritériumok alapjan, akkor
prébélkozhatunk tjabb kritériumok gyartasaval is.

3.3.3 Hatvanysorok

Ha (¢,) egy komplex szdmsorozat, akkor a

(3.16) i 2t =1+ i cp2"
n=1

n=0

sort hatvanysornak nevezzik. A ¢, szamokat a sor egyiitthatdinak nevezziik.

3.22. Tétel. (Cauchy-Hadamard®?) Ha Y c,z" egy hatvdnysor és

n 1
a =limsup V/|c,|, R=—,
o

n—oo

(a=0=>R=4c0ésa=00=R=0)

n

akkor igaz a kovetkezd allitdas: A > c,z™ hatvdnysor konvergens, ha |z| < R, és

divergens, ha |z| > R.

Megjegyzés. Az R szémot a Y ¢,2™ hatvanysor konvergencia sugardnak nevezzik.
Bizonyitds. Az x, = c,2" altalanos tagu sorra alkalmazzuk a gyokkritériumot:

limsup \/|x,| = |z limsup V/|c,| = % O

Példak. (a) a Y n"z" sorra R = 0;

82 Jacques Solomon Hadamard, 1865-1963




138 3. Sorozatok és sorok

ZTL
(b) a >- — hatvdnysor konvergencia sugara R = +00;
n!

(¢) d.2"-re R=1. Ha |z| =1, a sor divergens, mivel z" nem tart 0-hoz, amikor
n — oo;
ZTL
(d) Y>—-re R=1. A |z| =1 egyenletli kor z = 1-t6l kiilonb6zé pontjaira a sor
n
konvergens és z = 1 esetén divergens.

Zn
(e) > —-re R=1. A sor konvergens a |z| = 1 egyenlet{i kér minden pontjaban,
n

> 1
mert Gsszehasonlithaté a ) — sorral. A
n=1

3.23. Tétel. (M. Biernacki®® és J. KrzyZ**, [13] vagy M. Vuorinen® és S. Pon-

nusamy®® [72]) Az f(x) = Y apz® és g(x) = Y bra® hatvdnysorok konvergensek a
k=1 k=1

(0,1) intervallumon és ay >0, b, >0, ha k> 0. Ha az (Z—"> sorozat névekvo,
"/ n>1
akkor a h:[0,1] = R, h(z)= % fiiggvény is névekva.
Bizonyitas. Elégséges igazolni, hogy ha 0 <z <y <1, akkor
Sapr® S apy”
kO:OI < k;l )
k=1 =1

Keresztbe szorzunk és csoportositjuk az m-ed foku (homogén) tagokat mindkét
oldalon. Elégséges igazolni, hogy

m m

o o
g b2l y" T < E by ™
j=0 7=0

Mindkét osszegben a szélektol egyenld tavolsagra levo tagokat osszeadjuk, és az igy
kapott kifejezésekrdl igazoljuk, hogy teljesitik a megfelel6 egyenloséget. Igy elégséges
igazolni, hogy

Aibm Y™+ b Y < @by 2" Y A byl y™
Ez az egyenlotlenség
0 < (ajbmj — @m—sb;) (27y™ 7 — 2™ y)

alakban frhato, és a feltétel alapjan igaz. O

83Mieczystaw Biernacki, 1891-1959

84Jan G. Krzyz, 1923-

85Matti Vuorinen, vuorinen@utu.fi
86Saminathan Ponnusamy, samy@iitm.ac.in



3.3. Szamsorok 139

3.3.4 Abel-féle 0sszegzés

3.1. Lemma. Ha (a,), (b,) két sorozat és

n

An:Zak, n # 0,

k=0

valamint A_; =0, akkor 0 < p < q esetén

q p—1
(3.17) > anbn = Au(by = buor) + Agby — Ap_iby,.
n=p n=p

A (3.17)-as Osszefliggést Abel-féle Gsszegzési képletnek (vagy atrendezési képletnek)
nevezzik.

3.24. Tétel. (Abel tétele) Ha az (a,), és (b,), sorozatok teljesitik a kovetkezd
feltételeket:

(i) a 7, |by — bny1| sor konvergens;
(i) lim b, = 0;

(iii) létezik o gy, hogy minden n € N* és m € N*, m > n esetén
lan + ani1 + -+ an| <

akkor > a,b, konvergens.
n=1

Bizonyitas. Ha n € N* és m € N*, m > n, akkor az . = ap + apg1 + - + ap,
jeloléssel az Abel-féle atrendezéssel irhatjuk, hogy

anbn + -+ ambm - an,nbn + (an,n+1 - an,n>bn+1 +---+ (an,m - an,m—l)bm -
(318) = an,n<bn - bn+1> + -+ an,mfl(bmfl - bm) + an,mbm-

Rogzitett ¢ > 0-ra valasszunk olyan n. € N* kiiszobszamot, amely teljesiti a
kovetkezo két feltételt:

e n. legaldbb akkora, mint a Y | |b, —b,41] sorra alkalmazott altaldnos Cauchy
kritériumbdl szarmazé e/(2«)-hoz tartozé kiiszobszam;

e minden n > n. esetén |b,| < c/(2a).

(Az n. megvélasztasa az els6 két feltétel alapjan lehetséges.)
Igy minden m > n > n.-re

e ha m=mn, |a,b,| < alb,| < ale/(2a)] < ¢

e ha m > n, akkor (3.18) alapjan
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9 9
— ta—< = ¢.

bl < b, — by, b1 — by, b
|;akk|_a(| |+t b ) + «f |<a(2a) )

Ezekbdl az egyenl6tlenségekbodl és az altalanos Cauchy-féle kritériumbol kovetkezik a
sor konvergencidgja. O

Megjegyzés. Ha b, \, 0, akkor a > 7 |b, — byy1| sor konvergencidja folosleges,
mert, ehhez a sorhoz rendelt n-edik részletosszeg by — b, 11, és ez tart by -hez. A

3.25. Tétel. (Dirichlet®” tétele) Ha
(i) a > a, sor A, részletdsszegeinek sorozata korldtos;
(i) bp>by >by>...;
(ifi) lim b, = 0,
n—o00

akkor > a,b, konvergens.
Bizonyitds. A elébbi megjegyzés kovetkezménye. O
3.26. Tétel. (Leibniz®) Ha
(i) lei| > ea] > ..
(il)) cam_1 >0, o <0, m=1,2,...;
(iii) lim, e ¢, =0,
akkor Y ¢, konvergens.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.25-6s tételt az a, = (—1)"™' és b, = |c,| sorozatokra.
O

Megjegyzés. A Leibniz tételben a (|c,|) sorozat monotonitasa lényeges feltétel. Az
1 1 n 1 1 n 1 1 n n 1 1 n
3 2 32 3 33 n 3
sor nem konvergens. /A
3.2. Példa. Ha p > 0, az
1 1 1 1
S T .. B A o
l- gty T D™

sor konvergens. p = 1-re az 1.10-es kovetkezmény alapjan

1 1 1 1
3.19 l— -4 -4 (=)= 4. =n2. A
( ) 2 3 4 ( ) n
87Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859
88Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716
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3.27. Tétel. Ha a > c,2" hatvdnysor konvergencia sugara 1 és c¢o > ¢ > ¢o. ..,
lim,, oo ¢, = 0, akkor a ) ¢,2" sor konvergens, minden z € {z € C||z| = 1}\{1} -re.

Bizonyitds. Az a, = 2", b, = ¢, sorozatokra alkalmazhatjuk a 3.25-6s tételt, mert

n

2

k
<

z
k=0

—Z

‘1 _ Zn+1

ha |z|=1¢és z#1. O

3.3.5 Abszolit konvergens és feltételesen konvergens sorok

A

(3.20) > an

komplex szamokbdl alkotott sort abszolut konvergensnek nevezziik, ha a

(3.21) > lan

sor konvergens.

3.28. Tétel. Ha a (3.21) sor konvergens, akkor a (3.20) sor is konvergens.

Bizonyitds. Az altalanos Cauchy-féle kritériumot hasznaljuk. Rogzitett ¢ > 0-ra
létezik n. € N kiiszobszam tugy, hogy minden n > n. és n > m esetén

m m
DIED RS
k=n k=n

De
m m
1> ar < Jai] <e,
k=n k=n

tehéat a 3.1-es tétel alapjan a (3.20) sor konvergens. O
Megjegyzések. Lathaté, hogy minden pozitiv tagi konvergens sor abszolut kon-
vergens, de nem minden konvergens sor abszolit konvergens. Példdul a (3.19)-es sor
konvergens, de nem abszolit konvergens. A

A (3.20) sort feltételesen konvergensnek mnevezziik, ha a a sor konvergens, de a
tagok abszolutértékébol képezett (3.21) sor divergens.

A komplex szamokbdl képezett véges osszegek egyik fontos tulajdonsaga a kom-
mutativitas. A kovetkezo példa mutatja, hogy tetszoleges sorok esetén a tagok sor-
rendjének felcserélésével megvéltozhat a hatarérték. Tekintsiik a (3.19)-es konvergens

sort: 1
l——4+-=-—-—+-- —1)ntt =
2+3 4+ +( ) n
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Lattuk, hogy ennek a sornak az 6sszege In 2.
Rendezziik at a sort gy, hogy minden pozitiv tag utan két negativ tag kovetkezzen
(és utdna a kovetkezd pozitiv tag). Igy a

o1y /111 1 11
22 I IR (. - S IV
(3:22) < > 4) +<3 6 8)+ +(2/<:—1 k2 4I<:)+

sorhoz jutunk. Ha S, a (3.22) sor n-edik részletosszege, akkor

- 1 1 1 - 1 1
53”_;(2k—1_4k—2_ﬂ)_;<4k—2_ﬂ)_

1 — 1 1 1
—5,;(%_1—%)—55%

ahol (s,) az eredeti sor részletosszegeinek sorozata. Az el6bbiek alapjan

1
(323) S?m = 552717
tehat az
1 1 1 1

3.24 San—1= =Son +— €és Ss,_0= =59,
(3:24) T D T
osszefiiggések alapjan

. . . 1

lim S;, = lim S3,_1 = lim S3,_» = 532n.

Ez viszont azt jelenti, hogy az atrendezett (3.22)-es sor Gsszege In2/2.
A kovetkez6 tételek arra vonatkoznak, hogy milyen feltétel biztositja a tagok
atrendezhetoségét a hatarérték megvaltoztatdasa nélkiil.

3.29. Tétel. (Cauchy tétele az abszolit konvergens sorok dtrendezhetéségére) Ha
egy abszoliit konvergens sor tagjait atrendezziik, egy abszoliit konvergens sort kapunk,
amelynek ugyanaz az 6sszege, mint az eredeti sornak.

Bizonyitas. Tekintsiik a

(3.25) i an,

abszolut konvergens sort, és a tagjainak negativ, illetve pozitiv részét:

n n Z O — — Un, n S 0
(3.26) ab = @ : a, = 4
07 an < 0 0, a, > 0.



3.3. Szamsorok 143

Az el6bbi felbontasok alapjan
(3.27) an = al —a,

n

Az af <|a,|, illetve a; < la,| egyenlStlenségek biztositjik a

(3.28) Zaf{ és Za;.
pozitiv tagu sorok konvergenciajat.

Ha > b, a (3.25) &trendezésébdl kapott sor, és > bf, illetve > b, a tagok
pozitiv, illetve negativ részébdl kapott sorok, akkor

> = Yt ) = Yt Y = 3 TH = Y = Y ) = Yo
Az els6 és az utolso egyenloség a felbontdsok miatt nyilvanvald, a masodik és negyedik
kovetkezik a 3.3-as tételbol, a harmadik pedig a 3.8-as tételbol. O

3.1. Kovetkezmény. Ha a > a, sor abszoliit konvergens, akkor a >  at és > a,
sorok is abszoliit konvergensek.

Ennek a tulajdonsagnak a forditottja is igaz, mert két abszolit konvergens pozitiv
tagu sor kiilénbsége is abszolit konvergens (ldsd a 3.3-as tételt).

3.2. Kovetkezmény. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a »_ a, sor ab-
szolit konvergens legyen az, hogy a belSle szarmaztatott (3.28)-as sorok abszolit
konvergensek legyenek.

3.2. Lemma. Ha a ) a, sor konvergens, de nem abszolit konvergens, akkor a

(3.28)-ban megjelend sorok divergensek, és at — 0, illetve a, — 0.

Bizonyitds. A 3.2-es kovetkezmény alapjan a (3.28)-ban megjelend sorok koziil le-
galdbb az egyik divergens. Feltételezhetjik, hogy >  af divergens. Mivel af >
>0, Vn>0, Y af =0c0. Az

(3.29) ia; = zn:a;“ - i ay

egyenloség jobb oldala végtelenhez tart, tehat a bal oldal sem konvergens. fgy a
(3.28)-ban megjelend mindkét sor divergens. Mdsrészt az (al) sorozat tart 0-hoz,

mert a »_ a, sor konvergens, tehdt a lemma bizonyitdsa teljes. O

3.30. Tétel. (Konvergens, de nem abszolut konvergens sorok &atrendezése, Rie-
mann®) Haa Y a, és > o b, divergens sorok dltaldnos tagja pozitiv és lim a, =

n—oo

= lim b, = 0, akkor minden s € [—00, 00| -re szerkeszthetiink olyan

(330) a0+a1—|—~--—|—am1—bo—bl—-~-—bn1+
+am1+1+aﬂu+2+"'+am2_bn1+1_bn1+2_"'_bn2+"'

89Georg Frederik Bernhard Riemann, 1826-1866
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sort, amely a » o a, és > o b, sorok minden tagjdt pontosan egyszer tartalmazza,
és amelynek az Osszege s.

Bizonyitas. Ha s € R, akkor az ny, ng,... és my, mao,... indexeknek rendre azt a
legkisebb természetes szamot valasztjuk, amelyre

(i
(i
(iii

i
(iv

ni
ar = o ap > s,

mi
Q=g — ) o by <s,
_ n2
=ay+ 0 by > s,

m2

:&3_Zm1+1bk<57

A p-edik lépésben megvalaszthatjuk az n, és m, indexeket gy, hogy

)
)
)
)

as
Oy

(ip) aop—1 = g2+ Z?ink,lﬂ a; > s,

(ilp) ook = age1 — D0, b <s.

fgy az (o) sorozat s-hez tart és teljesiti a kért feltételeket.
Ha s = +oo, akkor a (i), (ii), (iii), ... egyenl6tlenségek jobb oldalan s-et
kicseréljik tetszoleges divergens sorozat elemeire. O

3.3. Kovetkezmény. Ha a > a, sor konvergens, de nem abszolit konvergens,
akkor tetszéleges s € [—o00,00| esetén az eredeti sor djrarendezhets gy, hogy az
tjrarendezett sor dsszege s legyen.

Bizonyitds. A " a, sort (3.26)-nak megfelelden felbontjuk a >~ al és > a, részekre,
és alkalmazzuk a 3.2-es lemmat, valamint a 3.30-as tételt. O

3.3.6 A Riemann-féle ((s) fiiggvény

A zéta fiigguényt Euler vezette be, valdszintileg szamelméleti problémak tanulma-
nyozasa kapcsan. A

1
(31) =3
sor konvergens, ha s egy komplex szdm, amelyre Re(s) > 1. Ez kovetkezik a valds
szamsorok tulajdonsagaibdl, mert a Re(s) > 1 esetén a (3.1) jobb oldalan &llé sor
abszolit konvergens is. A ((s) értékeit paros s esetén ki lehet szamolni. Példaul a
C(2) = 72/6 és ((4) = /90 értékeket még Euler kiszamolta. Pdratlan s-re megol-
datlan probléma, hogy ((s) irracionélis-e vagy sem. 1978-ban R. Apery” igazolta,
hogy ((3) irracionalis. 2001-ben W. Zubilin! igazolta, hogy a ((5), ¢(7), ¢(9) és

9ORoger Apery, 1916-1994
91Wadim Zubilin, http://wain.mi.ras.ru/
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¢(11) szamok koziil legaldbb az egyik irraciondlis. Erdekességként megemlitjiik, hogy

ehhez a fiiggvényhez flizodik az egyik leghiresebb megoldatlan probléma is, a Rie-

mann sejtés. A ( fliggvényt a (3.1) Osszefiiggéssel értelmezett fliggvény analitikus

meghosszabbitasaként értelmezziik tetszoleges s komplex szamokra is. Az igy kapott

fiiggvénynek trividlis zérushelyei az xp = —2k+1, Vk > 1 szamok. A Riemann sejtés
1

azt allitja, hogy minden nem trivialis zérushely valds része 3.

3.10. Alkalmazas. Szamitsuk ki, hogy mennyi a valosziniisége annak, hogy két
véletlenszertien valasztott természetes szam relativ prim legyen?

Megoldas. Vélasszunk ki véletlenszertien két szamot (m-et és n-et) az [1, N]
intervallumbél.  Megvizsgdljuk, hogy mennyi a valészintisége ( Py ) annak, hogy
(m,n) = 1, majd kiszdmitjuk az igy kapott Py hatdrértékét, ha N — oo. Ha
az N -nél nem nagyobb primszamok pi, ps, ..., pr, akkor a vizsgalt X esemény kom-
plementer eseménye eléallithato

X =Uj_(A;NBy)

alakban, ahol A; azt jelenti, hogy az m oszthaté p;-vel, és B; azt, hogy az n
oszthaté p;-vel. A két szdm kivélasztdséra pontosan N? lehetéség van, és tetszoleges
N

2

1

J1, 72, .. g1 esetén az N_, (A; N B; ) esemény valészinfisége — [—] A
ree N? | pjipss - - - Dis

szitaformula alapjan {rhatjuk, hogy
k 2
— . 1 N
PR-YC0 Y |
r=1 Piy <Pjp <--<Dj, PiPja - - - Pir
tehat a vizsgalt esemény valdszinlisége:

PN:1+i(—1)T > % {Lp]r

r=1 Pi1 <Pijo <--<Pj, PiPiz -+

0 2 0
Ez alapjan lim Py =1+ > (—1)" > (#) = (1 — L) Az
N—oo r=1 D1 <Pjg <---<Pj, PirPiz--Pir k=1 pi
1

1_x2:1—|—m2+x4—|—...—|—x2k+...

egyenldség (|z| < 1) alapjan kovetkezik, hogy

- . W
Hﬁzzpzng,

6
tehat a keresett valdszintliség —- ¢
T
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3.3.7 Gyakorlatok

3.5. Gyakorlatok. Tanulmanyozd a kovetkezo sorok konvergenciajat és szamitsd ki

a konvergens sorok Osszegét!

Z\/_ﬁ.

Inn

Z n(In'n + 1);

n=1

(xvii)

(i)

(xii)

(xiv)

(xvi)

(xviii)

2 (n+ )27’

I

n
—1)»! 1
(=1 (2+—);
n—+1 n

S (VT2 2Yn T4+ Y

n=1

- WV (n+1)2—1—-vn2-1
Z arcsin ;
— n(n+1)
S

n=1 nn23n ’

NG
n

2

3.6. Gyakorlatok. Hatarozd meg a kovetkezd hatvanysorok konvergencia sugarat:

5 = (z—1)" .
(vii) m7

n=0

Tr— 2

. = o2n — 1)l
(ix) 2 ((Qn)!!) (

3

)

(i)

o (=)
DI

n=1

i nlx™;

n=1

- 5ra™

nZ:O (2n 4 1)24/37’

> 5 (0’ 4 1)(x +2)™
n=0

[e.9] n

Xz
Zan+bn’

n=1

a>0,b>0;
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3.4 Fuggvénysorok

Egy tetszéleges (f,)n>1 fliggvénysorozat esetén ( f, : A — R) értelmezziik az

sn(2) = fo(x) + fi(z) + -+ ful2)

sorozatot. Az (f,)n>1 fliggvénysorozathoz rendelt fiiggvénysor alatt az ((fn)n, (Sn)n)
sorzatpart értjiikk. Gyakran lathatjuk az

Jolw) + fil) + -+ fulz) + ..,

vagy
(4.1) S falw) vagy D falx) vagy Y fa

jelolést. Azt mondjuk, hogy az ((fn)n, (Sn)n) sor konvergens az x € A pontban, ha
az (s,(x)) sorozat konvergens. Ha s(x) az elébbi sorozat hatarértéke, akkor az

Z fn(x> = S(IL’)

jelolést hasznéljuk, és azt mondjuk, hogy s(z) a sor dsszege az x pontban.

Ugyanezeket a megnevezéseket hasznaljuk akkor is, ha a sorozat indexelése nem
0-t6l kezdédik. Az egyszeriiség kedvéért altaldban csak a > f,, szimbdélummal
hivatkozunk a sorra. Ez &altalaban a sor 0Osszegét jeloli, de a szovegbol mindig
egyértelmiien kideriil, hogy a sorrdl vagy a sor 0sszegérol van szo.

A > f, sort abszolit konvergensnek nevezzik az x € A pontban, ha a > f,(x)
szdmsor abszolut konvergens (> | f,(x)| konvergens).

A > f. sort egyenletesen konvergensnek nevezzilkk az A halmazon, ha az (s,)
fliggvénysorozat egyenletesen konvergens az A halmazon.

A 3.1 tételhez hasonléan igaz a kovetkezd tétel:
4.1. Tétel. (Cauchy) A > f,, fiiggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens
az A halmazon, ha barmely ¢ > 0 -ra létezik n. € N 1gy, hogy

(4.2) |fr1(@) + -+ farp(2)] <6,
han>n., peN é x e A

Bizonyitds. Kovetkezik a 2.1 tételbol. O
Az egyik leggyakrabban hasznélt konvergencia kritérium a kovetkezo:

4.2. Tétel. (Weierstrass) Ha a Y. f,, fn: A — R fiiggvénysorra létezik egy olyan
> a, konvergens szamsor, amelyre a, > 0, ¥Yn > 1, és barmely x € B C A-ra tel-
jesiil az | fn(x)| < a, egyenlbtlenség, akkor Y f, abszoliit és egyenletesen konvergens
a B halmazon.
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Bizonyitds. Ha e > 0 rogzitett, akkor a > a, konvergencidja alapjén létezik n. € N
ugy, hogy barmely n > n. és p € N-re

an+1+--'+an+p<€.
fgy, ha n>n.,, peN és x € B, akkor

| fror1(z) + -+ froip(@)] < [ far @)+ + | faip(@)] < @ngr + -+ angy < e

A 4.1 tétel biztositja a Y f, sor abszolut és egyenletes konvergencidjat B-n. O
A 3.25 tétel megfelelGje az alabbi tulajdonséag.

4.3. Tétel. Ha az a, : A — [0,00[ és f,: A— R, n €N fiiggvényekre teljesiilnek
az alabbi tulajdonsagok:

(a) an(x) > any1(x), barmely n € N, és (a,) egyenletesen tart 0-hoz B C A-n;
(b) Ilétezik ¢ > 0 1gy, hogy barmely n € N és x € B esetén |fo(x)+- -+ fn(x)] <,

akkor a ) a,f, sor egyenletesen konvergens B -n.

Bizonyitds. A 4.1 tételben megfogalmazott Cauchy-féle altalanos kritériumot
hasznaljuk. Rogzitsiik az € > 0 kiiszobszamot.

an-i-l( )fn+1( ) e an-&-p(m)fn-l—p(x) =
= Q41 () [Sn41(2) = 8n(@)] + -+ + ngp(2) [Sn4p(2) — Snpp-1(2)] =
= —p41(7)8n () + [ant1(z) — an+2( ) Snt1(z) + ...

+ [anﬂ)—l(m) — nyp( )]3n+p—1<x) + an+p(x)5n+p(x)-

A feltételekbdl kovetkezik, hogy tetszbleges i € N és x € B esetén [s;i(z)| < ¢ és
a;(x) > a;r1(x) > 0. Igy az elébbi dtalakitasokbdl kovetkezik, hogy

|11 (2) far1 (2) 4 -+ + Qo (2) frgp(2)] <
< Ctnna(2) + lanss (1) = tnsa(@)] -+ clansp () — anep(@)] + Canpp(e) <
< 20@n+1(l‘)'

Maésrészt az (a,) sorozat egyenletesen tart 0-hoz B-n, tehét létezik olyan n. € N,
amelyre a,(z) < €/(2¢), ha n > n. és x € B. Igy barmely n > n. és barmely
x € B-re

a1 (2) frs1 (@) + -+ Gy () frip(@)| < 2. O
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3.5 Kituzott feladatok

1. Bizonyitsd be, hogy ha az (a,)n>1 és (by)n>1 sorozatokra lim = a, b, > 0,

n—oo

Vn > 1, és lim > b,yx =b, akkor lim > a,4xbyix = ab.

N0 k=1 N0 k=1

Alkalmazas. Bizonyitsd be, hogy lim ) sin Sp=mln2

B

2. Bizonyitsd be, hogy lim Y &5 = ”—62 és szdmitsd ki a lim n - <%2 -> %)

e k=1 nmee k=1
hatarértéket.

3. Az (x,)n>1 sorozatot az

1 1 1
1+§+§+...+E—ln(a:n+n):fy

egyenloséggel értelmezziik.
a) Bizonyitsd be, hogy 3 + m <z, <14k

b) Szdmitsd ki a lim n- (z, — 3) hatdrértéket!

n—oo

4. Szémitsd ki a lim (n\/ﬁ (1)t 1)!) hatarértéket!

n—oo

5. (Tiberiu Popoviciu??) Tekintsiik a P = agX™ + a; X™ ' + ... + a1 X + apm,
P € R[X] m-ed fokiu polinomot, amelyre P(z) > 0, Vx € R és ay > 0.
Barmely n € N*\ {1} esetén értelmezziik az

n

A, = —ZP(n) és G, =

k=1

sorozatokat. Bizonyitsd be, hogy lim 4z = =

n—oo

6. (Téth Laszl6™) Bizonyitsd be, hogy

! <1+1+1+ +1 1 <
-+ -+ ...+ —=—Ilnn—
2n+% 2 3 n i

T, vn > 1.
2n+§

7. Hatdrozd meg annak az (x,),>1 sorozatnak az altaldnos tagjat, amelyre xy = 1,

1 =3 és
2 3 2 1
Tpyl = nt (xn+2 nt xnl),Vnzl.
n n+1

921906-1975
9toth@ttk.pte.hu
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8. (Andrés Szildrd) Az (x,),>1 sorozat teljesiti az x,,2 = 22,41 + n(n + 1)z,
rekurziét és a 0 < 3z < 2x9 < 4wy kezdeti feltételeket. Bizonyitsd be, hogy

a) a z, = 27—;, Vn > 1 sorozatra teljesiilnek a 2’;—? < zop 68 Zop_q < %
egyenlOtlenségek;
. 7, n
b) lim ¥ =1
n—o0 n e

9. Bizonyitsd be, hogy p < % < q esetén

1) ™+ 1\"*? 1\ "+
<1+_) <e<(1+—) <<1+_) .
n n n
10. (Tekintsgik az U, = (1+%) ng’;—ﬁ és v, = (1—1—%) ‘n - 2’2‘—:1 sorozatokat
n>1).

a) Bizonyitsd be, hogy

Un4l __ 1 " (2n41)(n42)?
= [1 - (n+2)2} " @nt3)(ntE &S
va 1 ]" . _ertnmdn?
Untl [1 + n(n+2)] " (2n13)(n?+2n)2?

b) Newton binomidlis kifejtésének segitségével (az elsé négy tag fel-
hasznalasaval az wu, sorozatra, és az els6 harom tag felhasznalasaval a v,
sorzatra) igazold, hogy az (u,),>1 sorozat szigorian névekvo és a (vp)n>1
sorozat szigoruan csokkeno.

¢) Az el6bbi sorozatok segitségével igazold, hogy
e _ m 1\" . ¢
e — p—
2n + 2 n 2n+1

e . 1+ 1 n+1 . e
— —e< —.
2n + 1 n 2n

11. Bizonyitsd be, hogy

2n +1
2n(n+1)’

<ln(n+1)—Inn < Vn > 2.

2n+1

12. Bizonyitsd be, hogy a {sinn|n € N} halmaz torl6dasi pontjainak halmaza a
[—1,1] intervallum.

13. Az (an)>1 sorozatra a; =1, ag =2, a+3 =24 és

2 2
6a;_1an—3 — 8an_1a;_,
Ay, = .
Ap—2Qn—3

Bizonyitsd be, hogy a, € N, Vn > 1 és a,:n, Vn > 1.
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14. (Sandor Jozsef?) Bizonyitsd be, hogy ha

r, €N, Vn > 1;

)
b) létezik ny € N gy, hogy =, <n, Vn > ny;
(¢) x, <n—1 végtelen sok n-re;
(d) z, >0 végtelen sok n-re,

o
akkor a ) %z sor Gsszege irraciondlis.
n:
n=1

15. (Séndor Jdzsef) Bizonyitsd be, hogy ha az (a,)n,>1 és (b,)n>1 sorozatok tagjai
természetes szamok és

(a) a, >0 végtelen sok n-re;
(b) b,>2, 0<a,<b,—1, Vn>1,

(c) létezik szigorian névekvé (i,),>1 sorozat, amelyre

in

lim b;, =00 és lim — =0,
o0
@ ) T
akkor a 21 S sor Osszege irracionlis.
n=

16. Bizonyitsd be, hogy ha a ) a, sor konvergens és az (a,),>1 sorozat csokkend,
n=1
akkor lim n-a, = 0.

n—oo
17. (Andras Szilard) Adott az N = a@jas...a, természetes szam. Bizonyitsd be,
hogy végtelen sok olyan p primszam van, amelybdl , kivaghaté” az N (vagyis
amely tartalmazza az ay,as,...,a, szamjegyeket ebben a sorrendben).

18. Bizonyitsd be, hogy ha az (a,)n>1 és (bn)n>1 pozitiv tagi sorokra > by kon-

k=1
n

vergens és nh—>Holo =0, akkor a ¢, = Y agb,y1_k sorozat is nulldhoz tart.
k=1

19. A (B,)n>0 Bernoulli szdmokat az

X ookak
ew—1_Z k!

egyenloséggel értelmezziik.

94isandor@math.ubbcluj.ro



152 3. Sorozatok és sorok

n—1
(a) Bizonyitsd be, hogy az S,(n) = > kP Osszeg felirhaté
=1

P
_ B P! +1-k
Spln) = Z Hori—m"

alakban.

(b) Bizonyitsd be, hogy

20. Bizonyitsd be, hogy az 1 — ) (%)n és 1+ Z (%) ( + 37 ) sorok diver-
n=1 =

gensek, és a szorzatuk konvergens.



4. Fejezet

Hatarértékek és folytonossag

A kéosz akkor keletkezik,
amikor a vildg az embereknél
gyorsabban valtozik.

Ebben a fejezetben a folytonos fiiggvények néhany alaptulajdonsagat ismertetjiik,
és megvizsgalunk néhany sziikebb (Lipschitz tulajdonsdgu fiiggvények), illetve tdgabb
(Darboux tulajdonsigu fiiggvények) fiiggvényosztalyt is.

4.1 Hatarértékek

4.1.1 Fuggvényhatarértékek

Ebben a fejezetben altaldban X és Y metrikus teret jelol, ) # E C X tetszdleges
halmazt, f: E — Y egy leképezést és p az F halmaz egy torlédéasi pontjat. Azt
mondjuk, hogy az f hatdrértéke a p pontban q (vagy f(x) tart q-hoz, ha x tart
p-hez), ha minden € > 0-ra létezik d(= d(g,p)) > 0 1dgy, hogy

(1.1) p(f(z),q) <e,
ha z € E és
(1.2) 0 < p(x,p) <.

Altalaban az
f(x) —q, ha x—p

vagy

(1.3 lim f(z) = g
jelolést hasznaljuk.
Megjegyzés. Lathato, hogy p € X és g € Y, de nem sziikséges, hogy p € F is
teljesiiljon. S6t, p € E esetén is eléfordulhat, hogy f(p) # lim,—,, f(z). A

Az elébbi értelmezést sorozatok vagy kornyezetek segitségével is megfogal-
mazhatjuk.

153
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1.1. Tétel. (Heine) A

(1.4) lim f(z) =q

T—p

egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha

(1.5) Tim f(pn) =g,

minden olyan (p,), sorozatra, amelynek tagjai E -ben vannak és
(1.6) pn#p,  lim p, =p.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy (1.4) teljesiil, (p,) egy tetszbleges sorozat E-ben,
amelyre teljesiil (1.6) és ¢ > 0 rogzitett. Az (f(p,)) sorozat konvergencidja alapjan
létezik 6 > 0 1gy, hogy p(f(x),q) < e, ha x € E és 0 < p(x,p) < d. De a (p,)
sorozat konvergencigja alapjan létezik n. ugy, hogy n > n. esetén 0 < p(p,,p) < d.
Tgy, n > n.-re p(f(pn),q) < e, tehét (1.5) teljesiil.

A forditott implikaciét a lehetetlenre valé visszavezetés modszerével igazoljuk.
Feltételezziik, hogy (1.4) nem igaz. Igy létezik olyan ¢ > 0, amelyre minden & > 0
esetén létezik = € E (ez fliigghet §-tdl) gy, hogy p(f(z),q) > ¢ és 0 < p(z,p) <.
Minden n € N*-ra a ¢, = 1/n-hez tartozé pontot jeldljik p, -nel. Az igy szerkesztett
sorozat teljesiti (1.6)-ot, és nem teljesiti (1.5)-6t, tehdt ellentmonddshoz jutunk. Ez
alapjan a forditott implikécio is igaz. O

1.1. Kovetkezmény. Ha f-nek van hatarértéke p-ben, akkor a hatarérték
egyértelmi.

Bizonyitds. Az 1.1-es tétel (b) alpontjabdl (1dsd a 85. oldalt) és az el6bbi 1.1-es
tételbdl kovetkezik. O

1.2. Tétel. (Cauchy) Ha (X,d), (Y,p) metrikus terek, ) # E C X, f: E —Y,
p az FE halmaz egy torléddsi pontja és (Y, p) teljes metrikus tér, akkor az (1.4)
egyenl6ség teljesiilésének sziikséges és elégséges feltétele az, hogy barmely ¢ > 0-ra
létezzen a p-nek olyan V' kérnyezete, amelyre tetszbleges u,v € VN E \ {p} esetén

(1.7) py (f(u), f(v)) <e.

Bizonyitds. Ha (1.4) teljesiil, akkor barmely e > 0-ra létezik olyan V' kornyezete a
p-nek, amelyre t € VN E\{p} esetén p(f(t),q) <e/2. Igy u,v € VNE\{p} esetén

p(f(u), f(v)) < p(f(u),q) + p(f(v),q) <e,

tehat (1.7) teljestl.
A forditott irdnyd bizonyitdshoz tekintsiik az € > 0 tetszoleges szamot. A tulaj-
donsag alapjan létezik a p-nek olyan V' kornyezete, amelyre u,v € VNE\{p} esetén
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teljesiil az (1.7) egyenl6tlenség. Ha (x,) egy p-hez tarté sorozat E-ben, amelyre
T, # p, Yn > 1, akkor létezik olyan n. kiiszobszam, amelyre z,, € V N E \ {p},
ha n > n.. Az (1.7) egyenlStlenség alapjan p(f(z,), f(zm)) < &, ha n,m > n..
Eszerint az (f(z,)) sorozat egy Cauchy-féle sorozat az (Y, p) teljes metrikus térben,
tehat konvergens. Jeloljiik a hatarértékét g-val. fgy a Heine tétel (1.1 tétel) alapjan
kévetkezik, hogy lim, ., f(z) = ¢ (hatdrértékre tériink az egyenlétlenségben). O

Ha YV =RF, N €R, f,g:FE — R* akkor értelmezhetjiik az f +g¢g, \-f és
(f,g) fuggvényeket az

(f+9)(@) = flx) +g(x),  (A-Nx)=Af(), (f,9)(x)={f(2)g(x)), €k

osszefiiggésekkel. A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy ezek a miveletek felcserélhetck
a hatarértékkel, ha nem vezetnek hatarozatlan esethez.

1.3. Tétel. Ha X egy metrikus tér, EC X, pe E', f.g: E — RF és

lim f(z) = A, lim g(z) = B,

(a) Hm(f+g)(x)=A+ B;

r—p

(b) lim (f.9)(z) = (A, B)

(c) Y=R és B#0 esetén lim (i) (x) = é

Bizonyitds. Az 1.1-es és 1.3-as (lasd 87. oldalt) tételbdl kovetkezik. O
Példak. (1)

(1.8) Tim (1 + i) —e.
(2)

1 x
(1.9) lim (1 + —) —e.
T— —00 €T
(3)
(1.10) lirr(l)(l—i—a:)l/x =e.

(4) Ha a > 0, akkor

(1.11) lim



156 4. Hatarértékek és fiiggvényosztalyok

(5) Ha a, b, ¢, és d pozitiv szdmok, akkor

a® — b* In &
1.12 li =—t,
(1.12) s0c —dr Ing

Megoldds. (1) Ha (ng) egy novekvé és divergens sorozat, amelynek tagjai természetes

szamok, akkor mivel
1 n
lim (1 + —) =e,
n—o0 n

minden ¢ > 0-ra létezik n. € N* ugy, hogy nj; > n. esetén

1\™
e— <1 + —)
Tk
Ebben az esetben (1.8) teljesiil.
Ha (x,) egy novekvé és divergens valos szamsorozat és ny = [xy] (az xp egész
része), akkor (ny) és (ny + 1) szintén névekvé és divergens sorozatok. Az
1

1
<l4+—<L14—
nk—i—l T N

< e.

1+

egyenlotlenségek alapjan

1 Nk 1 T 1 ng+1
(o) <(en) =0e)

Az elobbi egyenldtlenségben a két szélsd sorozat e-hez tart, tehat a kozépso sorozat-
nak is van hatérértéke, és ez szintén e. Ha a (p,) sorozat nem novekvd, akkor a
pn — 00 egyenléség alapjdn létezik szigorian névekvo divergens (p,,) részsorozata,
és barmely k-ra a {p,|p, < pn,} halmaz véges. Ebbol kovetkezik, hogy ha a
(pn,,) sorozatra ad6dé kiiszobszamot noveljitk egy véges értékkel (az el6bbi halmaz
szdmossagaval), akkor a (p,) sorozatra kapunk egy kiiszobszamot. Igy az (1.8)
egyenldség teljesiil (az 1.1 tétel alapjan).
(2) A z=—1—a valtozécserével x — —oo alapjan z — oo, tehdt

1 x 1 z+1
<1+—> :(1+—> =e.
X z

(3) A z = 1/x valtozdcserével (1.8) és (1.9) alapjdn kovetkezik a kivant
egyenldség. )
(4) Az a® — 1 =y jeldléssel, ha x — 0, akkor y — 0. Igy

lim &L i ng- i i
im =lim —— =Ilna - lim —%——
z—0 €T y—>01 y+1 y—0 11’1<y+1)
n
Ina
=Ina- lim Ina.

y—0 In(1 + y)/v -
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(5) A hatarértékekkel végezhet6 miiveletek alapjan

a®*—1 0" -1

_oat=b r 1z _ Ima—-Inb
glcll,x(l)cw—dw_algr(l)cx—l_dx—l_lnc—lnd' o

T T

4.1.2 Jobboldali és baloldali hatarértékek

Ha f :]a,b[— Y, ahol Ja,b[C R és a < x < b, akkor azt mondjuk, hogy f -nek
jobboldali hatdrértéke x-ben a ¢ € Y, ha f(t,) — ¢, amikor n — oo minden
(t,) sorozatra, amely teljesiti a ¢, €]z, b[, Vn € N* és ¢, — x feltételeket. Ennek
jelolésére az

flz+) =q

egyenlGséget hasznaljuk. Gyakran talalkozhatunk az alabbi jelolésekkel is:

lim f(a) = lim f(@) = lim f(z) = f(o+).

a < x < b esetén azt mondjuk, hogy ¢ az f-nek a baloldali hatdrértéke p-ben, ha

f(t,) — q, amikor n — oo minden (t,) sorozatra, amely teljesiti a ¢, €|a,z[, Vn €
€ N* és t, — x feltételeket. Ennek jelolésére az

flz—)=q

egyenloséget, vagy a kovetkezoé szimbolumok valamelyikét hasznaljuk:

im () = lim f(x) = tim f(z) = f(-).

1.4. Tétel. Ha I =|a,b] egy nemiires intervallum, f: 1 — R és p € I, akkor igaz
az alabbi ekvivalencia:

lim f(r) =q <= f(p—)=flp+) =q

r—p

Bizonyitds. A sziikségesség az értelmezések alapjan nyilvanvald.

Ha f(x—) = f(z+) = ¢, akkor az 1.1-es tétel alapjan elégséges tetszoleges I -beli
(x,) sorozatra igazolni, hogy ha xz, — p, akkor f(x,) — ¢. Ha az z, sorozat-
nak véges sok p-nél kisebb, vagy véges sok p-nél nagyobb tagja van, akkor az
f(z=) = f(x+) = q egyenlStlenség alapjan vildgos, hogy f(z,) — ¢. Ha p mindkét
oldalan végtelen sok tagja van az (x,) sorozatnak, akkor ez a sorozat két diszjunkt
részsorozatra, (y,)-re és (z,)-re bonthaté tgy, hogy vy, < p < z,, Vn € N*. A
feltételek alapjan f(y,) — q és f(z,) — ¢, tehdt f(z,) —q. O
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4.2 Folytonossag

Ebben a paragrafusban X,Y metrikus terek, £ C X, pe E, és f: E—Y. Az
f figgvényt folytonosnak nevezziik a p pontban, ha minden £ > 0-ra létezik § > 0

ugy, hogy
p(f(x), f(p)) <e,

ha z € E és p(z,p) <.

Ha f folytonos az E halmaz minden pontjaban, akkor f-et folytonosnak
nevezzik F-n.
Megjegyzés. Lathato, hogy f értelmezett kell legyen a p pontban. Ha p az
értelmezési tartomény izoldlt pontja, akkor f folytonos p-ben. A
2.1. Tétel. Ha p torlodasi pontja is F -nek, akkor érvényes a kévetkezo ekvivalencia:

f pontosan akkor folytonos p-ben, ha glclgzl) f(z) = f(p).

Bizonyitds. Ha ilir}l) f(z) = f(p), akkor barmely € > 0 esetén létezik §(= d(e,p)) >0

gy, hogy p(f(z), f(p)) <e, ha 0 < p(z,p) < 0. De x =p esetén a p(f(z), f(p)) <e
egyenlotlenség teljesiil, tehat f folytonos a p-ben. Hasonldéan lathaté be a masik

iranyu implikacio is. O
A kovetkezo tétel alapjan lathatd, hogy a folytonos fliggvények halmaza zart az
Osszetevésre nézve.

2.2. Tétel. Ha X,Y és Z metrikus terek, E C X, f: E—=Y, g: f(E) — Z, és
a h: E — Z fiiggvény az el6bbi két fiiggvény Osszetettje:

hz) =g(f(x), =€k,

akkor igaz a kovetkezo allitas:

Ha f folytonos p € E-ben és g folytonos az f(p) € Y -ban, akkor h is folytonos
p-ben.

Bizonyitds. Ha e > 0 rogzitett, a g-nek f(p)-beli folytonossdga alapjan létezik
n > 0, amelyre p(y, f(p)) <n és y € f(F) esetén

p(9(y),9(f(p)) <e.

Mivel f folytonos p-ben, létezik olyan § > 0, amelyre

p(f(x), f(p)) <n,

ha p(z,p) <d és x € E. Igy
p(h(z), h(p)) = p(g(f(x)),9(f(p))) <e,

ha p(x,p) < § és = € E, tehat h is folytonos p-ben. O
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2.1. Példa. Az f:R? — R,

C(Zs—l—y?’
fla,y) = 2 + 42 (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

fliggvény folytonos R%*-en. Ha (xg,79) # (0,0), akkor a folytonos fiiggvényekkel
végezheté miiveletek tulajdonsdgai alapjan f folytonos (zo,yo)-ban. Az origd koriil
érdemes atirni polaris koordinatdkra. Az x = pcosf és y = psinf Osszefiiggések
alapjan

cos® § + sin® 6), p#0
flz,y) = {p( ) ’
0, p=0.

Mivel |p(cos® 6 + sin®0)| < 2p, a fiiggvény folytonos az origéban is, tehat folytonos
R?-n. A

2.3. Tétel. (A folytonossdg jellemzése) Az X metrikus teret az Y metrikus térbe
képezé f : X — Y fiiggvény pontosan akkor folytonos X -en, ha f~*(V) nyilt
halmaz X -ben, az Y minden nyilt V részhalmazara.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy f folytonos X -en és V' egy nyilt részhalmaza Y -
nak. Ha p € X, és f(p) € V, akkor létezik £ > 0 tgy, hogy y € V, ha p(f(p),y) < e.
Mivel f folytonos p-ben létezik § > 0 tgy, hogy p(f(z), f(p)) < e, ha p(x,p) <.
Igy x € f~Y(V), ha p(z,p) <6, tehat az f~'(V) halmaz nyilt.

A forditott implikéacié igazolasdhoz tetszoleges p € X -re és € > 0-ra tekintsiik a

V={yeY|ply f(p) <&}

nyilt halmazt. A feltétel alapjan f~(V) is nyilt, tehat létezik olyan § > 0, amelyre

v € [TYV), ha p(p,x) < 0. Igy p(p,x) < & esetén p(f(x), f(p)) < ¢, tehat f
folytonos p-ben. O

2.1. Kovetkezmény. Az X metrikus teret egy Y metrikus térbe képezé fiiggvény
pontosan akkor folytonos, ha az Y minden C zdrt részhalmaza esetén f~1(C) is
zart.

Bizonyitds. Az 1.5-6s tétel (lasd a 10. oldalt) (e) alpontjabdl kovetkezik. O

2.4. Tétel. Ha az f és g komplex értékii folytonos fiiggvények értelmezési tar-
tomanya ugyanaz az X metrikus tér, akkor az f+ g, fg, és f/g ((g9(x) # 0, ha
x € X)) fiiggvények is folytonosak X -en.

Bizonyitds. Az X izolalt pontjaiban a tulajdonsag teljesiil a folytonossag értelmezése
alapjan. Torlédasi pontokban a tulajdonsag az 1.3 és 2.1 tételekbdl kovetkezik.
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2.5. Tétel. (a) Tekintsiik az fi,..., fr valos értéki X -en értelmezett fiiggvényeket
ésaz f: X — R¥
f(x):(f1($)vafk(x))7 reX

osszefliggéssel értelmezett fiiggvényt. Az [ pontosan akkor folytonos, ha az
fi(z), ..., fe(x) fiiggvények mindegyike folytonos.

(b) Ha f: X — R* és g: X — R* folytonosak, akkor f+g és (f,g) is folytonos
X -en.

Az fi,..., fr fuggvényeket az f komponenseinek nevezziik.
Bizonyitds. Az (a) alpont az

1/2
(@) = i)l < 1f(@) = f)llz = (Zlfz fiy)] ) :

Jj = 1,...,k egyenl6tlenségbhél kovetkezik. A (b) alpont az (a) alpont és az 1.3-as
tétel kovetkezménye. O

2.6. Tétel. (Weierstrass) Ha f : [a,b] — R egy folytonos fiiggvény, akkor létezik
olyan (P,) polinomsorozat, amely egyenletesen tart f-hez. Vagyis barmely ¢ > 0-
ra létezik olyan P € R[X] polinom, amelyre

(2.1) 1P = fllo < e

A tétel gyakorlatilag azt 4llitja, hogy a polinomok halmaza sirti a (Cla,b], || - ||e)
metrikus térben. Ez a tétel teszi lehetévé azt, hogy specidlis polinomosztalyok
segitségével (differencidl-, integral-) egyenletek megoldasat megkozelitsiik. Fontossaga
miatt a tétel mai napig altalanositasok és kutatasok témaja. Az altalunk bemuta-
tott bizonyitds S. N. Bernsteint6l”® szdrmazik, és az egyenletes folytonossdg fogalmat
hasznalja. Ezt a 167. oldalon targyaljuk.

Az el6bbi tételnél egy pontosabb tulajdonsag is igaz, ezt tartalmazza a kovetkezd
tétel:

2.7. Tétel. Ha xy,x,,...,x, paronként kiilonb6z6 pontok az [a,b] intervallumban
és f :]a,b] — R egy folytonos fiiggvény, akkor létezik olyan P polinom, amely-
nek grafikus képe dathalad az (x1, f(x1)), ..., (2., f(x,)) pontokon és teljesiti a (2.1)
egyenlGtlenséget.

Bizonyitds. A 2.6 tétel alapjan létezik olyan () polinom, amelyre ||Q — f|le < €1. A
A = flzg) — Qag), 1 <k <mn, jelolésekkel szerkessziik meg az

kaII‘“”i 6 P(r)=Q(z) + R(x)

k=1 i=1,i#k Lk ¢

95Sergey Natanovich Bernstein, 1880 - 1968
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polinomokat. fgy

n

n
r — T
R(x)| <e sup = Ae
ol e o S0 e
ik

|P(z) = f(2)] = |Qx) + R(x) — f(z)] <[Q(x) — f(x)] + [R(x)] < (1 + A,

tehdt e, = ;=5 valasztdssal a (2.1) egyenlStlenség teljesiil. Masrészt P(xx) = Q(xx)+

2.1. Gyakorlat. (Cauchy-féle fiiggvényegyenlet) Ha a ¢ : R — R folytonos
fliggvény teljesiti a

(2.2) o +y) =)+ oY)

egyenletet, barmely x,y € R esetén, akkor f linedris (létezik olyan ¢ € R, amelyre
f(z) =cx, Vz € R).

Megoldds. Az x = y = 0 helyettesités utdn a ¢(0) = 2¢(0), vagyis ¢(0) = 0
osszefiiggéshez jutunk. gy az adott egyenletbdl y = —z-re az f(=z) = —f(x)
osszefiiggést kapjuk. Mivel = tetszoleges lehet, az f fiiggvény paratlan. A matema-
tikai indukcié modszerével igazolhato, hogy

@ (Z xk) = Z@(%% Vry,xo, ..., 21 € R,
k=1 k=1

gy o(n) =np(1), ha n € N*, és a

osszefliggés alapjan
1 1
@ (—) =—p(1), meN.

Ugyanakkor ¢ <§> = py (%) , PEZL, q€Z\{0}, tehdt f(r)=rf(1), Vr € Q.
Ha x € R\ Q egy tetszbleges elem, akkor létezik olyan (g,) sorozat, amelynek

minden tagja raciondlis szam, és amelyre ¢, — x. A ¢ folytonossdga alapjan

p(r) = lim o(g.) = lim gup(1) = [lim guJp(1) = ze(1),

tehdt a (1) =: ¢ jeldléssel p(z) =cx, Ve e R. A
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2.2. Gyakorlat. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan ¢ : R — R folytonos fiiggvényt,
amelyre

(2.3) plz+y) =plx)+ely) +a, Vo,yeR,
ahol a egy rogzitett valds szam.

Megoldds. Az f(t) = ¢(t) + a fiiggvény teljesiti a Cauchy-féle fiiggvényegyenletet,
ezért létezik olyan ¢ € R, amelyre f(t) = ct, Vt € R. Ez alapjan ¢(z) = cx — q,
reR. A

2.3. Gyakorlat. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan ¢ :]0,00 — R folytonos fiigg-
vényt, amelyre

(2.4) o(ry) = p(x) +(y), Yo,y €]0,o00].

Megoldds. Az uw=e", v==e¥ és f(t) = p(e") helyettesitések segitségével visszavezet-
hetjiik a Cauchy fliggvényegyenletre, mert f is folytonos és teljesiti az f(u + v) =
= f(u)+f(v) egyenlbséget, minden u,v € R-re. Igy a 2.1-es gyakorlat alapjan létezik
olyan a € R, amelyre f(u) = au, Yu € R. Tehat ¢(x) =log,z, Vo >0. A

2.4. Gyakorlat. Hatérozzuk meg a ¢ : R — R nem identikusan nulla folytonos
fiiggvényeket, amelyekre

(2.5) p(z+y) = p(x)ely), Vr,y€eR.

Megoldds. y = x-re (2.5)-bél kovetkezik, hogy ¢(2z) = p?(x) > 0, minden z € R
esetén, tehat ¢ nem vehet fel negativ értékeket. Ha létezne zy € R 1gy, hogy
©(xg) = 0, akkor a

p(r) = @(r — 20 + 70) = P(T — T0)(T0) = 0

egyenloség alapjan ¢ identikusan nulla volna, tehat ¢ csak szigordan pozitiv
értékeket vehet fel. Igy viszont az f: R — R, f(z) = In(p(z)), Vo € R fiiggvény
is folytonos és teljesiti a Cauchy-féle fliggvényegyenletet. Tehat létezik olyan ¢ € R,
amelyre f(z) = cx, Vx € R. Ebbél kdvetkezik, hogy ¢(x) = a*, Vo € R, ahol
a=c¢e‘. A

Megjegyzés. Az elébbi fiiggvényegyenletet hasznalhatjuk az exponencidlis
fiiggvény értelmezésére is, mert a Cauchy fiiggvényegyenlet megoldasahoz hasonléan

p(n) =p(l+1+---+1)=¢"(1), neN%;

p(—n) = ¢"(=1), neNj
o =¢(5tt1) = o(3) =@ nen
@ (£) = (™", m,ne N
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Tehéat a o(z) = [¢(1)]*, Y € R alaki fiiggvények az egyediili folytonos fiiggvények,
amelyek teljesitik az adott fiiggvényegyenletet. FEz a megkozelités alkalmazhato az
Osszes elemi fiiggvény értelmezésére is, st a folytonossdgot helyettesithetjiik egyéb
feltétellel is (pl. monotonitassal). A

2.5. Gyakorlat. Hatdrozd meg azokat a ¢ : [0,00] — R nem identikusan nulla
folytonos fiiggvényeket, amelyekre

(2.6) p(ry) = p(x)p(y), Yo,y €0, o00].

Megoldds. Az x = e*, y = € és f(t) = p(e'), t € R helyettesitésekkel az
flu+wv) = f(u)f(v), u,v € R fiiggvényegyenletet kapjuk, tehat a 2.4-es gyakor-
lat alapjan létezik a € Ry ugy, hogy f(t) = a', minden ¢ € R esetén. Ebbdl
kovetkezik, hogy ¢(z) = f(Inz) = a®. Az a = e jeloléssel a p(x) = 2, barmely
x > 0 esetén fiiggvényt kapjuk. A

2.6. Gyakorlat. Hatarozzuk meg a ¢ : R\ {—1,1} — R folytonos fliggvényeket,
amelyekre

r+vy
142y

(2.7) 90(56)+90(y)—30( ) Ve,y € R\ {—1,1},1+ zy #0.

Megoldas. Tekintsik az

et —et

et + et

fR—=R\{-1,1}, f() =

segédfiiggvényt. Ellendrizhetd, hogy f folytonos és bijektiv, tehat minden z,y € R\
\{—1, 1} -re léteznek és egyértelmiien meghatdrozottak az u,v € R szdmok, ame-
lyekre = = f(u) és y = f(v). Ugyanakkor 1+ zy =1+ f(u)f(v), ahol 14 zy # 0.

Ag:R—R, g=pof fiiggvény folytonos és (pof)(u)+(pof)(v) = (pof)(utv),
tehat a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet megoldasa alapjan létezik ¢ € R tgy, hogy
(po f)(t) = ct, minden t € R-re. Ez alapjan

c, 1+4+=x

p(a) =cfHz) =51

n A
2 1—=z

2.7. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy minden f : R — R folytonos és korlatos
fiiggvénynek van legalabb egy fixpontja (x € R fixpont, ha f(z) =z ).

Megoldds. A korldtossig alapjan létezik m > 0 gy, hogy |f(z)] < m, minden
xr € Rre. Ag:R—R, g() = f(xr) —m, z € R segédfiiggvény folytonos és
gim) = f(m) —m <0, g(—m) = f(—m)+m >0, tehdat létezik olyan & € [—m,m],
amelyre 0 = g(¢) = f(€) — €& A
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4.2.1 Folytonossag és kompaktitas

Az f : E — RN fiiggvényt korldtosnak nevezzik, ha létezik M > 0 ugy,
hogy |f(z)] < M, bérmely x € FE-re. Lathatd, hogy ez tulajdonképpen az f
képtartomédnyédnak a korlatossdgat jelenti, tehét ha E egy tetsz6leges halmaz és (Y, p)
egy metrikus tér, akkor az f: F — Y fliggvény korlatossagan azt értjiik, hogy létezik
yeyY és M >0 gy, hogy p(y, f(x)) < M, barmely x € F-re. Ha Y normélt tér,
akkor altalaban 0-hoz szokas viszonyitani, tehat y = 0-t valasztunk.

2.8. Tétel. Ha f : X — Y folytonos fiiggvény, ahol X egy kompakt metrikus tér
és Y metrikus tér, akkor f(X) kompakt Y -ban.

Bizonyitds. Legyen {V,} egy nyilt lefodése az f(X) halmaznak. Mivel f folytonos,
az f~1(V,) halmazok nyiltak (l4sd a 2.3-as tételt), tehdt az X egy nyilt lefodését
alkotjak. Mivel X kompakt, kivalaszthatd egy aq, ..., a, véges lefodés. De az

(2.8) X C T Va) U (Vap) U--- U fH (Vi)
bennfoglalds és az f(f~Y(E)) = E, VE CY 0sszefiiggés alapjan
f(X)CV, UV, U---UV,,.

[y f (X) tetszéleges nyilt lefodésébol is kivélaszthaté véges lefodés, tehdt f(X)
kompakt. O

2.9. Tétel. Ha f egy X kompakt metrikus teret R¥ -ba képez, akkor f(X) zdrt és
korlatos, tehat f korlatos.

Bizonyitds. A 2.8-as tétel alapjan f(X) kompakt. A 3.13-as tétel (78. oldal) alapjan
f(X) zart és korlatos, tehat a korlatos fiiggvények értelmezése alapjan f korlatos.
([

2.10. Tétel. Ha f egy X kompakt metrikus téren értelmezett valds értékii fliggvény
és

M =sup f(p), m = inf f(p),

peX pEX

akkor léteznek olyan p,q € X, amelyekre f(p) = M és f(q) = m.

Bizonyitds. A 2.9-es tétel alapjan f(X) zart és korldtos, tehdt a 2.25-6s tétel (31.
oldal) alapjan f(X) tartalmazza a szuprémumadt és az infimumaét.

2.11. Tétel. Ha az f folytonos és bijektiv fiiggvény egy X kompakt metrikus teret
egy Y metrikus térbe képez, akkor az f~':Y — X inverz fiiggvény is folytonos.

Bizonyitds. A 2.3-as tételt alkalmazzuk az f~! fiiggvényre. Elégséges igazolni, hogy
f(V) nyilt halmaz Y -ban, ha V nyilt X -ben. Ha V' C X egy rogzitett nyilt halmaz,
akkor X \ V' zart, tehat X kompaktsdga alapjan kompakt is (1asd a 3.6-os tételt a
76. oldalon). gy az f(X \ V) halmaz is kompakt Y -ban, tehat zart is ¥ -ban. De
f bijektivitdsabol f(X \ V) =Y\ f(V), tehdt f(V) nyilt. O
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2.8. Gyakorlat. f :[0,1] — [0,1] folytonos fiiggvényre az x,.1 = f(x,) Ossze-
fliggéssel értelmezett szukcessziv approximacios sorozat pontosan akkor konvergens,
ha

(2.9) lim (z,41 — x,) = 0.
Megoldds. Ha az (x,) sorozat konvergédl x*-hoz, akkor hm (an T,) =x* —a*

= 0. A forditott implikacié igazolasdhoz feltételezziik, hogy (2.9) teljesiil. Mivel az
(x,) sorozat tagjai egy kompakt intervallum elemei, a sorozatnak van legalabb egy
konvergens részsorozata.

Ha az (x,) sorozat nem volna konvergens, akkor a sorozat tagjaibdl alkotott hal-
maznak legaldbb két torlédéasi pontja kellene legyen. Jeloljiikk p-vel és g-val ezeket
a torlédési pontokat (p < ¢q). A feltétel alapjan a |p,q[ intervallum a sorozatnak
végtelen sok elemét tartalmazza (ellenkez6 esetben a p és ¢ koziil valamelyik nem
lehetne torlddasi pont). Masrészt 1étezik = € p,q[ gy, hogy f(z) # z, tehit az
e = |f(x) — x|/2 szdmhoz az f folytonossiga alapjan létezik olyan § > 0, amelyre
|f(y)—y| > ¢, ha y €]r—4§, z+I[. Ugyanakkor ha n elég nagy, akkor |z, 1 —x,| < 20
és | f(xn) — | = |Tns1 — 20| < e. Igy a sorozatnak nem lehet tagja az |z — 8,2 + 4]
intervallumban, és az intervallum hosszanak megvalasztasa alapjan az sem lehetséges,
hogy z, < x—9 < x+0 < x,+1. Tehét a sorozatnak csak az |z —9, 49| intervallum
egyik oldalan lehet torlédéasi pontja. Ez ismét ellentmondés, tehat a sorozat tagjaibol
alkotott halmaznak csak egy torlédasi pontja van, és ez egyben a sorozat hatarértéke
is. A

A matematika tobb teriiletén (példaul differencidlegyenletek) fontos, hogy a fel-
hasznalt fliggvényterekben kompaktsagi kritériummal rendelkezziink. R™-ben lattuk,
hogy egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha korlatos és zart. A kovetkezo tétel ha-
sonlé kompaktsagi kritérium a folytonos fliggvények terében.

2.12. Tétel. (Ascoli®®-Arzela®) A K C Cla,b] halmaz pontosan akkor kompakt,
ha korldtos (a (Cla,b], || - |lc) metrikus térben) és egyenléen folytonos fiiggvényeket
tartalmaz, vagyis barmely € > 0-ra létezik olyan 6 > 0, amelyre |f(z) — f(2')] < ¢
ha z,2' € [a,b], |v—2'| < és fe K.

Bizonyitds. A kovetkezo két allitast igazoljuk:

1. Ha xy,29,...,%,,... egy slrl sorozat az [a,b] intervallumban és az (f,)n>1
fiiggvénysorozatra létezik olyan M, amelyre |f,(x)| < M, barmely n > 1 és
barmely x € [a,b] esetén, akkor a fliggvénysorozatbdl kivalaszthaté egy olyan
részsorozat, amely konvergdl az (z,),>1 sorozat minden pontjan.

2. Ha a (g,)n>1 fliggvénysorozat egyenléen folytonos fiiggvényekbél all és egy
[a,b]-ben slirt H részhalmazon pontszeriien konvergens, akkor egyenletesen
konvergens az egész intervallumon.

96Guido Ascoli, 1887-1957
97Cesare Arzela, 1847-1912
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Az elsé tulajdonsiagot a Cantor féle diagonalis eljaras segitségével igazoljuk. Az
(fu(z1))n>1 sorozat korldtos, tehdt létezik egy konvergens részsorozata. Jeloljiik ezt
a sorozatot (fu,x)e>1-val. Az (fn,k(22))k>1 sorozat szintén korldtos, tehat ennek
is van egy konvergens részsorozata. Ezt jeloljik (fn,x)r>2-val. Altaldban, ha mar
megszerkesztettiik az (fnx)r>; sorozatot, amely konvergdl az xi,2s,...,7; pon-
tokon, akkor az (fu;x(7j11))k>; korldtos sorozatbdl kivalaszthatunk egy konvergens
részsorozatot, és igy az (fu,, x)k>j+1 fliggvénysorozat konvergdl az w1, s,..., T4
pontokon. Az igy szerkesztett fliggvénysorozatokbdl megszerkeszthetd az (f,, k)ig>1
diagonalis sorozat, amely konvergal az osszes xj, j > 1 ponton.

Haa (gn)n>1 fliggvénysorozat egyenlden folytonos, akkor barmely € > 0-ra létezik
olyan 4, amelyre |[g,(z) — gn(2')] < 5, barmely n > 1 esetén, ha |z — 2’| < é.
Osszuk fel az [a, b] intervallumot véges szamu § hossziisdgu intervallumra. Jeldljiik az
intervallumok szamat p-vel, és minden intervallumban jeloljiik meg a H egy elemét.
fgy p darab pontot kapunk, amelyeken a fiiggvénysorozat konvergal. Jeloljiik ezeket
a pontokat z1,xs,...,x,-vel. Mivel véges sok ilyen pont van, 1étezik olyan n. € N,
amelyre |f,(z;) — fm(z;)| < 5, minden 1 < j < p-re, ha m,n > n.. Ezek alapjan
irhatjuk, hogy

(@) = fn ()| < |fa(x) = fulwg)| + [fa(2s) = Fn ()] + [ fulz) = f(2)],

ahol x; a kijelolt pontok kozil az, amelyik ugyanabban a kis intervallumban van,
mint az x. A feltételek alapjan az elébbi egyenlétlenség bal oldalan levé kifejezések
mindegyike majordlhaté £ -mal, tehdt |f,(z)— fin(2)| <&, bdrmely = € [a,b] esetén,
ha n,m > n.. Eszerint a 122. oldal 2.1 tétele biztositja a sorozat egyenletes konver-
genciajat az egész intervallumon.

A bizonyitott két tulajdonsag alapjan a tétel bizonyitasa nyilvanvald. O

4.2.2 Egyenletes folytonossag

Az f: X — Y (X és Y metrikus terek) fiiggvényt egyenletesen folytonosnak
nevezziik X -en, ha barmely ¢ > 0-ra létezik 6 > 0 gy, hogy

p(f(p), f(q) <e,

ha p,q € X és p(p,q) <.

Megjegyzés. Az egyenletes folytonossiag a fliggvénynek az egész halmazon vald
viselkedését jellemzi, és nem értelmezheté egy pont koriil, mint a folytonossag. Ha f
folytonos X -en, akkor minden € > 0 és p € X esetén a folytonossig értelmezésébol
adédd § > 0 fiigghet a ponttdl is, tehdt § = d(e, p).

Az egyenletes folytonossag esetében az ¢ > 0-hoz tartozé 6 > 0 pontfiiggetlen,
tehat azt is mondhatjuk, hogy az f folytonos fiiggvény akkor egyenletesen folytonos
X -en, ha az értelmezésben szereplé d(¢) az X minden pontjdban ugyanaz. Innen
ered az elnevezés is.

Az értelmezéshdl azonnal kovetkezik, hogy ha f egyenletesen folytonos X -en,
akkor folytonos is. A forditott allitas altalaban nem igaz.
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2.13. Tétel. (Cantor) Ha az f : X — Y fiiggvény folytonos és X egy kompakt
metrikus tér, akkor f egyenletesen folytonos X -en.

Bizonyitds. Rogzitstink egy ¢ > 0 valds szamot. Mivel f folytonos, minden p € X
ponthoz hozzéarendelhetiink egy ¢(p) valds szémot gy, hogy

(2.10) zeX, plp.x) <olp) = p(f(p), f(x)) <e/2.
Minden p € X esetén tekintsiik az

1

(2.11) I(p) = B(p, 56(p))

nyilt gémboket. Mivel p € I(p), az (I(p))pex halmazcsaldd egy nyilt lefédése X -
nek, az X kompaktsiga alapjan ebbdl kivalaszthato egy véges lefodés. Tehat 1éteznek
olyan py,...,p, pontok X -ben, amelyekre

(2.12) X =I(p)U---UI(p,).

Igazoljuk, hogy az egyenletes folytonossag értelmezésében szereplo ¢ -nak vélszthatjuk
a

2.13) 5= g min{o(p1). . (o)} (> 0

értéket. Ha z és p tetszOleges pontok X -ben tgy, hogy p(x,p) < §, akkor (2.12)
alapjan létezik 1 < m <n ugy, hogy p € I(p,). Tehat

(2.14) p(p:Pm) < %¢(pm)
és
p(@,pm) < p(z,p) + p(P,Pm) <6+ %cb(pm) < O(pm)-
Az el6bbi két egyenl6tlenség és (2.10) alapjén
p(f(p), f(@)) < p(f(p), f(pwm)) + p(f (Pm), f()) <e. O

A 2.6 tétel bizonyitisa. Mivel az [a,b] intervallumot egy els6foki fiiggvény
segitségével kolesondsen egyértelmi modon a [0, 1] intervallumba transzformélhatjuk,
elégséges a bizonyitast elvégezni erre az intervallumra.

Megszerkesztiink egy polinom-sorozatot, amely egyenletesen tart f-hez. Te-
kintjik a

(2.15) B (f)(x) = épm’k@)f <%)

alakd polinomokat, ahol

(2.16) Poni(@) = (Tg) 21—z F w e 0,1
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Ha z € [0,1], akkor

(2.17) Pa( me e
[gazoljuk, hogy
(2.18) lim B,,(f) = f, C[0,1]-ben a Csebisev norma szerint

(vagyis egyenletesen a [0, 1] intervallumon). Mivel f folytonos a [0,1] kompakt in-
tervallumon, a Cantor tétel alapjan egyenletesen folytonos a [0,1]-en. Igy minden
e > 0-ra létezik 0 = d(¢) gy, hogy ha z,29 € [0,1] és |z — xo| < 6, akkor

(2.19) |f(z) = f(zo)| <e/2.
A (2.17) mésodik sszefiiggése alapjan

1) =Bl 1) = Y pt) 1= 1 ()]

tehat a (2.17) els6 fele biztositja, hogy

(@) = Bu(N)@)] <Y pmala) |f(z) =

< 3 sl 1)~ (2)]+ 3 o)1) -

= {k <o}, Jm:{kHszg}.
m

A (2.19) egyenlStlenséghdl kovetkezik, hogy

(2.20) |f(x) = Z Pre(@) +2M Y p(z

k€l k€Jdm

()l

ahol

— -
m

Az elsé Osszeg majordlhaté 1-gyel Newton binomidlis tétele alapjan. A |k/m—z| > 0
egyenlétlenség alapjan 1 < 62(k/m — x)?, tehdt a mésodik Osszegre a kovetkezd
becslést irhatjuk fel:

221) Y puslx 5— > (% — x)me,k(x) < 5—12% (% — x)me,k(fC),

k€ Jm k€ Jm k=0
és igy
moy 2 m 2 m
Z (E — x) Pmi(x) = Z (E) Dm(x) — 22 Z —pm k() + 2° mek(x) =
k=0 k=0 k=0

(2.22) B, (e2)(x) — 22B,,(e 1)(x) + 22,
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ahol
er(z) =z, eyx)=2% x€]0,1]
Maésrészt
"k (m e L (m—1 e
Bu(en)e) =3 & (1)t o =30 (72 ) -,
k=1 k=1

tehét ha az Osszegzési véltozot 1-gyel csokkentjiik (£ —1 = j ), akkor irhatjuk, hogy:

m—1

(223)  Bule)@) =Y

— —1 . .
(m : )x]+1(1 —z)" I =gz 4+1-2)" ! =2
=0~/

A k? = k(k — 1) + k azonosség alapjan
" k(k—1) (m\ , ok 1Lk
Bulex)(®) = ()=t S (o) =

Cm—1 ¢ (m — 2)! i g T
i ;(k—Q)!(m—k)!x(l_x) o

Az utolsé Gsszeghen a j = k — 2 valtozdcserével a

m—2

m—1 (m —2)! ~ ..
2.24) B,, - 3 2(] _ gym-2-i 4 L _
(2:24) (e2)() m D (j)!(m—j—Q)!x (1-2) o
—1 —1 —1
e YR Ut Y S A S i)
m m m m m

egyenléséghez jutunk. A B,,(e;)-re és B,,(es)-re kapott egyenléségek, valamint a
(2.22) osszefiiggés alapjan

i (% N I>2pm,k(a;) _ %

Ha ezt visszahelyettesitjiik a (2.21) egyenl6tlenségbe és hasznéljuk az z(1 —x) < 1/4
egyenlotlenséget, akkor a

(2.25) S pple) < 2= o ]

02 m — 4md?

becslést kapjuk. fgy a (2.20) egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy

€ M
|f(z) = Bun(f)(z)] < 3 + 3me2’

ahol M = || f|le. Ha m > M/(6?), akkor
|f(z) —Bn(f)(x)] <e, Vaxel0,1],

tehat a bizonyitas teljes. O
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4.2.3 Folytonossag és osszefiiggoség

Az X metrikus tér E részhalmazat dsszefiiggonek nevezziik, ha nem irhaté fel két
valédi és nyilt részhalmaza egyesitéseként (nem létezik A és B nyilt halmaz tgy,
hogy ANE#0, BNE#0 é EC AUB).

2.14. Tétel. A valos szamhalmaznak minden Osszefiiggs részhalmaza intervallum.

Bizonyitds. Ha A C R egy 0sszefligg6 halmaz és nem intervallum, akkor létezik olyan
a,c€ A, b¢ A, amelyekre a < b < ¢. Igy viszont az I} = (—00,b) és I, = (b, )
nyilt halmazok. Ebbdl kovetkezik, hogy az ANI; # 0 # I,N A halmazok is nyiltak és
A= (ANL)U(ANI,). Ez ellentmondas, tehat az R minden Osszefiiggd részhalmaza
intervallum. O

A 2.8-as tételhez hasonldéan

2.15. Tétel. Ha f: X — Y folytonos és X o0sszefiiggs, akkor f(X) is dsszefiiggo.

Bizonyitds. Ha f(X) nem lenne Osszefiiggd, akkor létezne olyan V' és W Y -ban
nyilt halmaz, amelyre VAW =0, VNf(X)#0, WNf(X)#0 és f(X) CVUW.
Mivel f folytonos, az f~'(V) és f~'(WW) halmazok nyiltak X -ben, nem iiresek,
diszjunktak és az egyesitésiitk X. Ez ellentmondana annak, hogy X 0Osszefiiggo, tehat
a tétel allitasa igaz. O

Tekintsitkk az I C R nemiires intervallumot és az f : [ — R fiiggvényt. Azt
mondjuk, hogy f Darbous®® tulajdonsdgi, ha minden a,b € I, a < b és \-ra, amely
f(a) és f(b) kozt van, létezik ¢ €la,b] tgy, hogy f(c) = A\. Az I intervallumon
Darboux tulajdonsagu fiiggvények halmazat Dj-vel jeloljiik.

2.16. Tétel. (Folytonos fiiggvények Darboux tulajdonsiga) Ha f : [a,b] — R egy
folytonos fiiggvény, f(a) < f(b) és f(a) < A < f(b), akkor létezik c €la,b] ugy,
hogy f(c) = A.

Hasonl6 allitds igaz akkor is, ha f(a) > f(b) (vagyis minden valds véaltoz6ja és
valds értéki folytonos fliggvény Darboux tulajdonségi).
Bizonyitds. A 2.14-es tétel alapjan [a,b] Osszefliggd, és igy a 2.15-6s tételbol
kovetkezik, hogy f([a,b]) is Osszefiiggd, tehat a 2.14-es tétel alapjan intervallum.
Ebbdl kovetkezik a kivant tulajdonsag. O

2.9. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy minden f :R — R korlatos fiiggvénynek van
legalabb egy fixpontja (x € R fixpontja f -nek, ha f(x)=x).

Megoldds. A feltételek alapjan létezik olyan m > 0, amelyre |f(z)| < m, YV € R.
Ag:R—->R, g) = f(x) —z, € R segédfiiggvény folytonos. Ugyanakkor
gim) = f(m)—m <0 és g(—m) = f(—m)+m > 0, tehat a g folytonossdga alapjan
létezik & € R 1dgy, hogy 0=¢(§) = f(§) - & A

98Gaston Darboux, 1842-1917
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4.2.4 Szakadasi pontok

Ha x az f: X — Y fliggvény értelmezési tartomanyanak olyan pontja, amelyben f
nem folytonos, akkor az x pontot az f szakadds: pontjdnak nevezziik.

Ha f :Ja,b[— Y és az x €|a,b| szakaddsi pontban léteznek az f(z+), illetve
f(z—) széls6 hatarértékek, akkor azt mondjuk, hogy = az f-nek elséfaji szakaddsi
pontja. Minden més szakadasi pontot mdsodfajunak neveziink. Az értelmezés alapjan
az x pont kétféleképpen lehet elsbéfaju szakaddsi pont: vagy f(xz+) # f(x—), vagy
fla+) = fla—) # ().

Megjegyzés. Ha f :|a,b[— R, akkor az elséfaju szakadasi pont fogalma ugyanaz,
mint amit kozépiskoldban térgyalnak, mert az (R, |-|) metrikus térben a hatarérték
létezése azt jelenti, hogy a hatarérték R-ben van. A kozépiskolaban a hatéarérték
létezése nem jelenti azt, hogy az véges is.

Példak. (a) Az

1, ze€Q,

ﬂ@_{QQER\@

fiiggvénynek minden x € R pont mésodfaji szakadasi pontja, mert sem f(z+), sem
f(z—) nem létezik.
(b) Az

_z, zeQ,
f@»_{m r€R\Q

fiiggvény folytonos = = 0-ban és méasodfaju szakadési pontja van minden mas pont-
ban.

(c) Az

B sin%, x #0,
o= i o2

fiiggvénynek a 0 maésodfaju szakaddsi pontja, mert nem létezik sem f(0+), sem
f(0—). Ugyanakkor f minden mdas pontban folytonos. A

4.2.5 Monoton fuggvények

Az f :]a,b[— R fiiggvényt (a < b) novekvének nevezzilkk ]a,b[-n, ha az a < x <
< y < b egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy f(x) < f(y). Ha minden a < z <
<y < b esetén az utolso egyenlétlenség forditottja teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy
f csokkeno. Egy fliggvényt monotonnak neveziink, ha novekvo vagy csokkeno.

Monoton fiiggvényekkel végezheté miiveletek néhany tulajdonsidgara vilagit ra az
alabbi tétel:

2.17. Tétel. Tekintsiik az f,g: 1 — R fiiggvényeket.

(a) Ha f és g niévekvé (csékkend), akkor f + g is névekvs (csokkend);



172 4. Hatarértékek és folytonossag

(b) Ha o >0, és f névekvs (cskkend), akkor af is névekvé (csékkend);
(¢) Ha a <0, és f névekvé (csékkend), akkor af is csékkend (névekvé);

(d) Ha az f és g (szigoriian) monoton és azonos elGjelii fiiggvények, akkor fg is
(szigorian) monoton;

(e) Ha f szigorian novekvs (csokkend), akkor f=' : f(I) — R is szigorian
névekvé (csékkend).

Bizonyitds. Az (a) - (d) allitdsok az egyenl6tlenségekkel végzett miiveletek tulaj-
donségai alapjan nyilvanvalbak.

(e) Ha f szigortan novekvo, akkor f injektiv, és igy az f: 1 — f(I) figgvény
bijektiv, tehat létezik az f=' : f(I) — R fiiggvény. Ha u,v € f(I) és u < v,
akkor létezik z,y € I gy, hogy uw = f(x) és v = f(y). Ha teljesiilne az = > y
egyenléség, akkor teljesiilne az f(x) > f(y) egyenl6tlenség is (a feltétel alapjan).
Mivel ez ellentmond az u < v egyenl6tlenségnek, kovetkezik, hogy = <y, tehat f—!
szigorian novekvo. A bizonyitas hasonlé abban az esetben is, amikor f szigorian
csokkeno. O
Megjegyzések. (a) Egy novekvé és egy csokkend fliggvény Gsszegének monotonité-
sdrdl altaldban nem allithatunk semmit. Példdul az f(z) = z, g(z) = —22, >0
fiiggvények Gsszege se nem névekvd, se nem csokkend [0, oof -en.

(b) Altaldban két monoton fliggvény szorzatanak a monotonitasarol sem
allithatunk semmit. Példaul az f,g: R — R, f(t) =t, ¢(t) = sgnt fiiggvényekre
(fg)(t) = |t|, és ez nem monoton R-en. A

2.18. Tétel. Tekintsiik az I,J és K nemiires intervallumokat, az f : I — J,
g:fI)—= K és h:I— K,

fiiggvényeket. Ha f és g azonos monotonitasuak, akkor h névekvo, mig ha f és g
ellentétes monotonitasiak, akkor h csékkend.

2.19. Tétel. Ha f :Ja,b[— R névekvd, akkor f(z+) és f(x—) Ilétezik minden
x €la,b] pontban és

(2.26) sup f(t) = f(z—=) < f(z) < flat) = inf f(2).

a<t<z r<t<b

S6t, ha a < x <y < b, akkor

(2.27) fla+) < fly—).

Bizonyitds. A H(z) = {f(t)la < t < x} halmaz minden = €]a,b| esetén felilrdl
korlatos, és f(x) egy felsd korlatja. Ez alapjan létezik H(x)-nek a h(x)-szel jelolt
szuprémuma. Vildgos, hogy h(z) < f(x), Va €]a,b[. Igazoljuk, hogy h(z) = f(z—).
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Ha € > 0, akkor a h(x) értelmezése alapjdn létezik 0 > 0 gy, hogy a < z—¢d < x
és

(2.28) h(z) —e < f(xz —§) < h(z).
Mivel f novekvd,
(2.29) flz=08) < ft)<h(xz), z—-0<t<ua.
A (2.28) és (2.29) dsszefiiggésck alapjan

lf(t) —h(x)| <e, z—-0<t<uz,
tehdt f(z—) = h(z).

A masodik egyenl6tlenséget hasonlé mddon igazolhatjuk. Ha a < x < y < b,
akkor (2.26) alapjan

(2.30) fla) = inf f(0) < inf f(0)

Hasonléan

(2.31) fly=) = sup f(t) > sup f(¢).
a<t<y T<t<y

Az (2.30) és (2.31) alapjan kovetkezik (2.27) (mert egy halmaz infimuma nem lehet
nagyobb a szuprémumadandl). O

2.2. Kovetkezmény. Valos valtozéju és valos értékili monoton fiiggvénynek nem
lehet masodfaju szakadasi pontja.

2.20. Tétel. Ha f :Ja,b|— R monoton, akkor a szakad&si pontjainak a halmaza
legfeljebb megszamlalhato.

Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy f novekvo, és
a szakadasi pontjainak halmaza F.
Minden x € FE-hez hozzarendelhetiink egy r(z) raciondlis szaimot ugy, hogy

fla=) <r(x) < flz+).

A 2.19 tétel alapjan 1 < xg-re f(z1+) < f(ao—), ésigy r(xy) # r(x2), ha x1 # xo.
Az r megfeleltetés injektiv és képtartomanya megszamlalhatd, tehat az értelmezési
tartoméanya sem lehet megszamlélhatatlan. O

2.10. Gyakorlat. ([63, 11. feladat, 9. oldal]) Az f : [a,b] — R folytonos és névekvé
fiiggvényre f(a) > a és f(b) < b. Bizonyitsd be, hogy tetszéleges xy € [a,b] esetén
az Tpy1 = f(x,), n > 1 rekurziv sorozat konvergens, és a lim x, =: x* hatarértékre

f(a) = a. T
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Megoldds. Mivel f folytonos, f([a,b]) kompakt. gy az (x,) sorozat korldtos.
Mivel f névekvd, az (z,) sorozat monoton, tehat konvergens is. Ha z* € [a,b] a
hatarértéke, akkor az f folytonossdga alapjan hatarértékre térhetiink a rekurziéban,
és igy az f(x*) = 2* egyenléséghez jutunk. A

2.11. Gyakorlat. ([40, VII. Nemzetkozi Matematika Verseny, 2000, Elsé nap, 1.
feladat]) Igaz-e, hogy ha f :[0,1] — [0, 1]

(a) névekvé,
(b) csékkend,
akkor létezik x € [0,1] dgy, hogy f(x) = x?

Megoldds. (a) Igen. Az A = {x € [0,1] | f(x) > x} halmaz f(0) # 0 esetén nem
tireshalmaz (ellenkezd esetben a 0 megfelel) és korlatos, tehdt létezik szuprémuma.
Ha a =sup A és b= f(a), akkor két esetet vizsgalunk meg:

I. eset: a <b. Mivel f novekvé és a az A szuprémuma,

a+b a+b
= < <
=< f(5) <5
ami ellentmond a < b-nek.
II. eset: b < a. Ebben az esetben
b b
b=l = £ (57) > 5

ami szintén ellentmondds, tehat a = b, és igy f(a) = a.
(b) Nem. A kovetkezo fiiggvény csokkend, és nincs egyetlen fixpontja sem.

1-2% x<i

flz) = {1 i - % A
2 7 T>g

Az f figgvényrdl azt mondjuk, hogy sehol sem monoton, ha nem létezik olyan

intervallum, amelyen az f leszlikitése monoton.

2.12. Gyakorlat. ([40, VII. Nemzetkézi Matematika Verseny, 2000, Mésodik nap, 2.
feladat]) Bizonyitsd be, hogy ha az f : [0,1] — R fiiggvény folytonos és sehol sem
monoton, akkor a lokdlis minimumpontjainak halmaza strii [0, 1] -ben.

Megoldds. Ha |x—a, z+a| C [0, 1] egy tetszbleges nyilt intervallum, akkor a feltételek
alapjan f nem monoton az [r — o, x] és [z, x + o intervallumokon, tehat léteznek
olyan r —a <p<q<uz és v <r <s<x+a valds szamok, amelyekre f(p) > f(q)
és fr) < [f(s).

A 2.10-es tétel alapjan f-nek van egy globalis minimuma a [p, s] intervallumban.
f(p) és f(g) nem globalis minimumok, mert az intervallumon f felvesz ezeknél
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kisebb értéket is ( f(q)-t és f(s)-et). Igy a minimumpont az |z — a,z + a] C [0,1]
belsejében van, és igy lokdlis minimumpontja az f-nek. Mivel = és a tetszOlegesek
voltak, a lokdlis minimumpontok halmaza stiri [0,1]-ben. A

2.13. Gyakorlat. Hatarozd meg az 6sszes olyan f : R — R folytonos fiiggvényt,
amelyre

(2.32) f(f(z))+2=0, VxeR

Megoldas. Ha létezik ilyen fliggvény, akkor az injektiv, mert

f@)=fly) = f(fx)=f(fly) = —2=-y = z=1y.

Ha f injektiv és folytonos, akkor szigorian monoton, és igy az f o f szigorian
novekvé. Ez ellentmond az egyenletnek, mert (f o f)(x) = —z, Vo € R ésa g(z) =
x, Vx € R figgvény nem novekvd. Tehat egyetlen folytonos fliggvény sem teljesitheti
a (2.32) Osszefiiggést. A

2.14. Gyakorlat. Ha az f,g : R — R fiiggvényekre f(z) = g(x), minden x € Q
esetén, f folytonos és g monoton, akkor f(z) = g(z), minden = € R-re.

Megoldas. Az altalanossag csorbitdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy f novekvé. Ha
x € R\ Q egy rogzitett szam és az (u,), illetve (v,) sorozatokra u, — x, v, — x
ugy, hogy u, < x < v,, minden n € N* esetén, akkor

9(un) < g(z) < g(vn),
fun) = g(uy) és f(un) = g(vn).
Tehat f(u,) < g(x) < f(v,), ahonnan hatarértékre téréssel kovetkezik, hogy f(z) =
=g(x). A

4.2.6 Sharkovski tétele

Rogzitsiink egy tetszoleges I intervallumot. Ha f: I — I egy fiiggvény, akkor a
kovetkezo jeloléseket, illetve megnevezéseket hasznaljuk:

o F(fy={x€l| f(r) =2} —az f fixpontjainak halmaza;

o F.(f)={z€l| f"(x) =2z} —az [ n-edik iterédltjanak a fixpontjaibdl alkotott
halmaz;

o Po(f) = {zell frlx)y=n; fi(z)#x, j=1,n—1} —az f n periédust
pontjainak halmaza;

e P(fy={neN| Jzel:xeP,(f)} —az f periédusainak halmaza;

e O,(f) —az n periodusu palyak szama;
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e F*(f) —az n hosszisdgi periodikus palydk szdma.

Intervallumot onmagédba képezo folytonos fiiggvények periodikus pontjainak
l1étezését vizsgalva, 1964-ben A.N. Sharkovski a kovetkez6 rendezést vezette be:

3=5>=T+=2-3=2:5=2-7---=22.3=22.5=22.7T» ...

S S F S

tehat az x = 28 (20, + 1) és y = 27(2ly + 1) szdmokrdl (ky, ko, 1,1, € N) azt
mondjuk, hogy = > y, ha I =0 és I3 # 0, vagy I =l =0 és k; > ko, vagy
ki < ko és ll,lg > 1, vagy ki=ky és 1 <l <ls.

2.21. Tétel. (Sharkovski®, [65]) Ha f : 1 — I (I C R) egy folytonos fiiggvény,
és f-nek van m féperiodusu pontja, akkor barmely n € N* m > n esetén van n
foperiodusi pontja is.

Téle fiiggetlentil Li és Yorke 1975-ben igazolta, hogy:

2.22. Tétel. (Li' és Yorke'®', [45]) Ha az f : I — I folytonos fiiggvénynek van 3
foperiodusi pontja, akkor tetszoleges n € N* -ra van n foperiodusi pontja is.

2.1. Megjegyzés. A 2.21 tétel elsé teljes bizonyitdsat angol nyelven P. Stefan kozélte
([68]) majd 1978 -ban P.D. Straffin'"® adott ra egy elegdns bizonyitdst ([69]), amit
tovabb egyszeriisitettek a ([17]), ([37]) és ([35])-6s dolgozatokban. A tovabbiakban
ezt a bizonyitast ismertetjiik.

A bizonyitasban gyakorlatilag a folytonos fliggvények elemi tulajdonsagain kiviil nincs
sziikség egyébre, de a bizonyitds menete mégis elég bonyolult. A kovethetoség kedvéért
sziikségiink lesz az f és xg I grafjara. Ezt a kovetkezd modon szerkesztjilkk meg:
Ha f : I — I egy folytonos fiiggvény és xy € I egy k periddusu pont-
ja, akkor az a = min { f'(zo)|l = 0,k — 1} jeloléssel az a, f(a),..., f*'(a) pontok
egy k hosszisdgu periodikus pélyat alkotnak, és meghatdaroznak (k — 1) darab zart

(koz6s belsé pont nélkiili) intervallumot, amelyeket Iy, Is, ..., I;_1-gyel jelolink (a
szamozast balrdl jobbra végezziik). f-hez és xy-hoz rendeljiink hozza egy irdnyitott
grafot, melynek csicsai az Iy, Iy, ..., Iy—1, és az I;-t6l I; felé pontosan akkor van

irdnyitott iv, ha f(1;) D I;.

2.2. Megjegyzés. Barmely i € {1,2,...,k — 1} esetén I;-bél legalabb egy iv indul,
mert f(1;) legaldbb egy I; intervallumot tartalmaz.

99 Aleksandr Nikolaevich Sharkovski

100Li Tien Yien, http://www.mth.msu.edu/ li/

101 James A. Yorke, http://www.chaos.umd.edu/ yorke/
102philip D. Straffin, straffin@beloit.edu
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Az eddigiek rogzitése céljabol vizsgaljuk meg a mellékelt abran lathato konkrét esetet.

Az abra alapjan

o I

f(h) 2
f(]2) 2 ]4

f(I3) 2 LULUI3UIL
f(Ly) 2 L

A megfelel6 irdnyitott graf a kovetkezo:

I

4.2. Abra

A megszerkesztett graf hasznossagat a kovetkezd tétel mutatja:

2.23. Tétel. (Straffin tétele, [69]) Ha [ : 1 — I egy folytonos fiiggvény és x egy k
periédusu pontja, valamint az f és x-hez rendelt I graf tartalmaz m hosszisagu
egyszert ciklust (m € N* ), akkor f-nek van m periédusd pontja.

A tétel bizonyitasahoz a kovetkezd két allitdsra lesz sziikségiink, melyeket az
analizisbdl jol ismertink:

2.1. Lemma. Ha I,J zart intervallumok, valamint f : I — R folytonos és J C
C f(I), akkor létezik Q) C I ugy, hogy f(Q) = J.

Bizonyitds. Feltételezhetjiik, hogy a J intervallum egynél tobb pontot tartalmaz. Ha
J = ¢, d], akkor a Darboux tulajdonsig alapjan a

Hi={zel|lf(x)=c} é Hy={xel|lf(x)=d}
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halmazok nem tiresek. Vildgos, hogy ezek zart halmazok is, tehat létezik a két halmaz
d tavolsaga. Mésrészt d # 0 (mert ¢ # d), és igy létezik olyan x1 € Hy és xo € Ho,
amelyekre |r; — xo| = inf{d(x,y) |z € Hy,y € Hs}. Az igy szerkesztett [zy,xs]
intervallum belsejében az f fiiggvény nem vehet fel sem c-nél kisebb, sem d-nél
nagyobb értéket. Tehdt f([xy,zo]) = J.

2.2. Lemma. Ha [ zart intervallum, f folytonos és I C f(I), akkor f-nek van
fixpontja I -n.

Bizonyitds. Ha I = [a,b], akkor az I C f(I) bennfoglalds alapjan létezik c,d € I
ugy, hogy f(c) =a és f(d) =b. Az igy kapott c-re és d-re

fle)—c = a—c<0
fldy—d = b—d>0

Tehét g(x) = f(x) — x folytonos fliggvénynek van zérushelye |[a,b]-n, és igy f-nek
van fixpontja I-n.
A 2.23 tétel bizonyitdsa. Legyen
JO o JU ey gkl gk
egy k hosszisagu egyszert ciklus az f valamely I grafjaban.
JO—=J = JVC f(JY.
Igy a 2.1 lemma alapjan létezik olyan Qo € J°, hogy J* = f(Qo)-
J'—= T = JPCf(J")=f(Qo)-

Mivel f? folytonos, létezik Q; C Qg ugy, hogy f2(Q1) = J*.
Az eljarast alkalmazva megszerkesztjik a

(2.33) Qr-1CQr2C - CQC QI CQC S

intervallumokat gy, hogy f/*1(Q;) = J7, ha 0 < j < k—1. A (2.33) Osszefuggés
alapjan Qp_1 C Jy = f*(Qu_1). Igy az f* folytonos fiiggvényre alkalmazhaté a
2.2 lemma, vagyis létezik 79 € Qp_1 gy, hogy f*(zo) = 9. A tovabbiakban
kimutatjuk, hogy x7 peridodusa valéban k. Ezt a lehetetlenre vald visszavezetés
modszerével végezziik. Tételezziik fel, hogy periddusa [, és ez kisebb, mint k. Az [
sziikségszertien osztoja k-nak, és vizsgaljuk az aldbbi diagramot:

zo — flzo) — [w) — - = fMw) — w0 — flzo) —
JO N Jl _ J2 . Jl—l N Jl N Jl+1 _

Mivel f™(z) € J™, ¥V m =1,...,k és f™(xy) nem végpontja J"-nek (ehhez az
sziikséges, hogy a vizsgdlt I graf ne xy-hoz tartozzon, és ez feltételezheto, hiszen
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az 1 grafot eleve egy periodikus ponthoz rendeljiik hozza, és igy téle kiilonbo6zo pe-
riodikus pontokat keresiink), az f™(x¢) egyértelmiien meghatérozza az alatta &allo
intervallumot. Ez alapjan

zo€ S xg e J = J0 =T

Hasonléan J! = Ji*1 ... Ji=1 = J%=1 Ebbdl az kévetkezik, hogy a vizsgalt ciklus
nem egyszeri. Ez viszont ellentmondds, tehat a 2.23 tétel érvényes. O

Az eddigiek alapjan a 2.22 tételre maris adhatunk egy nagyon egyszerti bizonyitast.
A 2.22 tétel bizonyitdsa. Ha xq periédusa 3, akkor az f és xg-hoz rendelt I gréaf a
kovetkezoképpen néz ki:

4.3. Abra

Ennek viszont tetszéleges n > 1-re van n hosszisdgu egyszeri ciklusa. (n =1 vagy
n = 2-re nyilvanvald, mig n > 3-ra a hurkot (n—2)-szer bejarva és az Iy[1 15 ciklust
pontosan egyszer, egy n hosszisagu egyszerl ciklust kapunk.) Tehdt a 2.23 tétel
alapjan a 2.22 tétel igaz. O

A 2.21 tétel bizonyitdsa mar nem ennyire egyszeri. A kovetkezd egyszert allita-
sokat fogjuk igazolni, melyekkel tulajdonképpen igazoljuk a tétel allitasat.

Ha f: I — I egy folytonos fliggvény és xy egy k peridodusu pont, akkor igazak
a kovetkezo allitasok:

1. Ha k& > 2 és k paros, akkor az f és wxy [ grafjanak van legaldbb egy m

hosszisagu egyszert kore, ahol 5 <m<k.

2. Ha k > 1 nem ketté hatvany, akkor létezik olyan I graf, amelynek minden
2™ > k-ra van 2™ hosszusagu egyszerl ciklusa.

3. Ha k > 2, akkor létezik olyan I graf, amelynek minden 2™ < k esetén van 2™
hossztsagu egyszert ciklusa.

4. Ha k > 3 paratlan, akkor létezik olyan I graf, amelynek tetszéleges paros m -re
van m hosszisagu egyszeri ciklusa.

5. Ha k > 3 paratlan, akkor barmely m > k—1-re 1étezik olyan I graf, amelynek
van m hosszisagu egyszeri ciklusa.

6. Ha fzi -nek van k periédusi pontja (k péaratlan), akkor f-nek létezik olyan [
grafja, amely tartalmaz 2'k hosszisagu egyszerti ciklust.
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7. Ha k = 2'm, m > 3 pératlan, akkor barmely n = 2’5 (j > m) j pdratlan,
vagy n = 2"v (v >3 paratlan, r > i) alakd szdm esetén létezik olyan [ graf,
amely tartalmaz n hosszusagu egyszer ciklust.

2

A 2. és 3. allitas alapjan a ketté hatvanyok a , sor” végére keriilnek. A 4.
tulajdonsag biztositja, hogy a paratlan szamok eldl legyenek. Az 5. tulajdonsag a
paratlan szamok sorrendjét, mig a 7. tulajdonsag a paros szdmok sorrendjét adja meg.

1. Kimutatjuk, hogy f és xy [ grafjaban van k hosszisagu ciklus. Legyen
I"=1, 651 <n<kesetén I"-nek az I, I,...,I,_, kozil valasszuk azt, amely-
nek egyik végpontja f"(a) és benne van f (I"7')-ben (I"71-t8l és f-t6l fiiggden
ezt kétféleképpen is megtehetjiik — mindegy, hogy melyiket valasztjuk a két lehetéség
koziil). Nyilvanvals, hogy I* = I°, tehét

IO —>_[1 _)]2 N —>_[k_1 —>IO

egy k hosszisagu ciklus. De az f és xp [ grafjanak minddssze (k — 1) csicsa van,
és igy az el6bbi ciklusban legalabb egy I, csucs ismétlodik. Tehat Iy, -nél két kisebb
ciklusra bonthato az (I l) Py ciklus. Miésrészt az I¥-ok szerkesztése alapjin
kimondhat6, hogy egyetlen I; sem szerpelhet ketténél tobbszor a szerkesztett korben
(mert I;-nek két végpontja van). Igy mindkét kisebb ciklus egyszerl (van benniik

olyan pont, amely csak egyszer szerepel, példaul az Iy, ). Ezek koziil az egyik hossza

k
a {g,k} intervallumban van. Tehat az 1. allitas igaz.

2. Az allitast indukcioval bizonyitjuk. k& = 3-ra mar lattuk, hogy az éllitas igaz.
Tételezziik fel, hogy a tulajdonsag igaz minden k-ndl kisebb szdmra (amely nem
ketté hatvany). Az elébbi tulajdonsdg szerint az (I l) —g—g lészgraf felbonthato
kisebb egyszerti ciklusokra. Ha ezek kozt van olyan, icmlelynek a hossza nem
ketto hatvany, akkor az indukcids feltevés alapjan kész vagyunk. fgy elégséges a
tulajdonsagot abban az esetben igazolni, amikor a kisebb ciklusok hosszai mind kett6
hatvanyok. Legyen 2™ és 2™2 (my > my ) két ilyen ciklushossz. A 2™2 hosszisigi
ciklust 2m1—m2 (2m=™ — 1) _gzer és 2" -en hosszisagut egyszer bejarva pontosan
egy 2™ hosszisagui egyszer ciklust kapunk (m > m; ). Tehdt minden 2™ > 2™ -re
van 2™ hosszusagu egyszert ciklus, és igy a bizonyitas teljes.

3. Agz éllitast szintén indukciéval bizonyitjuk. k& = 2 és k = 3-ra mar lattuk,
hogy igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy minden k-nal kisebb szamra a tulajdonség igaz.

[ eset: k paratlan és k > 3. Igazoljuk, hogy barmely m > k — 1 természetes
szamra van m hosszusagu egyszert ciklus.

Ha k > 3, az 1. tulajdonsdg bizonyitasanal megszerkesztett részgraf felbontasabdl
szarmaz6 valamelyik egyszerii ciklus hossza paratlan. Ha ennek a ciklusnak a hossza
1-nél nagyobb, akkor az indukcios feltevés alapjan kovetkezik a kért allitas. Ellenkezo
esetben az egyik egyszerii ciklus hossza 1, és a maésiknak a hossza (kK —1). fgy a
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k = 3-nél hasznélt gondolatmenetet megismételve (a hurkot m — k + 1-szer jarjuk
be és a k — 1 hosszusagu ciklust egyszer) a tulajdonsig igaz.
Megjegyzés. Ezzel tulajdonképpen az 5. allitast is igazoltuk.

k
IT eset: k paros. Az 1. tulajdonsag szerint létezik m € [§7k) ugy, hogy f és

xo I grafja tartalmazzon m hosszusagu egyszeri kort. Ha m nem ketto hatvany,
akkor az indukcios feltevés és a 2. allitas alapjan a bizonyitast befejeztiik, mig ha m
kettd hatvany, akkor csak az indukcids feltevést hasznaljuk.

4. Ezt az allitast is indukciéval bizonyitjuk. k& = 3-ra a tulajdonsag igaz. Ha az
1. &llitas bizonyitasanal hasznalt ciklus felbonthaté gy, hogy a paratlan hosszisagu
egyszerii ciklus hossza ne legyen kisebb, mint harom, akkor az indukcios feltevés
alapjan a bizonyitas véget ér. Tehat elégséges azzal az esettel foglalkozni, amikor
az ([ l)z:o — ciklus csak egy hurokra és egy (k — 1) hossziisdgu ciklusra bonthaté
fel. Bz azt jelenti, hogy a (k — 1) hosszusdgu ciklusban az Iy, I, ..., I_; interval-
lumok mindegyike el6fordul. A 4.4. abran lathat6 egy olyan 5 periddusu ponthoz
tartozé I graf, amely felbonthato egy 3 és egy 2 hosszisagu ciklusra, és a 4.5.
abran egy olyan, amely csak egy hurokra és egy 4 hosszusagu ciklusra bonthaté fel
(az abrdkon lathaté az I gréf is, illetve az ebbdl kivagott k hossziségi ciklus is).

!

a fla) &) fa) fa)
4.4, Abra

A huroknadl 1évé intervallumot jeloljiik Ip-val, majd a (k — 1) ciklusban szereplé
sorrend szerint szamozzuk djra az intervallumokat Ij-t6l kezdve.

Ij — Iy j=0,...,k—2 é I_y — Iy az 1] szdmozdas szerint

A 4.5. abran lathaté [ grafra az I3-bol lett [y, az Iy-bol Iy, az I,-bol I, és az
I, -bél I3. Azt mondjuk, hogy: I;-nél eléremutatas van, ha létezik olyan m, amelyre

L —1, 0<j<k—2¢é j+2<m<k—2,

illetve hatramutatas van, ha létezik olyan 1 < m < j szam, amelyre 1 < j < k —2
és I; — I, (a 4.5. abran hatramutatas van I3-nal, mert van irdnyitott él I -re).
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A bizonyitas tovabbi része a kovetkezo tulajdonsagokon alapul:

2.1. Tulajdonsag. Ha valahol eléremutatds van, akkor szerkeszthet6 (k — 1)-nél
rovidebb paratlan hossziisagu egyszerii kor.

Ebben az esetben az indukciés feltevés szerint a bizonyitas befejezodik. Tehat a
tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy nincs egyetlen eloremutatas sem.

2.2. Tulajdonsag. I,-tol indulva minden tjabb intervallumnak kell legyen kozos
pontja valamelyik el6bbivel. (Ez indukciéval Idthaté be.)

2.3. Tulajdonsag. [,-tdl indulva minden Iépésben az x egy uj iteraltjat kell elérni.

Legyen

Megvizsgaljuk, hogy Iy az [a,b]-ben hogyan helyezkedik el.
I eset: a €Iy vagy b e Iy. A 2. tulajdonsag szerint az

J LN DN - NN
intervallumok ebben a sorrendben kovetkeznek egymas utan. Ahhoz, hogy az
IO LIV 2 k2 0
relacidk érvényesek legyenek, és (k—1)-ig ne legyen visszamutatés (mert akkor ismét

van (k—1)-nél révidebb paratlan hosszisdgui egyszerti ciklus), a grafikonnak emelked-
nie kell (14sd a 4.6. abrét).
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4.6. Abra

fgy az I"2 — I° miatt I*2-nél visszamutatés lesz minden I;-re, ha 1 < j < k—2.
Azaz biztosan lesz egy (k — 1)-nél rovidebb paratlan hosszisigi egyszeri ciklus.

I1. eset: Iy az [a,b] intervallum belsejében van. Ha I,-nek I;-gyel van kozos
pontja, akkor I3-nak I,-vel kell kozds pontja legyen, stb. (ellenkezé esetben visz
szamutatas volna Ip- 16l Ij-ra és igy volna k-nal révidebb hosszisagi egyszerti cik-

lus). fgy kapunk egy Iy, I,..., I, egymasutani intervallumsorozatot, ahol I; eléri
b-t. Tehat I;,1-nek [,-val kellene kozos végpontja legyen, ami szerint [;-t6l vissza-
mutatds volna Iy, I;, ..., I;-re. Kovetkezésképpen ismét volna (k — 1)-nél rovidebb

paratlan hosszusagu egyszeri ciklus. Az el6bbiek alapjan a paros indext interval-
lumok Iy egyik oldalan, mig a paratlan indextiek a méasik oldalan helyezkednek el.
Ebben az esetben I,,, -mel érjiik el valamelyik végpontot (m < k—4). Ha m < k—4,
akkor [, -nél eléoremutatas van, és igy kész is vagyunk. Ha m = k — 4, akkor [ -
nél van visszamutatas I s, [x_5,...-re, és van egy kettd és egy négy hosszusagu
ciklusunk. E két ciklusbol elééllithatunk tetszoleges 2n hosszisagu egyszert ciklust
(n>1). Vagyis a 4. éllitas helyes.

2.3. Megjegyzés. Az el6bbiekbdl kitiinik az is, hogy hogyan kell olyan f fiiggvényt
szerkeszteni, amelyiknek van 2k + 1 periodusu pontja, de nincs egyetlen 2k; + 1
periédusu pontja sem, ha k; < k.

6. Ha f2 -nek van k periédusi pontja (k paratlan), akkor f-nek van 2™k periédusi

xg pontja, valamely 0 < m <i-re. Az f és xo-hoz rendelt I graf az 1. tulajdonsag

szerint tartalamaz n hosszusagu egyszer ciklust, ahol 5 <n <2"k.

I. eset. Ha n > 2™ 1k, akkor a 2™k hosszisdgu ciklus egyszerti és felbonthato
két rovidebb C és Cy egyszeri ciklusra. Ha ezeket €'y — C; — Cy — (5 sorrendben
jarjuk végig, akkor 2™k hosszisagi egyszerti ciklust kapunk, és dltaldban 2% -szer
a Cf-et, majd 2°-szer a Cy-t bejarva, 2™k hosszisdgu egyszer(i ciklust kapunk,
tehat 2'k hosszusagut is szerkeszthetiink.

I1. eset. Ha n = 2™ 'k, akkor az f-nek van 2™ 'k periédusi x; pontja, és igy
attérhetiink f és x; [ grafjara. Erre az [ grafra megismételve az elobbi gondo-
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latmenetet vagy az 1. eset all fenn, vagy mégegyszer kicseréljiik az I grafot. A grafot
legtobb m -szer kicserélve mindenképpen az I. eset all eld, vagy pedig végiil kapunk
egy paratlan hosszusagu ciklust, és igy a 4. allitas alapjan fejezhetjiik be a bizonyitast.

7. Ha = az f egy 2'm periédusi pontja, akkor z az 1% -nek m periédusi
pontja, és igy az 5. allitds alapjan f? -nek van n periédust pontja, ha n > m
és n paratlan. Alkalmazva ezutdn a 6. allitast, kovetkezik, hogy f-nek van olyan
I grafja, amely tartalmaz 2n hossziisagu egyszerti ciklust, tehat az allitds elsé fele
be van bizonyitva. M4ésrészt, mivel f2 -nek a 4. allitds alapjan van tetszdleges 2n
periédust pontja, fgy a f2 " -nek van n periédusd pontja minden pératlan n-re.
Tehat a 6. alapjan a 7. allitds masodik része is érvényes. Ezzel a 2.21 tételt igazoltuk.
O

A tovabbiakban kimutatjuk, hogy a Sharkovski rendezés erds a kovetkezd
értelemben:

2.24. Tétel. Barmely m € N* esetén létezik olyan f : I — I, melynek van m
periodusi pontja, de nincs egyetlen n periodusi pontja sem, ha n > m.

Ennek a tételnek is tobb 1épésben végezziik el a bizonyitasat.
1. 1épés. Ha m = 2k — 1, akkor értelmezzik az f; : [1,2k — 1] — [1,2k — 1]
fiiggvényt, amelyre

k, ha m=1;
fem)=¢ 2k+1—m, ha m=2k;
2k —m, ha m=k+1,2k—1,

és amely linedris minden [I,[ + 1] alaku intervallumon, ahol [ € {1,2,3,...,2k — 2}.
Erre a fiiggvényre érvényesek a kovetkezo tulajdonsagok:

1. Az {1,2,...2k — 1} szamok egy n hosszusagu periodikus palyat alkotnak.
2. Ha [ < k, akkor az el6bbi fliggvénynek nincs 21 — 1 periodusi pontja.

Bizonyitds. A fliggvény értelmezése alapjan

i) =k
21 = k+1
21 = k-1
M) = k+2
P = k-2
]31.41.(.1.). : : . k_l
A1) = k+1
’gk._.Z.(.l.). : : . %_ 1
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Tehét az {1,2,...,2k — 1} szdmok valéban egy m = 2k — 1 hosszisagu pélyét
alkotnak. Hasonléan kimutathatd, hogy ha | < k és p # k, akkor az ,fl’l([p,p +
+1]) N [p, p + 1] metszet csak O, {p} vagy {p+ 1} lehet. Igy f2'-nek csakis k és
k-+1 kozott lehet fixpontja. Masrészt ebben az intervallumban pontosan egy fixpontja

van, mely fj-nak is fixpontja. Ez abbdl kovetkezik, hogy

(2.34) fx csokkend a (2,2k — 1) intervallumon.

fu(k k+1)=[k—1,k+1] D [k, k + 1]

Tehét fi-nak van fixpontja k és k + 1 kozott. (2.34) alapjdn fi -nak egynél tobb
fixpontja nem lehet ebben az intervallumban, tehat pontosan egy fixpontja van k és
k + 1 kozott.

fi(k,k+1)=[k—2,k+2] D[k, k+1]

Az €l6z6 érvelés fenndll f2-rais, {gy fi-nak nincs hdrom periodusi pontja. Altaldban
felirhatjuk, hogy:

o ANk k+1)=[k—1Lk+1Dkk+1];

271 csgkkend a [k, k + 1] intervallumon.

[ ]
Tehat f,fl_l -nek egyetlen fixpontja van, ami mar az fj-nak is fixpontja. Az el6bbiek
alapjan fi -nak nincs (2] — 1) periédusi pontja, ha 2l — 1 <2k —1. O

2. 1épés. Ha m ketté hatvany, akkor megszerkesztjik a (gn)n>1 fiiggvénysoro-
zatot, ahol go(z) =z, Vo € [0,1] és

Sy = ha 0 <z < =
5t 3 aVST S5
P 1 p
genle) = @4l (3-7). hag<ess
9 9
L l’-g, hagfﬂfSl

Kimutatjuk, hogy g, -nek van 2" periédusi pontja a [0,1] intervallumban, és minden
pontja végiil periodikus (valamely 2° periédussal, ahol 0 <i < n).

Bizonyitis. n=0 = go(x) =z, Yz € [0,1], tehdt mindkét tulajdonsag teljesiil.
n =1 esetén

1
( -+, ha O<x§§;
(x)=¢ 2—-3-x hal<x<2'
5N ) 3= _3a
2 2
r— -, ha = <z <1.
\ 3 3
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1 1 2 1 2
Tehéat barmely x # 5 ¥ € {5’ 5] pont iteraltjai atkeriilnek a [O, —] vagy a {5’ 1]

3
intervallumba, és igy minden ilyen x pont végil periodikus pont lesz (de nem pe-
1 2
riodikus, mert az eredeti pontot nem kaphatjuk vissza). A {O, 51 U {5’ 1] halmaz
minden pontja 2 periédusu.
) A Y A
1 14
2 28
3 3 Co
9
1 B S L
3 3 .
> N ; >
0 z 0 1452 1 x
399 3
4.7. Abra

) 1 2

Altaldban g,y : [0,1] — [0,1] folytonos és egyetlen fixpontja van az {5’5} in-
tervallumon, melyet jeloljiink xg-val. Mivel ezen az intervallumon g¢,.; grafikonja
egy szakasz, melynek meredeksége nem nagyobb, mint —2, az x(-tél kiillonboz6 pon-

1 2 ,
tok iteraltjai elobb vagy utébb a [0, g] U [5’ 1] halmazba keriilnek. Igy elégséges

kimutatni, hogy e halmaz minden pontja periodikus, és periédusa (n + 1)-nél kisebb
hatvanya kettonek. Mivel

P (B

gn+1-nek paratlan periédusu pontja nincs. Mésrészt a

1 1
— - gn(37), ha0 <z < —;
Gy (7) = 3 s
n+l 2 n gn (32 — 2) b 2 <p<]
- a-<ux
3 3 ’ I

azonossagbol kovetkezik, hogy az x pontosan akkor 2p periédusu pontja g, -nek,
ha p periddusi pontja g,-nek. Tehat az allitasunk igaz.

3. lépés. Ha m = 2/(2k — 1), ahol ¢ > 1 és k > 3 paratlan, akkor a kovetkezd
eljarassal szerkeszthetiink példét (a ,, gyokvonds egy eléggé szokatlan mddszere” [35]):
Legyen fi : [a,b] — [a,b] az elsé esetben vizsgélt fliggvény és [c,d] egy olyan inter-
vallum, amelyre a < b < ¢ < d. Mivel [a,b] és [c,d] homeomorfak, létezik olyan
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g : [a,b] — [c,d] folytonos fliggvény, amelynek van inverze, és az inverze is folytonos.
Ertemezziik az r : R — R folytonos fliggvényt a kovetkezoképpen:

g(f(x)), haxela,bl;
g (z), Thaxeled;
linedris, ha x € [b,¢];

konstans, egyébként.

r(z) =

Erre a fliggvényre

(), ha z € [a, b];
r2(z) = (gofog™)(x), haz€led]
h(x), ha z € [b, c];

konstans, egyébként.

Beldthaté, hogy 72-nek egyetlen fixpontja van [b,c]-n. Ugyanakkor, ha x r-nek
periodikus pontja, akkor = peridodusa 2[, és f-nek van [ periédusi pontja. Tehat az
fr tulajdonsédgai alapjan r-nek van 2(2k — 1) periédusi pontja, de nincs 2(2m — 1)
vagy paratlan periodusi pontja, ha m < k. Ezt az eljarast tobbszor megismételve
eljutahatunk tetszéleges 27(2k — 1)-ig, ami azt igazolja, hogy a Sharkovski tétel a
mar megjegyzett értelemben véve erés. O

A szerkesztés alaposabb megértésének kedvéért vizsgaljunk meg egy konkrét esetet.
Legyen k =3, f:[1,5] — [1,5] és f linedris az [n,n + 1] intervallumokon (n €
€{1,2,3,4}). f(1) =3, f(2) =5, f3) =4, f(4) =2, f(5) =1 (az f grafikus
képe a 4.5. dbrdhoz hasonlit). Ha [c,d] = [6,10] és g(x) = = + 5, akkor

8, ha z < 1;
f(x)+5, hazell,b]
r(z) =49 —bxr+31l, hax €56
x —5, ha x € [6, 10];
9, ha z > 10.

Mivel az [5,6] intervallumon 7 elég meredek, az r fixpontjan kiviil az [5, 6] interval-
lum minden pontjanak iteraltjai elébb-utébb az [5,6] intervallumon kiviil keriilnek,
és igy r-nek nem lesz periodikus pontja az [5,6] intervallumban (az x fixpontjin
kiviil). Tehat r-nek valdjaban csak 10 és 10-nél kisebb (a Sharkovski rendezés sze-
rint) periédussal rendelkezé periodikus pontjai vannak.
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4.8. Abra

2.4. Megjegyzés. T. Y. Li és J.A. Yorke ([45])-ben valamivel gyengébb feltétel
mellett kaptak meg a 2.22 tételt, sot még részletesebb eredményt is kaptak.

2.25. Tétel. (Liés Yorke, [45]) Ha f: 1 — I (I CR egy intervallum) egy folytonos
fliggvény és a € I egy olyan pont, amelyre teljestil

(2.35) fPa) <a < f(a) < f*(a)
vagy

fia) =z a> f(a) > f*(a),

akkor barmely k € N*-ra van k periédusu pont az I intervallumban, és létezik olyan
S C [a,b], amelyre

1. ha p,q € S, p # q, akkor

Tim sup [ f*(p) = f"(g)] > 0

Tim inf | f*(p) = f"(g)] = 0,
2. ha pe S és qe I egy periodikus pont, akkor

Jim sup [f*(p) — f*(q)[ > 0.
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2.5. Megjegyzés. A masodik tulajdonsagbol kovetkezik, hogy S -ben nincs még
asszimptotikusan periodikus pont sem.

2.4. Ertelmezés. A kaotikus fiiggvényeknek tobb értelmezése lehetséges, egyelére a
T :1 — 1 fiiggvényt nevezziik kaotikusnak, ha van legalabb egy 3 periédusi pontja.

Kaotikus fliggvények tulajdonsigait vizsgalva P. E. Kloeden ([42]) arra a
kovetkeztetésre jutott, hogy ezek a fiiggvények C'(I)-ben siirtiek, ha a Csebisev
normat tekintjiikk. Vagyis minden -t [-re képez6 folytonos fiiggvény kozelében van
kaotikus fiiggvény, ha I kompakt intervallum.

Ezt pontositva kijelenthetjiik a kovetkezo tételt:

2.26. Tétel. (Kloeden'® tétele, [43]) Ha f € C(I) (I kompakt intervallum) és
e > 0 egy tetszbleges szam, akkor létezik egy olyan g € C (I) kaotikus fiiggvény,
amelyre

||f_g|| <g,

ahol
If = gl = max|f(z) — g(2)]-

A bizonyitas egyszerlibb, mint azt elére gondolnank, és az alapotlete mindossze annyi,
hogy a kaotikussaghoz elégséges, ha a fiiggvény egy nagyon kis intervallumon kaotikus.
fgy f -et csak egy kis intervallumon fogjuk mddositani.

Bizonyitds. Mivel I kompakt és f: I — I, f-nek kotelez6 mddon van fixpontja
I-n. Jeloljiik ezt z*-gal. Aszerint, hogy ez a fixpont az intervallum felsé végpontja
vagy nem, két esetet kiilonboztetiink meg.

I. eset. x* # b. A folytonossidg alapjan barmely e > 0-ra létezik olyan § =

=d(z*¢) < %, hogy ha z € [*,a* + 0], akkor |f(z) —2*| < g Legyen

A.{x,x —1—2} |::L‘,l’+2:|

IT: [x*%—é,x*—i—g—é] —

2 4
0
2 — x*, hax*ﬁxﬁx*JrZ
—2x + 3z* + 9, hax*+l—l§x§x*+§
30
f(l'*—i—z) —x*
I(z) = 2" + 220 — 22* = §) - 5 :

103Peter E. Kloeden, kloeden@math.uni-frankfurt.de
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) 30 30
A II grafikus képe az | z* + 3 és | " + R f(z")+ Z) pontokat 0sszekoto sza-
kasz, tehéat ez folytonosan illeszti 0ssze a A* és f grafikonjat.
A ) A )

Valamint

f(x), hazel-— {x*,x*%-?%f} ;

g(x) =< A*(z), hazxce€ x*,x*%—% :

J J
II(z), hazce x*+§,x*+%] :

5
A A* kaotikus, mert van harom féperiédusi pontja (példaul az z* + - ), tehét a ¢

is kaotikus.
Maésrészt a g € C'(I) és

07 haxe[—[x*,x*_,_?’?f];
)
lf—gl=1<¢ |f(z)—A*(z)], haze€ x*,x*+§ = I
) 30
|f(z) —1I(z)|], hazxce€ x*+§,x*+71 = I,.

Innen kovetkezik, hogy

1/ () = g(@)[| = {max [f(x) — A™(x)], max [f(x) — TI(x)[}

A — _ * * _ A*
max |f(z) — 2*| + max|z ()]

B = —z* =11
max |f(z) — 2”| + max|z” — 1I(z)|
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If(@) = g@)| = {max|f(x) — A*(x)|, max| f(z) — TI(x)[} <
< max{A4,B} <
€ g € €
< max{Z+ 55} =2

IT. eset. z*=b
A 4.10. abranak megfelel6 szerkesztést végezziik.

Ay

=
4.10. Abra

Hasonl6 becslések alapjan belathatd, hogy a szerkesztett fiiggvény megfelel. O

Az el6bbiek alapjan lathatd, hogy a nem kaotikus fiiggvények strukturdlis insta-
bilitast mutatnak a kaotikus viselkedésre nézve. Feltevodik az a kérdés is, hogy mi
torténik a kaotikus fiiggvények perturbalasa soran? Erre vonatkoznak P. J. Butler és

G. Pianigiani kévetkez6 eredményei ([18]).
2.27. Tétel. (P. G. Butler'® és G. Pianigiani'® tétele, [18])
1. A harom periédusi pontok létezése néha kis perturbaciokkal megsziintethetd.

2. Ha f € C(I) és f-nek van harom periédusi pontja, akkor létezik olyan € > 0,
amelyre barhogyan is vennénk a

I1F—fll<e
egyenlGtlenséget teljesité F € C (1) fiiggvényt, az F -nek lesz 5 periédusi pont-

ja.

Bizonyitds. Az elso allitast belathatjuk a kovetkezo fliggvény segitségével:

1
5 te ha z € [0,¢];
f(z) +1 hazeles
e\L) = T - a T =13
2 2

2—2 h > —.
x, ax 5

104Geoffrey J. Butler, -1986
105Giulio Pianigiani, giulio@ds.unifi.it



192 4. Hatarértékek és folytonossag

Ellendrizhetd, hogy f.-nak nincs harom periédusi pontja, ha ¢ > 0.

A masodik allitas igazolasédhoz jeloljik zy < x9 < xz3-mal az f: I — [ folytonos
fiiggvény harom hosszisagu periodikus pélyajat. Feltételezhetjik, hogy xs = f (z1),
gy = f(x2) és x1 = f(x3). Létezik olyan y; € [x1, 3], amelyre f(y1) = x2, és az
[y1, o] intervallumban f-nek nincs fixpontja. Igy

F2 ([yr, wa]) D f ([w2, 23]) D 21, 23],
tehat 1étezik yo € [x1, 22] gy, hogy

f2(y2) =Ty €8 Yo 7éy1, Yo 7é1'2-
Tovabba

fQ(yl) = I3
flea) = o

£y wa]) D f ([w1,22]) D [wa, 23]
Ebbdl kovetkezik, hogy

S [y, 22]) D f ([w2, 25]) D [21, 5]

(2.36) F? (2, 22]) D f ([1, w5]) D [w2, 23] .

Az elobbi tulajdonsidg alapjan megallapithaté olyan e; kiiszObszam, amelyre ha
|F — f|| < e1, akkor F® a f°-hoz hasonléan az [ys, o] intervallumot egy néla
hosszabb, 6t tartalmazé [u, v] intervallumra képezi. gy F5-nek [y, 25] -ben van fix-
pontja. Mésrészt mivel f-nek [yq, 2] -ben nincs fixpontja, valaszthaté olyan e < ey,
hogy F -nek se legyen [ys,2]-ben fixpontja ([37]). Ez az ¢ mar megfelel az elébbi
két tulajdonsag szerint. O

4.3 Periodikus fliiggvények

Az f : R — R fliggvényt periodikusnak nevezzik, ha létezik olyan nullatél
kiilonboz6 szam, amelyre f(x) = f(z + a), barmely = € R-re.
3.1. Gyakorlat. (Hermite!'*®-féle azonossdg) Bizonyitsuk be, hogy ha n € N*, akkor
minden © € R esetén

(3.1) [:C]+{x+%1+---+[x+n;11—[m:],

ahol [t] a t szdm egész része.

106Charles Hermite, 1822-1901
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Megoldas. Az
1 n—1
R R R e )
n n
Osszefiiggéssel értelmezett fliggvény jol értelmezett az R-en és periodikus, mert

s =f(v+3) wer

Maésrészt, ha z € [0,%), akkor f(z) = 0, tehdt a periodicitds alapjan f(z) =
=0, Vxr e R. A

3.2. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy ha az f : R — R folytonos fiiggvény peri-
odikus, akkor van legalabb egy fixpontja.

Megoldds. Ha p egy peridédusa f-nek, akkor f(x+p)= f(x), minden = € R esetén.
Az f lesziikitése a [0,p] intervallumra korldtos, tehdt az f is korlatos (ugyanazokat
az értékeket veszi fel, mint a [0, p]-n). fgy a 2.9-es gyakorlat alapjan f-nek van
legalabb egy fixpontja. A

3.3. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy ha az f:R — R folytonos fiiggvényre f(x) =
= f(z+1/n), minden x € Q és n € N* esetén, akkor f dllandd.

Megoldds. A matematikai indukcié médszerével igazolhatd, hogy f(x) = f(z+m/n),
minden z € Q és m,n € N* esetén. x = 0-ra az f(£m/n) = f(0), barmely
m,n € N* Osszefiiggéshez jutunk. Tehat f(z) = f(0), minden z € Q-ra. Ha o € R
tetsz6leges, akkor létezik olyan (z,) raciondlis szdmsorozat, amelynek hatérértéke
xg, ésigy f(0) = nhngo f(zn) = f(z), tehdt f allands. A

4.4 Darboux tulajdonsagu fiiggvények

A 170. oldalon értelmeztiik a Darboux tulajdonsagu fiiggvényeket.

Ha minden a,b € I, a <b és minden \-raaz f(a) és f(b) kozt létezik ¢ €]a,b]
ugy, hogy f(c) = A, akkor f-et Darboux tulajdonsdgunak nevezziik. Ebben a pa-
ragrafusban néhany ekvivalens tulajdonsagot ismertetiink és a Darboux tulajdonsagu
fliggvények tulajdonsagait vizsgaljuk.

Megjegyzés. Geometriailag ez azt jelenti, hogy minden a,b € I, a < b és minden
A-raaz f(a) és f(b) kozt az y = A egyenletii egyenes legaldbb egy pontban metszi
az [ |a,b[-re vald lesziikitésének grafikus képét. A

4.1. Tulajdonsag. Ha f : I — R egy fiiggvény, akkor az alabbi allitasok
egyenértékiiek:

(a) f Darboux tulajdonsagi;



194 4. Hatarértékek és folytonossag

(b) ha J C I intervallum, akkor f(J) is intervallum;
(¢) ha a,be I, a<b, akkor f(|a,b]) egy intervallum.

Bizonyitds. (a) = (b). Minden y; = f(t1), y2 = f(t2) € f(J) és X\ €]y1, ya| esetén
(feltételezhetjiik, hogy y; < yo) az (a) alapjan létezik ¢ € Jt1, t5] gy, hogy A = f(c).
Mivel J intervallum és t1,ty € J, kovetkezik, hogy ¢ € J, tehdt A = f(c) € f(J).
gy f (J) is intervallum.

(b) = (c) nyilvanvalé.

(¢) = (a). Ha J =[a,b], ahol a,b€ I, a<b és X az f(a) és f(b) kozt van,
akkor a feltétel alapjan A € f([a,b]). Eszerint létezik ¢ € [a,b] gy, hogy A = f(c).
Léathatd, hogy ¢ ¢ {a,b} és A = f(c), tehat f Darboux tulajdonsigi I-n. O

4.1. Kovetkezmény. Ha f : I — R és g : f(I) — R Darboux tulajdonsagi
fiiggvények, akkor a g o f is Darboux tulajdonsagu.

Bizonyitds. Ha f,g Darboux tulajdonsagu és J egy részintervalluma [ -nek, akkor a
(go f/)(J)=g(f(J)) halmaz is intervallum, tehat a 4.1-es tulajdonsag alapjén g o f
is Darboux tulajdonsdgu. O

4.2. Kovetkezmény. Ha az f : I — R Darboux tulajdonsagu fiiggvény
értékkészlete legfeljebb megszamlalhato, akkor f allandé fliggvény.

Bizonyitds. f(I) intervallum és a feltétel alapjan legfeljebb megszamlalhaté. Ha
|f(D)] # 1, akkor f(I) megszamlalhatatlan lenne, ezért csak az lehetséges, hogy
|f(I)| = 1. Ebben az esetben f élland6. O

4.3. Kovetkezmény. Ha az f: [ — Q fiiggvény folytonos, akkor allando.

Bizonyitis.  Ha f folytonos, akor Darboux tulajdonsagi, és igy az elébbi
kovetkezmény alapjan f alland6. O

4.4. Kovetkezmény. Az f : I — R Darboux tulajdonsagu fiiggvény pontosan
akkor injektiv, ha szigorian monoton.

Bizonyitds. Elégségesség. Ha f szigorian monoton, akkor injektiv.

Sziikségesség. Ha f : I — R Darboux tulajdonsagu és injektiv, akkor a
lehetetlenre valé visszavezetést hasznaljuk. Ha f nem szigorian monoton, akkor
létezik t1 <ty < t3 tgy, hogy f(t1) < f(t2) > f(ls) vagy f(t1) > f(t2) < f(t3).
Mindkét esetben hasonlé gondolatmenetet alkalmazhatunk, ezért csak az els6 esetet
targyaljuk. Két alesetet kiillonboztetiink meg:

o f(t1) < f(ts3) < f(t2). A Darboux tulajdonsag alapjan létezik ¢ € Jt, 5] gy, hogy
f(c) = f(t3). Ez ellentmond az injektivitasnak.

ee f(t3) < f(t1) < f(t2). A Darboux tulajdonsdg alapjdn létezik ¢ € |to,t3] gy,
hogy f(c) = f(t1). Ez is ellentmond az injektivitasnak.

Az el6bbi ellentmonddasok alapjan a tulajdonsdg bizonyitasa teljes. O
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4.5. Kovetkezmény. Ha f : I — R Darboux tulajdonsagu, akkor tetszoleges J C I
esetén az f-nek J-re valo lesziikitése is Darboux tulajdonsagu.

Bizonyitds. A 4.1 tulajdonsag (ii) alpontjabdl kovetkezik. O
4.2. Tulajdonsag. Ha f: 1 — R Darboux tulajdonsagu, akkor

(a) |f], f* és \/|f| is Darboux tulajdonsdgt;
(b) ha f(t) # 0, minden t € I -re, akkor 1/f is Darboux tulajdonsagu.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4.1-es kovetkezményt az f-re, és rendre a gy(t) = [t|,

gao(t) =12, g3(t) = \/|t|, illetve g(t) = 1/t fliiggvényekre. O
Megjegyzés. Az

f(t)={zin%’ o g<t>={‘sm%’ 7o

fliggvények Darboux tulajdonsaguiak, de az

0, t+#0,

(f+9)(t) = {1 f—0

Osszegilk nem az. Belathatd, hogy a szorzatuk sem Darboux tulajdonsagi. A

4.6. Kovetkezmény. Ha f : I — R Darboux tulajdonsagi, akkor f-nek nincs
elséfaji szakadasi pontja.

Bizonyitds. A lehetetlenre vald visszavezetés modszerét hasznaljuk. Ha z( els6faju
szakaddsi pontja az f-nek, akkor feltételezhetjiik, hogy f(xo—) =1 < ly = f(zo+).
A hatarérték értelmezése alapjan az ¢ = % > 0 valds szamra létezik olyan ¢ > 0,
amelyre teljesiilnek a kovetkezo implikaciok:

rg— o<z <xzog= f(x)€[l1 —&,11 +¢,

ro<x<z)y+d= f(x)€[la—¢c,la+¢].

Ez alapjan az [zo—J, z9+d] intervallum képe nem intervallum, tehdt f nem Darboux
tulajdonsdgu. O

4.1. Tétel. (Sierpinski!®”) Minden f : R — R fiiggvény eléallithaté két Darboux
tulajdonsagu fiiggvény osszegeként.

107Waclaw Sierpinski, 1882-1969
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Bizonyitds. El6bb megszerkesztiink egy olyan h : (0,1) — (0,1) fliggvényt, ame-
lyet ha lesziikitliink egy tetszoleges [u,v] C (0,1) intervallumra, akkor a leszilikités
képtartoménya a (O 1) intervallum marad. Ha az x = 0,2122...2, ... tort esetén

létezik a lim 1 ngj hatarérték, akkor h(z) legyen ez a hatarérték, ellenkezd e-

setben h(z) legyen 5. Ha 0 < wu < v <1, akkor létezik olyan véges tizedes tort,
amelyre

1
u < 0,t1ty... ¢, <0,t1ta... 1), +1O—m<1)

Tetszoleges y € (0,1) esetén tekintjik az T = 0,t1ty. ..t + Z Dul=U=Iu] a1 65

275”+2J

szamot (a szOgletes zardjel egészrészt jelol). A szerkesztés alapjan u < T < 0.
Masrészt [jy] — [(7 — 1)y] € {0,1}, és igy ezek a kiilonbségek az T péros indexi
szamjegyei, tehat irhatjuk, hogy

v)y]

lim — E Toj = hm—:y
n—oo M, n—oo

(v egy rogzitett természetes szam, pontosabban az m/2 egész része). Igy h(T) =
és T € [u,v].

A ¢ :(0,1) - R, o) = %
folytonos és az inverze is folytonos) a (0,1) intervallum és az R kozt. Az fi,
fiR— R fi) = e(h(e(@) & fl) = f(x) — filz) figavények kol az
els6 Darboux tulajdonsagu (mert minden valddi intervallum képtartoménya az R).
Sajnos a masodik tetszoleges lehet, ezért a szerkesztés modositasaval azt szeretnénk
elérni, hogy fs is hasonldéan viselkedjen, mint f;. Ehhez észrevessziik, hogy az T -ban
a paratlan helyeken all6 szdmjegyek mindegyike 0, tehat az f;-et elégséges csak az
ilyen alaki szamok segitségével értelmezni. Ezt ugy érhetjiik el, hogy bevezetjik a

fiiggvény egy homeomorfizmus (bijektiv,

Hy ={x € (0,1) | egy id6 utdan = minden pératlan index{i szamjegye 0 } és

Hy ={z € (0,1) | egy id6 utdn = minden paratlan index szamjegye 1 }

halmazokat, és minden y € (0, 1) -re megszerkesztjiik az

= 1 N i iyl = 1 — })y]

T=01tty...t -
T , U1l2 m+j,0 102[,%7“]”#1

j=1

valés szamot. Ez szintén az [u,v] intervallumban van, T € Hy és h(Z) = y. Ezek
alapjan értelmezhetjik az f; és fy fliggvényeket az

i) = { plh(p™\(x))), = € (Hy)

=\ @) - fale), zeR\p(H) ©
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f2($) _ { f(I) tfl(x)7 LS (p(Hl)
p(h(e~!(2)), = €R\p(H1)
osszefiiggésekkel. Lathatd, hogy mindkét fiiggvény értelmezése helyes, és a Hy C
C R\ H; bennfoglalds alapjan mindkét fiiggvény tetszéleges intervallumra val6
lesziikitésének a képe az R (T € Hy). fgy mindkét fliggvény Darboux tulajdonsagu.
Masrészt az Osszegilkk f, tehat a bizonyitas teljes. O

4.1. Gyakorlat. Ha az f : I — J fiiggvény bijektiv és Darboux tulajdonsagu, akkor
f~':J — I szintén Darboux tulajdonsigu.

Megoldds. A J = f(I) halmaz egy intervallum és f szigorian monoton a 4.4-es
kovetkezmény alapjan. Feltételezhetjik, hogy f szigorian novekvé. Ha wu,v € J és
u < v, akkor legyen = = f~'(u), y = f~!(v) az 6sképiik, és \ tetszOleges az = és y
kézt. f~! is szigortian monoton, tehdt z < A < y. lgy viszont z = fA) €lu,v] és
f7Yz) = X alapjan f~! Darboux tulajdonsidgi. A

4.2. Gyakorlat. Ha a,b € R, a <b és f:[a,b] = R egy folytonos fiiggvény, akkor
létezik olyan c €|a,b], amelyre

(4.1) fle) = +

Megoldas. Ertelmezziik a

1 1

gilab[= R g(@) = ——+— - f(@)

segédfiiggvényt. Ez a fliggvény Darboux tulajdonsagu, és

lim g(z) =—o00, lim g(x)= o0,

T——00 T—+00

tehat g(Ja,b[) = R. Igy létezik olyan ¢ €]a,b], amelyre g(c)=0. A

4.5 Lipschitz tulajdonsagu figgvények

Az f: 1 — R fiiggvényt Lipschitz'?® tulajdonsaginak nevezziik az I -n, ha létezik
nemnegativ L 1ugy, hogy

(5.1) |fx) = fy)| < Llz—y|, Va,yel

Altaléban az (X,d) és (Y,p) metrikus terek kozti f : X — Y leképezésrdl azt
mondjuk, hogy Lipschitz tulajdonsagi, ha létezik olyan L € R szam, amelyre
p(f(l'1>, f(xQ)) < L- d<x17x2)7 \V/l'l,l’z €X.

108 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 1832-1903
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Megjegyzés. Minden Lipschitz tulajdonsagu fiiggvény egyenletesen folytonos. A
Ha A egy nemitires halmaz és f : A — A egy tetszbleges fliggvény, akkor az
x € A pontot az f fizpontjdnak nevezzik, ha f(z) = x.
Az (X,p) metrikus téren értelmezett f : X — X fluggvényt kontrakcionak
nevezzik, ha létezik « €]0,1[ tgy, hogy

p(f(), f(1)) < ap(z,y), birmely z,y € X esetén.

Megjegyzés. Minden kontrakcié Lipschitz tulajdonsagu, és a kontrakcids allandé
kisebb, mint 1. A
5.1. Tétel. (Banach'® fixpont-tétel) Ha (X, p) egy teljes metrikus térés f: X — X
egy kontrakcié, akkor

1. az f-nek pontosan egy fixpontja van X -ben (jeloljiik x*-gal);

2. barmely zq € X esetén az x,11 = f(x,), n > 0 rekurziéval értelmezett sorozat
konvergens és hatarértéke x*;
L’ﬂ
1-L
Bizonyitdis. Ha zo € X tetszéleges elem, akkor az x,.1 = f(x,), n = 0,1,...

rekurziéval értelmezett sorozatra

p($n+17xn) = p(f(xn)’ f(In—l)) < Lp(mnaxn—l) <. < an(Ilva)’

és igy a haromszog egyenlotlenség alapjan

3. ha n > 1, akkor p(x,,x*) < -p(xo, 1), ahol L az f Lipschitz dllanddja.

p(xn—&-p) xn) < P($n+p> xn—l—p—l) + p(l‘n-&-p—la xn—l—p—?) +oeee p(xn-‘rl) xn) <
S (Ln+p71 4 Ln+p72 R Ln)p(ﬂfl,l'o) —
— Ln<ap_1 + Lp_2 + e + 1)p(x17$0) S

1
S Lnﬁp(iUh xO)J

ahol n € N* és p € N*. Ez alapjan az (x,),>0 sorozat Cauchy sorozat. A tér
teljessége biztositja a sorozat konvergenciajat, tehat 1étezik olyan x* € X, amelyre
lim z, = z*. Igazoljuk, hogy z* fixpontja f-nek. Minden kontrakcié folytonos, ezért

n—oo

hatérértékre térhetiink a rekurzidban, és igy az x* = f(2*) egyenldséghez jutunk,
tehat x* valéban fixpont. Ha az elébbi egyenlétlenségben p-vel tartunk oo-hez,
akkor a

* n 1
(52) p(:E 7£En) < L —p(fl,l'o)
1-L
egyenlGtlenséghez jutunk, tehat a bizonyitds teljességéhez csak a fixpont
egyértelmiiségét kell igazolnunk.

109Gtefan Banach, 1892-1945
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Ha z7 és x3 fixpontok, akkor az zf = f(z7) és o5 = f(x3) egyenl6ségek alapjan

plx, 25) = p(f(a1), f(23)) < L - plaf, 23).

Ha p(z7,25) # 0, akkor ez ellentmondés, mert L < 1, tehdt p(z},z3) = 0, és igy
] =x5. O

Megjegyzés. Lathato, hogy minden lehetséges xy kezdGpontra ugyanazt az z*
hatarértéket kapjuk, tehat az elébbi tétel segitségével megkozelithetjiik a kontrakcidk
fixpontjait. A

5.1. Kovetkezmény. Ha A nemiires és zart része az (X, p) teljes metrikus térnek,
és f: A— A kontrakcio, akkor f-nek pontosan egy fixpontja van A -ban.

Az el6bbi tételben szerepld (x,) sorozatot szukcessziv approximdcios sorozatnak
nevezzik. A tétel harmadik pontja a konvergencia sebességérdl szolgéaltat informaciét
(altaldban az ilyen tipusu konvergencia tul lassi).

Példa. Szamitsuk ki az

(5.3) 422 —1=0

egyenlet valds gyokét négy tizedesnyi pontossaggal.
Ha az (5.3) bal oldalat g(z)-szel jeloljiik, akkor ez egy szigorian névekvé polinomialis
fliggvény, tehat pontosan egy valds gyoke van, mivel

lim g(z) =—0c0 és lim g(x) = 4o0.

T——00 Tr——+00

A gyok megkozelitésének érdekében elobb fixpont feladatta kell alakitanunk az
adott egyenletet:

1

4 _ .

Ha ennek az egyenletnek a jobb oldaldt f(z)-szel jeloljiik, akkor lathatd, hogy
f R — R. Ellenérizziik az 5.1-es tétel feltételeit. Ha x,y € R, akkor

|z + y|
(24 22)(2 +y?)

[f(z) = fy)| = [z —yl.

Mivel

1 2+t
tl= —var < 20
V2 22

irhatjuk, hogy

2+ + 24y _ 2+2°)2+¢)

2v/2 - 2V/2 '

|z +y| <z +Jy| <
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lgy f kontrakcié. f csokkend a [0,00) intervallumon, tehdt f([0,1]) =[1/3,1/2] C
C [0,1]. Az elébbiek alapjan alkalmazhaté a Banach-féle fixponttétel az f :[0,1] —
— [0, 1] kontrakciéra. Az xy =0 vélasztdssal

21 =0,5, x5 =0,444444 ..., x5 =0,455056..., x,=0,453088...,
w5 =0,453455. .., a6 =0,453386..., x7=0,453399...,

és 1gy négy szamjegynyi pontossaggal a gyok 0,4533. A

4.6 Konvex fuggvények

4.6.1 Konvex fiiggvények

Legyen I egy intervallum. Az f: 1 — R fliggvényt konvexnek nevezziik I-n, ha
6.1)  zyel, acl),l] = f((1-a)z+ay) <(1-a)f(x)+af(y).

f-et szigorian konvexnek nevezziik, ha

(6.2) ryel, ae0,]] = f(1-—a)z+ay) <(l—a)f(z)+ af(y).

Azokat a figgvényeket, amelyek konkéavak is és konvexek is, affin fliggvényeknek
nevezziik.

Megjegyzések. (a) A 4.11. dbrén egy (szigorian) konvex fiiggvényt lathatunk.
Az el6bbi értelmezés geometriailag azt jelenti, hogy a grafikus kép minden ive az ivhez
tartoz6 hur alatt helyezkedik el. Az f : [a,b] — R fiiggvény esetén az AB egyenes
egyenlete

Ha a€[0,1] és A = (1 — a)a+ ab, akkor

) =y(AN) = F((1 = Ja+ab) = [(1 = a)f(a) + af ()],

tehat a bal oldal pontosan akkor nem negativ, amikor a jobb oldal nem negativ.
(b) Ha értelmezziik az f: 1 — R fliggvény epigrdfjat az

epif ={(z,a) | a > f(z), x € I}

egyenlOséggel, akkor az f konvexitasdnak sziikséges és elégséges feltétele az epi f
halmaz konvexitasa. A
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r 1—a)z+ay Y

4.11. Abra: Konvex fliggvény

6.1. Lemma. (Jensen!''? egyenl6tlenség) Ha f: I — R egy konvex fiiggvény, akkor
(63) f(alml +-+ anl‘n) < Oflf(ml) +oeee anf(xn)7
haneN* x,...,0, €1, ésaz ay,...,a, >0 szamokra oy +---+ o, = 1.

Bizonyitds. n = 2 esetén az egyenlGtlenség az értelmezés alapjan igaz. Ha n > 3 és
az egyenlotlenség teljestil n — 1-re, akkor tetszoleges x1,...,x, € I, ay,...,a, >0
esetén a a; +- -+, = 1 egyenléségbél kovetkezik, hogy S, /(1 —ay,) = 1. Tgy

n—1 n—1
f( 1—anxi> 1—an
i=1 i=1

n n—1
/ (Z Oéz‘%) =f ((1 — ) Z 1 iyia T + Oénxn> <

<(1 - an)f(Z 1 _O'/ia/ xz) + O‘nf(xn) S
S(l—an)z 1iyianf(xz)+ocnf Tp) Zozzf x;). O

6.1. Kovetkezmény. Ha f: I — R konvex fiiggvény, akkor

a1ry + -+ apx, aflxy)+---+a,f(z,
(6.4) 7 (am L of@) flan).

a1+ - oy (o s I 67
ahol xv,...,xp, €1, a1,...,0, >0 és a1 +---+a, > 0.

10Johan Ludwig William Valdemar Jensen, 1859-1925
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Ha f: I — R egy fliggvény, akkor az

spane) = sane) = LOZLE) gy g

fiiggvényt az f elsorendi novekményének nevezzik.
6.1. Tétel. Ha f: I — R konvex fiiggvény, akkor
(a) Sfa, novekvs az I\ {zo} halmazon;
(b) szigortian konvex f-re sy, szigorian névekvé I\ {xo} -dn;
(¢) x1,90 €1, 11 <x9 €5 N\ €]0,1] esetén az
F((1 = Xo)w1 + Aozz) = (1 — Xo) f(z1) + Ao f (22)
egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

(6.5) (1= Nay + ) = (1= N f(@1) + Af(za), VAe[0,1] és

(6.6) fz) = fly) +

To —T1 To — T

f(za), V€ [xy,zo];

(d) f Lipschitz tulajdonsagi az int (I) minden kompakt részintervallumén, és f
folytonos az int (I) minden pontjaban;

(e) az f vagy monoton az int (I)-n vagy létezik olyan xy € int (I), amelyre az f
csokkend az | — oo, xo[ NI -n, és névekvd az |xg, +oo] NI -n.

Bizonyitds. (a) Ha x1, 29,23 € [ és 1 < x5 < 3, akkor létezik a A\ = e €10,1[,
amelyre xo = (1 — \)x; + Ax3. Az f konvexitdsa alapjan

T3 — T2

(6.7) () < fn) +

T3 — I xr3 — T

To2 —T1

f(l’g)

Ha ennek az egyenl6tlenségnek mindkét oldalabél kivonunk rendre f(xq)-et, f(xq)-t
és f(z3)-at, majd beszorozzuk a kapott egyenlStlenségeket 1/(zo — x1)-gyel,
(3 — 1) /[(x2 — 21) (23 — 22)] -vel, illetve 1/(x3 — z1)-gyel, akkor az

f(z2) — f(z1) flxz) — f(z1)

(6.8) P < o 7
(6.9) f("’;) : i(-??z) < f($$3) :;];(%)’
(6.10) fx1) = flas) < fw2) = flas)

xT1 — I3 Ty — I3
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egyenlitlenségeket kapjuk. Ha a (6.8)—(6.10) egyenl6tlenségeket a ndvekmények
formajaban irjuk fel, akkor a

(6'11) Sz, (:E?) < Sz (m3>7 Szy (xl) < Szy (x3)7 Sz3 (xl) < Sz3 (xQ)

egyenlGtlenségekhez jutunk, tehat a novekményfiiggvény novekvo.

(b) Ha (6.7)-ben szigoru az egyenl6tlenség, akkor a tobbi egyenl6tlenség is szigort,
tehat a novekményfiiggvény szigorian novekvo.

(c) Ha létezik olyan A € [0, 1], amelyre

akkor feltételezhetjiik, hogy A < \g (a mésik eset bizonyitdsa hasonléan torténik). A

pw=(1—=2X)/(1 =X €]0,1[ jeloléssel A\g = pA+ (1 —A) -1 és (1 — Ag)x1 + Aoz
= p[(1 = N)ay + Azg] + (1 — )z, tehat

FU1 = Ao)wr + Aow2) < puf (1= A)zy + Arg) + (1 — p) f(22) <
< pl(T =) f(z1) + Af(z2) + (1 = p) f(22) = (1= Xo) f(71) + Ao f (z2).

Ez ellentmond a feltevésnek, tehdt (6.5) teljesil.

Ha tetszéleges x € [x1,z5]-re A = (z — x1)/(xe — x1) -et helyettesitiink (6.5)-be,
akkor kovetkezik a (6.6).

(d) Ha w,z,y,v € J és u < x <y < v, akkor a 2.19-es tétel és az (a) alpont
alapjan

(6.12)  —o00 < sy(u+t) < syu(x) = w <
< f(y; — i(x) < f(y; — Z(U) < 5y(v+) < +00.

Eszerint |f(y) — f(z)] < M|z — y|, ahol M = max{|s,(u+)|,|s,(v+)|}, tehdt f
Lipschitz tulajdonsagia J-n.

Ha z9 € int(I), akkor létezik olyan kompakt J intervallum, amelyre z, €
€int (J) C I. fgy f Lipschitz tulajdonsdgu J-n. Ebbdl kovetkezik, hogy f folytonos
Zo-ban.

(e) Ha s,(z+) > 0, valamilyen x € int (I)-re, akkor (6.12)-bél kovetkezik, hogy
f novekvd [xg,00[NI-n. Hasonléan, ha s,(x—) < 0, valamilyen = € int([)-re,
akkor f csokkend | — 0o, x¢] N I-n. Ha viszont s,(z—) > 0, minden x € int (/)
esetén, akkor f novekvd int (I)-n, és ha s,(z+) < 0, minden = € int () -re, akkor
Sz(x—) <0, minden z € int (I)-re, és igy f ebben az esetben csékkend int (I)-n.

Ha létezik w,v € int (I) dgy, hogy v < v és s,(ut+) < 0 < s,(v+), akkor a
z=inf{z € I | sp(x+) > 0} szdm az [u,v] intervallumban van. S6t, s,(x+) < 0,
minden x € I, x < z-re. igy f csokkend | — oo, z] N I-n és novekvd I N [z, oof-n.
O

Ha f : I — R egy konvex és nem monoton fliggvény, akkor a 6.1-es tétel (e)
alpontjaban megjelené x, pont az f globélis minimumpontja I -n. Altaldban, ha
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M egy nemiires halmaz és f: M — R egy fliggvény, akkor a p € M elemet globdlis
minimumpontnak nevezziik, ha f(p) < f(x), barmely z € M esetén.

6.2. Kovetkezmény. Ha f : I — R konvex és nem monoton, akkor f-nek létezik
I -ben legalabb egy lokalis minimumpontja.

Megjegyzés. Lattuk, hogy a konvex fiiggvények az értelmezési tartomany belso
pontjaiban folytonosak. Az alabbi példa mutatja, hogy az intervallum végpontjaiban
nem biztos, hogy folytonosak.

1 xz € {0,1}
J(x) = {0, r€lo,1].

6.2. Tétel. Egy novekvo konvex fiiggvény és egy konvex fliggvény osszetétele is
konvex.

Bizonyitds. Ha I C R egy intervallum, f : I — R konvex fiiggvény, g : J — R
novekvé konvex fiiggvény és f(I) C J, valamint h = go f, akkor minden A € [0, 1]
és x,y € I esetén

h((1 =Nz + Ay) = g(f(1 = Nx+Ay) < g((1 =N f(z) + Af(y)) <
< (T=Ng(f(x)) +Ag(f(y)) = (1 = Mh(x) + Ah(y). O

6.1. Gyakorlat. Bizonyitsd be, hogy ha f konvex fiiggvény [a,b]-n és
a<T1<Ty< < Tp_1<zH <D,

akkor

(6.13) (xg — x1)[f(x1) + f(22)] + (x5 — @) [f(22) + f(z3)] + ...

@y — 1) [f(Tn1) + fn)] <
< (zn — @) [f(21) + f(2n)]-

4.6.2 Jensen-konvex fuggvény

Tekintstik az I C R intervallumot ésaz f: I — R fiiggvényt. f-et Jensen-konvexnek
vagy J-konvexnek nevezzik, ha

f(x) + fy)

)< =5

r+y

(6.14) ryel = f(—;

6.1. Tulajdonsag. Minden f: I — R folytonos J-konvex fiiggvény konvex is.
Bizonyitds. A (6.14)-bdl indukcidval igazolhatd, hogy

(6.15) F(geto o)) < GG+ Sl
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minden k € N* és xq,...,2qr € [ -re.
Ha z,y € I és a €]0,1[ rogzitettek, akkor igazoljuk, hogy (6.1) is teljestil.
Elcallitjuk «-t diadikus tortként

I T .
oz—2+22+ +2k

ahol «; € {0,1}, minden i € N*-ra. Az

+ ...,

k-1
W _ 0 02 ok a2 Ao
S R TR T ok ok
jeloléssel
2F — 3
im a® — _a® = b
1}520& a, 11—« T
Ha a (6.15) egyenlStlenségben
Ty =Ty =-=Tg, =T €S T 41 =Tg42="""=Tok =V,
akkor
ok —
Fla®a + (1 - at)g) = BEELE =0 o

oF
Bif(x) + (28 — Br) f(y)
< -

—af(@)+ (1= a®)f(y)

Hatérértékre térve (k — o0 ), az f folytonossiaga alapjan kovetkezik a kivant egyen-
16tlenség. O

6.3. Kovetkezmény. Az f: I — R folytonos fiiggvény pontosan akkor konvex, ha
J-konvex.

4.7 Korlatos valtozasu fiiggvények

Az I = la,b] intervallum egy P felosztdsa egy véges P = {xg,x1,...,2,} pont-
halmaz, amelyre
a=a9g<x < ST =0

A P felosztas normdja a
|P|| = max{z; 1 —2; | i=0,1,...,n—1}

szam.
Az f .1 — R fliggvény vardcioja vagy vdltozdsa a P felosztason a

V(i P) = Y (i) — )
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a=2xy T X9 T3 b= x4

4.12. Abra: Egy fliggvény valtozasa

valos szam.

A 4.12. &bran lathato egy fliggvény valtozasdnak mértani jelentése. Intuitiven
a P felosztashoz rendelt véltozas a felosztashoz tartozé (x;, f(x;)), i = 1,2,...,n
poligondlis vonalnak az Oy tengelyre esé vetiiletének mértéke (a szakaszokat kiilon-
kiilon vetitjik, és a vetiileteket dsszeadjuk).

7.1. Tulajdonsag. Ha P, és P, az [a,b] intervallum két felbontasa és P, C P,

Bizonyitds. Elégséges igazolni, hogy P \ P, = {x} esetén teljesiil az egyenlStlenség.
Ha x; < x < x;4q, akkor

V(i o) = V(S ) = | f(2in) — f(2)| + [f(2) = f(@i)| = [f(@i2) = f2i)] 2 0. O

Az elobbi tulajdonsag alapjan a kiilonbozé felosztasokhoz tartozé valtozasokbdl
alkotott halmaz alulrdl korlatos. Az f fiiggvény korldtos vdltozdsi, ha a kiillonbozo
felosztasokhoz tartozo véltozasokbdl alkotott halmaz feliilrdl is korldtos. A valtozasok
halmazénak legkisebb fels6 korlatjat (szuprémumét) nevezziik a fliggvény teljes
varidaciojanak. Ezt nemcsak korlatos valtozasu fiiggvényre lehet értelmezni. Tehat

\b/f =sup{V(f; P) | P az [a,b] felosztasa}.

Megjegyzés. Ha [ :[a,b] — R monoton, akkor az [a,b] tetszéleges P felosztasara
V(f; P) =|f(b) — f(a)|, tehat ebben az esetben \b/f =1f(b) — f(a)|. A

b
7.2. Tulajdonsag. Az Vf =0 egyenloség csak allando fiiggvényekre teljesiil.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ha f élland6 [a,b]-n, akkor tetszileges P felosztésra
, b
V(f; P) = 0. Igy ebben az esetben V[ = 0.

b
Ha Vf =0, akkor tetszéleges a < x <b és P = {a,x,b} felosztas esetén
a

[f(z) = fla)| SV(f; P) < V=0,

e <o
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tehat f alland6. O

7.1. Tétel. Ha f,g:[a,b] = R és a € R, akkor

b c b
(d) Vf=Vf+Vf, barmely c € [a,b] esetén;

(e) Vf < \b/f7 barmely [u,v] C [a,b] -re.

Bizonyitds. (a) Ha P = {xg,21,...,2,} az |a,b] egy felosztasa, akkor

n—1

V(f+g,P)= Z |f(zis1) + (i) — f2:) — g(z3)] <

n—1 n—1
b b
< Z | f(ziv1) — fz)] + Z 19(wit1) — g(x:)| < Xf +Vy.
i=0 i=0
(b) Az [a,b] tetszbleges P = {xg,21,...,x,} felosztdsdra

V(af,P) = [alV(f.P) < [al V .

(¢c) Ha P = {xg,x1,...,2,} egy tetszbleges felosztasa az [a,b] intervallumnak,
akkor

V(If].P) Z||fa:l+1 | = |f (2:) ||<Z|fxz+1 a:z)|<vf

(d) Ha ¢ € {a,b}, akkor nincs mit bizonyitani, tehét feltételezhetjiik, hogy a <
<c<b Ha P, az [a,c] és Py a [c,b] egy felosztasa, akkor a P = P, U P, halmaz
egy felosztasa [a, b -nek, tehat

V(f,P) + V(. B) = V(f. P) < V.

o <o

c b b
Ha a bal oldalnak a szuprémumat vessziik, akkor a Vf + Vf < Vf egyenléséghez
jutunk.
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Masrészt, ha ¢ € (a,b) és P egy felosztdsa az |a,b] intervallumnak, akkor P, =
= (PU{c})Nla,c] és Po=(PU{c})N|c,b] az [a,c], illetve [c,b] intervallum egy
felosztasa. Igy

[+ V]

2 <o
o <o

b c
Ha ebben az egyenléségben vessziik mindkét oldal szuprémumaét, akkor a Vf < Vf+
b
+ V f egyenloséget kapjuk, tehat a bizonyitas teljes.
(e) Ha [u,v] C [a,b], akkor
v U v b b
VF<Vf+Vf+Vf=Vf DO

Megjegyzések. (a) Ha f:[a,b] — R monoton, akkor korlatos véltozasu.
(b) Ha f:[a,b] — R Lipschitz tulajdonsigi és L a Lipschitz allandéja, akkor az
[a,b] tetszbleges P felosztéséra

V(. P) = S 1) — F@)l < Y (rips — 2 = Lo —a)

b
Ez alapjan Vf < L(b—a), tehat f korlatos valtozasu [a,b]-n.

(c) Minden korlatos véltozasi fliggvény korldtos. Valéban, ha f : [a,0] — R
korlatos véltozasu, akkor tetszéleges x € [a, b] -re

[f(@)] < [fla)] + [f () = fla)] < |f(a)] +§/f,

tehat f korldtos [a,b]-n. A

Lattuk, hogy monoton és nem folytonos fiiggvények korlatos valtozésuak. Az
alabbi példa mutatja, hogy léteznek olyan folytonos fiiggvények, amelyek nem korldatos
valtozasuak.

7.1. Példa. Tekintsiik az f :[0,2] — [0, 2],

x
0, x=0

xsinz, O<ax <2
f(z) =

fiiggvényt és a [0,2] intervallum P = {0,2/(2n — 1),2/(2n — 3),...,2/5,2/3,2}

feloszt&sat.
2 2 2 2 2 2
V(f,P): +( + )+ +(5+§)+(2+§)>

2n —1 2n—3 2n-—1
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tehdat a 92. oldal 1.1 gyakorlata alapjan a (7.1) egyenlStlenség bal oldala is tart
o0 -hez, amikor n — oco. Igy f nem korlatos valtozasu fiiggvény. A

Megjegyzés. Az eddigi tulajdonsagok alapjan lathato, hogy ha f és ¢ korlatos
valtozdstak [a,b]-n, akkor f + ¢ is az. Ugyanakkor tetszdleges o € R esetén af
is korldtos véltozasu, tehat az [a,b]-n korlatos valtozasu fiiggvények halmaza egy
vektorteret alkot. Ebben a vektortérben az

(7.2) 1l = 1F (@) + Vs

egyenlGséggel egy normat is értelmezhetiink. A

7.3. Tulajdonsiag. Ha f : [a,b] — R egy korldtos vdtozasu fiiggvény az [a,b]
intervallumon, akkor létezik olyan (P,) felosztds sorozat, amelyre ||P,|] — 0 és

V(. P) = VF.

Bizonyitds. A 20. oldalon igazolt 2.6 tétel alapjan minden € = 1/n > 0 esetén létezik
olyan P, felosztdsa az [a,b]-nek, amelyre

b
Vf—=1/n<V(f, P,).
Ha @, az [a,b] egy olyan felosztdsa, amelyre P, C Q, és ||@Q.|| < 1/n, akkor

VI = 1/n<V(f,B) <V(,Qu) VI <Vf+1/n

b
Ez alapjan V(f, P,) — Vf, amikor n — oo. O

7.2. Tétel. Ha f : [a,b] — R folytonos és korlatos valtozasu az [a,b]-n, akkor az
[a,b] intervallum minden olyan (P,) felosztds sorozatara, amelyre || P,| — 0, igaz a

lim V(f, P) =V

n—oo
egyenlGség.

7.3. Tétel. (Jordan''') Az f : [a,b] — R fiiggvény pontosan akkor korlétos valtozasti
az [a,b] intervallumon, ha felirhaté két névekvé fiiggvény kiilonbségeként.

Bizonyitds. Ertelmezzik a V : [a,b] — R, V(z) = \x/f figgvényt. Az fi(z) =

= 1(V(z) + f(z)) és foz) = 2(V(x) — f(z)) fiiggvények novekvdek, és f = fi —
fo. O
Az elobi tulajdonsagok tobbsége kiterjesztheto vektor értéki fliggvényekre is.

H1Camille Jordan, 1838 - 1922
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Ha f:[a,b] — RF egy fiiggvény és P az I intervallum egy felosztdsa, akkor az
f-nek a P-re vonatkozé véltozasa (vagy az f valtozdsa P-n) a

— i 1f(zig1) — f(2)l

Szam.

7.4. Tulajdonsag. Ha P, és Py két felosztdsa I = [a,b]-nek és P, C P,, akkor
V(f; ) SV(f; P).
Az ,
Xf =sup{V(f; P) | P az |a,b] felosztdsa}

szimbdlumot (ez lehet valés szam vagy oo ) az f teljes vdltozasanak nevezzik [a,b]-n
b

7.5. Tulajdonsag. Az f : [a,b] — R¥ fiiggvényre pontosan akkor teljesiil az V f = 0

egyenl6ség, ha [ dllandé fiiggvény |a, b] -n

7.4. Tétel. Ha f,g: [a,b] — R* és a € R, akkor

(a) g(f +g) < §f + gg;

—~
o
N—
o <o

b
(af) = o] V f;
b b
(© VISl <V
b c b
(d) Vf=Vf+Vf, barmely c € [a,b] esetén;

v b
(e) Vf <Vf, barmely [u,v] C [a,b]-re.
Az f :[a,b] — R* fiiggvényt pontosan akkor nevezziik korldtos vdltozdsinak az

b
[a,b] intervallumon, ha Vf < occ.

Az aldbbi tulajdonsag mutatja, hogy a vektorértéki korlatos valtozasu fiiggvények
nagyon sok tulajdonsaga visszavezetodik a valds értékii korlatos véltozasu fiiggvények
tulajdonsagaira.

7.5. Tétel. Az f:[a,b] — R¥ f = (f1,...,fr) fiiggvény pontosan akkor korlitos
valtozasi az [a,b] intervallumon, ha az f;, i € {1,2,...k} fiiggvények korlatos
valtozasiak [a,b]-n. Sét, igazak a

k
V(fi,P) < V(f,P) < Z (fi ), ie{l,...,n}

egyenlGtlenségek.
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4.8 Fluggvénysorozatok hatarértékének folytonossaga

A 121. oldalon a 2.4 példa (b) pontjdban lattuk, hogy egy pontonként konver-
galé fliggvénysorozat hatarfiiggvénye nem biztos, hogy folytonos, ha a sorozat tagjai
folytonosak egy kompakt intervallumon. A kovetkezd tétel egy elégséges feltételt ad
a hatarfiiggvény foytonossagara.

8.1. Tétel. Ha az f, : [a,b] — R folytonos fiiggvényekbdl alkotott sorozat egyen-
letesen konvergél az f fiiggvényhez az [a,b] -n, akkor f is folytonos [a,b]-n.

Bizonyitds. Rogzitsik az € > 0 valds szamot. Mivel az (f,), sorozat egyenletesen
konvergens az [a,b]-n, és a hatarfiiggvény f, létezik olyan n. € N kiiszobszdm,
amelyre |f,(t) — f(t)] < /3, ha n > n. és t € [a,b]. Az f,. figgvény folytonos,
tehat 1étezik olyan 0 = d() > 0, amelyre |f,.(t) — fu.(to)| < €/3, ha |t — o] < és
telab). Igy [t —to| <0 és t € [a,b]-re

3

) = £ SIFW) = Fa O+ fun(8) = o) |+ | (to) = Ft0) S S+ 5+

= 87
tehat f folytonos, minden ¢y € [a,b] pontban. O
Megjegyzés. Lathatd, hogy az elébbi bizonyitasban nem hasznéltuk ki, hogy az
[a,b] intervallum kompakt. A 8.3 tételben lathatd, hogy az itt hasznéltnal gyengébb
feltételek is elégségesek. A

Ha I C R, akkor az f, : I — R fliggvénysorozatot Cauchy sorozatnak nevezzik,
ha tetszileges e > 0-ra létezik olyan n., amelyre |f,,(z) — f.(z)] < e, ha m,n > n.
és v el

8.2. Tétel. Tekintsiik az I C R intervallumot és az f, : I — R fiiggvénysorozatot.
A (fn) sorozat pontosan akkor konvergdl egyenletesen, ha Cauchy sorozat.

Bizonyitds. Ez tulajdonképpen a 122. oldalon talalhat6 2.1 tétel. O

8.3. Tétel. Az f: X — Y fiiggvény ((X,d) és (Y,p) metrikus terek) pontosan
akkor folytonos, ha létezik olyan (f,) sorozat, amelynek minden tagja folytonos és
amely egyenletesen tart f -hez.

A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy az egyenletes konvergencia és a
hatarfiggvény folytonossidga az elébbinél szorosabban is Osszefiigg.

8.4. Tétel. (Dini''?) Ha az f, : [a,b] — R fiiggvények folytonosak, minden n € N
esetén, fo(t) < fi(t) < fo(t) < ..., minden t € [a,b]-re, és az (f,) fiiggvénysorozat
f pontszerii hatarfiiggvénye folytonos |a,b]-n, akkor (f,), egyenletesen tart f-hez
az [a,b]-n.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy az (f,), sorozat nem tart egyenletesen az f hatér-
fiiggvényhez az [a,b]-n. Igy létezik olyan ¢ > 0, amelyre minden n°® természetes

12(Jlisse Dini, 1845 - 1918



212 4. Hatarértékek és folytonossag

szamra taldlunk n > n® és x € [a,b] szdmot ugy, hogy |f.(x) — f(z)| > . Mivel az
igy valasztott x érték fiigg n®-tdl, jeloljikk z,e € [a,b]-val. Mivel az (x"i )i sorozat
minden tagja az [a,b] intervallumban van és ez az intervallum korlatos, 1étezik egy
konvergens részsorozata. Esetleg tjraindexelve a sorozatot megtarthatjuk a jelolést.
A feltételek alapjan f(x) > f.(x), barmely x € [a,b] és n € N esetén, tehdt

Ha az <x"i )i sorozat hatérértéke zo € [a,b] (khm Tne = xg ), akkor tetszoleges

1t € N-re az f és f; folytonossaga alapjan elég nagy k-ra irhatjuk, hogy
1 (ag) — FCao)] = Uilag) — Fow)ll = [ (ug) — Flag)] — o) = filao)]] < 5

Ez alapjan
f(xni) - fz(xni) — [f(z0) = fi(zo)] <

tehdt a (8.1) egyenl6tlenség alapjan

Y

DO ™

f (o) — fi(wo) >

Do M

Ez viszont ellentmond az (f,), sorozat pontszeri konvergencidjanak, tehat a
fiiggvénysorozat egyenletesen tart f-hez az [a,b]-n. O
Az alkalmazasokban gyakran van sziikség a kovetkezd tételre:

8.5. Tétel. Ha I = [a,b] egy zart intervallum, akkor a (C(I),|| - |leo) normalt tér
egy Banach tér.

Megjegyzés. A |||l : C(I) = R, [[fllec = majx\f(q;)| Osszefiiggéssel értelmezett
S

Csebisev norma ekvivalens a |- ||, : C(I) = R, ||f||- = max e T@=9)| f(z)| Bielecki'!3
Te

norméval, tehat (C(I),| - ||;) is Banach tér. A differencial és integralegyenletek
klasszikus elméletében ezeket a tereket nagyon gyakran hasznaljuk.

Bizonyitdas. Ha (fn)n>1 egy Cauchy sorozat a (C(I),] - |lw) metrikus térben,
akkor barmely e > 0-ra létezik olyan n. kiiszobszam, amelyre || f, — fiu|lco < &, ha
m,n > n.. Ez azt jelenti, hogy

(8.2) |fo() — fi(z)| < e, barmely x € [a, b]-re, ha m,n > n..

Igy az (f,(2))n>1 valés szdmsorozat minden z € [a,b] esetén Cauchy sorozat. Ebbél
kovetkezik, hogy minden = € [a,b]-re létezik f(z) € R tgy, hogy lim f,(z) =

= f(x). Igazolnunk kell, hogy az igy értelmezett f fliggvény is folytonos és az (fy)n>1
sorozat egyenletesen tart f-hez. Ha a (8.2) egyenlétlenséget ¢ helyett £ -ra frjuk fel,

13 Adam Bielecki, 1910-2003
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és hatarértékre tériink m — oo esetén, azt kapjuk, hogy barmely e > 0-hoz létezik
olyan nq(e), amelyre

(8.3) | fulz) — f(2)] < g bérmely « € [a, b-re, ha n > 1y (c).

Maésrészt rogzitett n > ni(e) esetén az f, folytonossidga alapjan barmely ¢ > 0-ra
létezik olyan 0 > 0, amelyre |f,(z0) — fu(z)| < 5, ha v —xo| < 0. Igy |z — 20| <6
esetén

[f(2) = fxo)l <[f(2) = ful@)[ + [fal) = fulzo)] + [fal0) = f(z0)| < e

Lathato, hogy az elébbi szerkesztésben ¢ gyakorlatilag csak e-tél fiigg, tehat f
folytonos fliggvény. A (8.3) Osszefiiggés biztositja a konvergencia egyenletességét,
tehat (C'(I),] - ||o) egy Banach tér.

4.9 Filggvénysorok folytonossaga

9.1. Tétel. Ha az f, : [a,b] — R, n € N folytonos és nem negativ fiiggvényekre az
s la,b] = R, s(z) = lim, . s,(x) fiiggvény folytonos, ahol s,(x) = Y ,_, fu(z),
akkor a " f, sor egyenletesen konvergal [a,b]-n.

Bizonyitds. A részletosszegek (s,) sorozata folytonos és novekvé [a,b]-n, tehét a 8.4
tétel alapjan (s,) egyenletesen tart s-hez. Igy a > f, sor egyenletesen konvergal
[a,b]-n. O

9.2. Tétel. Ha a ) f, sor egyenletesen konvergdl az A C R halmazon és az f,
fiiggvények folytonosak xg € A-ban, akkor a »_ f, &sszeg is folytonos x-ban.

Bizonyitds. A 8.1 tétel azonnali kovetkezménye. O

4.10 Kituzott feladatok

1. Bizonyitsd be, hogy ha az (x,x)n>1 pozitiv tagi sorozatra barmely € > 0 esetén
k<n

létezik olyan n. € N kiiszébszdm, amelyre |z,x| <&, ha n >n. és 1 <k <mn,
ésaz f:[0,00) — R fiiggvényre lirr(l) @ =1, akkor

n n
lim E f(zny) = lim E Tk,
n—oo n—oo

k=1 k=1

amennyiben létezik az utébbi hatarérték.

Alkalmazasok. a) Szamitsd ki a kovetkez6 hatarértékeket:

n n
. . P . P
lim Y sin 27 lim ] cos 2o
e = n—oopy VR
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b) Bizonyitsd be, hogy ha az f : (0,00) — R fliggvényre lir%@ =1, akkor
2n

Jim 32 f (747) = pin3.

2. Bizonyitsd be, hogy ha az f : (0,00) — R fliggvényre lir%@ = 1, akkor az
an =Y. f(3) —Inn sorozat konvergens.

k=1

3. (Andrés Szilard) Hatarozd meg azokat az f : R, — R fliggvényeket, amelyekre
fBz)+ fBy) + f32) = fle+y+2)+ fRr+y) + f(22+y), Vr,y,z € Ry

4. Bizonyitsd be, hogy ha az f: (0,00) — R csokkend fliggvényre a ¢ : (0,00) —
— R, g(x)= @ fiiggvény novekvd, akkor f folytonos.

5. (R. Gologan''*) Bizonyitsd be, hogy ha f : [0,1] — [0,1] folytonos és nem
dllando fiiggvény, akkor létezik olyan xy # xo, 1,19 € [0,1], amelyre

f(21) = f(2)] = |21 — 2o

6. (E. Moldoveanu''®) Az f: R — R fiiggvényre teljesiil a kovetkezd tulajdonsag:
barmely (z,),>1 divergens sorozatra az (f(z,))n,>1 sorozat is divergens.
Bizonyitsd be, hogy f folytonos.

7. (Riemann) Bizonyitsd be, hogy az F:[0,1] — R,

0, haz e R\Q vagy x =0
F(x)= ,
(2) { %, hanges(p,q)zl

fiiggvény minden irraciondlis pontban folytonos, és az x # 0 racionélis pontok-
ban nem.

8. Létezik-e olyan f : R — R fiiggvény, amely a racionélis pontokban folytonos,
és az irracionalis pontokban nem?

9. (Darboux) Tekintsitk az = € (0,1) szdm =z = 0,2122...%,... tizedes

reprezentdcidjat, és értelmezziik az f : (0,1) — [0,1] fliggvényt a kovetkezd
modon:

e ha az (z9x_1)k>1 sorozat az o, 1 tagtél kezdve periodikus, akkor
f('I) - 07 TonLon+42 -« -

e ha az (Tog_1)k>n sorozat egyetlen n-re sem periodikus, akkor f(z) = 0.

H4Radu Gologan, Radu.Gologan@imar.ro
H5Emil Moldoveanu, mmoldoveanu@b.astral.ro
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10.

11.

12.

13.

Bizonyitsd be, hogy f Darboux tulajdonsigi, és a (0,1) intervallum egyetlen
pontjaban sem folytonos.

Rogzitjik a k € N*\ {1} szdmot és tekintjiik azoknak az z € [0,1] valds
szamoknak az S halmazat, amelyeknek a k& alapu szdmrendszerbeli végtelen
reprezentacidjaban a paros indexli szamjegyek kisebbek, mint £ — 1.

a) Bizonyitsd be, hogy S zdrt része a [0,1] intervallumnak.

b) Bizonyitsd be, hogy az
T = 0, T1X2T3 ... Top_1To2nTopg1 --. —— f(&?) = 0, X1T3...Toapn—1T2n41 - - -

Osszefiiggéssel értelmezett fliggvény (a paros indexii szamjegyeket elhagy-
tuk az x-bdl) folytonos, és minden y € [0, 1] értéket megszamlalhatatlan
sokszor vesz fel.

(Peano gorbe!''®) Rogzitjiik a k > 3 természetes szamot és tekintjiik azok-

nak az x € [0,1] valés szamoknak az S halmazat, amelyeknek a k& alapi
szamrendszerbeli végtelen reprezentaciéjaban minden szémjegy kisebb, mint

k—1.

a) Bizonyitsd be, hogy S zért része a [0, 1] intervallumnak.

b) Bizonyitsd be, hogy az
T =0,210923 . .. Top_1TonToni1 - - — f1(2) = 0,123 ... Top_1Tons1 - - -

r = 0, T1X2X3 .. . Toap—1TLonLop+t1 -+ fg(x) = O, ToXy ... .Ton—2To2n+2 - - -

osszefiiggésekkel értelmezett fiiggvények (a jobb oldalon az fi(x) és fo(x)
(k — 1) alapu reprezentaciéja lathatd) folytonosak, és az F' : S — [0,1] x
x[0,1], F(z) = (fi(x), fo(z)) fiiggvény folytonos és sziirjektiv.

Megjegyzés. Az elébbi két feladatban S zartsdga lehetové teszi, hogy
meghosszabbitsuk az f, fi, fo fliggvényeket a [0, 1] intervallumra.

(Montel''") Bizonyitsd be, hogy az f : I — R, fiiggvény pontosan akkor
logaritmikusan konvex, ha barmely « € R esetén a g,(x) = e** f(z) fliggvény
konvex (egy h fliggvény pontosan akkor logaritmikusan konvex, ha a In(h)
figgvény konvex).

3z, haz<
Tekintsik a T: R — R, T(z) = fiiggvényt. Bizonyitsd
3—3x, hax>

be, hogy ha H C R a bennfoglalasra nézve a legnagyobb olyan halmaz, amelyre
T"(z) € H, barmely = € H esetén, akkor H a Cantor-féle triadikus halmaz.

N[ =

N[ —=

16 Giuseppe Peano, 1858-1932
17Paul Antoine Aristide Montel, 1876-1975
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4. Hatarértékek és folytonossag

14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(Andras Szildrd) Rogzitsiink egy S C IN* tetszéleges halmazt. Bizonyitsd be,
hogy létezik olyan f : D, — D, folytonos leképezés, amelyre P(f) =S U {1},
ahol D, az r sugart, origd kézépponttu korlap.

Bizonyitsd be, hogy ha az fi, fo : R — R periodikus és folytonos fiiggvények
foperiodusainak aranya irraciondlis, akkor az Osszegiik nem periodikus.

Bizonyitsd be, hogy ha az f : R — R folytonos fiiggvény egyenletesen
kozelitheto polinomokkal az egész R-en, akkor f is polinomidlis fliggvény.

Bizonyitsd be, hogy ha az f, : [a,b] — R, n € N fiiggvénysorozat minden tagja
konvex és a sorozat pontonként konvergal az f : [a,b] — R fiiggvényhez, akkor
f is konvex. Bizonyitsd be, hogy ha f folytonos [a,b]-n, akkor az (f,)n>1
sorozat egyenletesen tart f-hez az [a,b] intervallumon.

o0
Bizonyitsd be, hogy a ng__ _ ("__l)ﬁ 5| sor pontszeriien konvergal az
y gy A 1+n2z 1+(n—1)%z
n—=

identikusan 0 fliggvényhez, de a konvergencia nem egyenletes.

: ) ‘ _J 1, hazeQ
Bizonyitsd be, hogy ha f : R — R, f(z) = { 0. hazecR\Q, akkor az
flx)=>" n(féi)l) sor egyenletesen tart az identikusan nulla fiiggvényhez.

(Edelstein!'®) Bizonyitsd be, hogy ha (X, d) egy kompakt metrikus tér, és az
[+ X — X figgvényre d(f(z), f(y)) < d(z,y), bdrmely = # y, z,y € X

esetén, akkor az f-nek pontosan egy fixpontja van X -ben.

18T ,eah Keshet Michael Edelstein, 1917-2003



5. Fejezet

Differencialszamitas R-en

When the student is ready,
the master appears.
Buddhista mondads

Ebben a fejezetben a valds valtozoju és valds értéki fiiggvények derivalhatdsagat
és a derivaltak alkalmazasait tanulmanyozzuk.

5.1 Valés fuggvény derivaltja

Az f:[a,b] — R fiiggvényre minden z € [a,b] esetén értelmezhetjiik a

(1.1) ¢(t>:% (a<t<b t+#ux)
novekményt és az

h+z)— f(x
(12 (a) = tim () = fig LD =T

hatarértéket.

Azt mondjuk, hogy f'(z) az f derivdltja x-ben, ha az (1.2) hatarérték létezik
(lehet végtelen is). Ha ez a hatérérték véges, akkor azt mondjuk, hogy f derivdlhato
x-ben. Ha f az [a,b] intervallum minden pontjaban derivalhatd, akkor azt mond-
juk, hogy f derivilhaté [a,b]-n. Ebben az esetben értelmezhetjiik az f’: [a,b] — R
fiiggvényt az (1.2) Osszefiiggés segitségével. Az f’ figgvényt az f elsérendi de-
rivaltjanak nevezzik.

1.1. Tétel. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény derivalhaté az x € [a,b] pontban, akkor
f folytonos x -ben.

Bizonyitas.

t .
ft)— f(z) = M(t —x)— f(x)-0=0, amikor t —z. O
—x
Megjegyzés. A forditott llitds nem igaz. Az f(t) = |t|, t € R fiiggvény ¢t = 0-ban
folytonos, de nem derivalhato. A
Az elébbi ellenpéldéanal sokkal tobbetmondé példa is szerkesztheté. Erre vonat-

kozik a kovetkezd tétel.

1.2. Tétel. (Weierstrass, [62]) Létezik olyan f : R — R folytonos fiiggvény, amely
sehol sem derivalhato.

217
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Bizonyitds. Tekintsiik a h(t) = |t|, t € [—1,1] fliggvényt és hosszabbitsuk meg R-en
értelmezett periodikus fliggvényre az alabbi Osszefiiggések segitségével:

h(t), te[-11],
g(t) =q9(t=2), t>1,
g(t +2), t<—1.
Lathaté, hogy minden s,t € R-re
(1.3) l9(t) — g(s)] < [t — s,

tehat ¢ Lipschitz tulajdonsagi R -en, és igy folytonos is.

Tekintsiik az - .
s =3 (3) st

n=0
fliggvényt. Mivel 0 < g < 1, a sor egyenletesen konvergal, ezért a
hatérértékfiiggvény ( f ) folytonos R-en.
Kimutatjuk, hogy f sehol sem derivalhato. Legyen z € R egy tetszOleges valds
szam és 0, = j:%4_m, ahol az el6jelt ugy valasztjuk meg, hogy 4™x és 4™ (x + 0,,)
kozt ne legyen egész szam.

A
_ 94" (z +6m)) — g(4"x)
fyn — 6
jeloléssel n > m-re 7, =0 (mert 4"0,, péros szdm). Ha 0 < n < m, akkor (1.3)-bdl
kovetkezik, hogy |v,| < 4™ (itt m-re pontosan egyenléség &ll). Az elébbiek alalpjan
30)
1)

n=0

f(x+0m) = f(z)
5m

m—1
1
z3m—23n:§(3m+1),
n=0

fa+6m)—f(z)
)

tehat m — oo, 4, — 0 esetén az ‘ ’ kifejezés is végtelenhez tart. FEz

azt jelenti, hogy f nem derivdlhaté z-ben. Mivel x tetszoleges volt, f sehol sem
derivalhato. O

Vizsgaljuk a derivalhaté fiiggvények algebrai tulajdonsagait.

1.3. Tétel. Ha az f,g: [a,b] — R fiiggvények derivilhatdk az x € [a,b] pontban,
akkor f+g, f-g és g(x) #0 esetén f/qg is derivdalhaté x -ben, és

(a) (f+9)(z) = f'(z)+d(2);
(b) (f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x);
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Bizonyitds. (a) Hatarértékre tériink (¢ — z) az

(f+9)t) = (f+9)(x)  f(t)— f(z) N g(t) — g(x)

t—x t—x t—x
azonossagban. A jobb oldalnak a feltételek alapjan létezik hatarértéke, tehat a bal

oldalnak is 1étezik a hatarértéke, és a két hatarérték egyenlo.
(b) A h = f-g jeloléssel

h(t) = h(x) _f(B)g(t) — f(x)g(x) _ f()g(t) — f(x)g(t) + f(x)g(t) — f(x)g(x)

t—x t—x t—x
oI =10 | iy 2) = 9(e)

tehat amikor t — z, a kivant egyenloséget kapjuk.

()
N (D)
(5)o-(5) ) pe) - g
t— (t —x)g(x)g(t)
1 (t) — f(z) g(t) — g(x)
s | - 0
Ha t — x, a tételben szereplo egyenloséghez jutunk. O

1.4. Tétel. (Lancszabaly) Ha f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n és derivdlhaté vala-
milyen x € [a,b] pontban, a g : I — R fiiggvény derivalhaté az f(x) € I pontban,
akkor a

h(t) = g(f(t), a<t<b

fiiggvény derivalhaté x-ben és

(1.4) W(z) =g (f(z) f'(z).
Bizonyitds. Az y = f(z) jeloléssel a derivélt értelmezése alapjan
(1.5) f@) = flz) = (t = 2)[f' () + ult)],

(1.6) 9(s) = 9(y) = (s = )lg'(y) + v(s)],

ahol t € [a,b], s€ I, u(t) » 0, hat—x é v(s) — 0, ha s —y. Az (1.6) és (1.5)
alapjan

[(t) = f(@)]lg'(y) + v(s)] =

>
—~
=
|
=
8
SN~—
I
—~
~
=
|
=R
~
~—~
3
I

tehat t # x esetén
w = [9'(y) + v()]Lf (x) + u(t)].

Ha t — x, akkor s — y, és igy (1.7) jobb oldala ¢'(y)f'(x)-hez tart, tehdt h
derivdlhaté z-ben, és (1.4) igaz. O

(1.7)
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1.1. Példék. (a) Az
rsini,  z#0
0, z=10

fiiggvényre f'(z) =sinl —lcosl, 2 #£0 és f'(0) nem létezik.
(b) Ha

w?sind, 2 #£0
x) = z’
R A,
akkor f'(z) =2zsini —cosi, x#0. Az értelmezés alapjan f'(0) =0 és liné f(x)

nem létezik, tehat f’ nem folytonos 0-ban.

(c) Altalanosabban, ha a > 0, ¢ > 0 valés allandék és az f : [-1,1] — R
fliggvényt az
x|*sin(|z|7¢), x#0
gy = {latsintlal)
0, r=0

egyenloségekkel értelmeztiik, akkor igazak az alabbi ekvivalencidk:

(c

f folytonos <= a > 0;

Co f(0) <= a>1,;

c3) f' korldtos <= a>1+c¢;

cs) 3 f'(0) <= a>2+g

f" korldtos <= a > 2+ 2¢;

1)
) 3
)
cy) f' folytonos <= a>1+g¢
)
C)
)

(
(
(
(
(
(cq7) f" folytonos <= a>24+2c. A

Tanulméanyozzuk az (1.1)-ben megjelend héanyadost.

1.1. Tulajdonsag. Az f:]—1,1[— R fiiggvényre létezik f'(0), és az (an)n, (Bn)n
sorozatokra —1 < a,, < (3, < 1 ugy, hogy «a, — 0 és (3, — 0, amikor n — oco. A

d. — f(ﬁn) _ f(o%)
e ﬁn — Qp

sorozat teljesiti a kovetkez6 tulajdonsagokat:

(a) ha a, <0< 3,, akkor nh_}rgj d, = f'(0);

(b) ha 0 < o, és a ( fn ) sorozat korldtos, akkor lim d,, = f'(0);

Bn—amn n Nn— 00

(c¢) ha f" folytonos 0-ban, akkor lim d, = f'(0);

n—oo
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(d) Iétezik |—1,1[-en derivalhaté f fiiggvény, amelyre o, — 0, (3, — 0, és létezik
lim d,, de lim d, # f'(0).

Bizonyitds. (a) d,-et a kovetkezé alakban irjuk fel:

f(Bn) = flan) _ f(Ba) = f(0) B f0) = flom) _—am

6n_05n B Bn 6n_05n+ —Qp 'ﬁn_an7
WP TR Y H WO VS NP VI v
1_ﬂn_an7 2_/6n_an7 1, A2 > U, 1+ A= 1
Iy
mln{f(ﬂn) — f(())’ f(O) B f(an)} Sf(ﬂn) — f(an) <
B —Qn Bn —
< max{f(ﬂn> _f<0)’ f(0) _f<04n)},
571 —Qp,
tehat a feltételek alapjan

Az 1.18-as tételbdl (94. oldal) kévetkezik a bizonyitandd egyenldség.
(b) Az

f(Bn) = flaw) — f(O) = flaw) B (f(ﬂn)—f(O) f(O)—f(Oén))

6% — Qp —Qp ﬁn — Qp ﬁn —Qp
azonossag és a feltételek alapjan kovetkezik a kivant egyenldség, mert a jobb oldalon
a zardjelben levo kiilonbség 0-hoz tart, és igy a ( ﬁﬁlan sorozat korlatossdga miatt
a jobb oldal hatarértéke 0. !
(c) A 2.3-as kozépértéktétel alapjan
f ﬁn B f an)
gy = L0 = 00) _ iy

ﬁn_a/n

ahol a (7,) sorozatra «, < v, < [n. Igy Yo — 0 és az [’ folytonossaga alapjan
kovetkezik a bizonyitandé egyenldség.
(d) Az 1.1-es példa (b) alpontjéban vizsgalt fliggvény és az

2

Qp = 5 — ﬂn:m

onm’

sorozatok teljesitik a kért feltételeket. O
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1.5. Tétel. Ha I,J C R kompakt intervallumok és f : I — J egy bijektiv és
folytonos fiiggvény, amelynek létezik derivéltja az xy € I pontban, és f'(x¢) # 0,
akkor az f~1':J — I inverz fiiggvény derivalhaté az yo = f(xq) pontban, és

N
f'(wo)

Bizonyitds. Mivel I kompakt, az f folytonos és bijektiv, az f~1 fiiggvény folytonos
(2.11-es tétel, 164. oldal). Igy

Lf (o)l =

(1.8) T € I\{0}, @n =m0 <= Y = flzn) € T\ {t0}, ¥n — %0

Az y = f(x) jeloléssel

fHy) — ) 1
Y=Y ~ f@) = f(=o)’ va € 1 o}
T — Zo
Masrészt (1.8) alapjan y — yo <= = — x¢, tehét
TN y) = ) 1 _ 1
ylggo Y — Yo N :vli*nwlo f(x) = flxo)  f'(x0) .

r — 2o

5.2 Kozépértéktételek

Ha X egy metrikus tér és f : X — R egy fiiggvény, akkor a p € X pontot
az [ lokdlis mazimumpontjdnak nevezzik, ha létezik 6 > 0 tugy, hogy f(¢) < f(p),
barmely ¢ € B(p,d)-re. A p € X pontot az f szigori lokdlis mazimumpontjdnak
nevezzik, ha létezik § > 0 gy, hogy f(¢) < f(p), barmely ¢ € B(p,d) \ {p}-
re. Az elébbihez hasonléan a p € X pontot lokdlis minimumpontnak nevezzik, ha
létezik 6 > 0 gy, hogy f(q) > f(p), barmely ¢ € B(p,d)-re, és szigori lokdlis
minimumpontnak, ha létezik § > 0 ugy, hogy f(¢) > f(p), barmely ¢ € B(p,9)\ {p}
esetén.
2.1. Tétel. (Fermat''?) Ha az f : [a,b] — R fiiggvénynek az o €la,b| Iokalis
maximumpontja vagy lokalis minimumpontja, és létezik f'(xq), akkor f'(xq) =0.

Bizonyitds. A bizonyitas dtlete az 5.1.-es dbran lathato (a szélséértékpontban az érinté
vizszintes). Valasszuk meg a § > 0 értéket az éretelmezésnek megfeleléen tigy, hogy
a<r—0<x<wr+0<b Ha x—9d<t<ux akkor

ft) — (=)

>0
t—x -

)l

19Pjerre de Fermat, 1601-1665
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tehat ¢t — = esetén az f'(x) > 0 egyenlétlenséghez jutunk.
Ha x <t < x+ 9, akkor viszont

f{t) — f(x)

<0,
t—=x

tehat amikor t — x, az f'(xr) < 0 egyenlStlenséget kapjuk. A két egyenlStlenség
alapjan f’(x)=0. O

 /(b)

Q¢

T b a c b

5.1. Abra 5.2. Abra

2.2. Tétel. (Cauchy) Ha az f :|a,b] — R és g: [a,b] — R fiiggvények folytonosak
[a,b] -n és derivalhatdk |a,b[ -n, akkor létezik olyan x €la,b|, amelyre

[£(b) = fla)lg'(x) = [9(b) — g(a)]f ().
Bizonyitds. A

h(t) == [f(b) = f(a)lg(t) = [g(b) — g(a)lf(t), a<t<b

segédfiiggvény folytonos [a,b]-n, derivalhaté |a, b -n és

(2.1) h(a) = f(b)g(a) = f(a)g(b) = h(b).

Igazoljuk, hogy létezik olyan x €la,b], amelyre h'(x) = 0.

Ha h &lland6 fliggvény, akkor h'(x) =0, barmely = € |a, b[ -re.

Ha h(t) > h(a), valamilyen t €]a,b| esetén, akkor x-nek vélasztjuk a h maxi-
mumpontjat (ilyen létezik a 164. oldalon igazolt 2.8-as tétel alapjan). (2.1)-bél
kovetkezik, hogy x €la,b[, és a 2.1-es tételbdl kovetkezik, hogy h'(z) = 0.

Ha h(t) < h(a), valamilyen t € |a,b] esetén, akkor hasonlé gondolatmenet alapjan
a h minimumpontja teljesiti a h'(x) = 0 egyenléséget. O

2.3. Tétel. (Lagrange) Ha az f : [a,b] — R fiiggvény folytonos |a,b|-n és de-
rivalhaté la,b| -n, akkor létezik olyan x € |a,b[, amelyre

f(b) = fla) = (b—a)f'(z).
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Bizonyitds. A 2.2 tételben a ¢(t) = t, t € [a,b] figgvényt vélasztjuk. A tétel
geometriai jelentése az 5.2.-es abrardl olvashatd le (16tezik a hirral parhuzamos érinté).
O

2.1. Kovetkezmény. (Napier'? egyenl6tlenség) Ha 0 < a < b, akkor

1< lnb—lna<1
b b—a a’

2.4. Tétel. Ha az [ :a,b[— R fiiggvény derivalhaté la,b| -n, akkor igazak a
kovetkezo allitasok:

(a) ha f'(t) >0, bdrmely t €]a,b| -re, akkor f névekvé la, b -n;

(b) ha f'(t) =0, barmely t €la,b| -re, akkor f allandé |a,b[ -n;

(¢) ha f'(t) <0, bdrmely t €la,b| -re, akkor f csékkené ]a,b[ -n.
Bizonyitas. Mindharom allitas a Lagrange tétel kovetkezménye. O

2.5. Tétel. (Rolle'?') Ha teljesiilnek a 2.3-as tétel feltételei és f(a) = f(b), akkor
létezik x €la,b] dgy, hogy f'(z) = 0.

2.11. Alkalmazas. Vizsgaljuk meg, hogyan kellene fiiggjon a vérereknek az
egymassal bezart szoge az érvastagsagtol ahhoz, hogy a sziv altal végzett munka
minimalis legyen!

Tekintsiik a  vérkeringést Osszenyom-
hatatlan, surlédasos folyadék réteges
dramldsdnak. Poiseuille!'® torvénye sze-
rint az [ hosszisagu, r sugaru csében

. - az aramlasi ellendllas R = er‘l A sziv
A Pk $ 1 munkdja szempontjabdl az eldgazds akkor
B D optimélis, ha az ABC szakaszon az
5.3. Abra ellenallds minimalis.
A CD =h és AD = d jelolésekkel AB = d — hctgr és BC = ﬁ, tehéat az
ellenallés i "
— hctgax
flo) = ( ri + rs sinw) '
Mivel f'(z) = Ll (% — COi’”) , az optimalis eldgazdsi szdg x, = arccos é ¢
(S0 0 il Tl 7‘2 7'2

Megjegyzés. Az emberi érrendszer elagazasaira ez az egyenlGség érvényes.

120 John Napier, 1550-1617
121Michel Rolle, 1652-1719
118 Jean Poiseuille, 1797-1869
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2.12. Alkalmazas. Vezessiik le a fénytorés torvényét!

A

A Fermat elv alapjan az AIB ttvonal

megtételéhez sziikséges id6é minimalis kell a
legyen (lasd az 5.3. dbrat). Ha vy és vy
a fény terjedése a két kozegben, akkor az
abra jeloléseivel a sziikséges id6 d

A

t:£+E _ \/a2+x2+\/b2+(d—x)2‘

(%1 V2 U1 V2

B

5.4. Abra
T o d—x
vivaZ+a? vg\/b2+(d—h)2 ?

Az f(z) = V“isz + - th)id_x)Z fiiggvény derivaltja f'(x) =

tehat a minimumpontban teljesiil az

x d—uz
nVat+a? vy /b + (d — x)?
egyenlGség. Mésrészt ﬁ =sini; és % = sinis, tehdt Tt = b ¢
—T

Gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan a > 0 szam létezik, amelyre
a® > x% minden z > 0 esetén, és hatarozzuk meg ezt a szamot.
Megoldads. Az adott egyenlGtlenség ekvivalens a

Ina _ Inz
s 7
a
egyenlStlenséggel. Az f(x) = Inxz/x, © > 0 fliggvénynek pontosan egy maxi-
mumpontja van, és ez az xr = e, tehat a = e az egyetlen szam, amelyre az eredeti
egyenl6tlenség igaz, minden x > 0-ra. A

A kovetkez6 néhany tulajdonsagban az el6z6 fejezetekben lathaté néhany
egyenlGtlenség finomitasat, illetve altalanositdsat ismertetjiik.

2.1. Tulajdonsag. (Bernoulli-egyenlétlenség)

(2.2) (14 2)*<1l4ar, ha «a€]0,1], z€]-1,0[,
(2.3) (I1+2)*>14ax, ha «a¢]0,1], z€]—1,0.

Bizonyitds. Az f:] —1,00[— R,
fle)=14+2)"—-1—ax
figgvényt (o € R\ {0,1}) tanulmanyozzuk. f derivalhaté és
flr)=a(l+2)* ' —a, Vzecl,



226 5. Differencidlszamitds R -en

tehat
f(z)=0<2=0.

A kovetkezo két esetet vizsgaljuk:

1. Ha 0 < a < 1, akkor f'(z) < 0, minden x > O-ra, és f’(xz) > 0, minden
x €] —1,0[ esetén, tehdt 0 az f globdlis maximumpontja. Eszerint f(z) < f(0),
ha z € I'\ {0}, ami éppen (2.2).

2. Ha a ¢]0,1], akkor f’(z) > 0, barmely z > 0 és f'(x) < 0, barmely z €
€]—1,0[ esetén, tehat 0 globdlis minimumpontja f -nek. Igy f(x) > f(0), barmely
x € I\ {0}-re, ami éppen (2.3). O

2.2. Tulajdonsag. ([75, 2.1-es lemmal]) Ha m = 1,2,..., akkor

(2.4) (L+%>m§e(1—1;jk),

ahol az 1 — 2/e allandé a lehetS legjobb, vagyis ez a 3 legnagyobb értéke, amelyre
az

(2.5) (L+%>mge(y—%>

egyenlétlenség teljesiil, minden m > 1 -re.

Bizonyitds. A (2.5) egyenl6tlenség ekvivalens a 3 < m — (14 1/m)™ egyenl6tlen-
séggel.
Vizsgaljuk az

fl@)==-=(+x)7, z€01]

segédfiiggvényt. f csokkend a ]0,1] intervallumon, tehat a 8 = f(1) = 1—2/e érték
a legjobb konstans (2.5)-ben, és igy (2.4) igaz. O

2.3. Tulajdonsag. ([75, 2.2-es lemmal) Ha m = 1,2,..., akkor
1 m
(2.6) (1 + —) < ‘
m 1
_|._

és az 1/In2 — 1 dllandé a legjobb (ennél nagyobb értékre mér nem teljesiil az
egyenlétlenség).

Bizonyitds. Az

(2.7) L+% e
< ) < 1)
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egyenlotlenség ekvivalens az

1
a < N m
In <1 + —)
m
egyenlotlenséggel. Tekintsik az
1 1
= — — 0,1

segédfiiggvényt. f csokkend a ]0,1] intervallumon, tehdt az o = f(1) =1/In2 -1
érték a legjobb konstans (2.7)-ben. Ebb6l kovetkezik, hogy (2.6) teljesiil. O
Az elobbi két tulajdonsag alapjan kovetkezik az alabbi segédtétel.

2.1. Lemma. ([75, 3.1-es lemma]) Ha m = 1,2,..., akkor
(2.8) (1 + —) <~
m 1
m
2
ahol 0 <a<1/In2-1, 0<3<1—= és ef+21T*=e.
e

Bizonyitds. A (2.8) egyenl6tlenség ekvivalens a

1 m-+tao
(29) @Sm—T(H_)
e m
egyenl6tlenséggel. Az
1 1 1/z+a 1
=———(1 0,1, 0<a< ——-1
flr) == () s, 0Sas oo,

fliggvény csokkend ]0,1]-en, és fgy a B = f(1) = 1 — (1/e)2'" érték a legjobb
konstans (2.9)-ben. S6t, 0 < 8 <1 — (1/e) és eB + 217 = ¢, tehdt (2.8) teljesiil.
O

Megjegyzés. Ha a =0, akkor f =1—(2/e), és a 2.2-es tulajdonsagot kapjuk. Ha
B =0, akkor a = (1/In2) — 1, és az 2.3-es tulajdonsagot kapjuk. A
Megjegyzés. Az elobbi egyenlétlenségek alapjan a 132. oldalon talalhaté 3.1 tulaj-
donsédg (Carleman egyenlétlenség) élesithets. A

2.6. Tétel. Ha az (ay),>1 sorozat tagjai nemnegativ valds szamok és » " | a, < 00,

akkor

[e.o]

(2.10) Y (@as ..., < ei (1 ! _n2/6) an

n=1
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és
(2.11) Z(a1a2. W)Y < eZ T
e (1+ 1/ 1/ 21

2.7. Tétel. Ha az (a,)n>1 sorozat tagjai nemnegativ valds szamok és » " - | a, < 00,
akkor

(2.12) i(am ap)m < eg Lg)@ -a

2
ahol 0 <a<1/In2—1, 0<G<1—= ésef+2""* =e.
e

5.2.1 A kozépértéktételek kovetkezményei

2.2. Lemma. Ha [ =[a,b[, a <b< +o00 ésaz f,g:1 — R folytonos fiiggvények
teljesitik az alabbi feltételeket:

(i) f és g derivalhatdk |a,b[-n és f'(t) < ¢'(t), barmely t €]a,b[ esetén;
(i) f(a) < gla),
akkor f(t) < g(t), barmely t € I -re.

Bizonyitds. A h = g—f fuggvény derivalhaté |a,b[-n és h'(t) > 0, barmely ¢ €]a, b -
re, tehat a 2.4-es tétel alapjan h novekvo, és igy

h(t) > h(a) >0, barmely t € [a,b] esetén. O

2.3. Lemma. Ha [ = [a,b], a<b ésaz f,g: 1 — R folytonos fiiggvények teljesitik
a kovetkezo feltételeket:

(i) f és g derivdlhaté la,b| -n;
(i) 17/(6)] < g/(t), bérmely ¢ €Ja,b{ -re

akkor
1f(b) = fa)] < g(b) — g(a).

Bizonyitds. A kovetkezmény ekvivalens a

(2.13) g(a) = g(b) < f(b) — fla) < g(b) — g(a)

egyenlotlenségekkel, tehat elégséges igazolni, hogy

g(b) = f(b) — (g9(a) = f(a)) =20 és f(b) 4+ g(b) — (f(a) + g(a)) = 0.
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Tekintjiik a kovetkezo segédfiiggvényeket:
hl, hg 1 — ]R, {

Ezek derivalhaté fliggvények |a,b[-n, hi(a) = ho(a) =0 és

hi(t) = g'(t) = f'(t) = 0,
5(1) = f'(t) + (1) = 0,

tehat hyi(t) > hi(a) és ha(t) > ho(a), ha t € [a,b]. Ezekbél kovetkezik a (2.13)-as
egyenlotlenség. O

2.4. Lemma. [ C R egy nemiires intervallum, tq € I, és az f : I — R fiiggvény
folytonos I -n és derivalhaté I\ {to} -n.

(a) Ha f’'-nak létezik to-ban a baloldali hatarértéke, akkor az (1.1) egyenléséggel
értelmezett ¢ fiiggvénynek is van tq-ban baloldali hatarértéke és

lim f'(t) = lim ¢(t).

t—to t—to
t<to t<to

(b) Ha f’-nak létezik to-ban a jobboldali hatarértéke, akkor az (1.1) egyenléséggel
értelmezett ¢ filiggvénynek is van to-ban jobboldali hatarértéke és

lim f'(t) = lim ¢(¢).
t—to t—to
t>to t>to
(c) Ha f'-nak létezik véges hatdrértéke tq-ban, akkor f derivalhato ty-ban és f'
folytonos tq-ban.

Bizonyitds. (a)-(b) Ha t <ty és t € I, akkor a 2.3-as tétel alapjan 1étezik ¢, €]t, o]

gy, hogy N
o) = LO=H0) ey,

Amikor ¢t — tg-hoz balrél (jobbrdl), a bizonyitandé egyenldtlenséget kapjuk.
(c) (a)-bdl és (b)-bol kovetkezik. O
Megjegyzés. A 2.4-es lemmaban az f folytonossaga sziikséges. Az

fa) = arctan 172, € R\ {-1};
0, r=—1

fiiggvény nem folytonos —1-ben, és igy nem is derivdlhaté. Ugyanakkor a lemma (c)
alpontjanak tobbi feltétele teljesil. A
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2.5. Lemma. Ha I C R egy nemiires intervallum és az f : I — R derivalhaté
fiiggvény derivaltja korlatos I -n, akkor f Lipschitz tulajdonsagu I -n.

Bizonyitds. Mivel f' korldtos I-n, létezik olyan L > 0, amelyre |f'(t)| < L, barmely
t € I-re. Igy barmely t1,ty € I, t; <ty esetén létezik ¢ € |ty,t5[ ugy, hogy

|f(t2) = f(t)] = |f'(c)(te — t1)] < L(ta — t1).

Az el6bbi egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy az f fliggvény Lipschitz tulajdonsagu
I[-n. O

2.8. Tétel. (Denjoy''?-Bourbaki'® tétel, [49, 2. kotet, 77. oldal]) Ha I C R nemiires
intervallum, a,b € I, a < b, és az f: I — R fiiggvény teljesiti a kévetkezs tulaj-
donsagokat:

(i) f folytonos [a,b]-n;

(i) Iétezik egy legfeljebb megszamldlhaté A Cla,b] halmaz igy, hogy f-nek
létezzen a jobboldali derivéltja az ]a,b[\ A halmazon,

akkor

: fb) = f(a)
N T T

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy

f(b> B f(a) S sup ¢(t+) = M.
b—a te]a,b[\A

A masik egyenl6tlenség bizonyitasa hasonlé médon torténik. Ha M = 400, akkor az
egyenl6tlenség teljesiil, tehat feltételezhetjiik, hogy M < co. A

g: I =R, g(t):=Mt— f(t)

segédfiiggvény teljesiti a 2.7-es lemma feltételeit, tehat g novekvé I-n. Igy g(b) >
> g(a), vagyls M(b—a) > f(b) — f(a). O

2.2. Kovetkezmény. Ha f,g: 1 — R folytonos fiiggvények az I nemiires interval-
lumon, akkor igazak a kovetkezé allitasok:

(a) f pontosan akkor dllandé I -n, ha létezik egy legfeljebb megszamlalhaté A C 1
halmaz gy, hogy f jobbrdl derivdlhaté legyen az I\ A halmazon, és

o(t+) =0, bdrmely t €I\ A esetén;

19 Arnaud Denjoy, 1884-1974
120Njikolas Bourbaki, francia matematikuscsoport neve, 1939 —
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(b) f — g pontosan akkor allandé I -n, ha létezik egy legfeljebb megszamlalhato
A C I halmaz ugy, hogy f és g jobbrdl derivalhatok az I\ A halmazon és

Or(t+) = ¢g(t+) =0, barmely t eI\ A,
ahol a ¢y és ¢, fiiggvények az f és g-hez tartozé ¢ fiiggvények.
Megjegyzés. A Denjoy-Bourbaki tétel és kovetkezménye jobboldali derivaltak
helyett baloldali derivaltakra is igaz. A
2.6. Lemma. Ha I C R nem tires intervallum és az f: I — R fiiggvény
(i) folytonos I -n;
(ii) egy legfeljebb megszamlalhaté A C I halmaz kivételével minden s € I -re és
§ > 0-ra létezik t €]s,s + 6] ugy, hogy f(t) > f(s),
akkor f novekvé I -n.

Bizonyitis. Ha a,b € I, a < b rogzitett elemek, akkor elégséges igazolni, hogy

fla) < f(b).
Ha A ¢ f(A), A< f(a), akkor az

Syi={s €[a,b] | A < f(s)}
halmaz

e nem lreshalmaz, mert a € Sy;
ee feliilrél korldtos, mert S C [a, b].

ey
3 M :=sup S, (€ [a,b)]).
Mivel M torlédasi pontja az Sy -nak, létezik s, € S\ ugy, hogy s, — M. De

Sp € Sy

(2.14)
f folytonos M — ben

} = A< flsa) = A< f(M)).
Ez alapjan M € S,.

Igazoljuk, hogy M = b. Ha M < b teljesiilne, akkor M torlédasi pontja volna
az S, komplementerének is, tehat létezne t,, ¢ Sy, t, — M. Ebbél kovetkezik, hogy
f(t,) < A, ésaz f folytonossdga alapjan

(2.15) fOM) <A

A (2.14) és (2.15) osszefiiggések alapjan f(M) =\, ésigy M ¢ A.

Masrészt az M < b egyenlétlenségbél és a (ii) feltételbdl kovetkezik, hogy van
olyan t €|M,b[, amelyre A = f(M) < f(t). Ez viszont azt jelenti, hogy t € S\ és
t > M, ami ellentmond M megvalasztasanak, tehat M =1b.

Az el6bbiek alapjan barmely A\ ¢ f(A) esetén, ha A < f(a), akkor A < f(b). Ez
csak akkor lehetséges, ha f(a) < f(b), és igy f novekvé. O
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2.7. Lemma. Ha [ C R nemiires intervallum és az f : I — R fiiggvény teljesiti a
kovetkezé feltételeket:

(i) folytonos I -n;

(i) Ilétezik egy legfeljebb megszamldlhaté A C I halmaz tigy, hogy létezzen ¢(t+),
barmely t € I\ A-ra (¢-t az (1.1) egyenléségben értelmeztiik);

(ifi) ¢(t+) >0, ha t €I\ A,

akkor f novekvé I -n.

Bizonyitds. A (iii) feltételbél kovetkezik, hogy minden ¢ > 0 és ¢t € [ \ A esetén
létezik & = (e, t) gy, hogy h €]0, 4] esetén teljesiiljon a

ft+h) - f()

- —o(t+)| < e

egyenlotlenség. fgy

ft+h) = f(1)
h

—e < ¢(t+)—e< < P(t+) + ¢,

tehat
ft+h)—f(t)+he>0, Vhel]0,d,tel\A,

ahonnan
ft+h)+({t+h)e—[f(t)+te] >0, Vhe]0,0[, tel\A
Ha atirjuk a
ge(t) :== f(t) + te
fliggvényre az elobbi egyenlttlenséget, a

ge(t+h)—g:(t) >0, Vhel0d],tel\A

egyenlGtlenséghez jutunk. A 2.6-os lemma alapjan g. novekvo [I-n, tehat barmely
ti1,to € I, t1 < ty esetén

9:(t1) < ge(t2) = f(t1) < flt2) +e(ta —t1).

Ha ¢ — 0, az f(t1) < f(t2) egyenlStlenséghez jutunk, tehat f névekvé [-n. O
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5.3 Darboux tétele
Az 1.1(b) példédban lattuk, hogy az

r?sind, 2 #£0
x) = z’
R

fiiggvény derivalhato, de a derivaltja nem folytonos. A kovetkezo tétel azt mutatja,
hogy a derivalt fliggvénynek nem lehet akarmilyen szakadasi pontja.

3.1. Tétel. (Darboux tétele) Ha az f : [a,b] — R fiiggvény derivalhaté |a,b] -n,
akkor az f':[a,b] — R fiiggvény Darboux tulajdonsagii.

Bizonyitds. Feltételezhetjiik, hogy f'(a) < A < f(b). Ha ¢ = (a +b)/2, akkor a <
<t <cesetén at) =a, [(t) =2t —a, ellenkezd esetben (¢ <t <b) a(t)=2t—>
és B(t) = b. Mindkét esetben a < a(t) < B(t) <b, ha t €]a,b[. A

sty o 100 = o)
pt) — a(t)
fiiggvény folytonos |a,b[ -n, ¢g(t) — f'(a), amikor ¢t — a, és g(t) — f'(b), amikor
t — b, tehdt a 2.15-0s tétel (170. oldal) alapjén g(tp) = A, valamilyen tq € ]a, b| -re.
Ha to-t rogzitjiik, a 2.3-as tétel (223. oldal) alapjan létezik x gy, hogy a(ty) < = <
< B(ty) és f'(x) = g(ty). Tehét létezik olyan x €la,b], amelyre f'(x)=A. O

a<t<b

3.1. Kovetkezmény. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény derivalhato, akkor f'-nak nem
lehet els6faji szakadési pontja [a,b] -ben.

5.4 L’Hospital tétele

4.1. Tétel. (L'Hospital'?') Az f és g fiiggvények derivalhatdok |a,b[—n, ¢'(x) # 0,
bdrmely x €a,b[, ahol —oco < a < b < +oco. Ha

['(z) .
4.1 — A (€ |[—00,0]), amikor r — a,
(@) R )
és
(4.2) f(z) — 0, valamint g(z) — 0, amikor = — a,
vagy
(4.3) g(x) — 400, amikor r — a,
akkor
(4.4) J@) — A, amikor x — a.

g(x)

121 Guillaume Francois Antoine de L’Hospital, marquis de Sainte-Mesme, 1661-1704
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Bizonyitds. Vizsgaljuk a —oo < A < 400 esetet. Viélasszunk egy ¢ valds szamot
ugy, hogy A < q, és egy r—et 1gy, hogy A < r < q. A (4.1)-es feltétel alapjan
létezik ¢ €a,b] gy, hogy

f'(z)

(4.5) 7@

<r, haa<z<ec

a <z <y<c esetén a 2.2-es Cauchy tételbdl kovetkezik, hogy létezik ¢ € |z, y| ugy,
hogy

(4.6) = <.

Ha (4.2) teljesiil, akkor z — a esetén az

f()

(4.7) —== <r<gq, a<y<c
9(y) ( )
egyenlotlenséghez jutunk.
Ha (4.3) teljesiil, akkor y—t rogzitve (4.6)-ban valaszthatunk olyan ¢; €]a,y|
pontot, amelyre g(z) > g(y) és g(z) > 0, ha a < & < ¢;. Ha beszorozzuk a (4.6)
egyenlStlenség mindkét oldalat [g(x) — g(y)]/g(z)— szel, az

f(z) gy) | fy)

(4.8) L < r—r==+ ==, (a <z <c)
g(x) g(x)  g(x)

egyenldtlenséget kapjuk, tehat x — a esetén (4.3)-bdl kévetkezik, hogy van olyan
¢y €la, 1| pont, amelyre
f(@)
(4.9) —— <q, (a <z <ca).
9(x)

A (4.7) és (4.9) Osszefliggések alapjan lathato, hogy minden A < g—ra létezik co
ugy, hogy % <r haa<uz<ec.

—00 < /K < +o0o esetén hasonlé gondolatmenettel igazolhaté, hogy barmely
p < A—ra létezik c3 gy, hogy

f(z)
= gy’

Ebbél a két tulajdonsdgbdl kovetkezik a (4.4). O

A L’Hospital szabdly sorozatok hatarértékének kiszamitasa soran is alkalmazhaté.
A kovetkez6 példa ennek az eszkoznek a hatékonysdgat hivatott abrazolni.

Példa. Az (x,),>0 sorozatra zg € [0,7] és ,41 = sinz,, ¥Yn > 1. Szamitsuk ki
a lim y/nz, hatdrértéket.

n—oo

Bizonyitds. A sorozat csokkend és alulrdl korlatos, tehat konvergens. Ha a rekurzidoban
hatérértékre tériink, az | = sinl egyenlethez jutunk, ahol [ az (z,),>1 sorozat

a<z<cCo.
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hatarértéke. Mivel ennek az egyenletnek csak az | = 0 megoldasa, lim x, = 0. A

vizsgalt hatarérték helyett el6bb annak a négyzetét szamitjuk ki.

. ..n ) 1
lim nz? = lim — = lim ———,
n—oo n—oo -5 n—oo 5 - 5
2 Ty 2
ha az utébbi hatarérték létezik. Mdasrészt
lim = lim T T = lim Ty sin’ = lim 7 sin’
n—oo - — 2 n—coxl —a2,  n—cog? —sin’m, =022 —sin’w
n+1 n
és )
o 2?-sin®x ) 4 , 3 ) x L’
lim —— = lim = lim - lim =3,

a—0 g2 —sin?x  2—0 22 —gin’xr a—0x —sinx @—0x +sinx

tehat lim /nz, =v3. A

n—oo

A L’Hospital szabdly csak olyankor alkalmazhaté, amikor a fiiggvények a vizsgalt
pont kornyezetében derivalhatok. Ezzel szemben a kovetkezo tétel olyan esetekre
vonatkozik, amikor a fiiggvények nem derivalhatok a vizsgalt pont kornyezetében.

4.2. Tétel. (Cauchy) Ha I C R egy intervallum, xq € I, és az f,g : [ — R
fliggvényekre

1. f(wo) = g(x0) = 0;

2. f és g derivalhaté xy-ban és ¢'(zg) # 0,

akkor létezik olyan V' kérnyezete az xo-nak, amelyben g(z) # 0 és

i 1) _ I

==w0 g(z)  g'(w0)
Bizonyitds. A feltételek alapjan

f(@)—f(x0)
flo) T
~ g@)=g(z0) ’
9(x) s
és ebben az egyenléségben hatarértékre térhetiink. O

5.5 Magasabb rendi derivaltak

Ha az f: A — R fiiggvény derivalhaté egy I C A intervallumon és az elsérendii
derivaltjanak létezik derivéltja az = € I pontban, akkor azt mondjuk f-nek létezik
mdasodrendd derivdltja x-ben. Az f fliggvény x-beli masodrendii derivéltjat f”(z)-
szel vagy f?)(x)-szel jeloljikk. Ha f-nek az A intervallum minden pontjéban van
masodrendl derivaltja, és ez minden pontban véges, akkor azt mondjuk, hogy f
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kétszer derivdlhats. Hasonléan értelmezziik az f”(z) vagy fO(z), fP(x), ...,
f™(x) derivéltakat is. Minden k € N esetén f*+D az f*) derivaltja. Az f*)
figgvényt az f k-adrendi derivdltjanak nevezzik. Az egységes jelolésért hasznéljuk
az fO = f jelolést is.

Ha k € N és I egy intervallum, akkor C¥(I)-vel jeloljilk az I-n k-szor
folytonosan derivalhaté fiiggvények halmazat.
5.1. Tétel. (Leibniz képlet) Ha u,v € C"(I), akkor uw-v € C"(I) és

(u0)™ = o™y + (711> w1 < " 1) WD 4™ ¥n e N
n —

Bizonyitds. A matematikai indukcié médszerével. O

5.1. Tulajdonsag.

(e") ™ =e*, sin™(z) = sin (1’ + ng) . cos™(z) = cos <x + n%) , VneN-.

5.1. Gyakorlat. ([40, I. Nemzetkozi Matematika Verseny, 1994, Mdasodik nap, 3.
feladat]) Ha az f : R — R fiiggvény n + 1-szer derivdlhaté, és az a < b valds

szamokra
(AL )y
fla) + f'(a) + -+ f("(a) ’

akkor létezik olyan ¢ €la,b], amelyre

F 9 (e) = fle).

Megoldds. A g(z) = (f(x) + f'(z) + -+ + f®(zx))e ™ segédfiiggvény derivalhaté
és g(a) = g(b). A Rolle tétel alapjén létezik ¢ €la,b] 1gy, hogy ¢'(c) = 0. De
g (z) = (f™+)(x) — f(x))e™™, tehat a bizonyitds teljes. A

Ha f:1 =R, ac I, neN, f*U folytonos I-n és létezik f™ az a-ban,
akkor minden z € I pontban értelmezhetjiik az f n-ed fokd Taylor'?? polinomjdt a

r—a
1!

(z —a)’

2!

(z —a)"

n!

(5.1) Tn(x) == f(a) + f'(a) + f'(a)+--+ F(a)

egyenlOséggel. Az
Ry(z) = f(x) = Th(x),

kifejezést n -edrendid maradéknak nevezzik, és az

r—a (x —a)”

n!

6.2)  flz)=fla) + flla)+ -+ f(a) + Ru(w), w €1

azonossagot Taylor képletnek.

122Brook Taylor, 1685-1731
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5.2. Tulajdonsag. Az el6bb felsorolt feltételek mellett
Tu(a) = f(a), T,(a) = f'(a),...., " (a) = f"(a), TP (a) = 0,

Y n n

R,(a) =0, R\ (a)=0,...,R™(a) = 0.

n

5.1. Lemma. Az el6bbi feltételek mellett

li =0.
o (x —a)? 0
Bizonyitds. A 4.1-es tételbol
/ (n)
i 2@ gy @) B @)
z—a (r —a)® w—an(r—a)" ! a—a !
Megjegyzés. Ha (5.2)-ben a = 0, akkor az
(5.3) f(@) = FO) + 57/0) -+ f(0) + Ryfa), wel,

Maclaurin'®® képletnek nevezett azonossaghoz jutunk. A
Felirjuk néhany elemi fliggvényre a Maclaurin képletet:

2 n
(5.4) ex:1+%+%+---+%+Rn(x),a:E]R,
. P Z2n—1

(55) Slnmzi—54—5+"'+(—1)n+1m+R2n,1(I’), .Z'GR,

2 4 o
(5.6) cosle—g—l—g—k---%—(—l) o) + Ron(2), z € R,

L a1 "
(5.7)  In(l+x) :T_7+§_Z”'+<_1) ;+Rn(:s), r>—1,
-1
(5.8) (14 z)* :1+%x+%x2+...
—1)...(a— 1
+Oz(oz ) '(a nt )x”—l—Rn(x), aeR, z>-—1.
n!

Megjegyzés. Az 5.1-es lemmabdl kovetkezik, hogy adott x és a esetén létezik
p € N* és k € R ugy, hogy
r—a

69 f@)=f@+

5.2. Lemma. Ha n € N* és létezik f"tY) az I-n, valamint p € N, és a,z €
€ [ tetszblegesen régzitettek (a # x ), akkor létezik & az a és x kdzétt ugy, hogy
teljestiljon az

(x—a)"
n!

flla)+ -+ f™(a) + (z — a)Pk.

(@ —ap(a -

(5.10) Ro(z) = F)

123Colin Maclaurin, 1698-1746



238 5. Differencidlszamitds R -en

egyenl6ség. Az n-edrendli maradéknak ezt az alakjét Schlomilch'?* alaknak
nevezziik.

Bizonyitds. A

r—t (x —t)"

fl)+-+ — M) + (x — )Pk, tel

segédfiiggvény derivdlhaté [-n, ¢(x) = f(x) és ¢(a) = f(x). A Rolle tétel alapjin
létezik & az a és x kozott ugy, hogy ¢'(€) = 0. A derivélt és k kiszamitésa, illetve
visszahelyettesitése utdn (5.10)-et kapjuk. O

Megjegyzés. Ha £-t £ = a+0(x—a), 0 <6 < 1 alakban keressiik, akkor a maradék
(5.10)-es alakjabdl

(5.11) Ro(z) = = a)nﬂn(!lp ZO" e (0 4 0w — a)). A

A Maclaurin képlet maradéktagja

(5.12) R (z) = an(lT;pe S poe) g,

A maradéknak a leggyakrabban hasznalt alakjai a Cauchy-féle és a Lagrange-féle
alak. Az els6t p = 1-re, a masodikat p = n + 1-re kapjuk.

(a) p=1 esetén

(5.13) Ro(e) = T i gy,

n!
(b) p=n+1 esetén

(x —a)™t!

(5.14) Ry(x) = T

Fe(e).

Megjegyzések. (a) Az (5.10)-ben szereplé £ kozbees6 érték dltalaban fiigg a-tdl,
x-tol, n-tol és p-tol.

(b) Ha a Maclaurin képletbe a maradék Lagrange-féle alakjat irjuk, akkor = € I-re
az

(5.15) Fle) =FO) + SFO) 4+ T 0) + o

ahol £ =0z, 0<6<1

EESTIANNOL

egyenloséghez jutunk. A

124Qscar Xavier Schlomilch, 1823-1901
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Példa. Az (5.8) Osszefiiggésben az

R,(z) = " (1T;p9)np+ ala—1)...(a—n)(1+0z)> "1

maradék Cauchy alakja

PR G IR ) e (ﬂ)na v

n! 1+ 0x
Ha |z| < 1, akkor

1-6\" -1)... (a—
<1, [1+6z]<2 és lim ala=l)..(a=n) "t =0,

tehét
ala — 1)...(a—n)$n+1

| R ()] < 227 .

— 0, ha n— oo.

Ebbdl lathatd, hogy a Taylor polinom lokalisan kozeliti a fiiggvényt.
Példsul v/30 kiszamitasara felirhatjuk, hogy

1
V30 =V2T+3=3/1+ 5
tehat o = 1/3-ra és x = 1/9-re megkapjuk a v/30 egy megkozelitését. A

5.6 Konvex fiiggvények és derivalhatosag

6.1. Tétel. Ha I egy nemiires intervallum, f : I — R konvex fiiggvény, a = inf [
és b=supl, akkor

(a) f-nek minden t €]a,b| pontban van jobb- és baloldali derivéltja és ty,ts € ]a,bl,
t1 <ty esetén

fz/(tl) < f;(tl) < fl/(tZ) < f;(t2)§

(b) ae€l (bel) esetén f jobbrdl derivdalhaté a-ban (balrél derivalhaté b-ben)
és
fia) < flt)  (illetve £1(t) < fi(B), T € mt(T);

(c) létezik egy legfeljebb megszamlalhaté A C I halmaz ugy, hogy f derivdlhato
I'\ A-n.

Bizonyitds. (a) Legyen t €]a,b[ egy rogzitett pont. Mivel sy, novekvé az I\ {t}
halmazon ((a) alpontja a 6.1-es tételnek, 202. oldal), az sy, fiiggvénynek véges jobb-
és baloldali hatarértéke van t-ben. Igy f-nek létezik a jobb- és baloldali derivaltja
t-ben.
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Ha t1,t2 €la,b], t; < ty, akkor vélaszthatunk olyan u,v,w szdmokat, amelyekre
a<u<ti<v<ty<w<b Az

sp(u) < spe (V) = sp0(t) < sp0(ta) = 574, (v) < s, (w)

egyenlotlenségekbdl kovetkezik, hogy

fl(t) = spa(ti=) < spi (L) = fl(t) < sp,(ta—) = fl(t2) < 854, (tat) = fr(t2),

(b) Ha a € I, akkor megismételjiik az el6bbi gondolatmenetet a < t; < u-ra.
(¢) Az (a) alapjan f/(t) novekvé az Ja,b] -n, tehat létezik egy legfeljebb
megszamlalhaté A halmaz gy, hogy f/(t) folytonos legyen |a,b[\A-n.

Ha ty €]a,b[\A rogzitett, akkor f/(-) folytonos to-ban, és t > ty-ra

filto) < filto) < fi(2).

Amikor t — o, az f] (to) = fl(to) egyenldséget kapjuk, tehat f derivalhaté to-ban.
Igy f derivalhaté az I\ A halmazon. O

6.1. Kovetkezmény. Ha f : I — R konvex fiiggvény, a = infl, b = supl és
to €la,b|, akkor
f(t) = f(to) +m(t —to),

barmely t € I és m € [f](to), fl(to)] esetén.

Bizonyitds. Ha t > ty, akkor

ssao(®) = LI 5 sy 6) = pi) 2
t< to -ra
Stio(t) = %{0@0) < sup sr.s(s) = fl(to) < m.

Az elobbi két egyenlotlenségbol kovetkezik a kért tulajdonsdg. O

6.2. Kovetkezmény. Az f : I — R derivalhato fiiggvény pontosan akkor konvex,
ha

(6.1) f(t) > f(to) + f'(to)(t —to), bdrmely t,ty € I esetén.

Bizonyitds. A sziikségesség kovetkezik az elobbi tulajdonsaghbol.
Az elégségesség igazolasdhoz a (6.1) alapjan tetszéleges a,b € I és « € [0,1]
esetén felirjuk az

F(a) 2 (1 — a)a+ab) + /(1 - a)a+ ab)a(a — b),
F(0) 2F((1 — a)a+ab) - f(1 - a)a+ab)(1 - a)(a — b)
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egyenlitlenségeket. Ha az elsét (1 — «)-val, a mdsodikat «-val szorozzuk, és
osszeadjuk a megfelel6 oldalakat, az

(1—a)f(a) + af(b) = f((1 — a)a+ abd)
egyenlotlenséghez jutunk, tehat f konvex. O

6.3. Kovetkezmény. [ egy nemiires nyilt intervallum, f: I — R egy derivalhato
fiiggvény. Az [ fiiggvény pontosan akkor konvex, ha

(6.2) [f'(@) = Wiz —y) =0, xyel

Bizonyitds. Ha f konvex, akkor a 6.2-es kovetkezményhdl

f@)y—=) < fly) = @), f)z—y) <fl@)-fly), Vryel

A két egyenlStlenség megfelelé oldalainak sszeadédséval (6.2)-t kapjuk.
Ha (6.2) teljestil, akkor f" novekvé, tehat tetszéleges x,y € I, = <y, A €]0,1]
és ) = (1 — M)z + Ay esetén irhatjuk, hogy

(L= f(z) + Af(y) = flza) = A= A)[f(x) = flaa)] + Alf(y) — fzn)] =
=1 =Nf' (@)@ —z) + A W)y —z5) =
=AML =N f(@) (@ —y) + A1 =N f W)y —2) =
=A1=N@-ylf(@) - f(y] =0 O
6.4. Kovetkezmény. (Fermat tétele konvex fliggvényekre) Ha f : I — R konvex

és derivalhato fiiggvény I -n, akkor tetszéleges to € int (I) pont esetén a kivetkezd
allitasok egyenértékiiek:

(a) (to, f(to)) globdlis minimumpontja f -nek;
(b) (to, f(to)) Ilokalis minimumpontja f -nek;

(¢) f'(to) = 0.

Bizonyitds. Vilagos, hogy (a) = (b).
(b) = (c) igaz a Fermat tétel alapjan (a konvexitési feltétel nélkiil is).
(c) = (a) kovetkezik az elébbi tulajdonsdghol. O

6.2. Tétel. Egy derivalhaté fiiggvény pontosan akkor (szigorian) konvex, ha az
elsérendii derivéltja (szigoriian) névekva.

Bizonyitds. A sziikségesség kovetkezik a 6.1-es tételbdl.

Az elégségesség igazolasdhoz feltételezziik, hogy létezik olyan f : I — R de-
rivalhaté fiiggvény, amelynek a derivaltja novekvo és f nem konvex. Erre az f
fiiggvényre létezik olyan a,b,c € I, a <b < ¢, amelyre sg,(a) > sgp(c), azaz

fla) = £0) _ (0)~ 0
a—>b c—b
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A Lagrange tétel alapjan létezik t; €la,b] és to €]b,c[ 1gy, hogy f'(t1) > f'(t2).
Ez viszont ellentmond annak, hogy f’ novekvé. A kapott ellentmondas alapjan a
bizonyitas teljes. O

6.5. Kovetkezmény. Egy derivalhatd fiiggvény pontosan akkor (szigorian) konkav,
ha az elsérendii deriviltja (szigorian) csékkend.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6bbi tételt a —f fiiggvényre. O

6.6. Kovetkezmény. (Jensen) Az f: 1 — R fiiggvénynek minden x € I pontban
létezik a masodrendii derivaltja. f pontosan akkor konvex (konkdv), ha f" > 0

(f"<0).
Bizonyitds. Az adott feltételek mellett az f’ fiiggvény pontosan akkor névekvé
(csokkend), ha f” >0 (illetve f” <0). O

6.7. Kovetkezmény. Az f: I — R fiiggvénynek minden x € I pontban létezik a
madsodrendi derivaltja. f pontosan akkor szigorian konvex (szigorian konkav), ha
f" >0 (illetve f" <0).

5.6.1 Egyenlotlenségek

6.1. Tulajdonsag. (Young egyenlétlenség) Ha n € N* y, > 0, pp > 0,

k=1,....,n esetén, és > 1/p;, =1, akkor
k=1

|
(6.3) Toe <> —ui.

n =2 esetén az (1.12) egyenldtlenséget kapjuk vissza (lasd a 60. oldalt).
Bizonyitds. Tekintsiik az f(x) = exp(z), =z € R figgvényt. Mivel f”(x) > 0,
barmely = € R-re, az f fliggvény konvex. A (6.3) Jensen egyenltlenséget alkalmaz-
zuk (lasd a 201. oldalt) az oy = 1/py és xp = Inyl* szdmokra:

exp (ipilny ) <Z—exp Iny¥)

k=1
Mivel
exp iilnyi’“ = exp Z ny. | és
Pk o

k=1
n

Ziexp(lny ") = Zpikyk,

1 Pk o1

kovetkezik a Young egyenl6tlenség. O
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6.2. Tulajdonsag. (Kozepek kozti egyenl6tlenség siilyozott alakja) Ha n € N
x; >0, a; >0, i=1,...,n esetén, és a; +---+ a,, = 1, akkor

(6.4) aPtrg?oatt <oqry 4+ Ty,

Bizonyitds. Az f(x) =Inz, = >0 figgvényre f”(x) <0, barmely x > 0-ra, tehét
f szigorian konkav. A Jensen egyenlétlenség alapjan

tehat (6.4) is teljesiil. O

6.8. Kovetkezmény. oy = --- = o, = 1/n-re visszakapjuk az

T+ 2o+ + 2y
n

(6.5) Ve, .ox, <

egyenlGtlenséget.

6.9. Kovetkezmény. Ha a 6.2 tételben minden z;-t helyettesitiink a megfelel6
1/z;-vel, az

-1
(6.6) <%+--~+%> <aftazyt.oaon

egyenlGtlenséget kapjuk.

6.10. Kévetkezmény. Ha az el6bbi egyenlétlenségben ay = -+ = «,, = 1/n, akkor
visszakapjuk a szamtani és harmonikus kozepek kozti egyenlGtlenséget:

n
6.7 —— < V... 1.

Gyakorlatok. (a) Bizonyitsd be, hogy ha m,n € N* és ay,...,a, pozitiv valds
szamok, akkor

- >

n

al' +ay' -+ ay <a1+a2+~-+an)m
- :

(b) Bizonyitsd be, hogy minden ABC héaromszogben teljesiilnek az aldbbi
egyenlotlenségek:

sin A + sin B + sin C' <3v/3/2, sin A sin Bsin C' <3v/3/8,
cos A + cos B + cos C <3/2, cos Acos BcosC <1/8. A
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5.7 Filiggvénysorozatok és fiiggvénysorok
differencialhatosaga

Ebben a paragrafusban azt vizsgaljuk, hogy a derivdlas és a hatarértékre
térés miivelete felcserélheté-e fliggvénysorozatok és fliggvénysorok esetén (vagyis a
hatérfiiggvény derivaltja egyenl6-e a derivéltak hatarértékével stb.). Konnyen szer-
keszthetiink olyan példat, amelybdl kitlinik, hogy dltalaban ez a csere nem lehetséges.
Az alabbi tétel elégséges feltételeket tartalmaz.

7.1. Tétel. Ha az (f,) fiiggvénysorozat tagjai derivalhatéak az [a,b] intervallumon,
(fn(t)) konvergens valamilyen t € |a,b]-re és (f!) egyenletesen konvergdl [a,b]-n
akkor (f,) az |a,b]-n egyenletesen tart egy f fiiggvényhez és

(7.1) f(z) = lim f/(x), Vz€la,b].

n—oo

Bizonyitds. Rogzitsikk az € > 0 valds szamot. A feltételek alapjan létezik olyan
n. € N, amelyre minden n,m > n. esetén

(7.2) [fn(t) = fm ()] < /2,

(7.3) 1) = )] < 57—y V2 € lost)

Az f, — fmn-re alkalmazott Lagrange tétel (2.3 tétel) és (7.3) alapjan frhatjuk, hogy

o=l _

(7.4 ) = i) = fulo) + )] < 555 < 5

ha n,m > n. és z,u € [a,b]. Masrészt

(@) = fon(@)| < |fu@) = fonl2) = fut) + fon ()] + [fu(t) = frn(D)],

tehat a (7.2) és (7.4) Osszefliggés alapjan minden n,m > n. és x,t € [a,b]-re

[fn(2) = fm(z)] <e.

Ebbél kovetkezik, hogy az (f,) sorozat az [a,b]-n egyenletesen konvergal egy
f :la,b] = R fliggvényhez.

Igazolnunk kell, hogy f derivélhatd, és teljesiil a (7.1) Osszefiiggés. Ha x € [a, b]
egy rogzitett elem és

(15 oulwy = =IO gy WO gy g,
akkor barmely n € N esetén
(7.6) lim ¢, (u) = f,(2).
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A (7.4) Osszefiiggés alapjan (¢,) egyenletesen konvergdl az [a,b] \ {z} halmazon.
Ugyanakkor (f,,) egyenletesen tart f-hez, tehat (7.5) alapjén

& im0, (1) = o),
és ez is egyenletes konvergencia az [a,b] \ {r} halmazon. A 122. oldal 2.2 tételét
alkalmazzuk a (¢,) figgvénysorozatra ((7.6) és (7.7) alapjén a feltételek teljesiilnek).

lgy
lim p(u) = lim [, (2),

Uu—x n—oo

ami éppen a (7.1) egyenléség. O

7.1. Kovetkezmény. Ha az (f,) sorozat tagjai [a,b]-n folytonosan derivalhato
fiiggvények, (f,(t)) konvergdl valamilyen t € [a,b]-re, és az (f!) sorozat egyen-
letesen konvergdl |a,b|-n, akkor (f,) is egyenletesen konvergal |a,b]-n, és az f
hatartiiggvényre

(7.8) f(z) = lim fl(x), V€ ]la,b].

n—oo

Ha atfogalmazzuk fiiggvénysorokra, a kovetkezd tulajdonsdgot kapjuk:

7.2. Tétel. Ha az f, : [a,b] — R fiiggvények folytonosan derivalhatck [a,b]-n, a
> fu(t) sor konvergens valamilyen t € [a,b]-re, és a > f! sor egyenletesen konvergal
g-hez, akkor Y f, egyenletesen konvergal egy f fiiggvényhez, f derivalhatd, és

=y

Bizonyitds. A 7.1 kdvetkezményt alkalmazzuk. O

5.8 Hatvanysorok és Taylor-féle sorbafejtés

A 137. oldalon értelmeztiik a hatvanysorokat és a 236. oldalon a Taylor poli-
nomokat. Lattuk, hogy egy f fiiggvényhez pontosan akkor rendelhetiink n-ed foku
Taylor-féle polinomot, ha f legaldbb n-szer derivalhat6é valamely pontban. A poli-
nomokat tekinthetjiik egy sor részletosszegének is, igy egy végtelenszer derivalhatd
fiiggvényhez hozzarendelhetjiik ezt a sort. Kérdés, hogy az igy hozzarendelt sor
egyaltalan konvergens-e, ha konvergens, az osszege valéban az f fiiggvény-e, illetve a
sor segitségével hogyan kaphatjuk meg az f derivaltjait, stb. Ebben a paragrafusban
néhany tételt ismertetiink, amelyek az el6bi kérdésekre probalnak valaszt adni.

A 137. oldal 3.22 tételéhez hasonlé tulajdonsag teljestil

(8.1) an(x) = ag + a1 (z — z0) + ag(x — 30)* + . ..
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alaku sorokra is, ahol (a,), n € N egy sorozat, f,(x) = a,(x —x0)", fo(z) = ao,
és o egy rogzitett valos szam. Az ilyen alaku sorokat hatvdnysoroknak nevezzik.
Léathatd, hogy a (8.1) sor legaldbb egy pontban konvergdl (zg-ban). Azoknak
a pontoknak a halmazat, amelyekben a sor konvergdl, konvergencia tartomdnynak
nevezzilk. A konvergencia tartomany szerkezetére vonatkozik az alabbi tétel:

8.1. Tétel. A (8.1) sorra megszerkesztjiik az

a =limsup y/|a,|] és R= !

n—00 (0%
szamokat (ha a = 0, akkor R = +o00, és ha o = oo, akkor R = 0). A (8.1) sor
abszoliit konvergens minden olyan x -re, amely teljesiti a |x—x¢| < R egyenlStlenséget
és divergens, ha |v — x9| > R. S6t, 0 < r < R esetén a (8.1) sor egyenletesen
konvergens az [ro — r,x¢ + 1] intervallumon.

Megjegyzés. Az R szamot a (8.1) sor konvergencia sugardnak nevezziik. A
Bizonyitds. A bizonyitas elvileg ugyanaz, mint a 137. oldalon talalhaté 3.22 tétel
bizonyitasa. O

Az elobbi tétel masodik részét pontosithatjuk, ha a konvergencia tartomaéany
hataran is van informaciénk a sor konvergencidjarol.

8.2. Tétel. Ha a Y a,R"™ sor konvergens és az Osszege s, akkor a Y a,(x — xy)"
hatvanysor egyenletesen konvergens az [xo,xo + R| intervallum, és ha f az dsszege,
akkor

8.2 li =s.
(8-2) Jm fz) =s
Bizonyitds. A 8.1 tételbdl kovetkezik. O

8.3. Tétel. Ha a > a,(x — x¢)"™ hatvanysor konvergencia sugara R > 0, akkor az

(8.3) ay + 2@2(x — xo) 4+ 4 nan(m _ .7?'0)”71 +o
sor konvergencia sugara is R.

Bizonyitds. Mivel lim y/n =1, frhatjuk, hogy

n—oo
. n . n
limsup y/n|a,| = limsup V/|ay,]|,
n—oo n—oo
és igy a két sornak ugyanaz a konvergencia sugara. O

8.1. Kovetkezmény. Ha k € N* és a > a,(z — x9)" hatvanysor konvergencia
sugara R > 0, akkor a

(8.4) Klag + (k+ Dlagi(x — o)+ +nn—1)...(n —k+ Day(x — z)" "+ ...

sornak a konvergencia sugara szintén R.
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A (8.1) sor részletdsszegeinek sorozata az
sp(T) =ap+ a1(x — ) + -+ ap(x —xp)", neN
egyenldséggel értelmezett (s,) sorozat.

8.4. Tétel. Ha a (8.1) sor R konvergencia sugara nem nulla, akkor a sor Gsszege
altal értelmezett f :]rg— R,zo+ R[— R 0Osszegtiiggvény végtelenszer derivalhato az
lzg — R,z0 + R| intervallumon, és a derivaltjai el6allithatok

(8.5) ¥ (z in n—1)...(n—k+Day(x — x0)" "
n=~k

alakban (tehdt hatvdnysorokat tagonként derivalhatunk). Sajatosan
(8.6) F® (20) = Klag.

Bizonyitds. A 213. oldalon talalhat6 9.2 tétel, valamint a 7.2 és 8.3 tétel alapjan a
bizonyitas azonnali. O

Ha az f fliggvény végtelenszer derivalhaté az |xg — R,xo + R| intervallumon
(R > 0), akkor a (8.1) sort, amelynek a, egyiitthatéit a (8.6) Osszefiiggéssel
értelemezziik, az f x¢ koriili Taylor sordnak nevezzik.
Megjegyzés. Elofordulhat, hogy egy pontban az f-hez rendelt Taylor sor konver-
gens, és az Osszege nem az f figgvény. Az f: R — R,

el g
1) f<x>={0 Y

, z=0

fiiggvényre és az xo = 0 pontra lathatd, hogy f végtelenszer derivalhaté 0-ban, és
f™(0)=0, n>0. [gy a Taylor sor egyiitthatéi mind 0-k, tehdt a Taylor sor iden-
tikusan 0 és ez egyenletesen konvergal az egész R-en az identikusan 0 fiiggvényhez.
Masrészt az f fiiggény csak O-ban 0. A

A paragrafus tovabbi eredményei olyan fiiggvényekre vonatkoznak, amelyek Taylor
sora a fiiggvényhez konvergal.

Ha az f:I — R fliggvény

(i) végtelenszer derivalhato;

(ii) Taylor sora abszolit konvergens a J =|xg — R, xo+ R [ C [ intervallumon, és az
R konvergencia sugar nem 0;

(iii) Taylor sordnak az Gsszege a J intervallumon egybeesik f -el,

akkor az f figgvényt analitikus figguénynek nevezzilkk xg-ban. Ha f analitikus
minden zy € I esetén, akkor azt mondjuk, hogy f analitikus I -n.
A kovetkezo tétel egy konnyen hasznalhaté analitikussagi kritérium.
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8.5. Tétel. Ha az f :]a,b[— R fiiggvény C* osztalyu, és létezik olyan R > 0,
illetve M > 0 valds szam, amelyekre minden z € |xg — R, xo + R[Cla,b[ és n € N
esetén |f™(z)| < M™, akkor az f fiiggvény analitikus xq-ban.

Bizonyitds. Az f figgvényhez az xy-ban rendelt Taylor sor altalanos tagjara a
kovetkezd becslést irhatjuk fel:

) (x — )" < MR

|z — x| < R.

n! n!

Mivel a

M"™R"
2
szamsor konvergens, az f Taylor sora egyenletesen konvergdl az xy pont R sugaru

kornyezetében. Masrészt az n-edrendi Taylor polinomra felirhatjuk a maradék
Lagrange-féle alakjat (14sd (5.14)), és igy

M"R"™
/(@) = sn(@)] = | f(2) = Tu(2)] = [Ra(2)] £ ——
Ebbdl kovetkezik, hogy
lim [f(z) — s, (2)] =0,
tehat a Taylor sor Gsszege pontosan f, és igy f analitikus xy korill. O

8.6. Tétel. Ha I egy nyilt intervallum, xq € I és az f fiiggvény analitikus xg -
ban, akkor f(x) = > an(x — x0)", barmely x € I N J esetén, ahol J a Taylor sor
konvergencia tartomanya.

8.2. Kovetkezmény. Ha f analitikus az [ nyilt intervallumon, xy, € [ és
f™(20) =0, minden n € N esetén, akkor f(x) =0, Vr € I.

8.3. Kovetkezmény. Ha f és g analitikus fiiggvények az [ nyilt intervallumon,
xo €1 és f(x0) = g™ (x0), barmely n € N-re, akkor f =g az I intervallumon.

5.8.1 Miveletek hatvanysorokkal
Tekintsiik a
(8.8) Z an(x — )" 68 Z by (x — )"

xo pont korili hatvanysorokat, amelyek hatvanysugara R;, illetve R,. Ha
min{ Ry, Ro} > 0, akkor tetszéleges a, f € R esetén a 124. oldal 3.3 tétele alapjan a

Z(O‘an + ﬁbn>(x - xo)n

sor konvergdl, ha |r — zo| < R, és R = min{R;, Ry}.

8.7. Tétel. Ha a (8.8) sorok konvergencia sugara rendre Ry és Rs, akkor a
Cn = D o Qibn_k sorozat segitségével értelmezett »_ c,(x — x)" szorzat-sor kon-
vergdl, ha |r — xo| < R, és R =min{Ry, Ry}.
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Bizonyitds. A 8.1 tétel alapjan a (8.8) sorok abszolit konvergensek a konvergencia
tartoméanyuk belsejében. gy a 124. oldal 3.3 tétele alapjén a 3 ¢, (z — 20)™ sor is
abszolit konvergens, ha |z —zo| < R, és R <min{Ry, Ry}. O

A > ep(x — x0)™ hatvanysort az | a,(x — x9)™ és D b, (z — x¢)™ hatvénysorok
konvolicio szorzatanak nevezziik.

8.8. Tétel. Ha a > a,(vr — x0)" hatvanysor konvergencia sugara R; > 0,
ap # 0 és f a sor dsszege az |v — xo| < Ry intervallumon, akkor létezik olyan
> bp(x — )" hatvdnysor, amelynek a hatvdnysugara szintén nem 0, és amely a
g(x) = ﬁ fiiggvényhez konvergal az | — x| < min{R;, Ry} intervallumon.

Bizonyitds. Ha Ry > 0, akkor a 8.7 tétel alapjan a Y a,(x — x0)" és D> b, (x — x)"
hatvanysorok konvoliicié szorzata konvergdl a |r — zg| < min{R;, Ry} intervallu-
mon. Mivel a konvergencia tartomany belsejében mindharom sor egy-egy analitikus
fiiggvényt értelmez, a 8.3 tételbdl kovetkezik, hogy azonosithatjuk az egytitthatokat,
tehéat a kovetkezd (végtelen sok egyenletbél 4ll6) rendszerhez jutunk:

CL()bO = 1, aobn + albn_l + -t an_lbl + anbo = O, n 2 1.

Ebbdl kovetkezik, hogy

1 albo aq
8.9 b = — b —_ —_—— e ——
( ) 0 a()’ 1 ao aaa
(8.10) b, = L abya o an b+ ano’ n>2.
Qo

Igazoljuk, hogy az igy értelmezett > b,(z —z0)" hatvanysor konvergencia sugara
nem nulla. Feltételezhetjiik, hogy ap = 1 (a konvergencia sugarat nem véltoztatja
meg, ha minden tagot beszorzunk egy 0-tél kiilonboz6 szammal). Igy (8.9) és (8.10)
alapjan

(811) bo = 17 bl = —daq, bn == —<(11bn_1 + -+ an_lbl =+ an), n 2 2.
Ha 0 <7 < Ry, akkor

limsup V/|a,| < 1/r,

n—oo

tehat 1étezik olyan v, hogy barmely n > v-re

Ve <1/r = |a,|r" < 1.
Vélasszuk az M valés szdmot gy, hogy teljesiiljon az M > max{1, |a;|r,...,|a,|r"}
egyenlGtlenség. Igy
M > |an|r", n<v
la,|r™(< 1), n>v,

tehat |a,|r™ < M, barmely n € N esetén.
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A (8.11) alapjan meghatarozunk egy felsé becslést a (b,) sorozat tagjaira.

‘bo’zl, |bl\:|a1|<M/r, ]b2|S\a1|]b1|+]a2|<M(M+1)/7°2,
|bs| < laa| [bo| + lag| [br] + |as| < M(M +1)%/r®,

(| < laa| [bna] + |ag] [bnaf + - - + fan| <

MM+t M M+1\"
rm (M 41) ’

r

Tehat
1 1 T

limsup,, .. \/|ba] lim sup . M M+1 M+1
e\ M+ )\ r

Ry

és igy a Y b,(x — x0)" hatvanysor konvergencia sugara szigorian pozitiv. O

8.9. Tétel. Ha f(x) = > a,(z — x¢)"™ egy analitikus fiiggvény xo egy R > 0
sugard kornyezetében, és a ¢ : [a, 3] — R fiiggvényre, minden t € [«, 5] esetén
lp(t) — xo| < R, akkor a

> anle(t) — @]
hatvanysor konvergens, barmely t € [a, (] -ra, és az Osszege f(o(t)).

Példa. A (8.15) megadja az e¢” Taylor sorat. Ha ebben a hatvéanysorban z helyett
—t2 -et helyettesitiink, akkor megkapjuk az e Taylor sorét:

2 ¢2n
—t° _1\n
(8.12) e = nEZO( 1) R

8.10. Tétel. (Baricz Arpad'?®) Ha
1. az f(x) =), 59anx" sor konvergens, minden z € (0, 1) -re;
2. A, >0, Vn > 0;
3. az {(n+1)A,+1/A, —n} sorozat szigorian csékkend,

akkor az my(x) = f(1—2?)/f(2?), x € (0,1), fiiggvényre és tetszbleges x1,. .., x) €
€ (0,1) szdmokra

(8.13)

Az el6bbi egyenlétlenségben pontosan akkor van egyenl6ség, ha x1 = 19 = + -+ = x,.

125hariczocsi@yahoo.com
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Bizonyitds. Mivel f(x) konvergens, minden = € (0,1)-re, a g(x) = (1—x)f'(x) =
= nsol(nt1)An1—nA,]a" soris konvergens, minden x € (0,1) esetén. A feltételek
és a 3.23 tétel alapjan kovetkezik, hogy

(8.14) (log(xhy(x)))" >0, (log(1l = z)hs(x))" <0,

ahol he(x) = f'(x)/f(x) és = € (0,1). Ezek alapjén az f(e™") és 1/f(1 —e™")
fiiggvények szigorian log-konvexek a (0,00) intervallumon, és igy a szorzatuk is
szigortan log-konvex. A Jensen egyenlétlenség alapjan az e ' = z;, i € {1,2,...,n}
helyettesitésekkel a (8.13) egyenldtlenséghez jutunk. O

5.8.2 Néhany elemi fiiggvény Taylor sora

Ha f: R — R, f(x) = e*, akkor f folytonos és akdrhanyszor derivdlhaté az
egész R-en, rdadasul f™(x) = e*, barmely z € R és barmely n € N esetén. Ha
lz| < R, akkor |f™(z)| < e, tehat a 8.5 tétel alapjan f analitikus is minden
(—R, R) intervallumon. Ebbdl kovetkezik, hogy f analitikus R-en. Ugyanakkor
f™(0) =1, tehat

2 o0

x z"
Tta =D

n=0

(8.15) e’ =exp(x) =1+

Az f: R — R, f(z) = sinz flggvény is akarhanyszor derivdlhaté az R-en,
és a derivéltjai korlatosak (minden derivaltja —1 és 1 kozt van). gy a 8.5 tétel
alapjan f analitikus R-en. A matematikai indukcié mddszerével igazolhatd, hogy
f™(x) = sin(z + nm/2), és igy f™(0) = sin(nn/2), n € N. Az elébbick alapjan az
f Taylor sora

r 23 20 2+l 00 2+l
8.16 = ———+——"-F(-1 ”— e R.
(816) siny = 5= Zr+or— (1) 2n i) 2:% e ©
Hasonlé gondolatmenet alapjan
IEQ .134 . xZn & . x2n
(8.17) cosx=1-— TR (—1) o)l +.--= Z(—l) on)l r € R.

n=0

Az f:(-1,00) = R, f(z) =In(l+x) figgvényre f'(z) =1/(1+z). A 128.
oldal 3.10 tétele (vagy egy kis szamolds) eredményeként kapjuk, hogy az f Taylor
sora

2 [ES .Z'4 l,nJrl

X
18) n(14a) =a— =42 2 1)
(8.18) In(1+x) ==z 2—|—3 4+ +( >n+1+

—~

oo _1)"
:Z ) 2"t x| < 1.
n+1

n=0
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A (8.18) Osszefiigésben megjelend sor © = 1 esetén In2-hoz tart (111. oldal 1.10
kovetkezmény), ezért az f hatvanysora egyenletesen és abszolit konvergens, ha |z| <
< 1.
Az f:(—=1l.00) =R, f(z)=(142)* =exp(aln(l+x)) fliggvényre
a

f/<l'> _ ealn(lJr:):)

— 1 a—1
142z afl+2)"

és rendre a kovetkezo egyenloségeket kapjuk:
(@) =ala—1)1+2)2.. [Pz =ala—1)... (a=n+1)1+2)*™", ne N

A 0 koriili Taylor sor

—1 —1)... (a— 1
(8.19) 1—|—gg;_|_Mx2+..._|_a(a ) (a—n+ )xn_'_
1! 2! n!
Mivel
ala—1)...(a —n)

: (n+1)!

1 =1

oo oo —1).. (a—n+1)|

n!

a sor konvergencia sugara 1, tehdt az f(z) = (1+x)* fiiggvény analitikus az |z| < 1
intervallumon, és ezen a halmazon
-1 —1)...(a— 1
(8.20) (1+x)“=1+3x+Mx2+-~+a(a J.(aznt )x”—i-
1! 2! n!

A (8.20) sort |z| < 1 esetén binomidlis sornak nevezziik, és a € N esetén vissza-
kapjuk bel6le Newton binomidlis tételét.

Az f:[-1,1] — R, f(z) = arcsinz fiiggvényre f'(z) = (1 — 2?)7Y2, és ezt
hatvanysorba tudjuk fejteni. Ha igazoljuk, hogy f derivéltjai korlatosak, akkor ebbdl

kovetkezik, hogy f analitikus, ésigy f(z) = > a,z", ha |z| < R. Ebbdl kivetkezik,
n=0

hogy f derivéltja is analitikus, és igy (1 —22)72 = 3" na,2"', ha |z| < R. De a
n=1
binomidlis sor tulajdonsagai alapjan R = 1, és az egytitthatok azonositasabdl az
12® 1-3a° (2n — 1)1 g2t

8.21 =+ o+ + h
( ) arcsin x IE+23+2_45 (2n)!! 2n—|—1+

ozl <1

egyenloséget kapjuk.
Az f: R — R, f(z) = arctanz fiiggvényre hasonlé gondolatmenetet alkal-

mazhatunk. Az f'(z) = 75z hatvanysordt a binomiélis sorbol és a tételbdl kapjuk,
tehat

3 5 2n+1
(8.22) arctanm:x—%+%—---+(—1)n2f1+1 +..., |z <1
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A Taylor sorokat (példaul (8.22)) gyakran hasznéljuk konstansok (vagy kifejezések)
kozelitésére. Lassunk erre egy példat!
A 140. oldal 3.26 tétele alapjan az

(8.23) i ity oy e
’ 3 5 T L2k +1

n=0

sor konvergdl. A 8.2 tétel biztositja a (8.22) sor konvergencidjit az = = 1 pontban,
és igy

Tl 11

47 3 5 7
Ezt nevezziik Leibniz-Gregory'?® képletnek. Ez alapjan a 7 -t csak nagyon lassan lehet
kozeliteni.

Ha a (8.22) Gsszefiiggésbe x = 1/4/3-at helyettesitiink, akkor a

™ 1 1 1 n 1
(8.24) g:ﬁ(l—ﬁ—i-m—"'—i‘(—l)m—l‘.”)

egyenloséghez jutunk. Ez még gyorsabb kozelitést tesz lehetové.
Még gyorsabban kozelithetjik m-t, ha a

1 ) 120 1 1
tan(2arctan —) = —, tan(4darctan—) = —, tan(4arctan — — arctan —) =1
5) 12 5) 119 5 239
egyenloségeket hasznaljuk. Ezek alapjan
1 1
(8.25) % = 4 arctan E arctan 239"

Ezt az Osszefiiggést nevezziik Machbin'?” képletnek. Ha a jobb oldalon megjelend két
szamot az arctan fliggvény hatvanysoraval szamitjuk ki, akkor a

1—4 1_ 1 + 1 _ _ L_ 1 _|_
4 "\5 3.5 5.5 239 3.2393

osszefiiggést kapjuk.
Megjegyzés. A (8.25) egyenlGséget elemileg is igazolhatjuk, ha kiszamitjuk az

(541)* .
=2(1
239+ LT
egyenloség mindkét oldalanak az argumentuméat. A

126 James Gregory, 1638 - 1675
127 John Machbin, 1680 - 1752
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5.9 Primitivalhato fuggvények

5.9.1 A primitiv fliggvény fogalma

Az F : I — R figgvényt (I C R intervallum) a f : [ — R fiiggvény primitiv
fiiggvényének nevezziik I-n, ha F derivalhaté [-n, és

F'(z) = f(z), bérmely x € I esetén.

Az f fuggvényt primitivalhatonak nevezzik, ha létezik legaldbb egy primitiv
fiiggvénye. Az I-n értelmezett primitivalhaté fiiggvények halmazat Py-vel jeloljiik.

9.1. Megjegyzések. 1. Ertelmezhetjiik a primitiv fliggvény fogalmat tetszoleges
D C R halmazon értelmezett fliggvényekre is, de nem osszefliggd D esetén a primitiv
tanulmanyozasa visszavezetodik a D Osszefiiggé komponensein értelmezett primitivek
vizsgalatéra. fgy altalaban intervallumon értelmezett fliggvények primitiv fiiggvényeit
vizsgaljuk.
2. Ha f € Py, akkor f-nek végtelen sok primitiv fiiggvénye van. Ha F' egy primitivje
f-nek, akkor F'+ ¢ is primitivje, minden ¢ € R esetén.

SOt az el6bbi tulajdonsdgnal pontosabb is teljesil: Ha f : I — R (I C R
intervallum), akkor f béarmely két F; és F, primitivjére létezik ¢ € R tgy, hogy
Fy = F;, + c¢. Ez a Lagrange kozépértéktételbdl kovetkezik. Ha

Fi(t) = Fy(t) = f(t), Vtel,

akkor az F}—F, derivalhato fiiggvény derivaltja identikusan nulla az I intervallumon,
és igy létezik olyan ¢ € R, amelyre

Fl(t>IF2(t)+C, Vt e 1.

Ha f : I — R primitivalhaté fliggvény és F' egy primitivje, akkor az f
primitivjeinek halmaza vagy hatdrozatlan integralja az

/f(t)dtiz{F+c|c€R}:F+c’

ahol C a konstans fiiggvények halmaza.

3. Az el6bbi megjegyzés alapjan lathato, hogy ha ¢ € R egy tetszoleges valds szam,
xo € I rogzitett és f: I — R egy primitivalhaté fliggvény, akkor pontosan egy olyan
F' primitivije van f-nek, amelyre F(z¢) = c. JAN

9.1. Tétel. Ha f : I — R primitivalhato [I-n, akkor f Darboux tulajdonsagi,
vagyis
Pr C Dy.
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Bizonyitds. Legyen F a f egy primitivje I-n, a,b € I, a <b és A egy tetszOleges
érték f(a), illetve f(b) kozt. Feltételezhetjik, hogy f(a) < A < f(b). A

G:la,b) =R, G(t):=F(t)— X
fliggvény derivalhaté és
G'(a)= fla) =A< 0< f(b) —X=G'(b).

Mivel G folytonos, van legaldbb egy ¢ € [a,b] minimumpontja.
Igazoljuk, hogy ¢ ¢ {a,b}. A

G'(a) = lim G(ti —Glo) <0
52 oo

Osszefiiggés alapjan létezik r > 0 gy, hogy G(t) < G(a), minden t € |a,a+r[ esetén,
tehat ¢ # a. Hasonléan a G'(b) > 0 egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy ¢ # b, tehat
c €la,b[. A Fermat tétel alapjan G'(c) = 0, vagyis f(c) = A. Az el6bbiek alapjan f
Darboux tulajdonsagu. O

Megjegyzés. Ez a tétel tulajdonképpen a Darboux tétel (3.1 tétel a 233.
oldalon), csak a bizonyitas alapdtlete kiilonbozik. A

9.1. Kovetkezmény. Ha az f: 1 — R\ {0} fiiggvény primitivalhatd, akkor minden
primitivje szigorian monoton.

Bizonyitds. Ha F a f egy primitivje, akkor
Fl(t) = f(t) £0, Vel

tehat az f Darboux tulajdonsaga alapjan f el6jeltarto. fgy viszont F' szigorian
monoton a 2.4 tétel alapjan (lasd a 224. oldalt). O

9.2. Kovetkezmény. Ha f € P, akkor f-nek nincs elséfaji szakadasi pontja.

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik a 9.1 tételbdl és a 4.6 kdvetkezménybél (lasd a 195.
oldalt). DO

9.3. Kovetkezmény. Ha f: 1 — R nem folytonos és monoton, akkor f ¢ P;.

Bizonyitds. Ha ty egy szakadasi pontja f-nek, akkor a ¢y els6faji szakadasi pont,
tehat a 9.2 kovetkezmény alapjan f ¢ P;. O

Példa. Az eddigiek alapjan lathaté, hogy a Darboux tulajdonsagu fiiggvények hal-
maza nem ugyanaz, mint a primitivvel rendelkez6 fiiggvények halmaza (az egyik zart
az Osszeadasra nézve, a masik nem). Ezt egy konkrét példaval is szemléltet;jiik.

Az
{sin%, t#0

m, t=0,

fiiggvény pontosan akkor Darboux tulajdonsagu, ha m € [—1, 1] (mert minden 0 € I,
|I| > Ny intervallumra f,,(I) = [-1,1] U {m} ), és pontosan akkor létezik f,, -nek
primitiv fiiggvénye, ha m = 0. Igy m € [—1,0[U]0, 1] esetén f,, € D; \ P;.
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5.9.2 Folytonos fiiggvények primitivalhatosaga

Lattuk, hogy az f : I — R fiiggvény pontosan akkor primitivalhaté, ha primi-
tivalhaté minden [a,b] C I kompakt intervallumon. Ebben a paragrafusban igazol-
juk, hogy minden kompakt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvénynek van
primitivije.
Az |a,b] intervallum egy P felosztdsdn egy véges xg, 1, ... x, pontrendszert
értiink, amelyre
a=x9g<r1<--<x) =0

A P felbontashoz és az f korlatos fliggvényhez hozzarendeljiik az

Iy, =[xy, x|, mg:=inf f, My :=supf
Ik I;C

jeloléseket és az

S(f, P) = ka(xk — ZL’k_l)

alsé Darbouzr Osszegnek nevezett valés szamot. (s(f, P) az f-hez rendelt alsé Dar-
boux dsszeg a P felosztason).
Megjegyzés. Ha f korlatos, akkor m < my < My < M, tehat

m(b—a) < s(f,P) < M(b—a),

az [a,b] tetszOleges P felosztasara, és igy az alsd Darboux 6sszegek halmaza korlatos.
Az

1:= sups(f,P)
P

szamot az f : [a,b] — R korldtos fliggvény alsé Darboux integrdaljanak nevezzik.

Gyakran hasznaljuk a
b b
/ [ vagy / ft)dt
jelolést is.

9.1. Tulajdonsag. Ha f : [a,b] — R korldatos fiiggvény, akkor a
b
F:I—-R, F(t)::/f

fliggvényre igazak a kovetkezo allitasok:

(a) F(b)=F(c)+ fcbf, barmely c € [a,b] esetén;

(b) létezik L >0 gy, hogy |F'(t') — F(t")| < L|t' —t"|, barmely t',t" € I esetén.



5.9. Primitivalhato fiiggvények 257

Bizonyitds. Ertelmezés alapjan fcc f=0.

(a) Ha ¢ €]a,b] rogzitett és Py, P, az I, = [a,c], illetve Iy = [c,b] egy-egy
tetszoleges felosztasa, akkor a P = P U P, felosztasra

s(f, P1) + s(f, P2) = s(f, P) < F(b),
sups(f, P1) + s(f, P) < F(b), F(c )+sups(f P) < F(b) =

Py
/f<F

A forditott egyenlétlenség igazoldsdhoz tekintsiik az [a,b] intervallum egy
tetszoleges P felosztasat.

e Ha ce P, akkor a P, = PNJa,c] és Po=PNlcb| jelolésekkel

(9.1) S(f.P) = s(f.P) + s(f. Po) < F(¢) /f

e Ha c¢ P, akkor a P* = P U {c} felosztasra

(9.2) s(f,P) < s(f,P*) < F(c) /f

Ha a (9.1) és (9.2) Osszefiiggésekben szuprémumra tériink és hasznaljuk a forditott

egyenlotlenséget, a kivant egyenloséghez jutunk.
(b) Ha t',t" € I, t' <t" és L :=sup,;|f(t)], akkor (a)-bdl kovetkezik, hogy

F)— FW) = [ fl<L@ —¢)= LIt —¢']. ©
t/
9.2. Tétel. Minden f:I — R (I intervallum) folytonos fiiggvény primitivalhato.

Bizonyitis. Az f € Pr < f € Puy, Y[a,b] C I tulajdonsig alapjan elégséges
igazolni, hogy minden f : [a,b] — R folytonos fiiggvény primitivalhato.
Ha f:[a,b] — R folytonos, akkor korlatos, tehit az

Folab >R F( /f

fliggvényre teljesiilnek az elobbi tulajdonsag feltételei. Igazoljuk, hogy F' a f egy
primitivje.
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Igazoljuk, hogy ha ty € [a,b] rogzitett, akkor F -nek létezik t;-ban jobb- és
baloldali derivaltja, és mindkett& egyenlé f(tg)-val. Barmely & > 0-ra létezik 6 > 0
ugy, hogy t € |to, to + [ CJto, b] esetén

F(to) — ¢ < £(t) < f(to) + .
[F(to) — e](t — to) < / £ < (ko) +<l(t — to).

Ebbol kovetkezik, hogy

F(t) — F(to)

— < e, barmely t €|ty to+ J] esetén,
—to

— f(to)

tehat [ -nek létezik jobboldali derivaltja to-ban, és ez f(to).
A baloldali derivalt 1étezését hasonldan igazoljuk, tehat a bizonyitas teljes. O

9.4. Kovetkezmény. Ha [ egy kompakt intervallum és az f : I — R fiiggvény
injektiv és primitivdlhatd, akkor az f~': f(I) — R inverz fiiggvény is primitivalhato.

Bizonyitas. Ha f primitivalhaté, akkor Darboux tulajdonsagu, és igy nem lehet
elsofaju szakadési pontja.

Masrészt, ha f injektiv és Darboux tulajdonsagu, akkor szigorian monoton, tehat
nem lehet masodfaju szakadasi pontja sem. fgy f folytonos az I kompakt interval-
lumon, tehdt a 2.11-es tétel (ldsd a 164. oldalt) alapjan f~! is folytonos, és gy
primitivalhat6. O

5.9.3 Primitivalhato fliggvényekkel végzett miiveletek

[gazoljuk, hogy P; vektortér a fiiggvények Gsszeadasaval és a skalarral valé szorzassal.

9.2. Tulajdonsag. Ha f,g € P; és a,3 € R, akkor af + g € P és o>+ 3> >0

esetén
[arsop=a 145 [0

Bizonyitis. Ha F € [ f és G € [ g, akkor a H := oF + 3G fiiggvény derivalhat6
és H := aF' + G = af + Bg =: h, tehat

a/f+ﬂ/gc/(ozf+ﬁg), Va, 3 € R.

Ha o + % > 0, akkor feltételezhetjik, hogy 8 # 0. A H € [h, F € [f
fliggvényekre a
H—aF h—af

G = —5 fliggvény derivélhatd, és G' = 3
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Tehat G € [g és H=aF + 3G € a [ f+ 3 [ g. Ez alapjn

/(af+ﬁg)Coz/f+ﬁ/g, ha o*+3*>0. O

Megjegyzés. Az elobbi allitas o = = 0 esetén nem igaz, mert ebben az esetben
barmely f,g € Pr-re

Jat+o9= [o=crty=a[r+5[s o

Megjegyzés. Két Pr-beli fiiggvény szorzata altalaban nincs Pj-ben. Ez lathaté a
kovetkezo példabdl is. Az

ft) =

21 1 . 91 .1

sin“ 7 —sins, t#0 sin“4 +sin;, t#0
1 ' ' ? és g(t) =4, ' ' ’
) t=20 29 t=20

fliggvények primitivalhaték, mivel f = f; — fo és g = fi1 + fo, ahol

1 1 cos2, t#0 sinl, t+#£0
t):==—= & e t) = &
HOEE 2{07 AT {0, -

Masrészt az
22
ot #0
egyébként

fiiggvény nem Darboux tulajdonsagi, mert

(f -9 ®) =[5 01U (7).

A kovetkezo két tulajdonsag arra mutat ra, hogy milyen feltételekkel lehet biz-
tositani a szorzatfliggvény primitivalhatosagat.

9.3. Tulajdonsdg. Ha f: 1 — R, fe€ Pr és g: 1 — R, ge CYI), akkor
J-9€Pr

Bizonyitis. Ha F € [ f és F; = F - g, akkor F; derivdlhaté és F| = fg + Fy¢'.
Mivel Fg' folytonos, Fg' € P;. gy tetszéleges G € [ Fg esetén a H = F, — G
fliggvény derivalhaté, és

H=F-G=fg+F¢d—Fg=[g,

tehat fgeP;. O
A kovetkezd példa mutatja, hogy ¢ folytonossaga nem elégséges a szorzat de-
rivalhatésagahoz.
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Példa. Az
tsin t% t#0

f:R—R, f(t):{o L0

fliggvény folytonos és a

Isink t#0
‘R — R, )=t
g g(t) {0 P — 0

fliggvénynek van primitiv fliggvénye, mert g = go — g1, ahol ¢1,92 € Py

tcos& t#0 ﬁcos% t#0
t) = ‘ ) =G'(t), Got)=42 1
o {0 o m=0w. G {0 e

Ha fg € P; teljesiilne, akkor az

% t#0 1 cost% t#0
0 t=0 2

t) = — =
(f9)(®) { 0 F— 0
egyenloség alapjan a

wo-{i %

fliggvénynek is volna primitiv fliggvénye. De ez a fliggvény nem Darboux tulaj-
donsdgu, tehdt nincs primitivie. Igy fg ¢Pr. A

Megjegyzés. A kiovetkezé tulajdonsag mutatja, hogy ha f: 1 — R\ {0}, akkor a
g folytonossaga elégséges a szorzat primitivalhatésagdhoz. A

9.4. Tulajdonsag. Ha I = [a,b], az f : I — R\ {0} fiiggvényre f € P; és
g€ C(I), akkor f-g € Py.

Bizonyitis. Ha F € [ f, akkor a f = F' fliggvény Darboux tulajdonsdgu, tehat
eléjeltartd, és igy I szigorian monoton. Ebbél kovetkezik, hogy F~! derivilhaté
az F(I) halmazon, tehdt a g o F~! fiiggvény folytonos F(I)-n. [gy a go F!
figgvénynek van primitivie F(I)-n. Ha G a go F~! egy tetsz6leges primitivje,
akkor

(GoF)Y=(GoF)-F'=(goF oF)-F =gf,

tehat az f - g szorzatnak is van primitivje. O

5.9.4 Gyakorlatok
1. Bizonyitsuk be, hogy az

Lt
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fiiggvénynek nincs primitivje R-en.
1. megoldas Az f fiiggvényt felirhatjuk

ﬂ@=fmw={%“ x%0+j%@:{a v #0

].7 .I:O ]_’ [L’:O

alakban. f; folytonos R-en, tehat van primitivje. Ha f is primitivalhat6 volna,
akkor az fo fiiggvénynek is lenne primitivie. Masrészt ez a fiiggvény nem Darboux
tulajdonsagu, tehat nincs primitivje. Az elébbi ellentmondas alapjan f-nek nincs
primitivje.

2. megoldas Az f fiiggvénynek az x = 0 pont els6faji szakadési pontja, mert

lim f(x) = 140 = £(0).

A 9.2-es kovetkezmény alapjan f-nek nincs primitivje.
3. megoldas Az értelmezés alapjan igazoljuk, hogy f nem Darboux tulajdonsagu
figgvény. Mivel lim, .o f(z) =1,

VYV eV(l)3]—o,[€V(0)dgy, hogy V x €]0,d[, f(x) e V.

AV =]1/2,3/2] vélasztéssal f(x) >1/2, ha x €]0,0]. Igy

1 3
£ =600 = {5 < @) < 5 | = €]0.[}U {0,
és ez nem egy intervallum.

9.13. Alkalmazas. Hatdrozzuk meg annak az m tomegi testnek a maximalis
sebességét, amely gravitdacios térben mozog (példaul ejtéernyés), ha a rd haté fékezé
er6 minden pillanatban egyenesen aranyos a sebesség négyzetével.

Feltételezhetjiik, hogy a mozgds egyenes vonali. Ha wv(t) a test sebessége a

t idé6pillanatban, akkor a pillanatnyi gyorsuldsa v'(t), és igy a mozgasegyenlete

mv'(t) = mg — kv?(t), ahol k egy pozitiv ardnyossigi tényezd. gy a %(_t?ﬂ = %

egyenlethez jutunk. A Lagrange tétel kovetkezménye alapjan létezik olyan ¢y, ame-

lyre
1 [k | v+ /T
n—

2\ mg v—«/%

Ebbdl kovetkezik, hogy vy = 0 kezddsebesség esetén
0=/" o

v(t) =/ — | ——— |,
k 62\/%15 +1

és igy a végsebesség (/72 ¢

k
= —t+Cl.
m
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Megjegyzés. Ejtéernyds esetén a K értéke 40 koril van (ez az erny6tol fiigg)
és igy egy 80 kg-os Ossztomeg esetén a maximadlis sebesség ~ 4,4m/s. A sebesség
képletébol lathatd, hogy a sebesség exponencidlisan csokken, igy nagyon hamar
(kb. 2s) megkozelithetjitk a biztonsdgos beérkezési sebességet (persze érdemes azt
is kiszamolni, hogy ez alatt mekkora utat tesziink meg).

9.14. Alkalmazas. Hatarozzuk meg annak a felszinnek az alakjat, amelyet a talajviz
szintje alkot egy kor alaku kit kozelében, ha a kit eléri a vizatnemereszté talajszintet
és a kutban a viz szintje allando.

Megoldas. A szimmetria miatt elégséges csak egy sikmetszetet vizsgdlni. A
vizatereszto talaj P pontjaban a viz sebessége aranyos az y gorbe P -vel megegyezo
abszcisszaju pontjanak meredekségével. Tehat v = k Igy a kut kozéppontjatol x
tavolsagra levo hengerpalaston atszivargd viz mennylsege M = 2nxyv = 27rxykg—g
(ez adja a kut hozamét). Tehdt az

1 mk mk
J— _2 / _ 2\/
i v Ul vAC

egyenlethez jutunk, ahonnan a Lagrange tétel kovetkezménye alapjan Inaz = ”ngf +c.
Ha r a kut sugara és h a kutban levé viz magassaga, akkor y(r) = h, tehat ¢ =

=Inr— ”MkhQ és igy az y gorbe egyenlete
M
Y= — ln A
wk
P
Y
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Ha visszatériink haromdimenzids abrazolésra, akkor az y koordinata helyett =z
keriil és az x helyett a feliilet egy pontjanak az xOy sikra esé vetiiletének az origdtol

/2242
val6 tavolsdga. Ez /a2 + 32, tehét a keresett feliilet egyenlete 2% = 2 In %—i—h?
Ezt a mellékelt abran lathatjuk. ¢

9.15. Alkalmazas. Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy t idé milva pontosan
n sejt legyen, ha kezdetben egy rakos sejt van, és a rakos sejtek minden pillanatban
A valdsziniiséggel osztédhatnak (és a létrejitt sejtek is ugyanilyen valoszintiséggel
osztédnak tovabb).

Megoldas. Jeloljik f,(t)-vel a keresett valdszintliséget. Valdsziniiségszamitasi meg-
gondoldsok alapjan f1(0) =1, f,(0) =0 és

fi(x)==Mnfo(x) + AX(n—1)f_1(x), Vx € R,, Vn > 2.

n =1 esetén az fi(z) = —Afi(z) egyenlethez jutunk, tehat (fi(z)-e*®) =0. A
Lagrange tétel kovetkezménye alapjan fi(x) = ce %, tehat az f1(0) = 1 feltételbsl
kovetkezik, hogy fi(x) = e **. Ezt integrdldssal is megkaphattuk volna.

n =2 esetén az fy(z) = —2X\fo(x) + Ae™** egyenlethez jutunk, tehat

[fZ(x) X 62)\:10 o e)q;]/ _ 0’

és igy az fo(0) = 0 egyenléség és a Lagrange tétel alapjan fy(z) = e (1 — e*)‘”) .
n =3 esetén az fi(r) = —3Af3(z)+2A (1 — e”\"’”) e~ egyenlethez jutunk. Ebbdl
kovetkezik, hogy
[fg(x) LT p2he 26)\1}’ -0
és fgy az f3(0) = 0 egyenl8ség és a Lagrange tétel alapjén fi(z) = e (1 — e 2.
A tovabbiakban a matematikai indukcié mdédszerével igazoljuk, hogy f/(z) =
= e*(1—e™)", ha n > 1. Ehhez elégséges igazolni, hogy az f., (z) =
= —(n+DAfor1(x)+nA (1 — e‘m)%1 e~ egyenletnek az egyetlen olyan megoldésa,
amelyre f,41(0) =0, az fuyi(z) = e (1 - e_m)mrl fiiggvény. Ez szintén a Lag-
range tételbdl kovetkezik, mert az f, .1 -re kapott egyenlet felirhato

[frsa () - el M — enx (1= 2)")" = 0

alakban. ¢
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5.10 Kituzott feladatok
1. (Bege Antal'?® és Andras Szildrd) Bizonyitsd be, hogy ha n > 3, 0 < 21 <
<z <...<um, és 229 > x1 + x,, akkor
i TiTit1 < i TiTi—1 ’
Tt Tyl + Tipa S T+ T+ Tio
ahol To = Tpt1 = L1, L1 = Tpyo = T2.
2. Bizonyitsd be, hogy az f : [a,b] — R, kétszer derivilhaté fiiggvény pontosan
akkor konvex, ha tetszoleges 0 < 1 < x5 < ... < 1z, esetén
r1f(xe) + wof(x3) + ...+ xnf(1) > 1 f(xn) + xof(x1) + .. + T f(T1)-
3. (Andrés Szilard) a) Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,b] — R egy névekvé konvex
fliggvény és 0 < a <z < x9 < ... <1z, tetszileges szamok, akkor
f) | Se) | f) f@) | Fea) | S
T X Tp_1 T2 Tn I
b) Bizonyitsd be, hogy ha 0 < a <z <2y < ... <z, és f:[a,b] = R egy
novekvo és konkav fuggveny, akkor
Gl e AT e e A - RN e
4. (Séndor Jézsef) Ha az f,g : [a,b] — R Rolle tulajdonsigu fiiggvényekre g(b) —
—g(a) # (b —a)g'(a), g(b) —gla) # (b—a)g'(b) és g'(a) # g'(x) # ¢'(b), ha
€ (a,b), akkor léteznek olyan c;,cs € (a,b) szamok, amelyekre
[0~ f(@) ~ (=) (@) [le) =)
g(0) —g(a) = (b—a)g'(a) ~ ¢'(c1) —g'(a)
fb) = fla) = (b—a)f'(b) _ f'(c2) — f'(b)
g(b) = g(a) = (b—a)g'(b) ~ ¢'(c2) —g'(b)
Megjegyzés. ﬁa f’ és ¢ is Rolle tulajdonsdguak, akkor a jobb oldal
helyettesitheto ,,( )
g (c)
5. (Finta Béla) Ha az f : [a,b] — R fiiggvény folytonos [a,b]-n, minden = € (a,b)

pontban létezik az f-nek jobb- és baloldali derivaltja, és ezek a derivaltak
végesek, akkor azt mondjuk, hogy f rendelkezik az altalanositott Rolle tulaj-
donséaggal. Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,b] — R rendelkezik az dltalanositott
Rolle tulajdonsaggal, akkor létezik ¢ € (a,b) ugy, hogy

w € [min{f}(c), fj(c)}, max{fi(c), fi(c)}]

128Bege Antal, bege@math.ubbcluj.ro
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10.

11.

12.

13.

14.

(Andras Szilard) Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,0] — R Rolle tulajdonsagu és
0 < a < b, akkor létezik olyan c¢ € (a,b), amelyre % = Z—i - f'(e).

(Jovan V. Malesevi¢'?) Bizonyitsd be, hogy ha f,g : [a,b] — R Rolle tulaj-
donségu fiiggvények, akkor 1étezik olyan c;,co € (a,b), amelyre

f(b) — fle1) f'(e1) , fla) — f(c2) f'(c2)

ge)—gla)  gle) T gle)—gb)  glea)

Bizonyitsd be a kovetkezd egyenloségeket:

(a) (arcsinz)? = li @ 22212k ha |z < 1

(b) (arcsinz)® = 612 mc@k <1 +m+..+ m> 2?1 ha |z| < 1.
(Andrés Szilard) Bizonyitsd be, hogy ha z,y, z pozitiv valés szamok, akkor

(a) (z+y+y)™ = amyrz? < (v +y) " V(Y + 2)V (2 + 2)

Bizonyitsd be, hogy ha az f: R — R filiggvény folytonos és periodikus, akkor a
1
g:R—>R, gx)= { f(a:)’ ha z 7# 0

c, ha =0 fiiggvénynek pontosan akkor 1étezik

primitiv fliggvénye, ha ¢ = % fOT f(z)dz, ahol T az f féperiédusa.

Bizonyitsd be, hogy ha az f: R — R fiiggvény folytonos és periodkus, akkor a
: — f(sin1"x)7 hax§§{k7r|k€Z}
g:R=R 9(5”)_{ c, ha z € {kr |k € Z}

akkor létezik primitiv fliggvénye, ha ¢ = 7 fOT f(z)dz, ahol T az f f6periédusa.

fliggvénynek pontosan

Szamitsd ki az f: R — R, f(z) = ﬁfﬁ > fliggvény n-edik derivéltjdnak behe-

lyettesitési értékét egy tetszoleges xy € R pontban.

(Andrés Szilard) Bizonyitsd be, hogy ha a P polinom minden gyoke valés és
Ty a derivalt polinom egy gyoke, akkor P (xq) - P(xg) < 3P"%(xq).

Tekintsik az Fy = 1, Fy = 1 és Foio = F,y1 + F,,, barmely n > 0-ra
oo
sorozatot (Fibonacci sorozat). Szamitsd ki a > Frpa® sor Gsszegét, ha z a sor

k=0
konvergencia tartomanyan beliil van.

129 Jovan V. Malesevi¢, malesh@EUnet.yu
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(Lucas'®) Bizonyitsd be, hogy ha egy P polinom minden gyokének geomet-

riai képe egy sikbeli K konvex tartoméany belsejébe esik, akkor a P’ polinom
gyokeire is teljesiil ugyanez a tulajdonsag.

Bizonyitsd be, hogy ha az f : [—1,1] — R fiiggvény harmadrendi derivéltja

folytonos, akkor a
SE0)-()-wo

Bizonyitsd be, hogy ha a P(x) = apz"™ + 2" ' + ... + a,_17 + a, polinom
gyokei x1 < x9 < ... < x,, akkor

n J .
r, [0, ha0<j<n-—2
®) fo(xw‘{éa ha j=n—1

Zja:k f’ a:if”(xk)_ 0, ha0<j<2n-2
( BE - ig ha j =2n —1

sor konvergens.

i o S ngx S = = (=1D)" (1 —zy29...2,), ahol 0 # 2, # 1, ha 1 <
k

Skzgn

Bizonyitsd be, hogy ha az f : [a,b] — R fiiggvénynek az [a,b] intervallumban

n + 1 zérushelye van, és a P(r) = a,2" + ap_12" ' + ... + ayx + ag polinom

minden gyoke valds, akkor létezik olyan ¢ € (a,b), amelyre agf(c) + a1 f'(c) +
o +a,f™(e)=0.

Ha az f € C?[a,b] figvénynek z* € (a,b) egyszeres gyoke (f(z*) = 0 és
f'(x*) # 0), akkor létezik az z*-nak olyan U kornyezete, amelyre minden

x9g € U-ra az x,y1 = x, — ]{ ((”;‘“)), k > 0 sorozat konvergens és hatarértéke x*.

Tnt+1— z*

S6t, létezik a lim ~=— oE hatarérték is.

n—»oo( n

, o)

(Baricz Arpad, [1]) Az f(z) = > a,a™ hatvanysor konvergens minden = €
n=0

€ (0,1) esetén és a, > 0, minden n > 0 esetén. Bizonyitsd be, hogy ha

az < ”!a"n> sorozat csokkend és a > 1, akkor a g(z) = f(z?) fuggvényre
n>0

(loga)
NG
1+x

> a*V2=5 esetén.

teljesiil a g( > < cg(z) egyenlStlenség, minden z € (0,1) és minden ¢ >

130Franois Edouard Anatole Lucas, 1842-1891



6. Fejezet

Integralszamitas

The ink of the scholar is more sacred,
than the blood of the martyr.
Mohammed

A fejezet célja a valds fliggvények integralszamitasara vonatkozo alaptulajdonsagok
ismertetése.

6.1 A Darboux integral

Ha P az [a,b] intervallum egy felosztdsa, és a felosztds pontjai xg, 1,...,Z,,
ahol
a=x0 <1 <13 < <Xy S, =0,

akkor

Axr; =x; —x;_q, =12 ...,n

szédmok koziil a legnagyobbat a felosztds normdjinak nevezzik, és || P|| -vel jeloljik.
Tehat
|P|| = max Aw;.

1<i<n

Ha f :[a,b] — R egy korlatos fiiggvény, akkor az [a,b] intervallum minden P
felosztasa esetén értelmezziik az

m; = _inf f(z), Mj:= sup f(z),

3}6[1‘1'_1,.7}1'] .’L'E[Zifl,xi]

L(P, f) := mexi, U(P, f) = ZMiAIi
i=1 i=1
szamokat. A korlatossag alapjén léteznek az

(L1) / f(@)de = sup L(P, ),

b
(1.2) / flz)dz = iII%f U(P, f),

valés szdmok is (a szuprémumot és az infimumot a [a,b] Osszes felosztdsa szerint
szdmoljuk). Az f; f(z)dz valds szamot az f fiiggvény [a,b] intervallumon szamolt

267
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alsé Darboux integrdljanak nevezzik, mig az fab f(z)dz szamot az f fiiggvény [a, b]-
n szamolt felsé Darboux integrdljanak. Ha f korlatos (m < f(x) < M, barmely
x € [a,b] esetén), akkor az

(1.3) m(b—a) < L(P, f) <U(P, f) < M(b—a)

egyenlGtlenségek alapjan az also és fels6 Darboux integral 1étezik.

Haaz f fliggvény [a,b]-n szdmolt alsé Darboux integralja egyenld a felsé Darboux
integraljaval, akkor f-et Darboux integrdlhatonak nevezziik az [a,b] intervallumon,
és a két integral kozos értékét

b
(1.4) / f(z)dx-szel
jeloljik. Az értelmezések alapjan lathatd, hogy
b
(1.5) m(b—a) < L(P, f) S/ flz)de <U(P, f) < M(b—a).

Az elébbi értelmezés altalanosithatd, mert a Ax; novekmények helyett tetszoleges
figgvény novekményei is irhaték. Ha a egy névekvd fiiggvény az [a, b] intervallumon
és P={a=wxy,21,...,0, = b} egy felosztdsa az [a,b] intervallumnak, valamint

Ao = a(x;) —alz,q), i=1,2,...,n,

akkor Aa; > 0. Igy tetszéleges f :[a,b] — R korltos fiiggvény esetén az
L(P, f,a):= ZmiAozi, UP, f,a) = ZMZ'AOQ'
i=1 i=1
kifejezések korlatosak (amikor P valtozik), tehdt 1éteznek az

(1.6) / f(z)da = s%p L(P, f,«),

(1.7) / f(x)da := ir];f U(P, f,«)

valés szdmok (a szuprémum és az infimum itt is az [a,b] Osszes lehetséges
felosztdsa szerint van). Az ff f(z)da szamot az f fliggvénynek az a-ra vonatkozé
[a, b] -intervallumon szdmolt alsé Darbouz-Stieltjes'3' integraljanak nevezziik, mig

a fabf(x)da szamot az f-nek « szerinti [a,b]-n szadmolt felsé Darboux-Stieltjes
integrdaljdnak. Ha az f-nek az « szerinti alsdé és felsé Darboux-Stieltjes in-
tegralja egymaéssal egyenlo, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény « szerint

131Thomas Jan Stieltjes, 1856-1894



6.1. A Darboux integral 269

Darbouz-Stieltjes értelemben integrdlhato. Az I intervallumon Darboux integralhato
fiiggvények halmazat Dj-vel jeloljiikk, mig az I-n « szerint Darboux-Stieltjes in-
tegralhaté fiiggvények halmazat Dy(«a)-val.

Ha f Darboux-Stieltjes integralhaté az «-ra nézve, akkor az (1.1) és (1.2) kozos
értékét

b b
(1.8) /f(x)da—val vagy /f(a:)da(;v)—val

jeldliiik.
Ha a(z) =z, Vo € [a,b], akkor

[ o= [ sy

vagyis a Darboux integral a Darboux-Stieltjes integral sajatos esete.

Az [a,b] intervallum P* felosztdsat a P felosztds finomitdsdnak nevezziik, ha
ha P C P*. Ha P, és P, az [a,b] intervallum két tetszéleges felosztasa, akkor a
P* .= Py U P, felosztast a Py és P, kozos finomitdsdnak nevezzik.

1.1. Lemma. Ha P* egy finomitasa P -nek, akkor

(1.9) L(P, f,a) < L(P*, f,a) és

(1.10) U(P, f,a) > U(P*, f,q).

Bizonyitds. Ha P = P*, akkor az (1.9) és (1.10) oOsszefiiggésekben egyenléség van.
Ha P* pontosan egy t ponttal tartalmaz tobbet, mint P, akkor létezik olyan ¢ € N*,
amelyre r; 1 <t < xz;. Az

s1= sup f(z), sy= sup f(x)

x€lzi1,t] TE[t,x4]
jelolésekkel s; < M; és sy < M;, tehét

U(P*, f,a) =U(P, f,a) =si[a(t) — a(zi1)] + sola(z;) — at)] — Ma(z;) — a(zi)]
=(s1 — My)[a(t) — a(zi—1)] + (s2 — M;)[a(z;) — a(t)] < 0.

Ha P* pontosan m ponttal tartalmaz tobbet, mint P, akkor az elébbi gondo-
latmenetet m-szer megismételjiik. Az (1.10) egyenl6tlenséget hasonlé mddon iga-
zolhatjuk. O

1.1. Tétel. Ha f : 1 — R korlatos fiiggvény, akkor

L?@wasZZ@Mw
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Bizonyitdis. Ha P, és P két tetszOleges felosztésa [a,b]-nek és P* a kozos fi-
nomitasuk, akkor az 1.1-es lemma alapjan

L(thaa) SL(P*,f,Oé) < U(P*,f,()é) SU(P%faa)'

Ebbdl kovetkezik, hogy
L(bea&) S U<P27f7a)‘

Ha P, -t rogzitjik, és P, szerint a bal oldalnak a szuprémumat vizsgaljuk, akkor az

/ f(x)da < U(Py, f,0)

egyenlotlenséget kapjuk, és ebbdl a jobb oldal P, szerinti infimumara koévetkezik a
bizonyitand6 egyenlétlenség. O
A Darboux-Stieltjes integralhatésag jellemzési tétele a kovetkezo:

1.2. Tétel. Az f : [a,b] — R fiiggvény pontosan akkor Darboux-Stieltjes in-
tegralhaté az |a,b] intervallumon az « fiiggvényre nézve, ha bdarmely ¢ > 0-ra
létezik |a,b] — nek olyan P felosztdsa, amelyre

(1.11) U(P,f,0) = L(P, f,a) <&,
Bizonyitds. Az (1.11)-es feltétel elégséges, mert az
b b
LPg) < [ f@das [ f@da <P L0

egyenlotlenséghdl kovetkezik, hogy

b b
0< / f(x)doz—/ f(z)da <e,
tehdt f € R(a).

Ha fabf(x)da = fabf(x)doz = fab f(z)da és € > 0 tetszileges, akkor talalunk olyan
Py, illetve P, felosztéast, amelyekre

U(Py, f.0) — / F@)da < /2. / F(@)da — L(P,, f,a) < £/2.

Ha P a P, és P, kozos finomitéasa, akkor
b
U(P.f.0) SUPs foo) < [ flo)dat 5 < LPu i)+ < L(P fa) 42,

tehdt az (1.11) egyenl6tlenség teljesil. O
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1.3. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, o ndvekvé és folytonos [a,b]-n, akkor
[ € Diay().

Bizonyitds. Rogzitsiik az € > 0 valds szamot. Mivel « folyotnos és [a,b] kompakt,
az. « egyenletesen folytonos [a,b]-n. lIgy létezik az [a,b]-nek olyan P felosztasa,
amelyre

fay =20 =) o
n

Az 4ltaldnossag csorbitdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy f novekvé. Igy
M; = f(ffz)a m; = f(sz‘_1), 1=1,2,...,n,
tehat

n

UP, f,0) — L(P, f,a) =20 — (@) > [f () = flaga)] =

n
k=1

ha n elég nagy. Az 1.2-es tétel alapjan f € Djp)(r). O

1.4. Tétel. Ha f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n, akkor f € Dj,y(a), és barmely
e > 0-ra létezik 6 > 0 gy, hogy

n b
Zf(tk)mk—/ fda
k=1 a

az |a,b] minden olyan P = {xy,...,x,} felosztdsdra, amelynek normédja nem na-
gyobb, mint 6, ahol tj € [zy_1, x| tetszéleges pontok.

(1.12) <e

Bizonyitds. Rogzitett € > 0-ra valasszuk az 1 > 0 szdamot ugy, hogy teljesiiljon az
[a(b) — ala)ln <€
egyenldség. Mivel f egyenletesen folytonos [a,b]-n, létezik olyan § > 0, amelyre

(1.13) |f(z) = f(O)] <m,
ha |z —t| <0 és z,t € [a,b].

Ha P egy olyan felosztdsa [a,b]-nek, amelyre u(P) < 6, akkor (1.13) alapjén
My —myp <n, minden k=1,2,...,n esetén. Igy

UP, f,0) = L(P, f,0) = 3 (My — mi) By, =0 S Aay = nla(b) — afa)] < =.

k=1 k=1

Az 1.2-es jellemzési tétel alapjan f € Dig ().

A ST fte)aay és ff fda valés szamok U (P, f,«) és L(P, f, a) kozott vannak,
tehat az (1.12) egyenlétlenség teljesill. O

A kovetkez6 tételben a Darboux-Stieltjes integralhaté fiiggvények néhany algebrai
tulajdonsagat vizsgaljuk.
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1.5. Tétel. (a) Ha fi, fo € Dygy (), akkor

i+ fe D[a,b](a>7

¢ [ € Dyy(a), minden ¢ € R esetén, és
b b b
(114) / (fl + fz)dOé = / flda +/ fgd&,

/abc-fda:c/abfda.

(b) Ha fi, fo € D)) és fi(z) < fa(x), barmely x € [a,b] esetén, akkor

/ab fida < /ab foda.

(c) Ha f € D)) és c €la,b], akkor f € Dy q(a) és f € Dieyy(ar), valamint

évmzé}m+lvm.

(d) Ha f € Dy () és |f(x)| < M az [a,b]-n, akkor

/abfda

(e) Ha f € D[a,b](al) és f € D[a,b](a2)7 akkor f € D[a,b](al +a2) és

/ab fd(ar + ag) = /abfdoq +/ab fdas.

(f) Ha f € Dy () és ¢ > 0, akkor

/ab fd(ca) = c/ab fda.

Bizonyitds. (a) Ha P az [a,b] intervallum egy tetszéleges felosztasa és f = f1 + fo,
akkor

< M[a(b) — a(a)].

(1.15) L(P, fi,a) + L(P, fo,a) < L(P, f,a) < U(P, f,«0) <
S U(Pa fl,Oé) + U(P> fg,Oé).

A feltételek alapjan létezik olyan P, és P, felosztas, amelyekre

U(Py, fr,a) — L(Py, fr,a) <e, k=12.
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Ha P a P és P, kozos P finomitasa, akkor az el6bbi egyenlétlenségek P -re is
teljesiilnek. Igy (1.15) alapjén

U(P, f,a) — L(P, f,a) < 2,

tehat f € D[a,b}(a).
Az elébbi P felosztasra

b
U(P,fk,a)</ fda+¢e, k=1,2,

tehat (1.15) alapjan

/fda<UPfk, /flda+/f2da+25

Mivel € > 0 tetszoleges, az elobbi egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy

(1.16) /ab fda < /ab frda + /ab foda.

Haaz f, és fo fliggvények helyett a — f, illetve — f5 fliggvényekre megismételjiik ezt
a gondolatmenetet, akkor a forditott egyenl6tlenséghez jutunk, tehat (1.14) teljesiil.
A tobbi allitas bizonyitasa az értelmezések alapjan nyilvanvals. O

1.6. Tétel. Ha f € Dy (), m < f(z) < M, Va € [a,b], g folytonos a [m, M]
intervallumon és h(x) := g(f(x)), Vo € [a,b], akkor h € Djgp ().

Bizonyitds. [62, 110. oldal].
1.7. Tétel. Ha f,g € Djop)(c), akkor

(a) fg € Dpy(a);

(b) 1/ € Diagy(a) és |f) fda| < [!1lda.
Bizonyitds. [62, 111. oldal].

1.8. Tétel. (A parcidlis integralds képlete) Ha f és a korlatos valtozdsi komplex
fiiggvények [a,b]-n, és f folytonos, akkor

b b
(1.17) / fda = f(b)a(b) — f(a)a(a) —/ adf.

Bizonyitds. [62, 122. oldal].
Ha f egy m-ed foku polinomialis fliggvény és

(1.18) I(t) = /Ot e f(u)du
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akkor ismételt parcialis integraldssal az

m m

(1.19) ()= S 190 = 3 9

Jj=0 J=0

egyenldséghez jutunk. S6t, ha f -t az f-bol ugy kapjuk, hogy minden egytitthatéjat
annak abszolit értékével helyettesitjiik, akkor

t

(1.20) 101 < [ el ld < " (),
0

1.16. Alkalmazas. Bizonyitsuk be, hogy w irracionalis!

1
Bizonyitas. Tekintsik az I, = [ (1 —2?)" cosaxzdz sorozatot. Parciélis in-
-1

tegralds segitségével az oI, = 2n(2n — 1)I,,_1 — 4n(n — 1)I,,_5 rekurzidhoz jutunk,
tehat indukciéval igazolhatjuk, hogy minden n € N esetén létezik olyan P, és @,
egész egylitthatés polinom, amelyre grP, =n, gr@, =n—1 és

", = nl (P(a)sina + Qn(a) cos a) .

Ha m =%, a,0 € N*, akkor az o = 7 valasztdssal azt kapjuk, hogy a J, = “—;

sorozat egész szamokbodl all. Masrészt ez a sorozat nulldhoz tart, mert a rogzitett és
I, < Iy, Vn > 0. Ez csak akkor lehetséges, ha egy indextdl kezdve a sorozat minden

tagja nulla. Ez viszont ellentmondés, mert (1 —2?%)" cos (Z£) > 0, ha = € (—1,1),

és igy I, > 0, barmely n > 0 esetén. ¢

a2n+1 Jn

1.17. Alkalmazas. Hatarozzuk meg annak az | hosszisagi, henger alaki inho-
mogén riudnak a tomegkozéppontjat, amelynek ismerjiik a stirtiségeloszlasat (az egyik
végétsl x tavolsagra a striisége p(x), ahol 0 < x <1).

ZJT T xt+dzx

\ 4

O‘ T
6.2. Abra

Megoldas. Képzeljiik el, hogy a rudat az Oz tengely mentén helyezziik el (lasd a
mellékelt abrat). Az origétdl x tévolsagra levé dx szélességli darab témege p(x)-dz,

b
tehdt a rud teljes tomege [ p(z)dz. Mdsrészt egy ilyen kis résznek az O szerinti

b
forgatényomatéka zp(x)dz, tehdt a teljes rud forgatényomatéka [ xzp(x)dr. Ha ardd

a
teljes anyagét egy x, abszcisszajui pontban koncentralnénk, akkor ennek a pontnak a
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b
forgatényomatéka x, [ p(x)dz lenne. A tomegkozéppont az a pont, amelyre ez a két

a
nyomaték egyforma (ez ekvivalens azzal, hogy a témegkozéppontra vonatkozo teljes
nyomaték 0), tehdt a tomegkozéppont abszcisszdja

Megjegyzés. Erdemes ezt sszehasonlitani a homogén sikidomokra kapott képlettel
(lasd a XII. osztalyos tankonyvet, [5]). ¢

1.18. Alkalmazas. Egy lejtérdl rendre leguritunk (kezdbsebesség nélkiil) egy
gombot, egy tomor hengert és egy tires hengert. Melyik ér le a leghamarabb, ha
mindhdarom témege m, sugara R és a surlodast elhanyagoljuk?

Megoldas. A lejté tetején a testnek csak FE, potencidlis energidja van, és ez alakul
at mozgasi, illetve forgdsi energiava. Ha v a sebessége egy H — h magassagban ( H
a lejté magassaga), akkor az atalakult potencidlis energia AE, = mgh, a mozgasi
energiaja FE,, = %va és a forgdsi energidja Ey = %I w?, ahol I a test tehetetlenségi
nyomatéka és w a szogsebessége. Mivel a test gurul a lejtén (a két felillet egymdason
nem csuszik el), a szogsebesség és a sebesség kozt érvényes a v = R - w egyenldség.

fgy H — h magassagban a test sebessége

2gh

1+m§%2

v(h) =

H

A guruldshoz sziikséges id6 [ v(h)dh, tehdt elégséges a sebességeket sszehasonlitani.
0

Ugyanakkor a szimmetria tengely szerinti tehetetlenségi nyomaték az I = [r*dm
integralbdl szamolhaté ki, ahol dm egy kis rész tomege, és r ennek a résznek a ten-
gelytdl vald tavolsaga. Tomor hengerre a szimmetria tengelytol x tavolsagra levé dx
falvastagsdgi henger tomege dm = prl ((x + dx)? — 2?), ahol [ a henger magassaga,
p a strtisége. Mdsrészt, ha az egész henger tomege m, akkor p = —Z5, tehdt dm =
= 7% (2zdr 4 (dz)?). A 2zdz-et tartalmazé kifejezés egy integrélosszeget eredményez
(ha Osszegezziik), a (dx)?-et tartalmazé rész Osszegzés utan egy nulldhoz tarté kife-
jezéshez vezet. Ez azt jelenti, hogy gyakorlatilag , elhanyagolhatjuk” a (dz)?-et tar-
talmazé tagot, tehat az I, = fOR 2atde = mTRQ tehetetlenségi nyomatékot kapjuk.
Hasonl6é gondolatmenet alapjdn az iires henger esetében I, = mR?, és a gombre
I, = %mRQ. A sebességre kapott képletbol lathato, hogy annak a testnek a sebessége
a legnagyobb, amelyiknek a legkisebb a tehetetlenségi nyomatéka (ennek a felporgetése
veszi fel a legkevesebb energiat), tehat leghamarabb a gomb érkezik a lejt6 aljaba. ¢
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6.2 Figgvénysorok integralhatésaga

2.1. Tétel. Ha « : [a,b] — R egy névekvé fiiggvény, f, € D[ab és az (fn)
fiiggvénysorozat egyenletesen tart f-hez az [a,b]-n, akkor f € D,y és

b b
(2.21) / fda = lim fnda

n—oo

Bizonyitds. E16bb igazoljuk, hogy f € DW,](O() (vagyis a (2.21) bal oldala létezik).
Rogzitsiik az € > 0 valds szamot és valasszuk meg az n > 0-t ugy, hogy teljesiiljon
az

(2.22) n(e(a) —a(b) <

Wl ™

egyenl6tlenség. Az (f,) fliggvénysorozat egyenletes konvergencidja alapjan létezik
m € N 1gy, hogy

(2.23) [fm () = f(2)| <n, V€ la,b].

Mivel f, € Dyy, létezik az [a,b] intervallumnak olyan P felosztdsa, amelyre

(2.24) U(P, fm, ) — L(P, f, ) <

oolm

A (2.23) Osszefiiggés alapjan f(z) < fiu(z) +n, és igy a (2.22) egyenl6tlenséghél
kovetkezik, hogy

(2.25) U(P, f,a) < U(P, fm,q) + %

Hasonlé médon az f(x) > f.(x) —n egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy

(2.26) L(P, f.a) > L(P, fyn, ) — %

A (2.24), (2.25) és (2.26) egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy
(227) U(P,f,Oé>—L(P,f,OZ)§€,

tehdt az 1.2 tétel alapjan f € Djqp ().
Mivel az (f,) sorozat egyenletesen tart f-hez az [a,b]-n, 1étezik n. 1gy, hogy
tetszéleges m > n. esetén

[ful2) = f(z)| <&, Vaela,b].

fgy n > n.-ra

/abfda—/abfnda

De e-t tetszélegesen vélasztottuk, kovetkezik a (2.21) egyenléség. O

b b
(f - fu)dal| < / f — fulda < e(a(a) — a(b)).
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2.1. Kovetkezmény. Ha f, € Dj,3)(«), minden n € N-re, és az

> falx), Va€lab)

sor az [a,b] intervallumon egyenletesen konvergal f(x)-hez, akkor

/abfd@:Z/abfnda.

6.3 Improprius integralok

A Darboux integrél értelmezése soran két fontos feltevést hasznéltunk: az inter-
vallum kompaktsagat és a fiiggvény korlatossagat.

Ebben a paragrafusban értelmezziik egy tetszoleges fiiggvény integraljat nem kom-
pakt intervallumon is. Ha I egy nem kompakt intervallum, akkor a kovetkezo alakja
lehet

I =[a,b], ahol a €R, bER,

I =]a,b], ahol a € R, b€ R;

I =]a,b[, ahol a € R, beR.

Az ilyen alaki intervallumokon értelmezett integralokat improprius integrdaloknak
vagy dltaldnositott Darboux integrdlnak nevezzik.

Ha f az I = [a,+o00| intervallumon értelmezett, és barmely b € I-re létezik az

fab f(t)dt Darboux integral, akkor az I-n értelmezett dltaldnositott Darboux integralt
az

400 b
f(t)dt = blim f(t)dt
egyenloséggel értelmezziik, amennyiben a jobb oldali hatarérték létezik. Ha a jobb
oldali hatarérték létezik, azt mondjuk, hogy az improprius integrdl konvergens, el-
lenkez6 esetben az integréal divergens.
Ha f az I =] — oc0,b] intervallumon értelmezett, és minden a € I-re létezik

fabf(t)dt, akkor az

b b
/ f(t)dt = lim f(t)dt
—c0 a——00 a
egyenloséggel értelmezziik az f integraljat az [ intervallumon. Ebben az esetben
is az integralt konvergensnek nevezziik, ha a jobb oldali hatarérték létezik, ellenkez6
esetben divergensnek. Az értelmezések alapjan latszik, hogy ha [ értelmezett a
(—o00,b] U [b, 00) halmazon, akkor

/_ b f(t)dt = _m F(—t)dt.

b
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Mindkét iranyban korlatlan intervallum esetén az

——
a OO a

+o00o
~fr= [ o= 1im oyt
egyenloséggel értelmezhetjiik az integralt. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az
integral konvergens, ha az értelmezésben szereplé hatarérték létezik, ellenkezd esetben
az integralt divergensnek nevezziik.
Gyakran hasznéljuk a

+oo

a +oo
F(t)dt = /_ F)dt + f(O)ydt, acR

egyenloséget.

3.1. Példak. (a) Tanulményozzuk az
oo dt

(3.28) / —, a>0
o«

integral konvergencidjat.

b dt b
Ha p = 1, akkor minden b > a esetén f— ln— Igy

b
dt
/7—>+oo, ha b — +oo,

tehat ebben az esetben az integral divergens.
Ha p # 1, akkor tetszéleges b > a-ra

bt 1 o > 1
e U U B SR
@ p 00, p <1

Ez alapjan a (3.28) integral pontosan akkor konvergal, ha p > 1.
(b) Tanulméanyozzuk az

+o0
(3.29) /‘ e Pdt, peR

integral konvergencidjat.

Ha p =0, akkor
b b -
/e”tdt—/ dt=b—a — oo.
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p # 0 esetén

b
1 oo
/ e Pldt = —(e7 % — ') oo, D
a p —00, p <0,

tehat a (3.29) integrél pontosan akkor konvergdl, ha p > 0.
(¢) Tanulményozzuk az

Ldt

Otp

(3.30)

integral konvergenciajat.

0<a<l-re
dt
1—:—lna, a—0, p=1
ldt @t 1
/t_p: 1 a'~? ——, a—0,p<l1
‘ Ty iy (L
—p P 00, a—0, p>1.

Tehét a (3.30) integral pontosan akkor konvergdl, ha p < 1. A

3.1. Lemma. Haaz f : [a,00[— [0, 00] fiiggvény Darboux integrdlhaté minden [a, b]
intervallumon, ahol b > a, akkor az faoo f(t)dt integral konvergencidjanak sziikséges
és elégséges feltétele olyan M > 0 Iétezése, amelyre

b
(3.31) /f(t)dth, Vb > a.

Bizonyitds. Ha [ f(t)dt konvergal, akkor a limy_.o f: f(t)dt hatarérték létezik. Ha

M ez a hatérérték, mivel f nem vesz fel negativ értékeket, a b — fab f(t)dt figgvény
novekvo. Ebbol kovetkezik a kivant allitas.
Ab — fff(t)dt fiiggvény novekvo, igy ha (3.31) teljesiil, akkor létezik a

limy, o [7 f(t)dt hatérérték. O

3.1. Tétel. Ha az f : [a,00[— R fiiggvény Darboux integralhaté minden [a,b]
(b > a) intervallumon, akkor az [ f(t)dt integrél konvergencidjdnak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy barmely ¢ > (0-ra létezzen p > a 1gy, hogy tetszoleges

d > ¢ > p-re teljesiiljon az
d
| s

(3.32) <e€

egyenlGtlenség.
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Bizonyitds. Ertelmezziik az F(t f f(z)dz figgvényt. F-re alkalmazzuk a 154.

oldal 1.2 tételét. Igy F -nek pontosan akkor 1étezik hatarértéke +oo-ben, ha barmely
e > 0-ra létezik p > a ugy, hogy tetszéleges d > ¢ > p-re teljesiiljon a

d
/ f (t)dt‘ <e
egyenl6tlenség. O

Ha az f:[a,00] — R fiiggvényre |f| Darboux integalhaté minden [a,b] (b > a)
intervallumon és az [ |f(t)|dt integrdl konvergens, akkor az [ f(t)dt integralt
abszolit konvergensnek nevezziik.

F(d) - F(c)| =

3.2. Lemma. Ha az f : [a,00] — R fiiggvényre |f| Darboux integrdlhaté min-
den [a,b] (b > a) intervallumon, akkor az [~ f(t)dt abszolit integralhatésagdnak
sziikséges és elégséges feltétele olyan K > 0 létezése, amelyre

b
/ lf(H)]dt < K, Vb>a.

3.2. Tétel. Ha az f : [a,00] — R fiiggvény Darboux integrdlhaté minden |[a,b]
(b > a) intervallumon és [ f(t)dt abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Bizonyitds. A 3.1 tételt alkalmazzuk a |f| fiiggvényre. Igy barmely ¢ > 0-ra létezik
p > a, amelyre tetszéleges d > ¢ > p esetén

/\ﬂmﬁ<a

d
</]ﬂMﬁ<s,Vd>c>n

Az 1.7 tétel (b) alpontja alapjin

Zwﬁmt

és igy a 3.1 tételbol kovetkezik a bizonyitandé tulajdonsag. O
Ha az f : [a,00] — R fiiggvényre az faoo f(t)dt integral konvergens, de nem ab-
szolut konvergens, akkor az faoo f(t)dt integralt feltételesen konvergensnek nevezziik.

(="

Megjegyzés. Az f:[0,00] = R, f(t)= t € n,n+1[, n €N fiiggvényre

n+1’
1 n o
/ (@) ( ) =In2 és / If( |dt—hm/|f (t)|dt =
n:O n+1 0
tehat az fo t)dt integral feltételesen konvergens. A

3.3. Lemma. Ha az f : [a,00[— R fiiggvény Darboux integrdlhaté [a, oo -en és
létezik a limy_o f(t) hatdrérték, akkor lim; ., f(t) = 0.
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Bizonyitds. Ha lim; .o f (t) =1 > 0, akkor létezik olyan b > a, amelyre f(t) > /2,
minden ¢ > b esetén. Igy d > ¢ > b-re

/df(t)dt > 1(d - ¢)/2,

tehat a 3.1 tétel alapjan az integral nem konvergens. Hasonlé gondolatmenet alapjan
az | <0 esetben is ellentmonddshoz jutunk, tehdt lim; ., f(f) =0. O
Megjegyzés. A 3.3 lemméban a hatarérték 1étezése fontos feltétel. Az f : [a, 0o —
— R, f(t) = sint® fiiggvényre [ “sint?dt = v2r/4 (lasd [48, 443. oldal]), és az
integralando fiiggvény hatarértéke nem 0. Az el6bbi Osszefiiggés dltalanositasa és sok
més érdekes Osszefiiggés taldlhaté [70, I11. fejezet|-ben. Példdul 6 € [0,7/4] esetén

0 : 0 V2
Jo exp(—z? cos(26)) cos(x? sin(20)dx = \/7% cos 0, o4 Jo cost?dt = Tﬂ,
V2

4

I, exp(—a? cos(20)) sin(x? sin(26)dx = g sin 0, Jo sint?dt = ——.

(\V]

B = ((/(k+ )7+ Vknr)/2,1)

C = (0,\/(k + D))

6.1. Abra

A= (0,vkn)

Az elobbi improprius integral feltételesen konvergens. Ezt igazolhatjuk, ha alsé
becslést adunk [1'|sin(¢?)|dt-ra. Az elébbi integral az Oz tengely és a g(x) =
= |sin(z?)|, z € [0,a] fiiggvény grafikus képe kozti sikidom teriilete. Ez az dbran
lathato ABCa (6.1. dbra) teriiletének tobbszorosével minoralhaté (mert a fliggvény
szigorian konkav, barmely két egymasutani gyoke kozt). Igy

o (71—
/o | sin(¢?)|dt > ; (k—{_l);_%:%,/[%}w = o0,

tehdt az [ sint®dt integral feltételesen konvergens. A
Gyengébb feltételt tartalmaz a kovetkezo tétel:

3.3. Tétel. (Barbalat'®?) Ha f : [a,00[— R egyenletesen folytonos és Darboux
integralhaté az [a,o00| intervallumon, akkor lim; .. f(t) = 0.

132]pan Barbalat, 1907 -
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3.4. Tétel. Az f,g : |a,00[— [0,00[ fiiggvények Darboux integralhaték minden
[a,b] (b > a) intervallumon, és létezik olyan ¢ > 0 allandé, amelyre f(t) < cqg(t),
bérme]y t € [a,00] esetén. Ekkor igazak a kivetkezd allitasok:

) ha [ g(t)dt konvergens, akkor [ f(t)dt is konvergens;

) ha fa f(t)dt divergens, akkor f g(t)dt is divergens.

Bizonyitds. (a) Mivel f g(t)dt konvergens, a 3.1 tétel alapjan barmely ¢ > 0-ra
létezik p > a 1ugy, hogy v > u > p esetén

/ g(t)dt’ <egfe.
A feltételekbol kovetkezik, hogy

/uv f(t)dt] <c /uvg(t)dt’ <e

(b) A feltételbeli egyenlétlenség alapjan, ha

b—o0 b—o0

fabf dt —— oo, akkorfg t)dt —— oo,

tehdt [ g(t)dt divergens. O

3.2. Kovetkezmény. Ha az f,g : |a,00[— [0,00[ fiiggvények Darboux in-
tegralhatok minden [a,b] (b > a) intervallumon és lim; ., f(t)/g(t) = [, akkor
igazak a kovetkezo allitasok:

(a) ha l < oo és [ g(t)dt konvergens, akkor [ f(t)dt is konvergens;
(b) ha 1 >0 és [ g(t)dt divergens, akkor [ f(t)dt is divergens;

(c) 1 6]0 oo| esetén az [ f(t)dt integrdl pontosan akkor konvergens, ha az
f g(t)dt integral konvergens.

3.5. Tétel. Csokkend f : [0,00[— [0,00[ fiiggvény esetén az [° f(t)dt integral
pontosan akkor konvergens, ha a Y f(n) sor konvergens.

Bizonyitds. Tetsz6leges k € N és t € [k, k+ 1] esetén

fk+1) < f(t) < f(k),

k+1

flk+1) < f(t)dt < f(k),

k
és ha ezeket az egyenlttlenségeket Osszegezziik, akkor a

tehat

n+1

(3.33) / f(t dt<Zf
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egyenlitlenségeket kapjuk. Ha > f(n) konvergens, akkor létezik olyan M, amelyre
tetszoleges b < n + 1 esetén

b n+1 n
/0 ft)dt < /0 Foydt <Y fk)y <M

Igy a 3.1 lemméabdl kovetkezik, hogy fo t)dt konvergél.
A forditott irdnyd egyenlotlenség 1gazolasah0z a sor részletosszegét majoraljuk az
integrallal. O

3.6. Tétel. (Abel) Ha az f,g : [a,b]— [0,00] fiiggvények Darboux integralhatok
az |a,b| intervallum barmely kompakt részintervallumdn, és teljesiil az alabbi két
feltétel:

(i) f monoton és limy ., f(t) = 0;
(ii) létezik olyan M > 0, amelyre |f;g| < M, ha t€ [a,b],

akkor az f - g szorzat Darboux integralhaté |a, b -n.

3.7. Tétel. (Dirichlet) Ha az f,g : [a,b]— R fiiggvények Darboux integralhatok
az |a,b| intervallum minden kompakt részintervalluman, és teljesiil a kévetkezs két
feltétel:

(i) f monoton és korldatos az |a,b| intervallumon;
(ii) g Darboux integralhaté [a,b] -n
akkor f-g Darboux integralhaté [a,b[ -n.

Az integralok kiszamitasa soran gyakran hasznéljuk a parcialis integralast, ez impro-
prius integralokra is kiterjesztheto.

3.8. Tétel. Ha —co < a <b< oo, az f,g: [a,b]— R fiiggvények C?* osztdlyiak,
Iétezik a limyy, f(t)g(t) hatdrérték és az fab f'g integrél konvergél, akkor az fab fq
integral is konvergal és

(3.34) / f9' = lim f(t)g(t) — f(a)g(a) - / f'g.

b

6.4 Paramétertol fiiggo integralok
6.4.1 A gamma fiiggvény

Euler a faktoridlis fiiggvény meghosszabbitdsaként bevezetett egy C°° osztdlya
fiiggvényt. Ezt nevezzilkk gamma figgvénynek, és minden =z > 0—ra a

(4.35) I(z) = /0 [~ In(t)]"dt

egyenloséggel értelmezziik. Néha masodfaja Fuler-féle integrdlnak is nevezik.
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4.1. Tétel. (Euler, 1730) Ha x > 0, akkor

(4.36) F(x):/ t"te~tdt,
0
(4.37) [(z) =2 / 2> e= dt.
0
Bizonyitds. Az y = —In(t), illetve y?> = —In(t) véltozdcserét hasznaljuk a (4.35)
osszefliggésben. O

Ezekbol a reprezentaciokbodl latszik, hogy a gamma fliggvény jol értelmezett, és
C™> osztalyu.
A (4.36) osszefiiggésben n— szer integralva, a

(4.38) F(”)(x):/ t" e In"(t)dt, ne{l,2,...}
0

osszefliggéshez jutunk.
Lathato, hogy

(4.39) r(1) = / Cetar =1,

és x© > 0 esetén parcidlis integralassal

(4.40) T(z+1)= / t"etdt = [—t*e | + / t" te~tdt = xT'(z), tehét
0 0

(4.41) I'(n+1)=n!VneN".

A (4.40) fuggvényegyenletnek mas megolddsa is létezik, példaul a cos(2mmz)[(x)
fiiggvény teljesiti a (4.39) és (4.40) osszefiiggéseket, ha m € Z \ {0}. Mdsrészt, ha
csak a logaritmikusan konvex megoldasokat keressiik, akkor a megoldas egyértelmii.

4.2. Tétel. ([14]) Egyetlen olyan f :]0,+o00][— |0, +o0| fiiggvény létezik, amelyre
In[f(z)] konvex,
f()y=1 é flxa+1)=xaf(z).
A gamma fiiggvényt meghosszabbithatjuk tgy, hogy negativ értékekre is
értelmezett legyen (kivéve a negativ egészeket). Ezt a
I'(z+1)
x

['(z) =

egyenloség alapjan tehetjiik meg. Ez alapjan

I'(z+n)
z+1)...(x+n—1)

(4.42) I'(z) = p ha z+n > 0.

A [38, 2. rész, 293. oldal]-ban megtaldlhatjuk a gamma fiiggvény sorbafejtését.
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4.3. Tétel. Ha x > 0, akkor

(4.43) D(z41) = V2rra®e™ (1+ = ! +O<1)>.

Ebb6l kovetkezik a Stirling!3? képlet.
4.4. Tétel. Ha n € N*, akkor
(4.44) nl=vV2mnn"e ™™ (14 ),

ahol o, — 0, amikor n — oc.

6.5 Az e és a 7w transzcendens

A 107. oldalon lattuk, hogy az e irraciondlis, a 274. oldalon igazoltuk, hogy a = is
irracionalis. Ebben a paragrafusban ezeknél az eredményeknél pontosabb allitasokat
igazolunk. Az elsé részben a Niven!'34-féle polinomokat hasznaljuk. Ezeket a

(1l —x

)n 1 2n
Pula) = —— ==y 2
k=n

Osszefiiggéssel értelmezziik, ahol ¢, € Z. A Niven-féle polinomok rendelkeznek a
kovetkez6 tulajdonsagokkal (ezeknek a bizonyitdsa azonnali, ezért nem részletezziik):

1

Fu(0) =0,

0<x<l,

™(0) =0, ham <n vagy m > 2n,
m)!

P
P™(0) = — ¢, n<m<2n,
n
P, (x)

!
(x)=P,(1—2), 0<z<l.

Az elobbi Osszefiiggésekbol kovetkezik, hogy P, -nek és az Osszes derivaltjanak az
x = 0-ban és az x = 1-ben a behelyettesitési értéke egész szam.
5.1. Tétel. Ha a > 0 egész szam, akkor e® irracionalis.

Bizonyitds. Ha e®* = p/q és p,q természetes szamok, akkor az
Ulz) = a®™P,(z) — a® P () + - - - — aP*"V(z) + PP (x)
segédfiiggvényre
qle"U(@)]' = qe**[aU(z) + U(2)'] = qe**a™ " Py(2)

133 James Stirling, 1710 - 1761
134Tyan Niven, 1915-1999
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és
1
ga?+! / " Py(x)dz = qe™U(x)]], = pU(1) — qU(0).
0

A Niven-féle polinomok tulajdonsigai alapjan U(0) és U(1) egész szamok, tehat
qa® ! fol e" P, (x)dx € Z. Mésrészt

1 2n( ,a
a“"(e* —1
0 < qa®™ [ e™P,(r)dx < ga”(e" = 1) < 1,
0 n!
ha az n elég nagy. Ez ellentmondas, tehat e® nem lehet racionalis. O

5.3. Kovetkezmény. Ha p/q € Q*, akkor eP/ jrraciondlis.

Bizonyitds. Ha eP/? racionalis lenne és p > 0, akkor az [eP/9]9 = eP szam sem
lehetne irraciondlis, tehédt az 5.1 tétel alapjan eP/¢ irraciondlis. p < 0 esetén az 1/e?
irracionalitasat hasznédljuk. O

2 és /e irraciondlisak.

5.4. Kovetkezmény. e
5.2. Tétel. Ha £ € Q \ {1}, akkor In <§> irracionalis.
Bizonyitds. Ha In(p/q) = a/b és a,b € Z, b+# 0, akkor az

22—96@
q

S

e

ellentmondéshoz jutunk. O

5.3. Tétel. 72 irracionalis.

Bizonyitds. Ha w2 raciondlis lenne, akkor létezne olyan p,q természetes szam, a-
melyre 72 =p/q, q#0. A

Q(l‘) _ qn[ﬂ2npn<£€) i ,/TanQPT(LZ) (x) + ,/T2n74P1§4) ([K) — (_1)nP7§2n) (IB)]
segédfiiggényre
% [d?lix) sin T — Q(z)m cos Wx} = [Q"(z) + 7°Q(z)] sinmx = n°p" P, (z) sin 7z,
tehat
1
o [ Puysintn) e = [L298 sua) - Q) costnn)]| = Q1)+ QO
0 T dx .

A Niven-féle polinomok tulajdonsagai alapjan Q(1) + Q(0) € Z. Mésrészt

'

1
0< an/ P(z)sinmx dr < L 1,
0

n!

és ez ellentmondds, tehat 72 nem raciondlis. O
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5.5. Kovetkezmény. w irracionalis.

Lattuk, hogy a valés szdmok halmaza nem megszamlalhaté (ldsd a 2.12-es
kovetkezményt a 27. oldalon) és, hogy az algebrai szamok halmaza megszamlélhaté
(lasd a 2.17-es kovetkezményt a 28. oldalon). fgy léteznek olyan valds szamok is,
amelyek nem algebrai szamok, ezeket transzcendens szamoknak nevezziik. Ebben a
paragrafusban igazoljuk, hogy e és 7 transzcendensek.

5.4. Tétel. (Hermite'®®) Az e szdm transzcendens.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy e algebrai szam, vagyis létezik olyan algebrai egyen-
let, amelynek e az egyik gyoke. Tehat léteznek az ag # 0, aq,as,...a, egész szamok

ugy, hogy
(5.45) ap+ are + aze* + - +ane” = 0.

Tekintsiik a
J =aol(0)+ a1 I(1) + al(2) 4+ - - - + a,I(n)

szamot, ahol az [ fliggvényt az (1.18) Osszefiiggés segitségével értelmeztiik, és legyen
fx) =2z —1)P... (x —n)P,
ahol p egy nagy primszam. Az (1.19) és (5.45) Osszefliggésekbol
IS s
§=0 k=0

ahol m = (n+ 1)p — 1. Mésrészt fW(k) =0, ha j <p, k>0 vagy j <p— 1,
kE=0. Igy a j,k szdmoknak minden 7 = p —1 és k = 0—tdl kiilonbozo értékeire
f9 (k) egész szém és oszthaté p!—sal. Ha j =p—1 és k =0, akkor az

FU0(0) = (p = V=1 (nl)?

egyenléséget kapjuk. Ha p > n, akkor f®=1(0) egész szdm és oszthaté (p—1)!— sal,

de nem oszthaté pl—sal. gy p > lag| és p > n esetén J nemnulla egész szdm,

amely oszthaté (p — 1)!-sal. Ez csak akkor lehetséges, ha |J| > (p — 1)L
Ugyanakkor az f(k) < (2n)™ becslésbél (1.20) alapjan kovetkezik, hogy

[ < larlef(1) + -+ + lag|ne™ f(n) < &,

valamilyen p—tol fiiggetlen c—re. A két becslés egymasnak ellentmond, ha p elég
nagy, tehat e nem algebrai szam. O

5.5. Tétel. (Lindemann'®®) 7 transzcendens.

135Charles Hermite, 1822-1901
136Carl Louis Ferdinand von Lindemann, 1852-1939
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Bizonyitds. Ha m teljesiti a P(xz) = 0 algebrai egyenletet (az egyiitthaték egész
szamok), akkor az im is teljesit egy Pj(z) = 0 algebrai egyenletet. Ennek a gyokei
legyenek gy, qa,...,a,. A feltételezés alapjan létezik olyan 1 < k < n, amelyre
ap, = im. Mivel €™ = —1, {rhatjuk, hogy

(5.46) (€ +1)(e® +1) -+ (e* +1) = 0.

Eléallitunk egy olyan egész egylitthatdju polinomot, amelynek gyckei az elobbi
szorzat kifejtésében megjelené e hatvanyok hatvanykitevoi. A szorzat kifejtésében
minden kitevé az aq,...,q, szamok koziil néhanynak az Osszege. Csoportositjuk
ezeket a kitevoket, az Osszegben megjelend tagok széama szerint. Példaul a kéttagu
osszegek minden szimmetrikus alappolinomja az eredeti aq,...,q, szamok valami-
lyen szimmetrikus polinomja és igy a Viéte Osszefiiggések és a szimmetrikus polinomok
reprezentacios tétele alapjan ezek is raciondlis szdmok. Ez azt jelenti, hogy létezik
olyan egész egyutthatés P polinom, amelynek gyokei az o; + «; alaku szamok,
ahol i,7 € {1,2,...,n} és i # j. Hasonlé gondolatmenet alapjan létezik olyan P
egész egyiitthatos polinom, amelynek gyokei az aq,...,q, szamokbdl képezett k
tagl osszegek. Igy a Py (x)Py(z) ... P,(x) polinom gyokei az «y,...,q, szamokbdl
képezett Osszegek, vagyis az (5.46) szorzat kifejtésében megjelen6 hatvanykitevék. Ha
az el6bbi polinomszorzatnak elhagyjuk a 0-val egyenl$ gyokeit (ha vannak ilyenek),
akkor egy olyan egész egyiitthatés P polinomot kapunk, amelynek a gyokei az (5.46)
szorzat kifejtésében megjelend nulldtél kiillonbozé hatvanykitevok. fgy az (5.46)
osszefiiggés felirhato

(5.47) d et N=0
k=1

alakban, ahol N € N és a [, 0s,...,0, szamok a P egész egyltthatéju polinom
gyokei. Tekintsiik az
N (Pla)

(p— 1!
fliggvényt, ahol ¢ a P polinom domindns tagjanak egyiitthatdja, s=rp—1 ésa p
természetes szamot késébb hatarozzuk meg. Az F(z) = f(z)+ f'(z) + ...+ f&+P) ()
figgvényre (e "F(z)) = —e *f(x), tehdt

fz) =

e "F(zr)—F(0)=— /z e f(t)dt.

0

Ha az elébbi egyenléségbe rendre f;-t helyettesitiink z helyett, és a kapott
egyenldségeket Gsszeadjuk, akkor az (5.47) egyenl6ség alapjan a

(5.48) SOFB)+ NFO) = -3 5, / N £(38,)dA
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osszefliggést kapjuk. Igazoljuk, hogy ennek a bal oldalan megjelend kifejezés egy
nullatol kiillonbozo egész szam, ha a p elég nagy, és a jobb oldalon levo 6sszeg minden
tagja tart nulldhoz, ha p — oo. Ez ellentmondés, tehdt a 7 transzcendens. Az,
hogy a jobb oldali 6sszeg minden tagja nulldhoz tart, nyilvanvalé, mert p — oo
esetén az f maximuma tart a nulldhoz, és minden integralt a [0, 1] intervallumon
szdmolunk. Az f értelmezése alapjan > f'(3;) =0, ha 0 <t <p. A p<t <
j=1
p+s esetben fU(3;) a B;-nek egy legfeljebb s-ed foki polinomja, amelynek minden

egyiitthatéjabdl kiemelheté a p ésa . Mivela > f(3;) dsszeg szimmetrikus ( 3-
j=1

kban), ezért kifejezhetd a szimmetrikus alappolinomok segitségével, és igy > f®(3;)
j=1

egy p-vel oszthat6 egész szam. Ugyanakkor f®(0) =0, ha 0 <t <p—2, f®1(0) =

c*c?, ahol ¢, a P polinom szabadtagja, tehdt c, # 0, és f®(0) oszthats p-vel,

ha t > p. Ez alapjan elég nagy p-re a bal oldali 0sszeg egy p-vel nem oszthatd

természetes szam (ha p > N, p > ¢® és p-nek van ¢,-nél nagyobb primosztéja,

akkor Nc¢*CP? nem oszthaté p-vel), és igy nem lehet 0. O

5.6. Tétel. (Gelfond'®") Ha
(i) a algebrai és a ¢ {0,1};

(ii) b algebrai és irracionalis,

b

akkor a° transzcendens.

Gelfond tétele részleges valaszt ad Hilbert hetedik kérdésére'®®. Az 4ltaldnos eset
(B irraciondlis) a mai napig megoldatlan (és természetesen céfolatlan is).

Hasonl6 moédon a 7 + e—rdl, vagy az Euler-Mascheroni allandérél sem tudjuk,
hogy transzcendens-e vagy sem.

6.6 A Gronwall egyenlotlenség

Nagyon sok eredmény bizonyitasaban fontos szerepe van a kovetkezo
egyenlotlenségnek.
6.1. Lemma. (Gronwall'®® egyenlStlenség) Ha az z : [a,b] — R folytonos fiiggvény
teljesiti a

(6.49) 0<z(t)<c+ /t h(s)z(s)ds, t€ [a,b]

137 Alexander Gelfond, 1906-1968

1381900 augusztus 8-an, Parizsban, a mésodik nemzetkdzi matematika kongresszuson Hilbert 23
problémat fogalmazott meg. Ezek kozt a hetedik a kdvetkezd volt: ha a # 0, a # 1 algebrai szam
és [ irraciondlis, akkor igaz-e, hogy of transzcendens.

139Thomas Hakon Gronwall, 1877-1932
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egyenlGtlenséget valamilyen ¢ € R, &llanddra, és h : [a,b] — R, integralhato
fiiggvényre, akkor

(6.50) 0<z(t)<c+ C/t h(r) exp(/t h(s)ds)dr, t € [a,b].

Bizonyitds. 1. eset. Ha ¢ > 0, akkor a

segédfiiggvényre
w'(t) = h(t)z(t), w(t) >0 és wla)=c.

(6.49) alapjan x(t) < w(t), barmely ¢ € [a,b]-re és igy

W (1) = h(t)a(t) < h(Bw(t) —> 2“0((;)) < h(t) —

= /at W) 4 < /ath(s)ds — lnuw(t) < /:h(s)ds—i-lnc =

w(s)

— w(t) < c-exp (/ath(s)ds) — (t) < c-exp (/t h(s)ds) .

Ha ezt visszahelyettesitjitk (6.49)-be, a (6.50) egyenl6tlenséghez jutunk.

2. eset. Ha a (6.49) egyenlétlenség ¢ = 0-ra teljesiil, akkor minden & > 0-ra
teljesiil a 0 < 2(t) < e + f(f h(s)x(s)ds, t € [a,b] egyenl6tlenség is. Az 1. eset
alapjan

0<zx(t)<e+ e/t h(r) exp(/t h(s)ds)dr, t € la,bl,

tehat € | 0 esetén kovetkezik, hogy z(t) =0, Vt € [a,b]. O
A Gronwall egyenlétlenség egy altalanosabb alakja a kovetkezo:

6.2. Lemma. Az z, f, h és g nemnegativ folytonos fiiggvények az |a,b| interval-
lumon értelmezettek és valos értékeket vesznek fel. Ha h derivalhato és derivaltja
nemnegativ, valamint

(6.51) t t )
z(t) < c—l—/a f(s)x(s)ds —l—/a f(s)h(s) </a g(u)x(u)du) ds, a<u<s<t<hb,

valamilyen nemnegativ c-re, akkor barmely t € [a,b] esetén

052 a(t) <1+ f(s)exp ([ + stwn + w) [ atoyioan) s
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Megjegyzés. A Gronwall egyenlotlenségnek a diszkrét analogonja a kovetkezo
egyenlotlenség:

Ha az (y,)n>a sorozat teljesiti a

k—1
w<a+ > yig, k>a+1

j=a

egyenldtlenséget és u(a) < «, akkor

k-1 k-1
yk§a<1+Zgj H(l—kgi)), Vk>a. A

j=a i=j+1

6.7 Kituzott feladatok
1. Bizonyitsd be, hogy ha a; € R, minden 0 < i < n-re, a, # 0, és létezik
olyan k € N, amelyre zioﬁ = xoiio#jrl, ahol zo € R\ (0,1), akkor
az apr” + ...+ ax + ap = 0 egyenletnek van legalabb egy gyoke a (0,1)
intervallumban.

2. Bizonyitsd be, hogy

n I.n—i—l(k—l)—i—l(]_ _ xk‘)n—lkln!

l =[G +1)+1)-> (-1 Cl———
=0 (n = D! TI(n +i(k — 1) +4) =0

=0
ahol n és k rogzitett természetes szamok.

3. Bizonyitsd be, hogy ha f : [0, 1] — R kétszer derivalhato, szigorian névekvo
és konvex fiiggvény, akkor barmely z, 25 € [0, 1] esetén

52 p (1) < (01— ) £ (a2) = [ S@)de < 520 (a).

n 1
Ennek segitségével szamitsd ki a lim n- (% SrE) - f(m)da:) hatérértéket.
0

n—oo _

4. Az f: (—a,a) — R végtelenszer derivalhaté fiiggvényre az (f™),>1 sorozat
egyenletesen konvergens a (—a,a) intervallumon és lim £ (0) = 1. Szamitsd

kia lim f((r) hatdrértéket.

5. (Opial'®?) Bizonyitsd be, hogy ha az f : [0,1] — R C' osztalyt figgvényre
f(0) =0, akkor

zAu@NMﬁsAUWW@

1407 dzistaw Opial, 1930-1974
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és egyenlGség csak az f(t) = ct, t € [0, 1] alaku fliggvényekre teljesiil.
6. Bizonyitsd be, hogy
(a) ha f:[0,1] — R folytonos, akkor Jim. fol " f(x)dx = 0;
(b) ha f:[0,1] = R C' osztélyt, akkor JLI{}Onfol 2" f(x)dx = f(1);
(c) ha f:]0,1] = R C? osztély, akkor

1
lim n (n/ 2" f(x)dx — f(l)) =—f(1) = f'(1).
n—oo 0
1
7. Bizonyitsd be, hogy ha az f :[—1,1] — R folytonos fiiggvényre [ 2?"f(z)dx =
]
=0, barmely n € N esetén, akkor f paratlan.

8. (Riemann lemma) Ha f : [a,b] — R Riemann integralhat6, g : R — R
folytonos és periodikus, akkor

b T b
dim [ f()glnr)dr = 7 / a)ds [ o)t

a

9. (O. Pop'!) Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,b] — R 2n-szer folytonosan de-
rivalhat6 [a,b]-n és f@?(z) >0, Va € [a,b], akkor

n— >2n 2p—-2 f(2n*2p*2) <(Z + b) < 1 /b f(l.)dx

1
2n— 2 2(9n, — 2 —
— 227 72(2n — 2p — 1) 2

S

1 00
10. Sorbafejtés segitségével igazold, hogy — n(=2) gy = 1=z
n=1 6

11. Bizonyitsd be, hogy ha az f:[0,00) — R fiiggvény
(a) integralhaté [0, %] -n;
(b) f(z+m) = f(z), ha z > 0;
(¢) f(x)= f(r—x), ha = € [0, 7],

o0

o0 : : H
akkor az [ f(z)®2%dx integral konvergens, és [ f(x)®2&dy = [ f(z)dx
0 0 0

2 22 2
12. Bizonyitsd be, hogy az f(z) = (foze_tzdt> és g(z) = 01 elfr—lt;”dt

fliggvények Osszege alland6. Hatarozd meg ezt az allandot és igazold, hogy

Ofe’tht = \/TE

1410vidiu Pop, ovidiutiberiu@yahoo.com
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13. Bizonyitsd be, hogy

3 2 =% 7 ham paros
(a) [sin™azde = [cos™ xdx = 2 )
0 0 s ha m péaratlan;

2 2
(2n)!! 1 T (2n)!! 1.
(b) |:(2n—1)!!:| Tl N2 < [(2n—1)!!] " 2n)

2
(¢) (Wallis"? képlet) lim [(;j@l’;”] A=z

n—oo

14. Bizonyitsd be, hogy
(a) (1—z®)"<e™ halO<az<lés e™ < m, ha = > 0;

(b) a K = [ e~ dx integrélra teljesiilnek a

(2n)!! (2n ™
‘/5(2 SN <K<‘F( 2) i)

egyenlotlenségek;
o) [ile ™ dr = T

15. Bizonyitsd be, hogy

f 2n+1d(£ o 2n)ll .
Vi—z2 — (2n+D)ID

—x

Cb

’

(b) 0<e—(1-2)"<2

(¢) lim fo < %)ndt:f 2 dt;
n—oo 0
(@ lim [ (1-2) dt =4

16. Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,b] — R kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvény,
akkor minden n € N* esetén létezik olyan 7 € (a,b), amelyre

/ ) =

ahol z, = a+ kb_T“, ha 0 <k <n (Osszetett trapéz képlet).

_ (fm) +23 o) + f<xn>> - ),

k=1

17. (a) Bizonyitsd be, hogy lim MLW = /3.

n—oo

142 John Wallis, 1616-1703



294

6. Integralszamitas

18.

19.

20.

(b) Egy K kisérletnek n lehetséges kimenetele van. Ezt a kisérletet addig
ismételjiik, amig valamelyik kimenetel masodszor is bekovetkezik. Mennyi
az ismétlések szamanak varhato értéke?

Egy kertész az els6 nap n viragot tltet, majd minden nap ujraiilteti azokat,
amelyek nem gyokereznek meg. Hatarozd meg az iltetéshez sziikséges napok
szdménak véarhaté értékét, ha minden eliiltetett virdg I valdszintiséggel

2
gyoOkerezik meg egy nap alatt!

Adott az M:{f 0,1] = R

j fle(l‘)dl‘ =0, jw2f(x)dx = }

0 0 0

halmaz. Hatérozd meg a lelﬁ ( [ (= dx) értékét!
S

Az f : (—a,a) — R fiiggvény akarhdnyszor folytonosan derivdlhaté és az
(f™(z))n>1 sorozat egyenletesen konvergens a (—a,a) intervallumon. Szamitsd
ki a lim f(z) hatdrértéket, ha lim f(™(0) = 1.



7. Fejezet

Differencialszamitas R"-ben

Nem szeretem azokat a miivelt embereket,
akiket nem lehet megkiilonboztetni
a muveltségiiktol.

Ebben a fejezetben olyan fiiggvények differencialhatosagat vizsgaljuk, ame-
lyek értelmezési tartoméanya vagy értékkészlete egy véges dimenzids euklideszi tér
részhalmaza.

6.1 Linearis és korlatos leképezések

Ebben a fejezetben linearis és korlatos fiiggvények tulajdonsdgait vizsgaljuk.
Ezeket a tulajdonsdgokat a tobbvaltozos vektorfliggvények differencidlhatésaganal
hasznéljuk.

Az 55. oldalon lattuk, hogy az X és Y K feletti vektorterek kozti f: X — Y
leképezést akkor nevezziik

1. additivnak, ha

flx+y)=f(z)+ fly), Va,yeX,

2. homogénnek, ha
fAz) =Af(z), VYIeK, z,ye€ X,

3. linedrisnak, ha f additiv és homogén, vagyis
flaw + By) = af (x) + 8f(y), Va, ek x,yeX
Megjegyzés. Minden f: X — Y additiv fiiggvényre

f(0) =0,

vagyis az X nullelemét az Y nullelemébe transzformalja. A

A Cauchy fiiggvényegyenlet tanulmanyozédsa soran lattuk, hogy ha az f: R — R
additiv fiiggvény folytonos 0-ban, akkor folytonos az egész R-en. Ez altalanosabb
esetben is igaz.

295
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1.1. Tétel. Ha X és Y két normalt tér K folott, akkor az f : X — Y leképezésre
a kovetkezo allitasok egyenértékiiek:

(a) f folytonos X -en;
(b) f folytonos 0 € X -ben;
(¢) ||f(z)|| korlatos a B[0,1] egységgémbén.

Bizonyitds. Az (a) = (b) implikacié nyilvanvald.

A (b) = (c¢) implikaci6 igazoldsdhoz tekintsiik az Y tér By (0, 1) egységgdmb-
jét. Ennek az f~1(By(0,1)) 6sképe X -ben az origd egy nyilt kornyezete (14sd a
2.3-as tételt a 159. oldalon), tehét 1étezik r > 0 tgy, hogy

lz|| <r = ||f(z)]| < 1.

[gazoljuk, hogy igaz a
2l <1 = [If(2)]l <

S| =

implikdcié is. Ha 2 € Y és ||z|| < 1, akkor létezik az y = rz € X, és |jy|| < r. Igy az
IF @)l = rl[f ()] egyenléség és a [|f(y)|| <1 egyenltlenség alapjan || f(z)[| <1/,
tehat ||f(z)|| korldtos az X tér egységgombjén.

(¢) = (a). A feltétel alapjan létezik olyan M > 0, amelyre | f(z)|| < M, ha
|z|| < 1. Igy minden z € X -re

If (@) < M||z]|.

Ha a € X és ¢ > 0 rogzitett, akkor minden olyan x € X -re, amely teljesiti a
|lx — al| <e/M egyenlétlenséget, irhatjuk, hogy
€

1F(2) = fla)ll = I f(z — a)l| < M

tehat f folytonos a € X -ben. Mivel a tetszoleges volt, f folytonos az egész X -en.
(I
Megjegyzések. (a) Az el6bbi tétel alapjan normaélt terek kozt a linedris és folytonos
leképezések ugyanazok, mint a linedris és korlatos leképezések.

(b) A legegyszertibb linedris leképezés az X és Y normalt terek kozt az identiku-
san nulla leképezés, amit nulloperdtornak is neveziink:

flz)=0, VeeX. A
Véges dimenzios terekre az eldbbi tételnél sokkal mélyebb 4llitas is igaz.

1.2. Tétel. Ha Y egy normalt tér K folott és f : K*" — Y egy linearis leképezés,
akkor f folytonos.
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Bizonyitds.  Jeloljik {ej,...,e,}-nel a K" kanonikus bdzisdt. Minden z =
= (z1,...,2,) € K" egyértelmtien felirhaté x = """  x;e; alakban. Mivel f linedris
és |z;| <||z||, irhatjuk, hogy

@) = 1FQ el = 1Y waf (el < Y lal - [f (e < el D I1F (el

Igy M = ||f(e;)|| vélasztéssal, barmely = € K™ esetén | f(x)|| < M|z||, és mivel
M nem fligg x-tol, az 1.1-es tétel alapjan a bizonyitds teljes. O

Az X normélt teret az Y normalt térbe képezo linedris fliggvények halmazat
L(X,Y)-nal jeloljiik, és az alabbi miiveletekkel szintén vektortér K folott:

fr9e LX)Y), (f+9)(@) = f(x) +g(x), VzelX,
acekK, fel(X)Y), (af)(z) =af(x), VzelX.

S6t, ha f € L(X,Y), akkor értelmezhetjiik az f norméjat a

(1.1) 11l = sup [[f(z)]

=<1

egyenléséggel (az egyenléség jobb oldala létezik az 1.1-es tétel (c) alpontja miatt). A
kovetkezé tulajdonsdg alapjan az igy értelmezett || - | : L(X,Y) — R fiiggvény egy
norma az L(X,Y’) vektortéren.

1.1. Tulajdonsag. Ha X és Y normalt terek a K test f6lott, akkor az (1.1)
dsszefiiggéssel értelmezett || - | : L(X,Y) — R leképezés egy norma.

Bizonyitds. Az L(X,Y) tér nulleleme az identikusan nulla leképezés (nulloperator)
és ennek a normdja 0, mert [[0f = supy, < [|0(z)]| = 0. Forditva, ha [[f|| = 0
valamilyen f € L(X,Y) esetén, akkor f(z) =0, Vo € B(0,1). Az f homogenitisa
alapjan f(z) =0, Vo € X, tehdt f =0.

Ha o € K, akkor

lafll = sup flaf(@)]f = | Sup 1 ()]l-

ll=ll< |zl <1

A haromszogegyenlotlenséget a kovetkezoképpen lathatjuk be:

If+gll = sup [I(f+)(@)ll = sup [I£(z) +g(@)ll < sup [[If ()] +[lg(=)l]] <

]| <1 ]| < flzll<

< sup [[f(@)l| + sup [[g(=)I] = [Lf] + llgll,
Jall<1 ol <1

ahol f,g € L(X,Y) tetsz6legesek. O
Az f: K" — K tipusu leképezéseket funkciondloknak nevezziik. Az elébbi tétel

alapjan a linearis funkciondlok halmaza szintén egy normaélt tér. A kovetkezo tétel a
linedris és korlatos funkcionalok reprezentacio tételeként ismert.
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1.3. Tétel. (Riesz'*®) Ha f: K" — K linedris, akkor Iétezik olyan y € K", amelyre
(a) f(z) = (x,x), barmely x € K" esetén;
() 111 = [lxlls

(¢) x € K" az egyetlen olyan elem, amelyre (a) teljesiil.

Bizonyitds. A K" kanonikus bazisanak elemeit jeloljik {ei, ..., e,}-nel. Igy minden
r=(z1,...,2,) € K" elem felirhaté = =" | z;e; alakban. Mivel f linedris,

fla) = O wie) = wif(e:).

Lathatd, hogy a x = (m, ..., f(en) elemre teljesiil az (a).

Ha x =0, akkor |x|| =0, és f(z) =0, Vo € K". Tehat ||f|| =0 és 0= f(x) =
= (x, x) -bol kdvetkezik, hogy ez az egyetlen ilyen elem.

Ha x # 0, akkor

171 = s 1) > ’f(i)‘ = () = I

_7X
2| <1 x|l x|l

Masrészt a Cauchy-Buniakowski-Schwarz egyenlétlenség alapjan (1asd 58. oldalt)

If[l'= sup [lf ()] = sup [[{z, )| < sup [l x| = lIx];
Jall <1 Jall <1 Jel<1

tehat (b) is igaz.

Ha az (a) feltétel teljesiilne ¢ € K"-re is, akkor az f(x) = (z,¢) = (x,x), Vo €
€ K" egyenl6ség alapjan (z, x — 1) = 0, minden x € K"-re. Viszont z = x — ¢ €
€ K", tehat

0=(-vx-¥)=Ix—2F = v=x

O

6.1.1 Bilinearis és kvadratikus leképezések
Legyenek X1, X,,..., X, és Y ugyanazon K test folotti vektorterek. Az
fﬁX1><X2X"'XXn—>Y

figgvényt multilinedrisnak nevezziik (bilinedrisnak m = 2-re), ha minden k €
€ {1,2,...,n} esetén és tetszileges a; € X;, i € {1,2,...,n} \ {k} elemekre az

Xk D ap— flar, ..., Qp—1,Thy Aty .-, 0p)

143 Frigyes Riesz, 1880-1956
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megfeleltetés linearis. Az értelmezésbol kovetkezik, hogy minden multilinearis
fiiggvény nulla, ha valamelyik komponense nulla, f(0,0,...,0) =0, és

(12) f()\lxla ey )\nxn) = ()\1 cee >\n) . f(l'l, ce ,mn).

Példa. Az
f : X1 X X2 —Y

fiiggvény pontosan akkor bilinearis, ha barmely z,y € X;, u,v € Xy és a € K
esetén

f(:v+y,u) :f(x7u>+f(y7u)a f(a:v,u) :af(:c,u),
flx,u+v) = flx,u) + f(z,v), f(z,ou) = af(x,u). A

Az 1.1-es tételhez hasonléan
1.4. Tétel. ([19]) Ha X;,X,,...,X,, é Y normalt terek a K test folott és
f:XixXox---xX, =Y egyleképezés, akkor a kovetkezo allitasok egyenértékiiek:

(a) f folytonos X; x Xy X -+ x X, -en;
(b) f folytonos (0,0,...,0) € X3 x Xy x --- x X, -ban;

(¢) |[f(x1,...,zn)|| korldtos a ||x1]| < 1,...,||z.|| < 1 egységkockan.

Az X; x .-+ x X, halmazt Y -ba képez6 multilinearis fiiggvények halmazat L(X; x
-+ X Xp;Y) -nal jeloljik. A fliggvények Osszeaddsdval és skalarral valé szorzasaval az
L(X; x -+ x X,;Y) egy vektortér, és a

1A= sup{llf (e, ma)ll | el <1, k=1, 0}

Osszefiiggéssel egy normat értelmezehetiink rajta. n =1 esetén a linearis leképezések
L(X,Y) terét kapjuk.
Példa. Ha X,Y, és Z harom normalt tér a K folott, akkor a

h:L(Y,Z) x L(X,Y) = L(X,Z), h(g,f)=gof

Osszefiiggéssel értelmezett fiiggvény folytonos és bilinearis. A bilinearitas ellenorzése
az értelmezés alapjan nyilvanvalo, a folytonossaga ¢g: Y — Z és f: X — Y linearis
fiiggvényre felirt

1R]] = llg o fIL < llgll - [/

egyenl6tlenséghdl kovetkezik. A

1.5. Tétel. ([19]) Ha X,Y és Z normalt terek a K test f6l6tt, akkor létezik egy
linedris izometria az

(1.3) L(X,Y;Z) é L(X,L(Y,Z))
terek kozt.

Az izometrikus terek fogalmat a 71. oldalon értelmeztiik. Az el6bbi tétel alapjan az
L(X,Y;Z) és L(X,L(Y,Z)) tereket azonosithatjuk egyméssal.
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6.1.2 Kwvadratikus alakok

Ha A € M,(R) egy rogzitett matrix

11 Q12 ... Qip—1 Q1n

a1 dg2 ... A2p—-1 Q2
(1.4) A= n n

n1 Qp2 ... Apn—1 Qpn

és h = (hy,...,h,) € R" akkor a
(1.5) d(h) =h AR,

(ahol h' a h transzponéltja) Osszefiiggéssel értelmezett ® : R™ — R fiiggvényt
kvadratikus alaknak vagy négyzetes alaknak nevezziik, és az A maétrixot a ¢
matrixanak.

A matrixok szorzasanak értelmezése alapjan irhatjuk, hogy

(1.6) ®(h) = iiai,jhihj.

i=1 j=1

Az A maétrix szimmetrikus, ha a,;; = a;;, barmely 4,j € N7,

A @ kvadratikus alakot pozitiv definitnek (negativ definitnek) nevezziik, ha
barmely h # 0 esetén ®(h) >0 (P(h) < 0). A & négyzetes alakot eldjeltartonak
vagy definitnek nevezziik, ha pozitiv definit vagy, ha negativ definit. Egy négyzetes
alak alterndlo, ha felvesz pozitiv értékeket is és negativakat is.

Egy kvadratikus alak szemi-definit, ha csak nemnegativ vagy csak nempozitiv
értékeket vesz fel.

A kovetkez6 determinansokat az A matrix féminordnsainak nevezzik.

a1 Q12 ... (3RS
11 Q12 A3
A, — A, — arir a2 A — A — 21 G22 ... Q2qp
1=0Qa11, A2 = , A3 = |Q21 Q22 Q23| ,..., Ap = .
21 Q22 a a a
31 32 33
Ap1 QApo ... (07 )

1.6. Tétel. (Sylvester') Az A szimmetrikus métrixhoz tartozé (1.5) négyzetes alak
pontosan akkor pozitiv definit, ha

(17) 141>07 A2>0,...,An>0,

és pontosan akkor negativ definit, ha

(18) A <0, Ay>0, A3<0,..., (—1)”14” > 0.

144 James Joseph Sylvester, 1814 - 1897
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A Sylvester tétel fontos gyakorlati kritériumot biztosit egy kvadratikus alak
el6jelének vizsgdlatara. A kovetkezd tétel valamivel tobbet drul el a pozitiv (negativ)
definit kvadratikus alakok viselkedésérdl.

1.7. Tétel. Az (1.6) kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha létezik olyan
A > 0 valds szam, amelyre

(1.9) O(z) > M|z|?, VaeR

Bizonyitds. Ha az (1.9) egyenlétlenség teljesiil, akkor vildgos, hogy a ® kvadratikus
alak pozitiv definit, tehat csak a masik implikdciét kell igazolni.

Jeloljitk S -sel az egységgombot (S = {x | z € R", ||z|| = 1}). Mivel S korlatos
és zart (a || - || — R fiiggvény folytonos és S az 1 Gsképe ebben a fliggvényben),
kompakt is. A ® folytonossiga alapjan létezik olyan xy € S, amelyre ®(z) > ®(x),

Ve € S (2o a ® minimumpontja S-en). Ha z € R" =z # 0 tetszOleges, akkor
frhatjuk, hogy ® (H) > ®(wg). Ebbél kivetkezik, hogy ®(x) > ®(xo)|z|, tehdt a
A = ®(zg) vélasztassal az (1.9) egyenl6tlenség teljesil. O

1.8. Tétel. Az (1.6) négyzetes alak pontosan akkor negativ definit, ha létezik olyan
A > 0 valds szam, amelyre

®(z) < —Az]?, VzeR™

6.2 Differencialhato fuggvények

Ebben a paragrafusban a Gateaux!®® és Fréchet!4® differencial értelmezésével és alap-
tulajdonsagaival foglalkozunk.

6.2.1 Variaciok

Jeloljon Y egy normalt teret és [ egy nemiires és nyilt valds intervallumot. Az
f:I =Y fliggvénynek az xy pontban szamolt derivaltjat ugyanigy értelmezhetjiik,
mint a valdos valtozoju esetben. Azt mondjuk, hogy az f derivdlhato az xq € I

pontban, ha létezik a
oo 10 = 1 (t0)

t—to t— 1o

hatarérték. Ezt f'(t)-val jeloljiik és az f derivaltjanak nevezziik a ¢y € I pontban (a

hatarértéket az Y normaja segitségével értelmezziik, és a tort az ﬁ -val valo szorzast

L5\ R. Géteaux, - 1914
146René Maurice Fréchet, 1878 - 1973
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jelenti). Megjegyezziik, hogy ha a derivalt 1étezik, akkor egyértelmiien meghatérozott,
és ha f derivdlhato to-ban, akkor f folytonosis to-ban. A bizonyitas a 217. oldalon
talalhaté 1.1 tétel bizonyitasdhoz hasonlé gondolatmenetet igényel.

A magasabb rendli derivaltakat a 235. oldalon hasznalt induktiv eljaras
segitségével értelmezhetjiik.

Ha az értelmezési tartomény nem a valds szdmhalmaz része, akkor a probléma
bonyolultabb, mert tobb iranybdl kozelithetjiik a vizsgalt pontot.

Legyen A az X normalt tér egy nyilt részhalmaza, Y egy tetszdleges normalt
tér és f : A — Y egy fiiggvény. Ha zy € A tetszOleges és h # 0, h € X, akkor
létezik olyan e(zg, h), amelyre zo+th € A, ha |t| < e(zg,h). A

T=sup{e | [t{| <e = xo+the A}

jeloléssel f(zo + th) értelmezett, barmely |t| < 7 esetén. Ha létezik a

d
Ef(.%o + th) ’t:O

derivalt, akkor ezt nevezziik az f Gateaux varidaciojanak vagy gyenge differencidljdnak
az xo pontban a h irany mentén. A Gateaux variaciot a

(2.10) d f(zo; h)

szimbolummal jeloljitk. Ha az f-nek minden x € A pontban létezik a Gateaux
variacidja, akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik az els6 varidciéja A-n. Az
egyszeriség kedvéért ezentul a Gateaux varidciéra a G -varidcio megnevezést
hasznaljuk.

Hasonléan értelmezziik a magasabbrendd variacié fogalmat is. Az f figgvény
rivaltjdnak a ¢ = 0-ban szamolt behelyettesitési értékét, ha létezik. Ezt a 0" f(xo; h)
szimb6lummal jeloljiik.

Az értelmezés alapjan igazolhatd, hogy az n-edik variacié a h valtozéban n-
edrendli homogén, tehat ha 0" f(zo;h) létezik és A € R, akkor 6" f(zg;Ah) =
= A"6 f(xo; ).

Megjegyezziik, hogy a gyenge differencial nem feltétleniil linearis vagy folytonos
h-ban. Ezt mutatja a kovetkezo példa.

Megjegyzések. (i) Tekintsiik az

2

foy) = | Fage @V #00)

0, (JE, y) = (07 O)

fliggvényt. Ha h = (hy, hy), akkor a G -varidcio létezik és egyenld hih3(h3 + h3)~! -
nel. Lathatd, hogy a h — hyh3(hi + h3)~! fliggvény nem linedris h-ban.
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(ii) Ha f-nek létezik a Gateaux varidcidja az xy pontban a h irdny mentén, akkor
erre az iranyra teljesil a

lim || f (z0 + th) — f (o)l = 0

egyenl6ség, de h nem biztos, hogy folytonos zg-ban. A

6.2.2 A Gateaux differencial

Ha a (2.10) Osszefliggéssel értelmezett 6 f(xg,h) vardcié linedris h-ban, akkor az
f Gateaux differencidljanak vagy egyszertien csak G -differencidljanak nevezziik és
D f(xo; h)-val jeloljik. Ezt az f fliggvény zy pontban a h irdny mentén szémolt
G-differencialjanak olvassuk.

A G -differencial egyfajta lokalis kozelitést tesz lehetdvé.
2.1. Tétel. Ha A az X normalt tér egy nyilt részhalmaza, akkor az f : A — Y
fiiggvény xo pontbeli G -differencialhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
létezzen olyan L és R, amelyekre

(2.11) flz+h) = f(z) = L(z,h) + R(x, h),

barmely h € X, amelyre x + h € A, ahol L(x,h) linedris és folytonos h-ban, és

RG]
t

t—0

(2.12) 0, barmely h-ra.

Bizonyitas. Elobb lassuk be, hogy ha ilyen reprezentacio 1étezik, akkor egyértelmii.
Valéban, ha legalabb két ilyen reprezentécié létezik ( L' és R’ egy mésik reprezentacié
fiiggvényei), akkor

L, h) — L/, h) = limy L(x,th) tL (,th) _ i R'(x,th) : R(z,th) _ 0

Ez alapjan L = L/, tehat R = R'.

Ha a (2.11) reprezentécié 1étezik, akkor

flz+th) — f(z)
t

= L(x,h),

R(z,th)
t

d . .
af@vo + th) t=0 — %1_1)18 = L(ZE, h) + %1_1)101

tehat G -variacio létezik, linedris és folytonos h-ban.
Forditva, ha f-nek létezik a G -differencidlja, akkor

[z +tk) — f(z)
t

ahol e(x,tk) — 0, amikor t — 0. A tk = h jeloléssel pontosan a (2.11) egyenldséghez
jutunk, ahol R(z,h) = te(x, h). Ez alapjan a (2.12) is teljestil. O
A G -variacio és a G -differencidl kapcsolatat mutatja a kovetkezo tétel is:

=D f(x,k) +e(x, tk),
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2.2. Tétel. Ha az f : A — Y fiiggvény G -variacioja létezik az xy egy kor-
nyezetében, a df(x,h) varidcié folytonos az x valtozéban az x, pontban, és a
df(x,h) folytonos a h valtozéban a 0 pontban, akkor §f(xo,h) az f fiiggvény
G -differencialja az xy pontban a h irany mentén.

6.2.3 A Fréchet differencial

Ebben a paragrafusban normalt tereken értelmezett fiiggvények Frechét diffe-
rencialjaval foglalkozunk.

Legyen (X, -|lx) és (Y,| - |ly) két normalt tér, és A az X -nek egy nemdiires és
nyilt részhalmaza. Az f: A — Y fliggvényt (Fréchet) differencidlhatonak nevezziik
az x € A pontban, ha

(a) f folytonos x-ben;

(b) létezik olyan L, : X — Y linedris leképezés, amelyre teljesiil az

(2.13) fx+h)— f(x) = L.h+w(z,h)
egyenléség, barmely h € X és v+ h € A esetén, és w(z,h) €Y teljesiti a
h
(2.14) otz Ml o pikor [Jal]x — 0
172/l x
feltételt.

Ha f Fréchet differencialhaté x-ben, akkor az L, linearis operator is folytonos,
mert

[f(z+h) = f(z) = Leh|| = llo(z, h)].

A Fréchet differencidlhatosag egy ekvivalens értelmezése a kovetkezo:
Az f . A — Y fuggvényt Fréchet differencidlhatonak nevezzik az x € A pont-
ban, ha létezik olyan linedris és folytonos L, : X — Y operdtor, amelyre teljestil
(2.13). Ebben az esetben az L, folytonossagabdl kovetkezik az f folytonossidga az
x pontban.

Az L, : X — Y linedris és korldtos operatort f-nek az z pontbeli (Fréchet)
differencidljdnak nevezziik, és az

(2.15) f'(x) =L, vagy fY(z)=L,

szimbolummal jeloljiik.
Az L.h €Y Kkifejezést az f Fréchet differencidljanak nevezziikk a h € X novek-
ménnyel és

(2.16) (df)(x, h) = Lyh-val
jeloljik. A (2.15) és (2.16) jelolésekkel irhatjuk, hogy
(df)(z, h) = f'(z)h.
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A h=dr € X jeloléssel a

(df)(z,dz) = (df)(z) = df(z) = f'(x)dz

jelolést is hasznaljuk.

Az f fiiggvényt C! osztdlytinak nevezziik A-n, ha f differencidlhaté A minden
pontjdban és az x — f’'(z) megfeleltetés is folytonos az A minden pontjaban.
Példak. Legyen X és Y két normalt tér.

(1) Ha A nemiires és nyilt részhalmaza X -nek és zyp € X egy rogzitett elem,
akkor az f: X — Y, f(x)=x9, barmely =z € A konstans fiiggvényre az

flx+h)— f(x) =0= L,h+w(x, h)

egyenldségbdl L, = 0 = w(z,h). Tehat a konstans fiiggvény differencidlja minden
pontban az identikusan nulla lineéris fliggvény.
(2) Ha f: X — Y linedris és korlatos, akkor f(z + h) = f(x) + f(h), tehat

f(x+h) = f(z) = f(h) +0.

gy az f/(x) = f, 2 € X, és w(x,h) =0, Vo,he X. A
Az elébbi példédkban az L és w fiiggvényeket megvélasztottuk. Kérdés, hogy
hény (L,w) par teljesitheti az értelmezés feltételeit.

2.3. Tétel. (A Fréchet differenciél egyértelmiisége) Ha X és Y normadlt terek, A C
C X nemiires és nyilt, f: A — Y Fréchet differencialhato az x € A pontban, akkor
a (2.13)-ben szereplé L, : X — Y linedris leképezés egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy az Li, és Lo, két linedris és korlatos operatorok
teljesitik a (2.13) Osszefiiggést. Az L, = Ly, — Lo, operitorra

[Lohll < 1f (2 + h) = f(z) = Lihll + [[f(z + h) — f(z) = Lash],
tehét ||Lgh||/||k] — 0, ha ||h|| — 0. Igy rogzitett h # 0-ra

[ La(th)]]

(2.17) 1]

— 0, amikor t— 0.

Ez csak akkor lehetséges, ha L,h = 0, minden h € X -re, és igy L, a nulloperator,
vagyis Ly, = Lo,. O

2.4. Tétel. (A lancszabaly) X,Y, Z normalt terek, A C X nemiires és nyilt, B CY
nyilt. Ha az f: A —Y fiiggvény Fréchet differencialhaté x € A-ban, f(x) € B, és
a g: B — Z fiiggvény Fréchet differencidlhaté f(z)-ben, akkor a h = go f fiiggvény
is Fréchet differencialhaté x-ben és

(2.18) d'(z) = (go [)(z) = g'(f(2)) o f(x).
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Ennek a tételnek egy sajatos esetét mar igazoltuk (1.4-es tétel a 219. oldalon).
Bizonyitds. Az y= f(z), L= f'(z), M =g (y) és

u(h) = f(z+h) = f(x) = Lh, v(k)=g(y+Fk) —gly) — Mk
jelolésekkel (h és k olyanok, hogy f(z+ h) és g(y + k) értelmezettek legyenek)
[u(R)[| = e(P)|[Rl, NlvR)[| = n(k)[I£]],

ahol ¢(h) — 0, amikor ||| — 0, és n(k) — 0, amikor |k| — 0.
Rogzitsiikk h-t tgy, hogy x +h € A. A k= f(x+ h) — f(z) kiilénbségre

1Bl = 1L + u(R)[| < ([|L]] + e(h)[| Rl
d(x+h) —d(x) — MLh=g(y+ k) —g(y) — MLh = Mk +v(k) — MLh =
= M(k — Lh) +v(k) = Mu(k) + v(k),
tehat

|d(z + h) —“Z’(ﬁ:)—MLhH < IMIle(h) + (1L + () (k).

Ha h tart 0-hoz, akkor £(h) — 0 és k — 0, tehat n(k) — 0. Igy d’(z) = ML.
O

(X, - llx) és (Y.l - |ly) normélt terek és A az X -nek nemiires és nyilt
részhalmaza. Az f : A — Y figgvényt Fréchet differencidlhatonak nevezzik A-
n, ha az A halmaz minden pontjaban Fréchet differencialhaté.

A kovetkezd tétel a Lagrange kozépértéktétel (2.3-as tétel a 223. oldalon) egy
altalanositasa.

2.5. Tétel. (Denjoy-Bourbaki, [23, 230. oldall, [19, 1. fejezet, §3]) Ha X egy Banach
tér, a,b € R, a <b, (s,) egy sorozat az [a,b] intervallumbdl, az f : [a,b] — X és
g :[a,b] — R fiiggvényekre teljesiilnek a kévetkezo feltételek:

(a) f és g folytonosak [a,b]-n
(b) f és g differencialhatok [a,b] \ S -en, ahol S = {s, | n € N*};
() /()] < d'(t), barmely t € [a,b]\ S -re,

akkor
1£(b) = f(a)ll < g(b) — g(a).

Bizonyitds. A 2.7-es lemma (1dsd 231. oldalt) alapjan g novekvé.
Minden ¢ > 0-ra tekintsiik a

Csz{te{a,bHHf(S)—f(a)H 9(s) —g(a) + (s —a) +8Z , Vs e | at}
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halmazt. C. # 0, mert a € C.. A C. értelmezésébdl kovetkezik, hogy C. interval-
lum. Ha ¢ = sup C;, akkor barmely s € [a, c| -re 1étezik ¢t € C. gy, hogy s <t < c.
Mivel C. intervallum, s € C;, ésigy s € C., minden s € [a,c[ esetén. Ugyanakkor
c € C, tehat

Ha (c,), egy olyan sorozat, amelyre ¢, € [a,c|[ és lim ¢, = ¢, akkor

1£(ca) = (@)l < g(ca) — g(a) + (e —a) + Y 2—1,€ Vn € N,
De f és g folytonosak, tehat
1
(2.19) 1f(c) = f(a) Sg(C)-Q(GHS(C-GHEZ?-

Ha teljesiilne a ¢ < b egyenlétlenség, akkor két esetet vizsgdalunk. Az elsé esetben
c # sp, egyetlen n € N*-ra sem. Ebben az esetben f és g differencialhaté c-ben,
tehat rogzitett & > 0-ra létezik r > 0 gy, hogy |c¢ —r,c+ r[C [a,b], és

Hf P )—f'(c) <§ és ‘M—g’(e) <%, Vtele—r,c+r].
fgy
(2:20) 1F@#) = fl)ll < (&= o)(lF (ol + %), Vtele et
(2.21) (t—c)g(c) < g(t) — glc) + %(t —¢), Vtele,c+rl.

A (2.20), (2.21) egyenldségekbdl és a (c) feltételbol kovetkezik, hogy

(2.22) 1£(t) — f(a)| < g(t) — g()—l—gt—a—i—sz . Viele, e+l

sn<t

Mivel ¢ € C,, irhatjuk, hogy

(2.23) 1F(t) = f@)ll < g(t) = g(a) +£(t = a) +€Z Vit € [a,cf,

1F(#) = Fa)ll < g(t) = g(a) +&(t — a) +€Z vtela,ctrl.

Ebbél kovetkezik, hogy ¢+ r € C. = [a, c|, és ez ellentmond a ¢ megvéalasztasanak.
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A masodik eset, amikor létezik olyan m € N*, amelyre ¢ = s,,. Az f fiiggvény
folytonos c-ben, tehét 1étezik olyan d. €]c,b], amelyre

£
(2.24) 1f(8) = flOll < 570 VEE]e,def.
A (2.19), (2.24) Osszefiiggések és az (a) feltétel alapjan

Hﬂﬂ—f@W<Hﬂ®— FEOI+1£(e) = fla)ll <

1F(t) = fla)]] < g@)sﬂ)+€t—a+f§: , Vitelade,

tehat d. € C. = [a,c|. Ez ismét ellentmond a ¢ megvélasztasanak.
Mivel mindkét esetben ellentmondéshoz jutottunk, kovetkezik, hogy ¢ = b, és igy
a (2.19)-es egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

1£(0) = f(a)|| < g(b) — g(a) +e(t —a) + 2.

Ez viszont barmely ¢ > 0-ra csak akkor teljesiilhet, ha

1£(0) = fa)|l < g(b) = g(a). O

Megjegyzés. A bizonyitasbdl lathato, hogy ha a 2.5-6s tételben S tireshalmaz, akkor
az (a) feltétel folosleges. A

2.1. Kovetkezmény. Ha X egy Banach tér, az f : [a,b] — X fiiggvény folytonos
[a,b] -n és differencidlhaté [a,b] \ S-n, ahol S legfeljebb megszamldalhato, akkor a
/()] < M, Vt €la,b]\ S egyenlbtlenségbdl kivetkezik, hogy

17 (0) = fla)]| < M][b = al|.

Bizonyitds. Vélasszuk a g(t) = Mt, YVt € [a,b] fiiggvényt, és alkalmazzuk a 2.5-6s
tételt. O

2.2. Kovetkezmény. Ha X egy Banach tér, az f : [a,b] — X fiiggvény folytonos
[a,b] -n és differencialhaté [a,b] \ S-n, ahol S legfeljebb megszamlalhato, akkor az
f'(t) =0, Vt € [a,b]\S feltételbdl kivetkezik, hogy f allandé az |a,b] intervallumon.
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Bizonyitds. Ha x,y € [a,b], = <y, akkor

1
IFOI <=, Vielwb\s neN,

tehat a 2.1-es kovetkezmény alapjan

1 *
||f(x)—f(y)||§5|x—y|, Vn e N*.
n — oo-re kapjuk, hogy f(z)= f(y), tehat f allandé. O

2.6. Tétel. [23, 232. oldal] Ha A egy nemiires, nyilt és konvex részhalmaza az X
Banach térnek, az f : A — Y fiiggvény differencialhaté A-n, és Y is Banach tér,
akkor

1£(0) = fla)l < [[b—all sup [[f'(z)], Va,be A,

z€[a,b]
ahol [a,b] az a és b pontok &ltal generdlt intervallum, vagyis |a,b] = {z | z =
Bizonyitds. Tekintsiik az a,b € A rogzitett pontokat és a ¢ : [0,1] — A

gty =tu+ (1 —t)v, te]|0,1]

figgvényt. ¢ differencidlhaté [0,1]-en és ¢'(t) = v — u, bérmely ¢ € [0, 1] esetén.
Mivel A konvex halmaz, ¢([0,1]) C A, és igy értelmezhetjiik a h = f o g fliggvényt.

W(t)=f(gt)og(t)=f(tut (1 —t)v)(v—u), Vte[0,1],
tehat
IR < L (tu+ (1 =t)v) - lu—v]| <M, Vtel0,1],

ahol
M := |lu — v Sup] 1f' (tu+ (1 =t)v)|| = [lu — v sup [|f'(z)].

te[0,1 z€[a,b)

h-ra alkalmazzuk a 2.1-es kovetkezményt:

1f(v) = f(w)]| = Ih(1) = RO)] < M(1 = 0) = [lu —v]| sup [[f(=)ll. ©

z€la,b]

2.3. Kovetkezmény. Ha X és Y Banach terek, A nemiires, nyilt és konvex
részhalmaza X -nek és az f : A — Y differencialhato fiiggvényre létezik M > 0,
amelyre ||f'(z)|| < M, Vo € A, akkor

1£(0) — f(a)|| < M||b—al, Ya,bec A.
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6.3 Parcialis derivaltak

Legyen A egy nemiires, nyilt részhalmaza R™-nek és f: A — R™ egy tetszleges
figgvény. Jeldljikk {ej,ea,...,e,}-nel az R™ és {uy,ug,...,u,}-mel az R™ kano-
nikus bazisat. Ha f = (fi, fa,..., fm), akkor frhatjuk, hogy f(z) = Y 1", fi(z)u,,
barmely = € A-ra vagy fi(z) = (f(z),u;), 1=1,2,...,m

Az f fuggvénynek az x pontban a j-edik valtozo szerinti parcidlis derivdltjanak

0f (z)

nevezzik a

vektort, amelyet a kovetkezo egyenloséggel értelmeziink:

3xj
(3.25)
of (z) — Tim, g [z +te;) — fx) — lim_o filx +te;) — file)
Oz, - t = " i =
_ <0f1($) 5fm($))
o, 0 o,

(ha a megfelel6 hatarértékek léteznek).
3.1. Tétel. Ha A nemiires, nyilt részhalmaza R™-nek, a € A, és f: A — R™
dfi(a)

egy a-ban differencialhato fiiggvény, akkor a-ban létezik az Gsszes E 1=
L
=1,2,....m, j=1,... n parcialis derivalt, és teljesiil az
dfi(a ,
3.26 u, 1<j<
(3.26) Z 3% <j<n
egyenliség.
Bizonyitds. Rogzitett j-re az f differencialhatésaga alapjan
te
fla+te;) — fa) = f(a)(tey) + r(te;), M — 0, hat —0.

De f'(a) lineéris, tehat

t—0 t—0 - t
= i te;) — i
= £I%f<a+ 6;) f(CL) Z—f,<a)€] O

Megjegyzések. (1) Az el6bbi tétel forditottja dltaldban nem igaz.
Az f:R? =R,

Ty
(3.27) flay) = P+ (z,y) # (0,0)
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fiiggvénynek (0,0)-ban léteznek a parcidlis derivéltjai és a fliggvény nem folytonos,
tehat nem is differencialhato.
A parcidlis derivaltakat az értelmezés alapjan szamithatjuk ki.

8f(0’0) — lim f(ZL“,O)—f(0,0) — 0 = lim f(an)_f(O’O) _ 8f(070>

ox z—0 x y—0 Y dy

Annak igazolasdhoz, hogy f nem folytonos, tekintstink egy tetszoleges 0-hoz tarto
(x,) sorozatot, és az y, = ax,, Vn € N* sorozatot.

lim —ndn ¢
n—)oo.f%—l—y% 1—|—a2’

és ez fiigg a-tol, tehat f nem folytonos az origoban.
(2) A 158. oldalon tanulményozott 2.1-es példaban ldttuk, hogy az f:R? — R,

373—|—y3
fla,y) = 2+ o2 (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

fiiggvény folytonos az origéban. Ugyanakkor (0,0)-ban léteznek a parcidlis de-
rivaltjai, mert

ox z—0 x ’
0/0.0) _ . f(0.9) =100 _
dy g0 Y -

Ha az f differencidlhaté lenne (0,0)-ban, akkor létezne olyan a,b € R, amelyekre a
h
0.0~ £0.0) - (@) 1)
N

tort 0-hoz tart, ha h — 0 és k — 0. Masrészt

(19

Fhk) - 10,00 — (@v) ()| | 3‘(2“”)‘
IR e

v+ k2 v+ k2 n-a, k=0

11—, h =0,
\

ah—l—bk)‘

és ez nem tarthat 0-hoz, egyetlen (a,b) € R? esetén sem.
(3) Az
1
(z* +9?)sin ——,  (z,y) # (0,0)
flz,y) = 2 4y

0, ($ay) = (070)
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fiiggvény differencidlhaté (0,0)-ban és a parcidlis derivéltjai nem folytonosak 0-ban,
mert

. 1 T 1
Oz 0, (z,y) = (0,0).

(4) A 3.1-es tételben megfogalmazott allitds egy forditottja igaz, ha a parcidlis
derivaltak folytonosak, ezt igazoljuk a 3.2-es tételben. A

3.4. Kovetkezmény. Ha a 3.1-es tétel feltételei teljesiilnek, akkor a differencial
matrixa

[ 0fi(a)  9fi(a) dfi(a)  Ofi(a) ]

8x1 al‘g o 8In_1 82L‘n

6f2(a) 8f2(a) 8f2(a) 8f2(a)
0x; 0xs T Oxpy ox,,
(3.28) f'(a) =

Ofn-1(a) 9fn-1(a) Ofn-1(a) 9fn-1(a)

8x1 al’g o 8$n_1 &xn

Ofala)  Ofula) Ofn(a)  Ofnla)
| Oxy Oxs T Oxp ox,,

3.5. Kovetkezmény. Ha teljesiilnek a 3.1-es tétel feltételei, akkor

(3.29) F(a) - (hey... hy) = zn: oDy Y. h) € R

° ox;
=1

Feltételezziik, hogy A C R"™ nyilt és nemiires, f : A — R™ differencialhaté
A-n. Az f fluggvényt folytonosan differencidlhatonak nevezzilk A-n, ha az
A — LIR",R™) fliggvény folytonos. Tehdt f pontosan akkor folytonosan
differencidlhaté, ha barmely =z € A és ¢ > 0 esetén létezik & > 0 1gy, hogy
|f'(z) — f'(y)]| <e, ha ye A és |v—y| <. Az A-n folytonosan differencidlhatéd
fliggvények halmazat C1(A)-val jeloljiik.

3.2. Tétel. A C R" nemiires és nyilt. Az f: A — R™ fiiggvény pontosan akkor
folytonosan differencialhaté az A-n, ha az Osszes parcialis derivaltja folytonos A -n.
Bizonyitds. Ha f € C'(A), akkor (3.26) alapjan

Ofi(z)
(%cj

= (f'(x)ej)u;, 1<j<mn, 1<i<m

és ofi(x)  Ofily) .. /
Oz, B or; {[f' (@) = f'(y)]e; b
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Mivel |u;| = |ej| = 1, kovetkezik, hogy

’afi<x) _ dfi(y)
axj 8xj

‘ <) = FWles| < 11 (x) = F W),

tehat a 8?—@) parcialis derivalt folytonos A-n.

A forditott allitas nyilvanvalo. O
A 2.4-es tétel és 3.4-es kovetkezmény alapjan az Osszetett fiiggvény parcidlis de-
rivaltjaira igaz a kovetkezo tulajdonsag:

3.3. Tétel. Ha a 2.4-es tétel feltételei teljestilnek, akkor

0gi(z) _ zm: 0gi(y) Ohi(x)

(3:30) oz Ay, 0z

S Yi=1,....k j=1,....n
Bizonyitds. A (3.28) és (2.18) Osszefiiggésekbol kovetkezik. O

6.3.1 Az inverz fliiggvény és az implicit fuggvény tétele

Ha f : R — R egy fliggvény, amelynek a derivaltja egy [ intervallumon nem
nulla, akkor ezen az intervallumon a fiiggvény szigorian monoton. fgy, ha csak a
képtartoméanyéra képezziik, akkor a kapott f; : [ — f(I) fiiggvény bijektiv is. Az
fr fiiggvénynek tehat 1étezik inverze. Ha az f fliggvény C1 osztdlytd, f(xg) = yo és
f(xo) # 0, akkor az zy egy V kornyezetében az f'(x) # 0, és igy az yo pont egy
kornyezetében létezik az fy : V — f(V) inverze. Ezt a fiiggvényt az f fiiggvény vy
pont koriili lokalis inverzének nevezziik (ez nem egyértelmilen meghatérozott, mert
a V megvélasztasatol is fiigg). Vildgos, hogy ha f-nek a képtartoménya minden
pontja koriil van lokalis inverze, akkor f-nek is van inverze. A kovetkezd tétel ennek
a tulajdonsdgnak a megfelel6je tobbvaltozos fiiggvényekre.

3.4. Tétel. Haaz f: A — R" fiiggvény C' osztaly, A az R™ nyilt részhalmaza
és az a € A pontban a Jacobi mdtrix determindnsa nem 0 (az f'(a) matrix in-
vertalhato), akkor

(a) létezik az a és b= f(a) pontnak olyan U, illetve V nyilt kérnyezete (a € U
és b eV ) amelykre az fy : U — V fiiggvény bijektiv és f(U) =V,

(b) ha g:V — U az f inverze, akkor g C' osztdlyii a V halmazon.

Ha az értelmezési tartomany és az értékkészlet nem azonos dimenzoéju vek-
tortérben vannak, akkor az elobbi tétel nem hasznalhaté. Ilyen esetekben a kovetkezd
tétel segitségével biztosithatjuk a tobbletvaltozok lokalis kikiiszobolését. Ha z =
= (z1,...,2,) € R" és y = (Y1,...,ym) € R™, akkor az (z,y) par az (z,y) =
=(T1,. ., Tpy Y1, -+, Ym) € R™™ vektort jeldli.
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3.5. Tétel. Ha f : A — R" egy C' osztalyi fiiggvény, ahol A C R™™ nyilt
halmaz, és az (a,b) € R"*™ (a € R", b € R™) vektorokra f(a,b) =0, valamint az
B = f'(a,b) madtrixra teljesiil a

B(h,0)=0 = h=0¢cR"

implikacié, akkor létezik a b-nek olyan V koérnyezete (V. C R™), amelyen
egyértelmiien értelmezhetd olyan C' osztalydi g : V. — R™ fiiggvény, amelyre
g(b) =0, és

(3.31) flg(y),y) =0, VyeV.

Ha a tétel feltételei teljesiilnek, akkor azt mondjuk, hogy a ¢ implicit fiiggvényt a
(3.31) egyenlet egyértelmiien meghatérozza.

6.3.2 Iranymenti derivaltak és a gradiens

Tekintsiik az R™ egy nem {ires és nyilt részhalmazat, az My = (29,29,...,2%) € A

pontot, az f : A — R fiiggvényt és a v = (vi,va,...,v,) egységvektort (|| V]| =
= (> v?))Y2 =1). Az M, ponton 4t a v vektorral hiizott parhuzamos [ egyenes
parametrikus egyenlete

$1:$?+t1}1, tER,iEN;.

Az f-nek az [N A halmazra vonatkozé leszilikitését egy valds valtozoju és valos értéki
fiiggvénynek is tekinthetjiik, amelynek a valtozéja ¢ (ez tulajdonképpen egy Osszetett
fiiggvény). Ennek a fiiggvénynek a ¢t = 0 pontbeli derivaltjat nevezziik az f fiiggvény
o irdny menti derivdltjdnak az My pontban. Az f fiiggvénynek az M, pontban a

M,
of é : 0) val jeloljitk. Ha teljesiilnek a 3.3 tétel feltételei,

7 irdny menti derivaltjat

akkor irhatjuk, hogy

0 f(Mo) _ i 0 f (M) Oy _ i 8 f(Mp)

ot oz, Ot oz, F

i—
Lathaté, hogy ez a derivalt a @ irdnyvektor és a parciélis derivaltakbél alkotott
vektor skalaris szorzata. A parcidlis derivaltakbol alkotott vektort nevezziik az f
gradiensének az M, pontban.
Tehat, ha az f: A — R figgvénynek léteznek a parcialis derivaltjai az My € A
pontban, akkor a

9 f(My) 0 f(Mo) 5’f(Mo))

(332) gradf|Mo = ( al‘l ) 61’2 I al‘n

vektor az f gradiense az M, pontban.
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6.4 Magasabbrendi differencialok és parcialis derivaltak

Ebben a fejezetben a magasabbrendii differencidlok értelmezésével és tulaj-
donségaival foglakozunk, elobb altalanos esetben, majd R™-ben.

Feltételezziik, hogy (X, ||-|lx) és (Y| -|ly) normélt terek, A az X -nek nyilt és
nemiires részhalmaza és f : A — Y differencidlhaté fiiggvény A-n. Az f-et kétszer
(Fréchet) differencidlhatonak nevezziik az a € A pontban, ha az

A= LIX,Y)

fiiggvény Fréchet differencidlhaté a-ban.
f-nek az a-beli masodrendti Fréchet differencialjat f”(a)-val vagy f®(a)-val
jeloljik. Az értelmezés alapjan

(4.33) f"(a) € L(X,L(X,Y)).

Az f fiiggvényt kétszer (Fréchet) differencidlhaténak nevezziik A-n, ha kétszer
(Fréchet) differencidlhaté minden a € A pontban. Ebben az esetben az x — f”(x)
megfeleltetés egy

"+ A— L(X,L(X,Y))

fliggvényt értelmez. Ezt nevezziik az f mésodrendl differencidljanak. A 1.5 tétel
alapjan f” bilinedris és folytonos az X x X -r6l az Y -ba. Az

(4.34) XXxX3 @y w—(f"2)y

Osszefiiggés azt jelenti, hogy minden x € X -re az f” - x linedris és folytonos X -bol
L(X,Y)-ba, tehdt y € X -ben szdmolt behelyettesitési értékére (f”-z)-y €Y.

4.1. Tétel. ([19]) Ha f: A — Y kétszer differencidlhaté a-ban, akkor az f"(a) €
€ L(X,Y) fiiggvény szimmetrikus, azaz

(4.35) (f"x) y=(f"y) 2z VryeX

Az f fiiggvényt C? osztdlytinak nevezziik A-n, ha f kétszer differencidlhaté
A-n, és az f" fiiggvény folytonos ( f' € C1(A)).

6.4.1 Az X =R" eset

Legyen A egy nemiires és nyilt részhalmaza R™-nek, és f : R* — R™ az
a € A pontban kétszer differencidlhato fliggvény. Az f differencidlhatd az a egy
kornyezetén, és (3.29) alapjan

(4.36) F(a@) - (huy. . hy) = Zn: af@ hiy Y (hy,... hy) € R
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Ha ezt az Osszefiiggést f'-re is felirjuk, az

(4.37) flla) (s k) = ag’;a |

i=1

'kh v(kla7kn)€Rn

egyenloséghez jutunk, tehat

4.38)  (f"(@) - (K1, .. kn)) - (haye.n hn) = Z (af'@ k) (hay e ).

ox;
=1
Mivel of(a)
a
——~ ¢ L(R, L(R",R™
ol € LR, L(R",R™)),
irhatjuk, hogy
df'(a)
-k, € L(IR",R™
u N € (R™,R™))

(a (hy,...,h,) € R" vektor képe egy vektor R -ben).
(4.36)-bdl kovetkezik, hogy

(4.39) (82‘);(?) k) by hy) = zn: (a‘l (%) (a) - k) by,

j=1

tehat ha a 0/0x; (0f/0x;) parcidlis derivalt a pontbeli értékét a

0 0f(@)
8277; 8:16]- N 8:@ Oxj

szimbdélummal jeloljiik, akkor (4.38) és (4.39) alapjan

(4.40) (f"(@) - (ki hn)) - (e ) = (a J(a) k) .

7’7‘7

4.2. Tulajdonsag. (H. A. Schwarz'*") Ha A nemiires és nyilt részhalmaza az R™ -
nek, és az f: A — R™ fiiggvény kétszer differencialhaté A-n, akkor minden a € A
esetén

0°f(a) _ 9%f(a)

ij=1,...,n.

Ha f: A — Y kétszer differencialhaté, akkor létezik az

" A— L(X,X;Y)

4TH. A. Schwarz, 1843-1921
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figgvény. A tomorebb jelolés kedvéért &ltaldban az L(X, L,_1(X,Y)) teret
L, (X,Y)-nal jeléljiik, ahol Ly(X,Y) = L(X,Y). gy az L(X, X;Y) teret Ly(X,Y)-
nal jelolhetjiik.

Ha f” differencidlhaté az a € A pontban (A C X nemtres és nyilt), akkor
a differencialjat " (a)-val vagy f®(a)-val jeloljiik, és az f harmadrendi diffe-
rencidljanak nevezziik az a pontban. Vildgos, hogy f”(a) € L(X, L2(X,Y)). Az
f fuggvényt haromszor differencidlhatonak nevezziikk A-n, ha az A halmaz min-
den pontjaban haromszor differencialhaté. Induktiven értelmezziik az f-nek az a
pontbeli n -edik differencidljat. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény n-szer differen-
cidlhaté az a € A pontban, ha létezik a-nak olyan V kornyezete, amelyben f
(n — 1) -szer differencidlhaté és az x +— f"~V(x) fiiggvény (V -t az L, 1(X,Y)-ba
képezi) differencidlhaté a-ban. Az "~V (x) fiiggvény a-beli differencialjat f™(a)-
val jeloljiik és az f fiiggvény n-edik differencidljanak nevezziik az a pontban.

f™(a)(hy, ..., h,)-val jeldljiik a (hy,..., h,) € X x---x X vektornak az f(a)
fliggvény altali képét.

Az f: A—Y fiiggvényt C™ osztalyunak nevezziik az A halmazon, ha f n-szer
differencialhaté az A minden pontjaban, és az

f™ A= L(X,Y)
fliggvény folytonos. Ertelmezés alapjan
O =1,

Az f fuggvényt C™ osztdlytnak nevezzilk A-n, ha f € C™"(A), minden n € N
esetén.
A 4.1-es tételhez hasonléan igaz az alabbi tétel:

4.2. Tétel. ([19]) Ha az f : A — Y fiiggvény n-szer differencidlhaté az a € A
pontban, akkor az f"(a) € L,(X,Y) fiiggvény egy multilinedris és szimmetrikus
leképezés az X X --- x X -b6l Y -ba. Tehat

(4.42) FD @) (s k) = (@) (hoqys - - Pom))s

ahol o :{1,....,n} — {1,...,n} tetszéleges permutacio.

6.5 A Taylor-féle képlet
5.1. Tétel. ([19]) Haaz f: A — R™ fliggvény C"*! osztdlyi A—nés [a,a+h] C A,
akkor

(543)  flath)=fla)+ F(a)-h+ f"(@)- (h) + -+ = FO(a) - ()"t

2 n!
1 1 _ n
+ =" pnsn) g 4 41y - )+ i,
0 n!
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5.2. Tétel. ([19]) Haaz f: A — R™ fiiggvény n + 1— szer differencidlhaté és

(5.44) IF" (@)l < M, Vace A,
akkor
545 @+ h) = Fl@) = Fla)- b= ) () <
' n! — (n+ 1)
5.3. Tétel. Ha teljesiilnek az 5.1 tétel feltételei, akkor
1

(5.46) fla+h) = fla)+ fi(a) -h+-+ mf(")(a) - (h)" + Ry (h),
ahol B (h

R

h=o  [|h]]

6.6 Lokalis szélsoértékek

6.6.1 Sziikséges feltételek

A 222. oldalon lattuk, hogy ha X egy metrikus tér és f: X — R egy fliggvény,
akkor a p € X pontot az f lokdlis maximumpontjinak nevezziik, ha létezik § > 0
ugy, hogy f(q) < f(p), barmely ¢ € B(p,d)-re. A p € X pontot az f szigori lokdlis
maximumpontjinak nevezzilk, ha létezik 6 > 0 ugy, hogy f(¢) < f(p), barmely
q € B(p,0)\ {p} -re. Az elébbihez hasonléan a p € X pontot lokdlis minimumpontnak
nevezziik, ha létezik § > 0 gy, hogy f(q) > f(p), barmely ¢ € B(p, d)-re, és szigori
lokdlis minimumpontnak, ha létezik § > 0 tgy, hogy f(q) > f(p), barmely ¢ €
€ B(p,0) \ {p}-re.

A 2.1-es tételhez hasonlé tétel igaz altalanosabb esetben is.

6.1. Tétel. (Fermat) Ha A nemiires és nyilt részhalmaza az X Banach térnek, az
f A — R fiiggvénynek lokalis szélséértékpontja az a € A és f differencialhato
a-ban, akkor f'(a)=0.

Bizonyitis. Ha z € X rogzitett, akkor a ¢(t) = f(a + tx) figgvény értelmezhetd
a 0 € R egy elég kis kornyezetében, és ¢-nek lokalis szélséértékpontja a t = 0. A
2.1-es tétel alapjan ¢'(0) = 0. Masrészt

g(t) = fla+tr)-

és igy ¢'(0) = f'(a) - x, bdrmely = € X -re, tehat f'(a) =0. O

Az f'(a) = 0 egyenl6séget teljesitd pontokat az f staciondrius pontjainak
nevezzik.

A Fermat tétel alapjan lathatd, hogy derivalhaté fiiggvények lokalis szélsGérték-
pontjait a stacionarius pontok koziil kell kivalasztani. Sajnos dltaldban nem minden
stacionarius pont szélsoértékpont, ezért tovabbi feltételekre van sziikséglink.
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6.6.2 Masodrendu feltételek

6.2. Tétel. Ha A C R" egy nyilt halmaz, az f: A — R fiiggvény kétszer derivalhato
az a € A pontban és f-nek az a lokalis minimumpontja, akkor f"(a) > 0.

Bizonyitds. Az f"(a) > 0 egyenlétlenség azt jelenti, hogy az f”(a) szimmetrikus és
bilinedris alak nem negativ ( f”(a)(h,h) > 0, barmely h € R™ esetén).

A Fermat tétel alapjan f'(a) = 0, tehat a Taylor képletbdl (5.3 tétel) kovetkezik,
hogy elég kis h esetén

1
fla+h) = fla) = 5 ["(a)(h.h) + Ra(h),
ahol |Ry(h)| = o(||h]|?). Mivel a lokdlis minimumpont, {rhatjuk, hogy
f"(a)(h, h) +2Ry(h) = 0.

Ez alapjan tetszolegesen rogzitett h-ra és elég kis t-re

(6.47) £"(a)(th, th) + 2Rs(th) > 0.
MAésrészt
f"(a)(th,th) = t*f"(a)(h, h),
2Ry(th) = t*¢(t, h), lim e(¢, 1) = 0,

tehat ha t elég kicsi, akkor
f"(a)(h, h) +&(t, h) = 0.

De e(t,h) tart 0-hoz, ha t tart a 0-hoz, tehat az elébbi egyenlétlenség bal oldalanak
létezik a hatarértéke ¢ — 0 esetén. Ez alapjan

f"(a)(h,h) > 0. O
Hasonldan igazolhato a kovetkezo allités is:

6.3. Tétel. Ha A C R" egy nyilt halmaz, az f: A — R fiiggvény kétszer derivalhato
az a € A pontban és f-nek az a lokalis maximumpontja, akkor f"(a) > 0.

A kovetkezo tételek azt mutatjak, hogy valamivel erdsebb feltételek mar
elégségesek is ahhoz, hogy egy staciondrius pont lokalis szélsoértékpont legyen.

6.4. Tétel. Ha A C R" nemiires és nyilt halmaz, az f: A — R fiiggvénynek létezik
a mdsodrendii differencialja az a € A pontban és f'(a) = 0, valamint az f"(a)
pozitiv definit, akkor a az f filiggvény lokalis minimumpontja.
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Bizonyitds. A Taylor képlet alapjan

L) () + (B IP,

fla+h) - f(a) = 5

ahol e¢(h) — 0, amikor h — 0. Az 1.7 tétel alapjan létezik A > 0 1gy, hogy
f"(a)(h,h) > X|h||>. Ebb6l kovetkezik, hogy

A
Flat )= 1o = (5 + =) Inl®
ha ||h|| elég kicsi. Ugyanakkor elég kicsi h-ra A/2+e(h) > 0, ésigy h # 0 esetén
fla+h)—f(a)>0. O
Hasonléan lathaté be a kovetkezd tétel is:

6.5. Tétel. Ha A C R™ nemiires és nyilt halmaz, az f: A — R fiiggvénynek létezik
a mdsodrendii differencialja az a € A pontban és f'(a) = 0, valamint az f"(a)
negativ definit, akkor a az f filiggvény lokalis maximumpontja.

6.6.3 Kotott szélsoértékek

Az © = (21,...,2,) € R" és y = (y1,...,Ym) € R™ vektorok esetén az (z,y)
par az (x,y) = (T1,. -, T, Y1, -+, Ym) € R*"™ vektort jeloli. Tekintsiik az f: A C
CR™™ R é g, : ACR"™ - R, i =1,2,...,m, fliggvényeket, ahol A egy
nyilt halmaz.

Keressiik az

(6.48) (2,y) — f(z,y)

fliggvény azon szélsoértékeit, amelyek teljesitik a

g1 (;U, y) =0
(6.49)

Gm(z,y) =0

feltételeket. Az ilyen feladatokat kotott szélsdértékfeladatoknak nevezzik. Az
Mo(zd, -2l ys, -+, yd") pont a (6.48) fiiggvénynek a (6.49) feltételeket teljesitd
kotott lokalis szélséértékpontja, ha létezik az M pontnak olyan kornyezete, amely-
ben M, lokélis szélséértékpontja a (6.48) fliggvénynek, és teljesiti a (6.49) feltételeket.
Vildgos, hogy ha a (6.49) egyenletekbdl kikiiszobolhetnénk az y, ..., y,, ismeretleneket
(példaul az implicit fliggvény tételének megfelelden), akkor a tovédbbiakban mér
hasznalhatnank a szélsdértékek létezésére vonatkozd tételeket. FEz az elgondoléas
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altalaban nem kivitelezheto, ezért gyakran a Lagrange-féle multiplikdtorok médszerét
hasznaljuk.

6.6. Tétel. Feltételezziik, hogy A C R"™™ egy nyilt halmaz, a (6.48) és (6.49)
feltételekben szereplo f, illetve g;, j = 1,2,...,m fiiggvények pedig differen-
cidlhaték A-n.  Ha Moy(z}, ..., 20, y8,-..,yd") € A a (6.48) figgvény (6.49)
teltételeket teljesité lokalis szélséértékpontja, és a g; fiiggvények yi,...,Yn szerinti
elsérendii parcialis derivaltjai az My pont egy kornyezetében folytonosak, valamint

991 991
Iy Oym
(6.50) J=1|... ... ...]#0,
9gm 9gm
oy OYm
akkor léteznek olyan \q,...,\,, valos szamok, amelyekre az F : A — R,
(6.51) F(z,y) = f(z.y)+ Y Ngi(a,y)
j=1
fiiggvényre teljestilnek a
oF OF oF oF
— =0, ..., — =0 — =0, ..., — =0,
(6.52) 0y Oxy, oy OYm,
gl(x,y):(), SRR gTYL<x7y):O

egyenl6ségek az My pontban.

Az F fuggvényt a f-hez rendelt Lagrange-féle figguvénynek nevezziik és a Aq,..., Ay,
szamokat Lagrange-féle multiplikatoroknak.

Bizonyitds. Mivel M, a (6.48) fliggvénynek a (6.49) feltételeket teljesité lokalis
szélsoértékpontja, irhatjuk, hogy

of of of of

6.53 —d dz, + =——d oo+ —"dy,, =0
(6.53) B, T+ +0xn T +8y1 Y+ +8ym Y
és
01 dg1 dg1 dg1
It dx, + —2d oot =L dy,, =0,
Ba, 4t gt g Ayt 5 —dy
(6.54)
ZIm g dz, + =22d v 2y, = 0.
91, Tyt + o, T + o0 Y1+ +8ym Y

Ha a (6.54) egyenleteket rendre beszorozzuk a Aq, ..., A, allandékkal, és az igy kapott
egyenldségek megfelelé oldalait hozzadjuk a (6.53) egyenldséghez, akkor a

OF OF OF OF
(6.55) G G oy

dy, =0
oy oz, Oy Y
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egyenléséghez jutunk, ahol F'= f+ 37", \; g;.
Ezt tetszoleges A1, ..., A\, szamokkal megtehetjiik. A tovabbiakban meghataroz-
zuk ezeket az allandokat gy, hogy teljesiiljenek a

OF
— =0, 7=1,....m
Gyj
egyenloségek. Ez a
of gk .
6.56 — 4+ Ak =0, j7=1,....m
(6.56) Py ; P,

egyenletrendszer megoldasat jelenti. A (6.50) feltétel alapjan ennek a rendszernek
mindig egyértelmii megolddsa van, tehat az igy meghatdrozott allanddkra a (6.55)
egyenloségbdl kovetkezik, hogy

oF oFr
6.57 —d —dx, =0.
( ) . 14+ oz, T
Masrészt a feltételek alapjan az xy,...,z, valtozok fiiggetlenek, tehdt a (6.57)
egyenloségbdl kovetkezik, hogy

oF oF
— =0, ..., =— =0.
83:1 ’

(6.58)
fgy a tétel bizonyitasa teljes. O
Megjegyzés. A 6.6 tétel csak sziikséges feltételeket biztosit a kotott
szélsoértékfeladat megoldasara.  Lathatd, hogy a tételben kapott egyenletrend-
szer megoldasa gyakorlatilag a Lagrange-féle fiiggvény stacionarius pontjainak
meghatarozasat jelenti. Elégséges lenne tehat megoldani a (6.52) egyenletrendszert az
Ty ooy Ty Yy - -+ Ymy A1y - - 5 Ay iSIETEtlEnekben, és a megoldasok kozil kivalasztani
azokat a pontokat, amelyek az eredeti szélséértékfeladatnak is megoldasai. A

Ha az f és a g; figgvényeknek létezik a masodrendi differencidlja az My egy
kornyezetén, és a masodrendit parcialis derivaltak folytonosak M,-ban, akkor az f
Lagrange fiiggvényének a szélséértékpontjainak meghatarozasdhoz tanulmanyozzuk a
d?F méasodrendfi differencidlt. De

(6.59) (del +Zdyja ) F+Z—d2yj,

és mivel az M, pontban
or 0 OF

Oy
azt kapjuk, hogy

(6.60) (dez +Z U5y )
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Annak az eldontésére, hogy d%F pozitiv vagy negativ definit (a (6.49) feltételek mel-
lett) a dy,...,dy, differencidlokat a (6.60) egyenlségben a (6.54) egyenletrend-
szerbdl kapott kifejezéseikkel helyettesitjiik.

6.7 Kituzott feladatok

iaizi . , .
1. Szamitsd ki az f : R" — R, f(x1,29,...,2,) = €= fliggvény k-adik

differencialjat!
2. A z és u fliggvényt az

zyz +In (22 +y2 +2%) = 2

egyenletrendszer értelmezi a D C R? tartomdnyon, ahol az f € CY(D)
figgvény parcialis derivaltjai sehol sem 0-k a D-n. Szamitsd ki a z és az
u fiuggvény x és y szerinti parcialis derivaltjat az f parcialis derivaltjainak
fiiggvényében.

3. Az f : R* — R figgvényt k-adrendii Euler értelembe vett homogén
fliggvénynek nevezziik, ha

fltwy tag, ... tw,) =t f(xy, 20, ..., 2,), V(21,29,...,2,), YVt ER.

Bizonyitsd be, hogy ha f Euler értelembe vett k-adrend homogén fliggvény,
akkor
of af of

i+ Tom— + o+ Ty = nf (T, X2, ., T).

8x1 8@ axn

4. Bizonyitsd be, hogy ha v : R* — R egy C? osztalyu fiiggvény, akkor

ov Ov ov ov  Ov ov
D(@xl’axz""’axn’> D<8y1’8y2""’8yn’)
= 9
D(y1,v2, -, Yn) D(xy,z9,...,2,)
ahol v =wv(x1, 2, ..., Tn; Y1, Y2, -+, Yn)-

5. Bizonyitsd be, hogy az f(z,y,a) = 0 egyenletii egyparaméteres gorbesereg
burkolégorbéje teljesiti az

f(z,y,a) = 0
%(m,y,a =0

S~—
|

egyenletrendszert. Fogalmazz meg (és bizonyitsd is be) egy hasonlé tulaj-
donsagot feliiletekre!
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6. A VAIAA3... A, guldban az A1A5As... A, rogzitett sokszog kor koré irhato
és a V csucsnak az alapra eso vetiilete az alapsokszog belsejében van. Hatérozd
meg a gula teljes felszinének minimumat, ha a gila magassaga h! Oldd meg a
feladatot elemi mddszerrel és tobbvaltozds fiiggvények segitségével!
7. Szamitsd ki R"-ben az a9 + > aj;z; = 0 egyenletii hipersik és az
j=1
M(29,29,...,2%) pont tavolsdgat.
8. Hatdrozd meg az M (z},xl,... x}) pont tavolsigdt a > ay(z; — 29)? = R?
i=1
egyenletii feliilettél, ha «; > 0, minden i € {1,2,...,n} esetén!
9. Bizonyitsd be, hogy ha xq,2s,..., 2, > 0, akkor
T+ xo+ ...+ Ty
YX1To ... Ty < .
n
10. Hatdrozd meg az f:R"™ - R, f(z) = a;ljJz —z;||* fliggvény minimumat, ha
i=1
a; € R, minden 1 <i <n esetén (||z| az z euklideszi normédja).

11. Tekintsiik az r > 0 valds szamot és a B = {x € R"|||z|| < r} halmazt. Bi-

zonyitsd be, hogy ha az v : B — R, fliggvényre létezik a € B tgy, hogy
n o n 2

ula) =0 és > > (85,25‘36) <1 a B-n, akkor u(x) < 2r?, barmely z € B.
i=1j=1 !

12. D C R™ egy nyilt halmaz, A a D egy zart konvex része, valamint f : D — R”
egy Frechét differencidlhaté fiiggvény. Bizonyitsd be, hogy ha f(A) C A és
létezik olyan ¢ € (0,1), amelyre > ‘% < g <1, barmely 1 < j <n esetén,

=11
akkor az
ry = f1<$1, To, ... ,J}n)
Ty = f2<xlax27"'7xn)
Tp = fn(xhx?a"')xn)
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van A -ban.
13. Bizonyitsd be, hogy ha D C R"™ nyilt és konvex halmaz, valamint f: D — R

egy C? osztélyu fiiggvény és

2
Am(x) = det ? f )
8%8% 1<i,j<m

akkor a kovetkezo két allitas egyenértéki:
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14.

15.

16.

17.

18.

1° f konvex;
2° Ap(x) >0, haxeD és 1<m<n.

R™-ben adottak az M;(x;1, 2, ..., Tw), 1 <i < m pontok. Hatarozd meg azt
n—1

a x, = ap+ Y a;x; egyenletii hipersikot, amelyre a pontoknak a hipersiktdl
i=1

vald eltéréseinek négyzetosszege minimalis, ha a hipersiktol vald eltéréseket az

Oz, tengely mentén szamitjuk.

Bizonyitsd be, hogy az f:R" — R,

n

f(l’l, Lo, ... 7ZL'n) = Z aijxixj

ij=1
fiiggvénynek a B = {x € R"| ||z|| = 1} gombre vald lesziikitésének a maximuma
és minimuma az A = [ay]; ;_1; métrix legnagyobb, illetve legkisebb sajatértéke
(|lz|| az = euklideszi norméja).

Hatérozd meg az f:R" - R, f(x1,29,...,2,) = Y. x? fliggvény minimumat,

n

=1
n

ha > a;jz; = b;, minden 1 <i <m, és rangla;;] =m < n.
j=1

(Razvan Satnoianu'*®) Legyen f : (0,00) — (0,00) egy kétszer derivdlhaté

figgvény, amelyre f”(z) > 0, Vx > 0, ésa g : (0,00) — (0,00), g(z) =

= 2?f"(x) + zf'(x) figgvényre létezik olyan r > 0, amelyre g(z) < 0, ha

x € (0,7) és g(x) >0, ha = > r. Bizonyitsd be, hogy ha a

h:(0,00)" — (0,00), f(x1,29,...,2,) = ;f(:cl) —nf(0)

n
figgvény K = <z € R"|[]x; =1, halmazra valé lesziikitésének minden

=1
stacionarius pontja legfeljebb két kiilonbozo koordinataval rendelkezik,

és limoh(xl,arz, cey®y) = 0, minden 1 < k < n esetén, akkor
Tp—
h(zy,xg,...,2,) > 0, barmely (x1,2s,...,2,) € K esetén.

Bizonyitsd be, hogy ha a P(pi,pa,...,pn) = > a;jp;p; polinomban a p; =
ij=1

n
= > gk, 1 < i < n valtozécserét hajtjuk végre, akkor a ¢;q; szorzat
k=1

n
.. g . 2 [
egylitthatdja ugyanaz, mint az L(u) = > aij% operatorban az n, =
i.j=1 Y
9%u
n:0n;

n
= > agr;, 1 <i<n véltozdcsere utdn a 5
i=1

egyiitthatoja.

148 JTPAM, 2002:3, r.a.satnoianu@city.ac.uk
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19. Bizonyitsd be, hogy ha az
of On Oh Oh ]
0xy Oxry  Oxrp_1 Oxp
o, oh  oh of
(7 61) D(fl; f2, e fn) _ 81’1 8332 Gasn_l ailj'n
Dlaywasn) 1 0fy 0fuss Ofucr Ofucs
8x1 81’2 o 8xn_1 8xn
of Oh Ok ol
| Oy dxg  Orpy Oz, |
matrix maximaélis rangja r, amikor = = (zq,22,...,2,) € D C R", akkor az
fi, fa, -, fn figgvények kozt pontosan r darab funkcionalisan fiiggetlen van
(a tobbi ezektél figg).
20. (Andrés Szilard) Bizonyitsd be, hogy ha f : [a,b] — R, kétszer derivalhatd,

novekvé és konkav figgvény, az L : [a,b] X [a,b] — R, fliggvény szimmetrikus
, 0°L oL
b —————— - —

Oxdy(x,y) Ox

<a<z; <z9...<uz, <b valds szamokra

(y,z) < 0, barmely z,y € [a,b]-re, akkor tetszoleges 0 <

Z fxi) L(xi, wim1) > Z f(@i) L(xi, wig1).

Megjegyzés. Ha L(x,y) egy pozitiv egylitthat6ji homogén kétvaltozds poli-
nom reciproka, akkor teljesiti a feltételt.



8. Fejezet

Allanddk

Ha ¢ egy kicsit kisebb volna,
akkor Univerzumunk egyszertien
hidrogénbdl allna, ...

Martin Rees

Ebben a fejezetben néhdany fontos matematikai allandéval és azoknak tulaj-
donségaival foglalkozunk. FEzek koziil néhany csak torténeti szempontbdl fontos
(példaul a v/2), de a legtobbet inkébb a felhasznaldsokbeli gyakori eléforduldsa miatt
érdemes ismerni. Mi csak egy-egy kis izelitot probalunk adni ezekkel az allanddkkal
kapcsolatban, ezért ezt a fejezetet inkabb figyelemfelkeltének szanjuk.

8.1 A Pithagorasz-féle allando

A /2 szdmot néha Pithagordsz-féle dllandénak nevezik.'*® Ez megkozelitéleg
V2 =1,4142135623. ... A 14. oldalon igazoltuk, hogy ez a szdm nem racionalis.

A /2 szam torténeti szempontbdl érdekes, taldn ez volt az elsé olyan szém,
amelyrdl igazoltdk, hogy nem racionalis. Talan a pithagoréaszi iskoldhoz tartozo
Hipassus'® egy geometriai gondolatmenet segitségével igazolta, hogy az egységoldali
négyzet &tléja és oldala nem Gsszemérhetd. Ez pontosan azt jelenti, hogy a v/2 nem
racionalis. Felfedezéséért a pithagoreusok tengerbe is hajitottak.

Tobb szaz évvel késébb Euklidesz Elemek cim munkédjanak X. kotetében meg-
taldlhaté egy tetszéleges \/n szdm irracionalitdsdnak a bizonyitdsa, ha n nem teljes
négyzet.

A V2 szémot kordbban is ismerték, példdul a babiléniaktdl szarmazik a

24 51 10
221+ —+ — + ——= = 1,41421296296296 . . .
V2 * 60 i 602 + 603 ’

kozelités.

149
1

szémoszi Pithagordsz (ITvdayopas), ~ 560 - ~ 480 i.e.
SOmetapontoszi Hippasus, ~ 500 i.e.

327
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8.1.1 A /2 kozelitése

A 93. oldalon lattuk, hogy az x,,1 = % (a:n + ﬁ) sorozat konvergens és hatarértéke

V2. Ez taldn a V2 legismertebb kozelito sorozata.
Az

(1.1)

Gpi1 = Qp + 20y,
bn+1 =ay, + bTL7

rekurzidkkal értelmezett sorozatokra

An+1 o bn

anrl _+17

tehat

lim a—nz\/g.

Ha ezzel a sorozattal kozelitjik a V2 -t, akkor az utolsé osztastol eltekintve csak
osszeadasokat hasznalunk. A kozelités gyorsasdgara vonatkozoan igazolhatjuk, hogy
az &, = |V/2 — a,/by,| killonbségekre teljesiil az e,41 < €,/5 egyenlStlenség.

A mezopotamiaiak a; = 1 és by = 1 kezddértékkel az ay = 17 és by = 12
értékeket haszndltak a /2 kozelitésére.

Megemlitjiik, hogy linedris rekurziok esetén matrixok segitségével is reprezentdl-
hatjuk a sorozat tagjait. Ebben az esetben a rekurziot

)= ()
- ()
()= ()

A kozelitések egyik legfontosabb probléméja a gyorsasag novelése. Ebben az e-
setben hasznédlhatjuk az n = 2P alaku indexeket (igy a matrixot minden lépésben
négyzetre emeljiik), és egy gyorsabban konvergal6 sorozatot kapunk.

alakban is frhatjuk, tehat az

matrix segitségével
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8.1. Abra. Arkhimédesz algoitmusa n = 6-ra

8.2 Az Arkhimédesz-féle allandd

Az Arkhimédesz-féle allandé kozismert nevén a .
Arkhimédesz egy kor koré és a korbe irhaté 96 oldalu sokszog tanulményozasanak
segitségével igazolta, hogy

10 1
2.1 3+ — 3+ =.
(2.1) +71<7r< +7

A 7 torténetérol és tulajdonsdgairdl érdemes elolvasni a [15] cikket.

8.2.1 A 7 kozelitése

2.1. Tulajdonsag. ([73]) Ha a, és b, az egységsugari kor kéré, illetve a korbe irt
szabalyos n oldalu sokszog keriilete, akkor

2a,b
2.2 n = Ukl
22 T+ b

(23) bgn =\ agnbn.

Bizonyitds. Jeloljik [ -val és [,-vel az egységsugari kor koré, illetve a korbe irt
szabalyos n oldali sokszog oldalanak hosszat. Irhatjuk, hogy

lx = 2tgz, [y = 2sin E,
n n
és igy

T T
a, = 2ntg—, b, = 2nsin —.
n n
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A .
T tgrsinx
2  tgx +sinz
azonossag alapjan
2a,b, 2+ (2n)*tgZsin T tgTsin T
- n- v = 71'n : nﬂ' = 4dntg— = agp,
an +bn 20 (tgZ +sinZ) tgZ + sin X on

tehdt a (2.2) egyenléség teljesiil. Ugyanakkor

v/ aonb, = 2n 2tg12 sin T CoS T 4n 4 [sin® T 4n sin T bay,
2n 2n 2n 2n 2n

tehat (2.3) is teljesiil. O

Lathatd, hogy az elébbi rekurzidk egy viszonylag egyszerii algoritmust eredmény-
eznek a w kozelitésére. Ezt nevezziik Arkhimédesz-féle algoritmusnak. Egyes szerzok
Borchardt-Pfaff algoritmusnak is nevezik (lasd a 96. oldalt).
Megjegyzés. Barmely n € N* esetén

b, < 2w < a,.

A 96. oldalon ismertetett gondolatmenet alapjan az (a,) és (b,) sorozatok konver-
gensek, és ugyanaz a hatarértékiik. Igy

(2.4) lim a, = lim b, = 2.

n—oo n—oo

Ezzel a 96. oldalon taldlhat6 1.3 gyakorlat (7) alpontjaban tanulményozott sorozat
hatarértékét is kiszamoltuk. A
Megjegyzés. Ha a hatszoghdl indulunk ki, akkor irhatjuk, hogy

00:a6:4\/§> dy = bg = 6,
és a
(2.5) Cn = Qgon, dy = bgon
sorozatok hatarértéke 2mw. Lathato, hogy
¢ =24(2—-3), dy=6(v6—-V?2)

és n € {0,1,2,3,4} esetén a kovetkez6 megkozelito értékeket kapjuk:

3,00000 < 7 < 3,46410, 3,10583 <7 < 3,21539, 3,13263 < 7 < 3, 15966,
3,13935 <7 < 3,14609, 3,14103 < 7 < 3,14271.

Léathatd, hogy az n = 4-re kapott értékek (ezek szarmaznak a szabdlyos 96 oldald
sokszogbdl) egy jé raciondlis kozelitése az Arkhimédesz &ltal hasznalt

10 1
(2.6) 3,14084507 = 3+ — <7 < 3+ - = 3, 14285714

kozelités.
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8.2.2 A Buffon-féle probléma

Buffon'! a kovetkezd valdszintiségszdmitési problémat vizsgalta (ldsd [29, 36. oldal]):

A sikon tekintsiik az y, = 2ak egyenletii egyenesek csalddjat (ezek egymadssal
parhuzamos egyenesek, és két szomszédos egyenes tavolsiga 2a). Egy 21 (I < a)
hosszisagu tit véletlenszertien hajitsunk ré a sikra. Mennyi a valdszintisége annak,
hogy a tli metszeni fog legaldbb egy egyenest?

[gazolhatd, hogy a keresett valdszintliség

2

p )
aTm

tehat a centralis hatareloszlas tételek értelmében a kisérletet sokszor megismételve, a
relativ gyakorisag kozelitd értéke a valdszinliségnek, és igy a m-nek is kiszamithaté
egy kozelit6 értéke.

8.2.3 A m n-edik szamjegyének kiszamitasa

A [9]-es cikkben igazolték a

2.7) > 4 2 1 1 1
. mw = — — — _
c~\8k+1 8k+4 8k+5 8k+6 16k

osszefliggést, amely lehetévé teszi, hogy kiszamitsuk a m n-edik szamjegyét kevés
memoria felhasznalasaval.

8.3 A szamtani-mértani kozép

Az a és b pozitiv szamok szamtani-mértani kozepét a 96. oldalon az 1.3 gyakorlat
(6)-0s alpontjaban értelmeztiik az (z,) és (y,) sorozatok kozos hatérértékeként, ahol

1
(3.1) r1=a>0,yy=b0>0, Xy = 5(% +Yn)s Ynt1 = /Tnn-

Ezt a hatérértéket M(a,b)-vel jeloljiik. Vildgos, hogy M(a,b) = M(b,a), és ha
a = 0, akkor M(0,b) = 0, barmely b > 0 esetén. A kovetkezd tulajdonsdgban
néhany azonnali 6sszefiiggést sorolunk fel.

3.1. Tulajdonsag. Ha a,b két pozitiv szam és az (x,), (y,) sorozatokat a
(3.1) &sszefiiggések segitségével értelmeztiik, akkor az M(a,b) teljesiti az alabbi

151 Georges Louis Leclerc de Buffon, 1707 - 1788
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egyenlbségeket:

(3.2) M(a,b) = M(xn,yn), n >0,

(3.3) M (a,b) = M((a+b)/2,Vab),

(3.4) AM (a,b) = M(Aa, \b), X >0,

(3.5) M1, Vv1I—2?)=M(1+2z,1—2), lz| <1,
1+ 2v/b

(3.6) M(1,b) = TM <1, 1——|—b> )

Bizonyitdas. Egy konvergens sorozat hatarértéke nem valtozik meg, ha az els6 néhany
tagjat elhagyjuk, tehat (3.2) teljesiil. Ez alapjan kovetkezik a (3.3) és (3.5) is.
A (3.4) egyenléség nyilvanvals, mert a sorozatok minden tagja szorzddik \-val.

Az utolsé egyenldség kovetkezik a masodik és a harmadik egyenloségbdl. O
Az el6bbi tulajdonsdgok alapjan lathatd, hogy elégséges kiszamitani az M(1,b)
értékét, és ebbdl a felsorolt tulajdonsdgok alapjan kiszdmithaté az M(a,b),
oo

tetszéleges a,b € R esetén is. Ez a magyarazata annak, hogy az f : [0, 00] — [0,

(3.7) f(z) = M(1, z)

fliggvény tulajdonsagait tanulmanyozzuk. Igazolhatd, hogy az f fiiggvény folytonos
és
(a+b)m

M(a,b) = 4K(

a—i—b)
ahol

K(x) =

az elsofaju elliptikus integrdl. A bizonyitast nem részletezziik, megtalalhaté [30]-ban.
Szintén [30]-ban taldlhat6 a Brent-Salamin algoritmus a 7 megkézelitésére.

1 a, + by,
R an —_
\/57 +1 9

4a
Um m—0o0
1—23700,2%(a} — b7) "

Qg = ]-7 bO - ) bn+1 - anbn

8.4 Az e szam

Az e szamot a 104. oldalon az 1.2 tulajdonsig segitségével értelmeztiik. A 287.
oldalon igazoltuk, hogy az e transzcendens szam (5.4 tétel). A kovetkezé néhany
probléméval arra szeretnénk ravilagitani, hogy a természetes logaritmus alapjanak
megvalasztasa nem véletlen, és hogy az e szam el6fodul tobb gyakorlati feladat
megoldasa soran.
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A XV-XVI. szazadban a kamatos kamat kiszamitasdhoz tablazatokat készitettek
(pl. Simon Stevin'®?). Ezekkel a tdbldzatokkal valé szdmoldst szerette volna Joost
Biirgi'® felgyorsitani. Adott p kamatléb mellett az z,, = (1+ &)" (n=0,1,2,...)
mértani sorozathoz elemenként a 0, 10, 20,..., 10n szamtani sorozat elemeit rendelte.
fgy az els6 sorozat barmely két elemének szorzatahoz éppen az a szam tartozik, amely
a megfelel6 szamtani sorozatbol vald elemek Osszege. A tablazat 1611-ben késziilt el,
de csak 9 évvel kés6bb jelent meg. Ennek koszonhette John Napier'® skét matema-
tikus, hogy elészor az 6vé vélt ismertté (1614). Napier munkéja annak a mozgasnak
a kozelito leirdasabol szarmazik, amikor valaki egy d hosszisagu iton halad gy, hogy
sebességének méroszama minden pillanatban megegyezik a hatralevé it hosszaval. Az
idot rovid hosszisagu szeletekre vagta, és a sebességet minden szeletben allandénak
vette. Az igy kapott ut-id6 értékekbol tablazatot készitett. Lathato, hogy mindkét
megfeleltetés olyan jellegii, hogy ha az argumentum a k -szeresére novekszik, akkor a
fliggvényértékek egy k-tdl fliggd konstans értékkel mdédosulnak. A méasodik esetben
ha v(t) a sebesség ¢ id6 utdn, akkor a [0,¢] id6 alatt megtett it hossza f(f v(x)dz,
és igy, ha [ az ut teljes hossza, akkor az

l—/tv(x)dx:v(t), o(0) =1, t> 0

integrélegyenlethez jutunk. Ha mindkét oldalt derivéaljuk, kovetkezik, hogy v'(t) =
= o(t). Ez magyardzatot ad arra, hogy a természetes logaritmus alapjanak miért
valasztottak e-t.

Ha N (t)-vel jeloljiik a t id6pillanatban egy radidaktiv anyag atomjainak a szdmat,
akkor a At id6 alatt elbomlé atomok szama egyenesen aranyos a At -vel és az atomok
szaméval. Igy a [t,t + At] intervallumban elbomlott atomok széma

N(t+ At) — N(t) = —AN(t)At.

Ha At — 0, akkor a N
T AN

egyenlethez jutunk. A X\ > 0 paramétert bomldsi dllandonak nevezziik. Ha mind-

két tagot a bal oldalra vissziik, és beszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat e -vel,

akkor azt kapjuk, hogy az U(t) = N(t) - eM fiiggvény derivéltja 0. A Lagrange

tétel kovetkezménye alapjan U &llandd, tehat létezik olyan ¢ € R, amelyre N(t) =

ce ™ Vt € R. A c 4llandé pontosan az N(0), tehdt

(4.1) N(t) = N(0)e "Vt € R,

Ez a figgvény kifejezhetd ugyan tetszoleges a alapi exponencidlis fliggvény
segitségével, de ennek ellenére a feltételbeli bomlasi allandé csak akkor jelenik meg

1528imon Stevin, 1548-1620
153gvajci miiszerkészits, 1552-1632
154 John Napier, 1550-1617
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egyszeri szorzotényezoként, ha a = e. TetszOleges t; esetén, ha meg szeretnénk
hatdrozni azt a T id6t, amely alatt az N(ty) atomok fele elbomlik, akkor az
N(to+T) = 1N(to) egyenletet kell megoldanunk. Ebbél kovetkezik, hogy

In 2
=

A T éllandot felezési idonek nevezziik. Erdemes megjegyezni, hogy valahanyszor
egy mennyiség valtozasanak sebbessége a mennyiség pillanatnyi értékének valahanyad
része, mindig egy ilyen modellt kapunk. Példdul, ha egy baktériumtenyészetet vizs-
galunk, akkor a szaporodas egyenesen aranyos a tenyészet nagysagaval, tehat ismét
a

(4.2) T

dz
E =Cx
egyenlethez jutunk, ahonnan
z(t) = 2(0)e’".

A kovetkezO problémat egybeesési feladatnak nevezziik. Gyakran ajdndékozdsi
paradoxon, vagy a kalapmegdrzé problémaja, vagy a kdrtyakeverési feladat, vagy az
osszejovetel probléméjanak szoktak nevezni.

A kalapmegoOrzd problémaja a kovetkezo: egy megorzébe n kalapot adnak be és
kiadaskor a kalapokat véletlenszertien szétosztjak. Mennyi a valdszinlisége annak,
hogy senki sem kapja vissza a sajat kalapjat?

A Kkartyakeverés probléméja: ha egy kartyacsomagot Osszekevernek, mennyi a
valosziniisége annak, hogy egyetlen kartya sem keriil ugyanarra a helyre, mint a
keverés elétt (vagyis, ha az eredeti sorrendben megszamozzuk a kartyakat 1-t6l n-ig,
akkor a keverés utédn a k-adik kdrtya nem szabad a k-adik helyen legyen).

Lathato, hogy ez gyakorlatilag azoknak a o : Ny — N’ permutacidknak a
megszamlalasat jelenti, amelyekre o(i) # ¢, ha i € N. A szamlalast a szitaformula
segitségével végezziik el. 0 > j > n esetén azt mondjuk, hogy a o permutacionak le-
galdbb j darab egybeesése van, ha létezik py,ps,...,p; gy, hogy o(p;) = p;, minden
i€ {1,2,...5} esetén. Lathaté, hogy ha S; a legaldbb j egybeeséssel rendelkezd
permutaciok halmaza, akkor

S,CS,.1C...CSyCS].

Mésrészt |Si| = (}) - (n — k)!, mert (}) killonbozé médon vélaszthatjuk ki azt a
k elemet, amelyeknél egybeesés van, és a tobbi (n — k) elem tetsz6leges sorrendben
lehet. Ugyanakkor, ha a keresett permutacidk szama |S|, akkor |S| = n!—|S;|, tehat

a szitaformula alapjan

S| =nl—1— (?) S(n—1)+ (Z) '(n—2)!—...+(—1)"(2) - (0)!.

Ebbdl kovetkezik, hogy a keresett valdszintiség
Sl .1 1 1 1

I TR TR

n
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Ha hatérértékre tériink (n — oo ), akkor a

(4.3) lim p, = e
egyenloséget kapjuk, tehat ismét megjelenik az e.

A feladat a kovetkezoképpen altalanosithato:

Tekintstink egy kn kartyat tartalmazé paklit, amelyben k szind kartyak vannak,
minden szinb6l n féle (1-t6l n-ig szdmozott). Kétszer egymds utan megkeverjiik
a paklit és kiosztjuk a kartydkat k jatékos kozt. Mennyi a valdszinlisége annak,
hogy egyetlen jatékos sem kap olyan kartyat, amely ugyanannyiadik helyen szerepel
mindkét osztasnal? Ha p,; a keresett valosziniiség, akkor rogzitett k esetén

lim p,, = ek
n—oo

(lasd [64]). Lathat6, hogy innen k =1 esetén visszakapjuk a (4.3) eredményt.

85 In2

A In2 szam egyszerii sorozatok hatérértékeként jelent meg a 110. oldalon (az 1.9
kovetkezmény k = 2-re, vagy az 1.10 kovetkezmény). Lattuk, hogy a felezési idé és
a bomlasi dllandé kozti Osszefiiggésben is szerepelt (lasd a (4.2) Osszefiiggést).

Ertelmezhetjﬁk a In2-t a kovetkez6 egyenloségekkel is:

2 dt Udt V2 dt
(5.1) ln2:/—: —:/ .
Lt ot fy 1—t
Az integral kozelitésére a téglalapok képletét hasznaljuk:
b n
/ f#)dt =Y f(a+kh) + R(h),
a k=1

ahol f folytonos az [a,b] intervallumon és h = (b — a)/n. Ez alapjan az f(t) =
=1/(1+1t) fiiggvényre a [0, 1] intervallumon a

li ! + ! +F ! In2
im oo+ — ] =1In
egyenloséghez jutunk, ami pontosan a 110. oldalon talalhato 1.9 kovetkezmény k = 2

esetén.
Ha ugyanannak az integralnak a kozelitésére a trapézok képletét hasznaljuk, akkor

In2= 1 3+ L + L + + L
n2= lim |— _—
n—oo | 4n n+1 n+2 2n —1
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egyenloséghez jutunk. A trapézok képlete

[ roa="

alakban frhaté. Hasonléan a Simpson'®® képlet

n—1

fla)+ f(b) + ) fla+kh)| + R(h?)

k=1

/ F(#)dt = %Z Flatkh) + fla+ (k= 1)) +4f(a+ (k — 1/2)h)] + R(h"),

tehat ugyanabbdl az integralbdl a

= 1 1 4
2= li
" ni%;{n+k+n+k—1+n+k—1/2

egyenloséghez jutunk.
8.6 Az optimalis megallas problémaja

Az optimadlis megdllds problémdja sok mas néven is megtaldlhato a szakirodalom-
ban. Gyakran eléfordul a titkdrno problémdja, vagy a hdzasoddsi probléma, vagy a
szultdn hdaremének problémdja mnéven is.

Tekintstlink egy kiilonb6z6 jeloltekbdl &ll6 rendezetlen, véges ay, as, . . ., a, soroza-
tot. A jeloltek koziil egyet kell kivalasztani a kdvetkez6 algoritmus szerint: egyenként
megvizsgaljuk a jelolteket, és a vizsgalat pillanataban vagy elfogadjuk, vagy elu-
tasitjuk azt. Az elutasitott jelolteket nem lehet visszahivni, és az azy1 jeloltet
csak akkor vizsgalhatjuk meg, ha az aj jeloltet mar elutasitottuk. A probléma
természetesen az, hogy a legmegfelel6bb jeloltet vélasszuk ki. Pontosabban akkor
alljunk le, amikor a legjobb jelolt kivalasztasanak valészintlisége a legnagyobb.

Igazolhatd, hogy ha

(6.1) m:min{k|k21, 2%31},

j=k+1

akkor a legjobb stratégia, ha az els6 m — 1 jeloltet elutasitjuk és az m-edik jeloltet
elfogadjuk. A bizonyitdst megtaldlhatjuk [28]-ban. Léathatd, hogy
n
6.2 ~ =
(62) m
tehat az optimadlis vélasztds valdsziniisége megkozelitéleg 1/e = 0.367894 .. ..
A problémardl részletesebben olvashatunk a [20] és [36] cikkekben.
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8.7 Altalanositott Fubini szamok

Ebben a paragrafusban az &ltalanositott Fubini'®® szdmok értelmezését és tulaj-
donsagait ismertetjiik. Igazoljuk az altalanositott Fubini szamok és a masodfaji Stir-
ling, illetve az Euler-féle szamok kozti kapcsolatot.

Roégzitett n € N* esetén az n-edik Fubini szam (a, ) egy n elemi halmaz ren-
dezett particidinak szama. Lathato, hogy a1 =1, ay =3, és az3 = 13.

Az a, -re vonatkozéan megemlitiink néhany eredményt:

(i) Az S(n,j) masodfaju Stirling szdm egy n elemil halmaz j nemiires halmazbdl
allé particidinak a szama. Igazolhatd, hogy

(7.1) ay = Zj! S(n, j).

(ii) Ha o egy permutécidja a N = {1,2,...,n} halmaznak, akkor azt mondjuk,
hogy o-nak i-nél novekvése (csokkenése) van, ha o(i) < o(i +1) (o(i) >
>o(i+1)). Az A(n,j) Euler-féle szam azoknak a ¢ permutaciéknak a szama,
amelyeknek pontosan j — 1 helyen van novekvésiik. Tetszoleges n € N* esetén

(7.2) y = Z 2771 A(n, §).

(iii) Igaz az

o J
(7.3) =D 5

Osszefliggés.
(iv) A Fubini szdmok exponencidlis generatorfiiggvénye

> zZ" 1
7.4 n— = ——,
(7.4) ga n! 2 —e*

ahol agp =1 és |z| <In2. Ezzel ekvivalens a

> 2" e —1
7.5 — =
(7.5) ;a n! 2 —e*

Osszefliggés.
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(v) Teljestl az

an, 1
7.6 PO -
(7.6) nl " oyt T

aszimptotikus becslés.

A (7.1), (7.2) és (7.4) egyenldségek bizonyitdsa megtaldlhatd [24]-ben (228. oldal). A
(7.3), (7.4) és (7.6) Osszefiiggések [46]-ban talalhatok meg (1.15-6s feladat). A (7.3)
és (7.4) egyenloségek [71]-ben is megtaldlhatdok (3.32-es feladat).

[4]-nek megfelelen értelmezziik egy halmaz k -ig cimkézett rendezett particidit.
Az N halmaz egy k-ig cimkézett rendezett particidja egy olyan rendezett particidja
a N* halmaznak, amelyben minden halmazt ellatunk egy i € {1,2,...,k} cimkével
ugy, hogy az els6 halmaz cimkéje 1 legyen.

Az f, Altalanositott Fubini szdm az N halmaz Fk-ig cimkézett rendezett
particiéinak szama. Az értelmezés alapjan f,1 = a,, barmely n € N* esetén.
Ugyanakkor fy, =1, ha k € N*. Ezeknek a szdmoknak néhany tulajdonsdga meg-
taldlhat6 az [54] cikkben.

7.1. Tulajdonsag. Teljesiil az

n—1
n
(7.7) fir=1 fap=1+ kz (j>fj,k, n=2
j=1
rekurzio.
Bizonyitas. Ha n = 1, akkor csak egy eleme van a particionak, és ezt 1-gyel

cimkézzik, tehdt ebben az esetben (7.7) teljestil.

Ha n > 2, akkor minden 1 < 57 < n — 1 esetén az N} halmaznak kivalasztjuk
egy (n — j) elemi részhalmazdt, és ezt cimkézziik 1-gyel. Ez lesz a particié elsé
halmaza. Ezt (’;) kiilonb6z6 médon tehetjilk meg. A megmaradt j elembdl f;
darab k-ig cimkézett rendezett particio készithetd, de ezekben az els6 halmaz cimkéje
kicserélhetd, tehat k(’;) fjr darab k-ig cimkézett rendezett particiét kaphatunk. Ha
j = n, akkor csak egy eleme van a particiénak és ezt 1-gyel cimkézziik, tehat (7.7)
teljesiil. O

7.2. Tulajdonsag. Az f, ) sorozat exponencialis generatorfiiggvénye

(73) Fil)) = 3 fuoy = o
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Bizonyitds. A (7.8) bizonyitasdhoz a (7.7) egyenldséget hasznéljuk.
St e (10 () ) 5 -
n=1 =
oo n—1 00 o [e%S) 5
A DN (LT EVET St Sy

n=2 j=1

= —1+¢ +k(e” —1)Fy(2).

Ezek alapjan
Fr(z) = -1+ + k(e —1)Fy(z2),

tehat (7.8) teljesiil. k& =1 esetén visszakapjuk a (7.5) egyenl6séget. O
Megjegyzés. A (7.8) Osszefliggésbol a (7.7) azonnal kovetkezik, mert

(k+1—ke*)Fi(z) =€ — 1,
és a megfelel6 hatvanyok egytitthatéit azonositva
Fa/ml =k > i/ (mlj) = 1/nl, n>1,
m—+j=n
m,j>1
ami éppen a (7.7) egyenléség. A
7.3. Tulajdonsag. Teljesiil az

n—1

(7.9) Sk = Z (ZL) finln—jr—1, k=2,3,...

4=0
rekurzio.

Bizonyitds. [54]-ben taldlhatunk erre egy kombinatorikus bizonyitést is, itt csak az
analitikus bizonyitast részletezziik. Feltételezziik, hogy k > 2. Az Fi(z) képletébél
kovetkezik, hogy

(1+ Fi(2)) Fea(2) = Fi(2),
tehat irhatjuk, hogy

Z fn,kzn/n! = (Z fn,kzn/n'> (Z fn,klzn/n!> .
n=1 n=0 n=1
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Ha azonositjuk a z" egyutthatojat az egyenloség két oldalan, akkor az
n—1
Fare/ V=" fiswFamsnar/(G1(n = 5)1)
§=0

egyenléséget kapjuk, ami éppen a (7.9) rekurzié. A

7.4. Tulajdonsag. Teljesiil az

n

(7.10) For =Y K 7151S(n, 5)

j=1
egyenlGség.

Bizonyitas. Az N; halmaz minden j halmazbdl all6 osztélyfelbontasabol j! ren-
dezett partici6 alkothatd, tehat ezeknek a szdma j1S(n, 7). Ha az els6 halmazt 1-gyel
cimkézziik és a tobbit tetsz6legesen, akkor ez k77115 (n, j) lehetéséget jelent, tehat
az Osszes k-ig cimkézet rendezett osztélyfelbontdsok széma 77 k/~'j1S(n,j). O
Megjegyzés. Igazolhato, hogy ebbdl az Osszefliggésbol kovetkezik az exponencidlis

generdatorfiiggvény alakja (lasd [54]). k& =1 esetén visszakapjuk a (7.1) egyenl6séget.
AN

7.5. Tulajdonsag. Teljesiil az

(7.11) f :;i(Ly.n
' " k(1) o \ k1 J

reprezentdcio (k =1 esetén visszakapjuk a (7.3) egyenléséget).
Bizonyitds. Az 1/(1—z)=1+x+2*+..., ha |z| < 1 azonossdg alapjan

o0

1 1 1 1 1 ke? \’
F(z) = —= == =
() FURRD, K k+k(k+1)jzo(k+1>
k+1

1 1 X/ k V<jm, 1 1 &K kY e
__E+k;(k:+1)z(k+1) 2i* __E+k(k:+1)z.2(k+1> T

J=0

ahonnan kovetkezik a (7.11) egyenléség. O

7.6. Tulajdonsag. Teljesiil az

(7.12) Fak =Y Aln, )K" (k + 1y~

=1

egyenl6ség (k =1 esetén visszakapjuk a (7.2) azonossagot).
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7.1. Tétel. Az [, =In(1+1/k), k € N* jeloléssel

1 N i 1 N 1
ot A\ + 2mim)n (L = 2mim)n )|

=1

fn,k _ 1
nl  k(k+1)

(7.13)

Bizonyitds. Kifejezziik az Fi(z) fliggvényt a ctg fiiggvény segitségével és haszndljuk

a
JR— 1 1
tgr = ~
e Z+Z(Z—/€7T+Z+k’ﬂ'>

k=1

azonossagot, ahol z nem egész szamu tobbszorose m-nek.
Ha z = 2miu + [, akkor

R = -2 (1o — 1 - _1_ 1 _
REE T k+t1l—ker) k k(k+1)(ezw—1)

__l_cotwu—i__l_{_ 1 B 7 cot mu B
ok 2ik(k+1) ko 2k(k+1)  2mik(k+1)
1 1 1 J— 1 1
_E+2k(k+1)_2m'k:(/€—|—1) E+n;(u—m+u+m) B
1 1 1 1 > 1 1
TR %G TERD lk—z+z(lk—z—Zﬂim+lk—z+2ﬂim)]’

m=1

tehat a (7.13) egyenldség igaz. O
A (7.13) reprezentéci6 alapjan igazolhaté a kovetkezd két aszimptotikus kozelités
(lasd [54]).

7.7. Tulajdonsag. Rogzitett k-ra

fn,k ~ 1

7.14 ~ , 00.
(7.14) al kg T
k =1 esetén visszakapjuk a (7.6) dsszefiiggést.
7.8. Tulajdonsag. Rogzitett n-re
|
(7-15) fn,k ~ i — 00.

k(k+ 1)

A mellékelt tablazat néhany altaldnositott Fubini szamot tartalmaz.
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k=1 k=2 k=3 k=4

n=1 1 1 1 1
n=2 3 5) 7 9
n=3 13 37 73 121
n=4 75 365 1015 2 169
n=>5 541 4 501 17 641 48 601
n="6 4 683 66 605 367 927 1 306 809
n=7 47 293 1 149 877 8 952 553 40 994 521
n=3 545 835 22 687 566 248 956 855 1 469 709 369
n=9| 7 087 261 503 589 781 | 7 538 499 561 59 277 466 201
n=10] 102 247 563 | 12 420 052 205 | 270 733 288 647 | 2 656 472 295 609
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