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Bevezetés

Talélkozva régi és uj ismerdsokkel, gyakran feltevédik a kérdés: ,,-Mivel foglalkozol, hol
dolgozol?”. Az esetek tobbségében a valaszom ,,sokkol6” hatast valt ki: ,,-Matematika? Azt
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annyira nem szerettem, s most se nagyon kedvelem. Biztos nem konnyi...”. Ilyenkor
eltoprengek - valoban ennyire plip a haton a matematika nemcsak a gyerekek, de a felnéttek
korében is? Miért és honnan ez a matematika-fobia? A valasz egyszerii lehet: amit nem
értiink, attol idegenkediink, muszajbol végezziik a teenddket és nem is igazan kedveljiik,
ezért nehezen feledjiik a keserti izét. Egy sziild hogyan segitse ki a gyerekét a hazi feladat
megoldasaban, ha didkkoraban 6 sem tudta megoldani a hazi feladatat matematikabol, és az 6
sziilei sem tudtak segitséget nyUjtani ebben. Es igy tovabb, forog a mokuskerék... Valahol,
valamikor, valami rosszul miikodott, tobbek kozott a hozzaallas. Feltevédik egy nagyon
fontos kérdés: nem lehetett volna ,,masképp” csindlni? Most nem lehetne ,,masképp” csinalni,
esetleg egyszeriibben, hozzaférhetdbben a gyerek/sziil6 szamara?

A ,,masképp” gondolata vezérelt a dolgozatom témajanak valasztasaban és a dolgozatom
megirdsaban is. Dolgozatom téméja a védikus matematika (6si indiai matematikai rendszer).
A szutrak hasznalatarol lesz szd, négy fobb fejezetben. Az elsé fejezetben alapmiiveleteket
végzink el, védikus modszerekkel — a megszokottol eltéréen, nagyrészt fejben. A masodik
fejezetben a determinansok kiszamitasara adunk, nem annyira ismert mddszereket, és linearis
egyenletrendszereket oldunk meg, szintén nem hagyomanyosan (a liceumi mddszerekhez
képest). A harmadik fejezetben egy- és tobbvaltozos polinomok faktorizalasat, a negyedik
fejezetben egyenletek megoldasat mutatjuk be, védikus modszerekkel. Ez csak egy kis izelitd
(egy csepp a tengerben) a Nagy Konyv-bol (Védikus Matematika). Részletesebben az
irodalomjegyzékben felsoroltak kozott lehet informéacidkat talalni.

Nagyon sok [IX-XII. osztalyos diadkkal taldlkozom, akiknél halmozott hidnyossag
¢észlelhetd az alapmiiveletek terén. A liceumban nem lehet ujratanulni-tanitani (vagy
megtanulni-tanitani) ezeket a dolgokat, de valahogy be kell lopni az 6rai tevékenységbe. Ezt
valahogy ugy lehet elképzelni, hogy egy haz felépult félig, valahogy, de a téglak mar esnek ki
a fundamentum felett. Ezeket a téglakat vissza kell rakni, hogy tovabb épithessik a hazat.
Megfelelé hozzaallassal és segitséggel, ha nem kedvenccé is, de kedveltebbé teheté a
matematika, gyerek és sziild szamara egyarant. Mert a matematikara szikség volt, van és
lesz.

Kdszonetemet szeretném kifejezni dr. Andras Szilard egyetemi docensnek a dolgozat

megirasaban nyujtott segitségéért.



1.Fejezet: A matematika tanitasanak problémairol — az
Eurydice jelentés:

Az utdbbi években a matematikai kompetencia probléméja nagyon fontos lett. Ezt a
kompetenciat az oktatasi miniszterek az egyik olyan kulcskompetenciaként jeldlték meg,
amely sziikséges, tobbek kozott az Onmegvalositdshoz és a munkaerd piacon valod
elhelyezkedéshez. A tanulasi teljesitményszinttel kapcsolatos aggodalmak egy 2020-ig
megvaldsitandd referenciaérték elfogadasat eredményezték, ami szerint ,,Azon 15 éves
tanuldk szazaléka, akiknek nehézségeik vannak az olvasashan és természettudomanyok terén,
ne haladja meg a 15%-ot.” 2009-ben Romaniaban a matematikaban nehézségekkel kiizdék
aranya 45% felett volt (Bulgariaval egyiitt), mig az ellentétes oldalon Finnorszag és Litvania
allt, 20% alatt. Természettudomanyok esetén sem allt fényesebben a helyzet: Romaniaban
40% felett volt a természettudomanyokkal kiizdd, 15 éves tanuldk szama, igy az utolso volt a
listan (Bulgaria el6tt). Mindkét esetben Roménia sereghajto. Ezek az adatok a 2009-es PISA
felmérések alapjan szilettek. A matematika tanulasénak és tanitasanak modjat tobb tényez6 is
befolyasolja. Ilyen tényezok nemcsak a csaladi hattér, hanem a tanitds mindsége és a tanitasi

rendszerek egyes jellemzdi is.

Az Eurydice jelentés 6 fejezetbdl all, mi a 4. és 5. fejezetekrdl fogunk beszélni: a

Gyenge teljesitmény a matematika terén és az A tanulok motivaciojanak javulasarol.

1.1. Gyenge teljesitmény a matematika terén

A gyenge teljesitmény az E.U. orszdgainak egy kodzos problémaja a matematika
tantargynal. Itt nem csak a tanitas és tanitas hatékonysiga van szem el6tt tartva, hanem egy

jobb oktatasi rendszer biztositasa is.

A nemzeti és nemzetkozi felmérések eredményei alapjan elmondhaté, hogy a
matematika terén elért gyenge teljesitmény egy Osszetett jelenség. Ez kothetd a tanulod
szarmazasi hely€hez és az iskoldhoz is. Romaniaban a nemzeti jelentések tobb olyan tényezdt
is azonositottak, amelyek befolyasoljak a vidéken tanuld diakok teljesitményét. Ezek,
altalaban: az emelkedett fejlodés az oktatas terén, a tanulmanyok félbeszakitasa, a csokkent

érdeklodes, az iskoldkban tanito tanarok nem megfeleld képesitése valamint a vegyes elemi

! http://europa.eu/rapid/press-release_IP-11-1358_en.htm
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osztalyok. 2010 éta a vegyes osztalyokat megsziintették, és 600 matematika tanar egyetemi
tovabbképzésen vett részt. Ugyancsak Romaniaban az algebra, a matematikai kozlés és a
feladatok megoldasa jelent problémat a tanulok szdmara. Nem meglepd, hogy ugyanezek

problémat jelentenek a tandroknak is.

Probalkozéasokat kell tenni a matematikai oktatasban az olyan jellegli felfogasok
megvaltoztatdsara, mint: a matematika nehéz, elvont vagy nem érdekes, vagy hogy nem
fontos a mindennapi ¢letben. Egy lehetdség erre, hogy az d6ra témaja legyen tudomanykozi,
amely segitheti a tanuldt kapcsolatot teremteni a matematika és a mindennapi élet vagy mas
tantargyak kozott (Van den Heuvel-Panhuizen, 2001).

Az elemi osztélyok szintjén valé beavatkozas is segithet — az els6 két iskolai év rakja le a
jOvO matematikai nevelés alapjait. A tanitd, azonositva a problémaékat ezen a szinten, segithet
a tanuldnak kikerulni helytelen stratégidk vagy koncepciok fejlesztését, amik hosszu tdvon

akadalyt jelenthetnek a matematika tanulasaban.

Osszpontositva a tanulok gyenge pontjaira, egyénileg, jelentdsen nétt a gyerekek
teljesitménye (Wright et al., 2000, 2002). Megfigyelhetd, hogy ,,Az esetek tobbségében, ha a
beavatkozas idében torténik, és a tanuld gyenge pontjaira 6sszpontosit, ezek nem lesznek

hosszasak vagy intenzivek” (Dowker, 2009).

A tanaroknak minél nagyobb elvarasokat kell leszdgezni és ezeket kdzolni a didkokkal

is, minden didkot batoritani kell az aktiv részvételben ezen a téren (Hambrick, 2005).

A kutatasokbdl az dertl ki, hogy a gyenge teljesitményszint megszintetésére iranyuld
hatékony intézkedések atfogoak és idoszeriiek kell legyenek. Ahhoz, hogy hatékonyan
kdvethessiik a tanuldék gyenge teljesitményének problémajat, figyelni kell a képzések
sziikségét és ezek valtozasat mérni kell. A sziilokkel egyiitt, a tanaroknak ki kellene
emelniuk annak fontossagat, hogy nem szabad elbatortalanitson az a koncepcio, miszerint a

siker a matematikaban nagyrészt a tanulo velejaro képességeihez kotddik.

A sziiloket batoritani kell, hogy segitsék gyerekeiket a tanulasban, és hogy tessen nekik a
matematika. A sziildk bevonésa létfontossagl a beavatkozasi programok sikeréhez (Williams,

2008). Sajnos nagyon sok sziild nem tud segitséget nytjtani gyerekének a tanuldsban.

Az eurdpai allamok tébbségében a kdzponti hatésagok segitséget nydjtanak a tanaroknak
és az iskoldknak a matematikdban nydjtott gyenge teljesitmény problémajanak



megoldasaban. Csak néhany eurdpai orszagban beszélhetiink olyan tanarok létezésérol, akik
matematika tanulasa soran tapasztalt nehézsegekkel foglalkoznak, ez a szakképesitésik.
Elmondhatd, hogy szlikséges a gyenge teljesitmény lekiizdése érdekében tett Iépések
megfigyelésének és felmérésének javitdsa, mivel csak néhany orszag készitett felmérést a
végrehajtott segédprogramok hatasardl és kevés orszag tlizott ki célokat, nemzeti szinten, a

matematikaban gyenge teljesitményt ny(jté tanulék szamanak csokkentésére.

1.2. A tanulok motivaltsaganak erésitése

Néha, ugy az iskolaban, mint a tarsadalomban, a matematikat nehéz és elvont
tantargyként kezelik, amely olyan képletek és folyamatok sordnak megtanulésat feltételezi,
amelyek latszdlag kapcsolatban sem &llnak egyméssal, és a mindennapi életben valo
hasznalatuk latszolag elhanyagolhaté. A matematikahoz valé negativ hozzaallas és az
onbizalom hianya hatassal lehet a tanulasi teljesitményszintre és a matematika tanuldsara, a
kotelez6 oktatds utan. Az iskoldk és a tanarok fontos szerepet jatszhatnak a tanulok
érdeklédésének novelésében a matematika irant és abban is, hogy érthetobbé tegyék a
matematikat. Figyelmet kell szentelni a tovabbiakban az olvasas, irds és az aritmetikai
szamitasok elsajatitasa szintjének emelésére (az Eurdpai Unié Tanacsa, 2009). A fiatalok
érdekl6dése a matematika és a rokon tantargyak tanulményozasa irant fontos, mert
meghatarozza egy, a matematika, tudomanyok és technoldgia terlletein valo Kkarrier

lehetdségét.

Altalanosan kijelenthetd, hogy a tanulok hatékonyabban tanulnak, ha érdekli 6ket az amit
tanulnak. Sét, sokkal tobb dolgot elsajatithatnak ha tetszik az, amit tanulnak. A szakirodalom
kimutatta, hogy a motivacié egy fontos tényez6 az elméleti részek elsajatitasaban (Grolnick
et al., 1991; Ma & Kishor, 1997). A tanulmanyok azt is kimutattdk, hogy a belsé motivacio
pozitivan befolyasolja az elméleti részek elsajatitasat (Deci & Ryan, 2002; Urdan & Turner,
2005). Tehat, azoknal a tanuloknal, akiknek tetszik a tananyag, n6 a tanulas iranti belsd

motivacio és forditva.

Egyes orszagos felmérések tobbet vizsgaltak ezt a témat. Példaul a csehorszagi ,,Magma”
nevezetll felmérésbol az latszik, hogy azokban a IX. osztadlyokban, ahol a tanuldk elégedettek
voltak képességeikkel a matematika dran, kétszer olyan jo eredményt értek el, mint a tobbi
osztalyokban. Masrészt, ugyanabban az osztalyban kiilonb6z6 alacsony vagy magas
teljesitmény-szinti) tanulok gyakran egyforman valaszoltak a feltett kérdésekre, ez

kapcsolatban lehet a tanaruk minéségével is. A tanulok motivaltsdga és a matematikai
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teljesitményik befolyasolhato azzal is, hogy mennyire fontos szamukra ez a tantargy.

A TIMSS felmérés arrdl gytijtott informaciokat, hogy a VIII. osztalyos tanulok mennyire
tartjak fontosnak az elsajatitott matematikai ismereteket a tovabbtanulasban vagy a jovobeli
munkahely vélasztasdban. 2007-ben, a tanulok 68%-a a matematikat nagy értékiire becsiilte.
A VIII. osztalyos tanulok csak 6%-a nem tartotta fontosnak a matematikat a jovojliket
tekintve. Litvania és Torokorszag azok orszagok, ahol a matematikat a didkok legnagyobb
tobbsége tartotta fontosnak (87-88%). Az EU-ban atlagban 31 ponttal volt nagyobb az
eredmény azoknal a tanuléknal, akik értékelték a matematikat, azokkal szemben, akik nem.
Eszreveheté, viszont, hogy a tanuld azon jellegii motivaltsaga, hogy matematikaval
foglalkozzon, nem stabil, inkdbb dinamikus, valtozd. Csehorszagban és Skdciaban (2008-
ban) Osszehasonlitottak a tanulok motivaltsagat kiilonbozé osztalyokban, és arra a
kdvetkeztetésre jutottak, hogy ez csokken az V-VIII osztalyok sordn. Ez a megfigyelés is
kiemeli a tanarok és a tanitasi folyamat szerepét a tanuld érdeklodésének felkeltésében. A
TIMSS eredményei azt is megerdsitik, hogy a IV. osztalyos tanulok nagyobb tobbségének —

67%-anak, mig a VI1II. osztalyos tanulok 39%-anak volt pozitiv hozzaallasa a matematikahoz.

Az iskolan kivuli tevékenységeken kivil az UE orszagainak csak egyharmada tdmogat
olyan sajatos tanitasi stratégidkat, amelyek a tanuldk bevondsat erdsiti. Ezek foleg ujito
jellegli tanitasi stratégiak, beleértve azokat is, amelyek informatikat hasznélnak. Az a
kovetkeztetés vonhaté le, hogy ,a tanitasi moddszerek inkabb a gyerekek
természettudomanyok iranti természetes kivancsisagat kellene kiaknazzak, minél fiatalabb
kortdl kezdve.” (az EU Tanacsa, 2010). Romania, példaul, az egyiittmikodési stratégiak
hasznalataval (parosaval vagy csoportokban), nagy hangsulyt fektet az aktiv részvételre és az
aktiv tanulasra. Attérés tortént a frontalis oktatasrol az egyiittmitkodésben vald tanitisra és
tanulasra. Ennek célja a motivacié serkentése
és a tanulok bevonasa a matematikai tevekenységekbe.

A sziil6k bevonasa és a tanuldk batoritdsa, mar kiskoruktol, jelent6s hatassal lehet a
matematika tanuldsara. Tobb orszag, kozottik Romadania is, kiemeli a sziilok bevondsat a
tanulési folyamatba, és konkrét kezdeményezéssel jon. Romaniaban, a sziilok bevonasa a
tanulasi folyamatba, hangsulyozottabban az elemi oktatasban torténik. Célja, hogy tudatositsa
a szilil6ket a matematika szerepérdl a tanulok kognitiv fejlédésében, és modszerek javaslasa a

tanulok matematikai kepességenek fejlesztésere.

2000-2008 kozott 37%-kal nétt az MST (Math Science Technology) végz6sok szama.



Ezzel az UE tébb mint kétszeresen tullépte a 2010-re eldirt 15%-0s ndvekedeési standardot.
Mégis, ha dsszehasonlitjuk az MST végzOsok szamat az 0sszes egyetemet végzok szamaval
az EU-ban, a helyzet méasképp alakul. Lényegében ez a szazalék csokkend tendenciat mutat,
ami nemcsak a hatosagokat foglalkoztatja, de az Uzleti szférat is. A nemzeti oktatasi
hatosagok probaljak ellensulyozni ezt a tendenciat. Ugy gondoljak, hogy az MST végzésok
szama egy fontos tényezO, hogy versenyképesek legyenek a globalis gazdasdgban. A

legnagyobb csokkenést elkdnyveld orszagok kozott szerepel Romania is.

Elmondhatd, tehat, hogy a matematika az egyik alapkompetencia az egesz életen at tarto
tanulasban. Fontos Iépés a tanulok motivalédsa a matematika tanuldsara. Azért, hogy emeljék
az iskolai teljesitményuket, azért is, hogy noveljék egy matematika profili egyetem
elvégzésének lehetOségét, és a késébbiekben egy, a matematikaval rokon teruleten valo
karrier lehet0ségét. Azok a tanuldk, akik pozitiv hozzaallassal és onbizalommal kdzelednek a
matematika felé, jobb eredményeket érnek el. A TIMSS adatai igazoljak azt a tényt hogy,
kilénosen a VIII. osztalyosok korében, azok a tanuldk, amelyek pozitivan alltak hozza a
matematikahoz, jobb eredményeket értek el, mint a negativ hozzaallasuak. Ugyanez
mondhat6 el olyan tanuldk esetén, akik fontosnak tartjdk a matematikai kompetenciakat a
nevelésikben és a karrierjikben. A nemzeti és nemzetkdzi felmérések azt mutatjak, hogy a
gyerekek motivaltsdga, a matematikat illetéen, csokken az iskolaban toltott évek alatt, ezért

foltétlenal 1épéseket kell tenni ennek ellensulyozasara.

Kijelentheté az is, hogy azon tanuldok esetében, akik motivaltak és jol teljesitenek
matematikabol az elemi és V-VIII osztalyokban, inkabb ajanlott egy matematika — technika -
tudomanyok profilu egyetem, vagy egy MST orientélt karrier szdmitasba vétele, mint méas

tanuloknal.



2.Fejezet: A vedikus matematika

,,Es mikor a rend a hatart kiszabta,

Mi volt alul: és mi kerult folébe?

Itt vak dalmok, ott erdk forradalma,

Lent bomlas, fent a formak biiszkesége”

Himnuszok a Rig-védabol (A teremtés himnusza — Szab6 Lorinc forditasa)

2.1. Altaldnos bemutatas

A Védikus Matematika az indiai matematika egy 0si rendszere. Eredete a Védakig nyutlik
vissza, pontosabban az Atharva Véda-ig. Az Atharva Véda mérnoki tudomanyokkal,
matematikaval, szobrészattal, orvostudomannyal és még sok ma ismert agazattal foglakozik.
A ,Véda” szo szanszkrit eredet(, a ,,Vid” szobol szarmaztatott, ami ,,hatarok nélkili tudast”

jelent.

A védikus matematika, amely lényegesen leegyszeriisiti az aritmetikai és algebrai
miiveleteket, fokozatosan befogadasra taldlt az egész vilagon. A szakértok szerint (is) egy
praktikus eszkdz a matematika feladatok gyorsabb megoldasara. Egy 6si technika, amely
leegyszeriisiti a szorzast, osztast, négyzetre emelést, kObre emelést, négyzet- és

kobgyokvonast.

Ezt a témat nagyrészt Sri Bharati Krsna Tirthaji (1884-1960) dolgozta fel Gjra. Evekig
tartdé kutatdsok utan sikeriilt 16 kotetben dsszefoglalnia a védikus matematikat. Mindegyik
kétet egy szUtran® alapszik (a szGtrak itt nemcsak egy szabélyt jelentenek, hanem egy
megoldasi gondolkodasmodot is). A koteteknek 1d6 kdzben megmagyarazhatatlanul nyoma
veszett, igy az emlékezetei alapjan egy konyvbe foglalta mind a 16 szutrat, amelynek a
,,Vedic Mathematics” —,,Védikus Matematika” cimet adta. Kéziratai alapjan, postumus kertilt

nyomda al, 1965-ben. Ez a ma hasznélt védikus matematika alapkonyve.

A mentélis vagy az egy-két soros megoldasi mddszerek hatékonyan hasznalhatok:
szorzas-osztas elvégzésére, faktorizalasra, 1.n.k.o., négyzet és négyzetgyok, kob és kobgyok
kiszamitasara, (magasabb foku) algebrai egyenletek és egyenletrendszerek megoldasara,

? Sz(tra — aforizma; sz6 szerint fonalat vagy dolgokat dsszekdtd vonalakat jelent (Wikipédia)
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differencialszamitasra, kupszeleteknél stb. Ezek koziil tobb esetrdl is torténik emlités az

dolgozat kovetkez6 részében.

A védikus rendszer talan legmeglepdbb jellemzdje a kovetkezetesség. Az Osszefiiggés
nélkiili technikak helyett az egész rendszer Osszefliggd és egységes. Példaul: az &ltalanos
szorzasi modszer egyszerlien megfordithatd egysoros osztasra, vagy egy egyszerli négyzetre
emelést visszafelé elvégezve, egy sorban gyokot vonhatunk egy szambol, és ezek mind
viszonylag egyszeriien megérthetdk. Ez az egységesség a matematikat €lvezetessé teheti, és

Ujitasra béatorit.

Nehéznek vélt matematikai feladatok kdnnyedén megoldhatok a védikus rendszer
segitségével. A rendszer egyszerlisége abban rejlik, hogy a szamitdsokat konnyen fejben
tudjuk tartani (bar ezek le is irhatok). Nagyon sok elénye van egy rugalmas mentalis rendszer
hasznalatanak. A tanulok sajat modszereket ,,fedezhetnek fel” , nincsenek egy megadott
maodszer hasznalatara korlatozva. Ez a tanulokat kreativitasra buzditja, és jobban felkelti a
matematika iranti érdeklédésiiket. A szOtrak alkalmazésa raciondlis gondolkodassal jar, ami
segit az intuicid fejlesztésében is. Az oktatas fejlodése a védikus rendszernek is érdeke.
Kutatasok folynak azzal kapcsolatban, hogy milyen hatassal van a V.M. tanulasa a

gyerekekre; fejlesztik a védikus rendszer alkalmazhatdsagat a geometriaban, szamitasokban.

De a V.M. igazi szépségét és hatékonysagat a rendszer gyakorlatban valé alkalmazasa
adja. Kideril, hogy a V.M. az egyik lehetséges legkifinomultabb és hatékonyabb matematikai
rendszer. Elképesztd, hogy 16 szutra és 13 szub-szitra segitségével fejben végezhetok el a
hagyomanyos moédszerrel nehezebben elvégezhetd matematikai szamitasok €és oldhatok meg

Osszetettebb matematika feladatok is.

Kovetkezzen a fent emlitett 16 szltra és 13 szub-szitra®, esetenként egy-egy példaval

alatdmasztva, de eldtte szoljunk még par szot roluk:

A szutrak rovid, tomor miveleti utasitasok. A szhtra kovetkezoképpen van meghatarozva:
LAforizmak gyiijteménye, amely minden tudds lényegét a lehetd legkevesebb szOval fejezi ki, s
amelynek egyetemesen alkalmazhatdnak és nyelvtanilag hibatlannak kell lennie**.

Jelolések:

- 2/3/4=234- a szamot felosztottuk egy szamjegyli csoportokra;

® Fuiggelék, korollarium
* http://www.tattva.hu/index.php?inc=article&id=103
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- 13/132:13-102+132:(13+1)-102+32:1432;
- 2/,2/,1=5,6,1=561 - hatulrél kezdjiik a szamot leirni: 1, marada 4, 4+32=36 -

leirjuk a 6 -ot, marad a 3, 3+2=5, tehat az eredmény 561;
- V.M. — Védikus Matematika.

1.Ekadhikena Purvena — Eggyel tobb, mint az eléz6. Ez a szabaly az 5-tel végz6do
természetes szamok négyzetére vonatkozik.

752 hagyoméanyosan: 75-75 Védikusan: 75-75=5625- az els6 két szamjegy

375 e
595 7-(7 +l) =8, az utolso kettd mindig 25
5625

2. Nikhilam Navatascaramam Dasatah — Mindent a 9 -b4! és az utolsét a 10-b4Sl. A modszer

két szam szorzéasara vonatkozik. 997 -649 Védikusan:

A 997-649 hagyomanyosan: 8973
9 9 76 49
3988 oyod v b b 649-3=646,
5982 0 03351
647053

3-351=1053, teht
997649 = 646/ ,053 = 647053

3. Urdhva — tiryagbhyam — Fiiggdlegesen és dtlosan.

37-48 hagyomanyosan: 37-48 Védikusan: 3-4=12, 3-8+7-4=52,
296 )
148 8-7=>56. Tehat 37-38=12/.2/.,6 =1776.
1776

4. Paravartya Yojayet — Helyezd &t és alkalmazd. Két természetes szam osztasara vonatkozik.

5. Sunyam Samyasamuccaye — Amikor a samuchchaya egyforma, akkor a samuchchaya nulla

vagy nullava teheto.
6. (Anurupye) Sunyamanyat — Ha egyes van a tértben, a tobbi nulla.

7. Sankalana — vyavakalanabhyam — Osszeadassal és kivonassal. Lineéaris
egyenletrendszerek

39x 67y =11
67x—39y =95

megoldasara hasznalatos. Nézziik a { rendszert.

Eldszor 6sszeadjuk majd kivonjuk egymdésbol az egyenleteket. Kapjuk
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106x—106y =106 = x—y =1 és 28x+28y=84—= x+y=3. Az igy kapott egyenleteket

Ujra 6sszeadjuk, majd kivonjuk egymasbol: 2x=4—=x=2 és 2y=2=y=1.
8. Puranapuranabhyam — Kiegészitéssel vagy ki nem egészitéssel.

Hatarozzuk meg az x° +9x” + 24x + 24 = 0 gyokeit.
X° +9X* +24x+24 =0|+(x+3) = (x+3)" =x+3, x+3e{-101} = xe{-4,-3,-2}.

9. Calana — Kalanabhyam — Szamitassal.

2
2x2+x—6=0‘:2:>x2+§—3=0<:>(x+%j - _o.

1V 49 1 77 3
Azaz | x+=| =—,ahonnan X+—e<——,—r=>Xe<1-2,— .
4 16 4 4 4 2

10. Yavadunam — A hiany segitségével.

98% hagyomanyosan: 98-98  Védikusan: 100-98=2, 22 =4, 98—-2=96,
784 tehat 982 = 96/04 = 9604
882
9604

11. Vyastisamastih — Hasznald a szamtani kbzéparanyost.

+75

65-75=? A Kkét szdm szamtani kdzéparanyosa =70, 70*>=4900. Tovabba

75-65

=5 és 5* =25. Ekkor 65-75=4900—25=4875.

12. Sesanyankena Caramena — Az utolsdé szamjegy szerinti maradékok. Tizedes tort

kdzonseges tortbe valo atalakitasara (és forditva) hasznalhato.
Példaul: % =0,(052631578947368421) - az atalakitasi modszer az 1.2 Fejezetben talalhato.

13. Sopantyadvayamantyam — Az utolsot és az utolso eldtti kétszeresét.
143-12=? A 143-at felirjuk 01430alakban. 0+2-3=6, 3+2-4=11, 4+2.1=6,
1+2-0=1. Irhatjuk 143-12=1/6/,1/6=1716 .

14. Ekanyunena Purvena — Az eldtte levénél eggyel kevesebb. A 9;99;999;...;999... alaku

szamokkal valé szorzas esetén hasznalhato.
476-999="? 476-1=475, 999—-475=524,igy 476-999 = 475/524 = 475524 .

12



15. Gunitasamuchyah — A4 szorzétényezdk egyiitthatoi 0sszegeinek szorzata. Polinomok

tényezOkre bontasanak helyessegét lehet ellenérizni.
(x+3)(x—5)(3x+4)=3x*—2x>-53x—-60. A szorzotényezOk egyltthatéi Gsszegeinek
szorzata (1+3)(1-5)(3+4)=-112, a polinom egyutthatdinak 0sszege
3—-2-53-60=-112, tehat a felbontas helyes lehet.

Az X°+2x*+2x—6=(x+3)(x—2)(x+1) felbontds viszont nem helyes, mert

1+2+2-6#(1+3)(1-2)(1+1).

=8

16. Gunakasamuccayah — Minden szorzotényeza.
Ezek voltak a szutrak. Kovetkezzenek a szub-szdtrak, ezek szama 13.
1.Anurupyena — Aranyossag.

53.57=? 53-50=3, 57-50=7.53+7=60 és 60:2=30, 3-7=21, igy
53-57 =30/21=3021

2. Sisyate sesasanfitah — A maradék allandé marad.
3. Adyamadyenantyainantyena — 4z elsé az elsével, az utolso az utolséval.
4. Kevalalh Saptakan Gunyat - 7 esetén a szorzand6 143.

5. Vestanam — 0Osszekapcsolassal (a vinculum hasznélata). Az oszthatdsdg vizsgalatanal
hasznéalhato.

593957:13? Az osztd6 13, szamjegyeinek Osszege 4, ezt ekadhikd-nak nevezzik. Az
oszthat6sag vizsgalataban ez lesz az ugynevezett osculator. A 1épések a kovetkezok:
4.7=28, 59395+28=59423. 4.3=12, 5942+12=5954. 4.-4=16, 595+16=611.
4.1=4, 61+4 =65 és 65:13, tehat 593957:13.

6. Yavadunam Tavadunam — Csokkenteni a hiannyal. A négyzetre és kobre emelésnél
hasznéalhato.

43 =4%/2.4.3/3° =16/ ,4/9=1849 .

7. Yavadunam Taradunikrtya Varganca Yojayet — Barmennyi is legyen a hiany, kivonjuk a
szambol es hasznaljuk a hiany négyzetet.

89? =7100-89 =11, igy 89° =(89-11)/11* = 78/,21="7921.
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8. Antyayordasake pt — Az utolsok dsszege 10.

9. Antyayoreva — Csak az utolso tag. (Bizonyos egyenlettipusok megoldasara hasznalhato)
10. Samuccayagunitah — A szorzatok dsszege.

11. Lopanasthapanabhyam — Kikiszobdléssel eés megtartassal (Tobbvaltozos polinomok
faktorizalasara hasznalhato).

Faktorizaljuk a f =3x*+2y”+2°+7xy—4xz—3yz polinomot. ,Eltiintetiink”, szerre, egy-
egy valtozot, a tobbit megtartva. Ha y =0, kapjuk f =3x*—4xz+2*=(x-2)(3x-z), ha
7=0, f=3x"+7xy+2y*= (X + 2y)(3x + y). A két eredményt ,,egybeolvasztva” kapjuk,
hogy f =(x+2y—z)(3x+y—z).

12. Vilokanam — Eszrevétel alapjan (Egyenletek megoldasanal hasznalhato).

Peldaul az x+§ = % egyenlet valos gyokei 3 és % , mert % =3+ %

13. Gunitsamuccayah Samuccayagunitah — Az 6sszeg szorzata a szorzat §sszege.

A szatrak rovid attekintése utan osszefoglalhatjuk a védikus rendszer néhany 6 (pozitiv)

jellemzdjét.

e Osszefiiggd: A védikus rendszer egyik legszembetiindbb jellemzéije az dsszefiiggdség.
Példaul: az altalanos szorzasi modszer egyszeriien megfordithatd egysoros osztasra,
vagy egy egyszerli négyzetre emelést visszafele elvégezve, egy sorban gyokot
vonhatunk egy sz&mbol, és ezek mind viszonylag egyszertien megértheték. Ez az
egységesseg a matematikat élvezetessé teheti, és Ujitasra batorit.

e Rugalmas: A szamitasok elvégzése, a feladatok egy elére megadott, egységes modon
valé megoldasa unalmas lehet. A védikus rendszer serkenti a tanuld Kkreativitasat.
Példaul létezik altalanos szorzasi modszer de léteznek mddszerek specialis esetekre,
amelyek még jobban megkonnyitik a munka elvégzését. Nem muszdj alkalmazni
ezeket a specialis modszereket de aki hasznalni akarja, ott vannak. Ez a rugalmassag
szabad kezet ad a tanulonak arra, hogy a sajat szempontjai szerint valasszon €s
dolgozzon, fejlesztve és megerdsitve ezzel a Kreativitasat és intuicidjat. A vedikus
rendszer nem ragaszkodik a matematika tiszta analitikus megkdzelitéséhez, mint
ahogy ez sok modern oktatasi modszer esetén torténik. Ez sokat szamit abban, hogy

viszonyulnak a tanulok a matematikahoz.
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e Mentdlis, memoria javitd: A védikus rendszer egyszeriiségének koszonhet6en sok
szamitast fejben is el lehet végezni. A tanulok sajat moddszereket talalhatnak ki,
nincsenek egy ,.helyes modszer” alkalmazasara korlatozva. Ugyanakkor memdria
fejlesztd hatasa is van (nem beszélve a miiveletek fejben valo, gyors elvégzésérol).

e Kreativitasfejlesztd: A védikus rendszer sajatossagai arra batoritjak a tanuldkat, hogy
kreativan vegezzek a matematikai munkajukat.

e Mindenkihez sz6l: A V.M. hatékonynak tiinik minden képességi szféraban. A
tehetségesebb gyerekek szeretnek Kisérletezni, és a Kkevésbé tehetségesek
megmaradnak az &ltalanos (nem védikus mddszereknél), de kedvelik az egyszerl
szabalyokat.

e Fejleszti a gyors gondolkodéast: Mivel a rendszer ultra-egyszeri modszereket hasznal,
elényben részesiil a fejben szamoldas és a gyors gondolkodas természetes fejlodéséhez
vezet.

e [Egyszeri, jatékos: A matematika alkalmazasa élvezetes is lehet, ez tapasztalhato a
V.M.-nal. Es ez a matematika igazi jellege.

e Alkalmazhato az algebréban: A rendszer egy masik fontos jellemzéje, hogy a mar
megtanult aritmetikai moédszerek alkalmazhatok az algebréban is. Itt is latszik az
aritmetika és az algebra k6zotti szoros kapcsolat.

A V.M. indiai termék, mégsem tanitjak az indiai iskolakban. Mondhatnank, hogy inkabb
export termék, a vilag neves egyetemein (Oxford) is tartanak elGadasokat rola, ennek
segitségével készitenek fel tanulokat matematikabol. Errdl lesz szo, roviden, a kovetkezd

alfejezetben.

2.2. A védikus matematika helyzete Indiaban

Indidban, az ASER 2014 jelentés alapjan, a vidéki V. osztalyos gyerekek esetén 10-b6l 2
gyerek tudott haromjegyli szamokat 6sszeadni, 46,5%-uk pedig nem tudott segitség nélkul
kivonni kétjegyli szamokat egymasbol (a The Telegraph® szerint). De nem csak Indi&ban
vannak gondok. Az Egyesult Kiralysdgban 17 milli6 felnétt él, akik matematikai képessége
egyenld egy 11 éves gyerekével; tobb kelet-azsiai es europai orszag elkeriilte az Egyesult
Allamokat, az elemi- és kozépiskolak matematika szintjét nézve; Dél-Afrika az utolso eldtti a
listin a matematikai oktatds mindségét illetéen. Egy megoldas a védikus matematika

hasznalata lenne, irja ugyancsak a The Telegraph. Egy gyorsszamolé matematikai rendszer

> The Thelegraph: Vedic Maths answer to the Global Maths Crisis, 20.01.2015.
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hasznalata vitathatd lehet a technologia koraban. De, példaul, az Egyesult Kirdlysagban, az
elemi iskolakban mar megtiltottak a szamologépek hasznalatat a vizsgakon (megj.: nalunk be
sem vezették), tehat csak van helye a mentalis matematikanak az iskolai rendszereken beldil.
Gaurav Tekriwal®, az indiai Védikus Matematika Férum elndke kérte az indiai Emberi
Eréforrasok Minisztere, Mr.Smriti Irani tdmogatdsat abban, hogy az indiai matematikai

tanterv tartalmazza V.M.t is.

Indiai szakemberek (pl. Tekriwal) mar veégeztek kisérleti felmérést a V.M.
alkalmazasanak hatékonysagarél a dél-afrikai Durban-ban, az oktatasi minisztériummal
szovetkezve. Az eredmények meglepden jok lettek. A legelején felmérték a didkokat: 30
percet kaptak 20 fejben elvégezhetd gyakorlat megoldasara. Egy hét képzés utan a gyerekek

mar 9 perc alatt el tudtak végezni fejben 20 gyakorlatot (fejszamolasrél van szo).

Szingapirban sziiletett az igynevezett ,,Singapore Math™’, a szingapuri matematika. Ez a
matematikai rendszer a tanterv része mar nemcsak Szingapurban, hanem az Egyesilt
Allamokban is, ahol a vilag legjobb mddszereit valasztjak a gyerekek oktatasa érdekében.
,Miért ne lehetne ugyanezt tenni a V.M.-val Indidban?” irja Gaurav Tekriwal. Meg kell
emliteni azt is, hogy 2009-ben a PISA felmérésen India 74 nemzet koziil a 73-ik lett. Az ilyen
kinos helyzetek elkerllése érdekében dontott Ggy az indiai kormany, hogy India nem vesz
részt a késébbi felmérésekben. 2015 marciusaban, egy Bhopalban tartott gytilésen, ahol t6bb

akadémikus is részt vett, felvetodott a V.M. kotelezové tétele Indiaban®.

2015 jaliusanak méasodik felében Smriti Irani — RSS® talalkoz6 lesz, ahol sz6 fog esni az
0j indiai oktataspolitikarol és a V.M. bevezetésér6l a matematika tantervbe. Az U
oktataspolitikdval kapcsolatban mar 2015 januarjaban elkezdddtek a targyaldsok, az év

végére mar vitara bocséthatd is lehet™®.

® https://in.linkedin.com/in/gtekriwal

7 http://www.singaporemath.com/

® http://www.dnaindia.com/india/report-new-education-policy-centre-sets-ball-rolling-2066826

® https://en.wikipedia.org/wiki/Rashtriya_Swayamsevak_Sangh

' http://www.ndtv.com/india-news/union-minister-smriti-irani-holds-talks-with-rss-bodies-on-education-policy-
782848
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3.Fejezet: Vedikus modszerek alkalmazasa a
kdzépiskolai matematika oktatasaban

3.1. Alapmiiveletek
3.1.1. Az ,,Ekadhikena Purvena” — sziitra. Az 5-tel végz6do szamok négyzete

Szamoljuk ki a 35 négyzetét, hasznalva az ,,Ekadhikena Purvena” — sz(trat (ami egyet
jelent az ,,Eggyel tobb, mint az eléz6” - vel).
A 35esetén az utolsd szdmjegy 5, és az ezt megel6z6 szam a 2, ennél eggyel tobb a 3. A
négyzetre emeléshez kovetkezd miiveleteket fogjuk elvégezni: 3-4=12 és 5°=25. A
szorzds  eredménye:  35° =3.4/25=1225.  Hasonldan: 45% = 4.5/25= 2025,
75° =7-8/25=5625, 195° =19-20/25=38025. Most nézzik Aaltalanosan a fenti

szorzésokat. Egy kétjegyli természetes szam 4ltalanos alakja (tizes szdmrendszerben)

ab=10a+b, ennek négyzete ab = (10a+b)” =100a* +20ab +b?. Ha most sajétosan b =5-
ot vesziink, akkor irhatjuk: a5 =100a’ +100a+25=a(a+1)-100+25. Innen latszik, hogy

az a5 szamok utols két szamjegye mindig 25 lesz, és az els6 két szamjegy is konnyen
kiszamolhat6. Ha, példaul, a=8, akkor a 85°elsd két szamjegye 8-9 =72 és az utolsd kettd

25, tehat 85% =7225.
A haromjegyl, 5-tel végz3d szamok esetén hasonléan jérunk el: abc =100a+10b+c.

Hasznalvaaz (x+y+ )" = X%+ y2 + 2%+ 2xy + 2yz + 22X, U, Y,z € R képletet, irhatjuk

abc’ =(100a+10b+c) =10*-a® +10°-b? +¢* +2-10°-ab+2-10bc + 2-10° - ac =
=a’-10* +2ab-10° + (b’ + 2ac)-10° +2-10-bc+ ¢’

c=5 esetén: abs =a’?-10* + 2ab-10° +(b2 +10a)-102 +10%-b+25=

—a2.10% +2ab-10% +b2-.102 + 103.a+102 -b +25=a_b-(a_b+1)-102 +25
= (10a+b)? 102 — (10a+b)-10°

— (10a+b)(10a+b+1)-10?
Ebben az esetben is kdnnyen latszik, hogy az eredmény utolso ket szamjegye 25 lesz, a 25

el6tti szamot az a_b(£+l) szorzas eredménye adja.
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Példaul 145° =14.15/25=210/25= 21025, vagy 395° =39-(39+1)/25=1560/25=156025

Hasonléan: abch = a_bc(ﬁ+1)~102 +25 vagy a legéltalanosabban aa _a ,.ab5=

=a.a a ,.a -(ananflanfz...ai +1)'102 +25, neN". A bizonyitds az el6z6hdz hasonléan

elvégezhetd, haszndlva a matematikai indukcié modszerét.

Két és haromjegyli szdmok esetén a négyzetre emelések viszonylag hamar elvégezhetk
fejben, mert viszonylag kénnyen 6sszeszorozhatd ket egymas utani szam egymassal (egy-,
vagy kétjegyli szamokrdl beszélink). A kérdés az, hogy érdemes-e foglalkozni a fenti
képlettel, ha a szam négy- vagy tobbjegyli? A valasz lehet igenl6 sajatos esetekben vagy ha
még ismeriink egy par ,,triikkot”. Ezekrdl a ,,triikkokrol” beszélni fogunk késobb és vissza is

fogunk térni ezekre az esetekre.

Kovetkezzen egy érdekes atalakitas kozonséges tortbdl tizedes tortbe.
3.1.2. Az % tizedes tortté alakitasa

Olyan tortekr6l fogunk beszeélni, ahol a nevezd utols6é szamjegye 9. Lassuk, példanak
okaeért, az Etortet. Az atalakitas utan egy szakaszos tizedes tortet kapunk, a szakasz hossza

19-1=18szamjegy lesz. Hogyan fogjuk ezt a szakaszt meghatarozni? Viszonylag kénnyen:

Eldszor is: a nevezd 19, ennek elsé szamjegye 1, ezt noveljuk 1-gyel: 1+1=2, ezzel

osztunk.

Az osztast 18 (egyszerti) l1épésben fogjuk elvégezni.

1. 1épés: 1:2=0, maradék 1, - r.e. 0,0 (r.e. = részleges eredmény)
2. 1épés: 10:2=5, maradék 0, -r.e. 0,0°5

3. 1épés: 5:2=2, maradék 1, -r.e. 0,052

4. lépés: 12:2=6, maradék 0, -r.e. O, 052°6

5. 1épés: 6:2=3, maradék O, - r.e. 0,0526°3

6. 1épés: 3:1=1, maradék 1, - r.e. 0,05263"1
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7. 1épés: 11:2 =5, maradék 1, - r.e. 0,052631'5

8. Iépés: 15:2 =7, maradék 1, - r.e. 0,0526315'7

9. Iépés: 17:2 =8, maradék 1, -r.e. 0,05263157'8

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1

lépés: 18:2=9, maradék 0, - r.e. 0,052631578°9
Iépés: 9:2=4, maradék 1, - r.e. 0,0526315789'4

Iépés: 14:2 =7, maradék O, - r.e. 0,05263157894°7
Iépés: 7:2=3, maradék 1, - r.e. 0,052631578947'3
Iépés: 13:2 =6, maradék 1, - r.e. 0,0526315789473'6
lépés: 16:2=8, maradék 0, - r.e. 0,05263157894736°8
lépés: 8:2=4, maradék O, - r.e. 0,052631578947368°4

Iépés: 4:2=2, maradék 0, - r.e. 0,0526315789473684°2

Iépés: 2:2=1, maradék O, eredmény 0,052631578947368421, tehat irhatjuk

9 0, (052631578947368421). Eszrevehetd, hogy nem osztottunk sehol 19- cel.

18 szamjegy

Az atalakitas elvégezhetdé szorzas segitségével is, ha a fenti szamitasok sorrendjét

megforditjuk, és kettdvel szorzunk, valahogy igy (a tizedes vessz6 utani szamot irjuk fel):

1. lépés: 1

2. 16pés: 21 (2-1=2 eldl)

3. 16pés: 421 (2-2=4 el§l)

4. 16pés: 8421 (2-4=8 eldl)

5. Iépés: ,68421(2-8=16 - 6 eldl, marad az 1)

6. 1épés: ;368421 (2-6=12, 12+1=13- 3 eldl, marad az 1)
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17. 1épés: 52631578947368421
18. lépes: 052631578947368421(2-5=10, 0 eldl)

Tehat % =0,(052631578947368421).

Eszrevehet6, hogy 19-cel valé osztas helyett 2 -vel szoroztunk mindvégig. Még észrevehetd
egy igen érdekes dolog, éspedig: ha vesszik a 0,052631578947368421 szamot, a vesszd
utani szémjegyeket megszadmozzuk - azaz a, - a vessz6 utani i - edik szamjegy, i=118-,
irhatjuk, hogy a, +a, =a,+a,, =..=a,+a, =9, vagyis a,_=a,,,, k =1,9. Tehét a fenti két
maodszer segitségével (vagy mas modszerekével) elégséges az elsé 9 lepést elvégezni, a tdbbi

szamjegyet be lehet irni a mar meglevok segitségével.

Ha az els6 modszert vesszik: leirjuk a 9. 1épésnél kapott részeredményt, azaz

8,8,3,8,a.3,8,3,8, = 052631578 és az
ad,..8(9-a)(9-a,)..(9—a,) =052631578947368421szamra egészitjik ki. A mésodik

modszer  esetén leirjuk a 9. lepésnél kapott  részeredményt, azaz

80841 8,8,38,815 368,815 = 947368421 és Kiegészitjik (9_310)(9_a11)---(9_a18)aioa11---a18
=052631578947368421-re. JO tudni, hogy ilyen tortek esetén a szakasz utols6 szdmjegye

mindig 1. Megjegyezziik, hogy a fenti osztast el lehet végezni egy sorban is, természetesen,

és ajanlott is.

Felvetédik a kérdés: a mai szamitogépes vildgban miért kellene egy osztast papiron
elvégezni? Azonnal kovetkezik egy masik kérdés: mi torténik akkor, ha éppen nem

rendelkeziink szamoldgéppel, szamitdgéppel, mobiltelefonnal stb.? Vagy: miért is kell

nekink az T tizedes értéke? Erre, mondjuk, lenne egy valasz: egy esztergalyos tobb mint
1 A s
valoszinti, hogy nem tud egy o m atmér6ji fémradat esztergalni, viszont 0,0526 m

atmérdjit igen. Ez a gyakorlati életben szukseges, tehat az 9 egy megkozelité értékét

hasznaltuk. A matematikaban szeretnénk tudni, hogy néz ki pontosan ez a szam tizedes

alakban. Nézzik meg, miért is mitkodnek a fenti modszerek:
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11 1 11
10a+9 10(a+1)-1 1 ) 10(a+1), 1
10(a+1)|1- -
(a+ )E 1o(a+1)J 10(a+1)

2
S S T S ! e |=10t Lyt ~+107°- L ~
10(a+1) 10(a+1) (10(a+1) a+1 (a+1) (a+1)

1
a9

1

Ha a=1: —:10*1.l+1072,i2 1 1
19 2 2

+10°- = +10*-=+...=10"-0,5+107-0,25+
2 2

+107°.0,625+107*.0,125+...=0,05+0,0025+0,000125+0,0000625+... = 0,0526...

Az altalanos eset megtalalhato6 a ,,Vedic Mathematics”-ben.
Gyakorlatként elvégezhet6 az 29 és gtortek atalakitasa tizedes tortekke.

A tovabbiakban nézziink egy "mas” tipust szorzast.

3.1.3. Szorzas az alapok segitségével - a ,,Nikhilam navatascaramam Dasatah” —
szutra

Ismerdsek a klasszikus szorzasi modszerek: a szorzotébla hasznalata, amit méar elemiben
megtanitanak, két vagy tobbjegyli szam szorzata, ami papiron viszonylag gyorsan
kiszdmithato, és még sorolhatnank. A masodik védikus szutra, a ,,Nikhilam navatascaramam
Dasatah” ami magyarul annyit jelent, hogy ,,Mindent 9-b6l és az utolsét a 10-b3l” egy
érdekes szorzasi modszert takar (hamarosan kovetkezik). Nézzink egy példat: 9-7=7?
Klasszikus médszerrel (szorzotabla) egybdl irhatdé az eredmény: 63. Védikus modszerrel a
kovetkezOképpen jarunk el: Mivel szamjegyrdl van sz6 vizsgaljuk, hogy mennyi hidnyzik az

adott szamjegyekt6l a 10-ig, mivel a szamok kozel vannak a 10-hez.

_ Latjuk, hogy 9—3=7-1=6 és (-1)-(-3)=3. Akkor a szorzés eredménye a 63.

Lassunk még egy példat, most két kétjegyli szamot szorzunk egymassal: 87-94 .

87 -13

o1 06 87-6=94-13=81 és (—6)-(—13) =78, a szorzas eredménye 8178.

Lathaté, hogy a masodik szorzas konnyen elvégezhetd fejben is. A moddszer tehat a
kovetkezd: nézzilk a szorzat tagjait (a szamok szamjegyeinek szama egyelére egyenld) és

vizsgaljuk, melyikhez vannak kozelebb a 10,100,1000,10000,... szamok kozil. A fenti
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mésodik példaban lattuk, hogy ez a szdm a 100- ezt alapnak nevezzik. Ezutan nézzik, hogy
ezek a szamok kisebbek/nagyobbak mint az alap (a fenti esetben kisebbek voltak). Leirjuk a
szamokat egymas ala, mindketté mellé odairjuk a hianyt vagy a tobbletet az alaphoz képest (a
fenti masodik esetben a hianyok: —13és —6). Osszeadjuk a szamokat atlésan — ez lesz az
eredmény elsé része (8la fenti esetben) — majd a masodik oszlopban szereplé szamokat

Osszeszorozzuk egymassal — ez lesz az eredmény masodik része (78 a fenti esetben).

3.1.3.1. A szorzotényezok Kisebbek mint az alap

88 12
A 88-88 esetén: 88 12’ 88—12=76, (-12)-(-12) =144, az eredmény 76/ 44 = 7744

76 24
A 76-Olesetén: o o, 76-9=91-24=67, (—24)(-9) =216, az eredmény

67/,16 =6916.

Algebrai bizonyitas: Legyen x =10, k e N" a szorzas esetében vett alap, n, és n, a két

szam, amelyeket 0ssze akarunk szorozni egyméssal, a és b a hianyok. Ekkor n, =x—a és
n,=x-b, abeN. Irhatjuk: n-n,=(x-a)(x—b)=x*—-ax—bx+ab. Ezt az eredményt
tobbféleképpen is felirhatjuk, a helyzetnek megfelelden:

1) x*—ax-bx+ab=x|(x-a)-b|+ab=x(n—b)+ab vagy

2) x*—ax—bx+ab=x|(x-b)—-a]+ab=x(n,—a)+ab vagy

3) x*—ax—bx+ab=x|(x-a)+(x—b)-x]|+ab=x(n+n,—x)+ab.

Vegytk a 93-97 szorzatot, majd alkalmazzuk a 3). képletet: n, =93, n, =97 és x=100,
tehat a=7 és b=3. Akkor 93-97= 100( 93 94 1(}(} 73 0Q-90+21=9021. Fejben

szdmolas esetén problémat jelenthet, haaz a és b tobbletek két- vagy tobbjegyli szamok.
Gyakorlatként el lehet végezni a kovetkez6 szorzasokat: a). 86-89; b). 92-95; c). 89-89.

Lépjink tovabb: mi torténik ha a szorzat tényez6i meghaladjak az alapnak vett értéket?

3.1.3.2. A szorzotényezok nagyobbak mint az alap

Vegyuk példaul a 12-13 szorzatot, és vegyuk alapnak a 10-et, igy a 2 illetve 3

tobbletekrdl beszélhetiink. Az eljaras ugyanaz mint az el6z6 esetben.
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12 +2
a) 13 43 12+3=13+2=15, 2.3=6), tehat 12.13=15/6 =156

Nézziink még egy néhany példat:

17 +7

b) 1 17+9=19+7=26, 7-9=63, tehat 17-19 =26/ ,3=323;
19 +9
103 +03

c) : 103+5=105+3=108, 3-5=15, 103-105=108/15=10815;
105 +05
112 +12

d) 1 112+12 =124, 12-12 =144, 112-112 =124/ 44 =12544..
112 +12

Algebrai bizonyitas: Legyen x =10, k e N" a szorzas esetében vett alap, n, és n, a két
szam, amelyeket 6ssze akarunk szorozni egymassal, a és b tobbletek. Ekkor n, =x+a és
n,=x+b a,beN.irhatjuk: n -n,=(x+a)(x+b)=x"+ax+bx+ab. Tehat

1) n-n,=x-(x+a+b)+ab=x-(n+b)+ab vagy

2) n-n,=x-(x+b+a)+ab=x-(n,+a)+ab vagy

(
3) n-n,=x-(x+a+b)+ab=x-(n+n,—x)+ab.

Vegytk példaul a 112-112 szorzatot és a 2). képletet: n,=n, =112, x=100, a=b=12.
Akkor 112-112=100- (112 +12) +12-12=100-124+144 =100- (124 +1) +44=12544
Gyakorlatként elvégezhet6k a kovetkezé szorzasok: a). 1235-1002; b). 132-105;c).
1456-1002.

Maradt az eset, amikor az egyik tényezd kisebb, mint a vélasztott alap, mig a maésik

nagyobb (vagy forditva).

3.1.3.3. Az egyik tényezo kisebb mint az alap, a masik nagyobb

Egy ilyen szorzas lehetne, mondjuk a 105-94 . Alapnak vehetjilk a 100-at, 105-100=5,

; 105 +05
94-100=-6. irhatjuk ' © ' .: 105-6=94+5=99, (+5)-(—6)=-30, tehat

99/-30=9(9-1)(10—3)0=9870. Mit jelenta 99/-30: 99/—30=9900—-30=9870.
Nézzlink még néhany példat:
a) 112-89- alapnak a 100 -at vesszik.
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112 +12
89 -11

=9968.
Magyarazat: 10]/—132 =10100-132 = 9900+ (200—132) = 9900+ 68 = 9968.

: 112-11=89+12=101, (+12)-(-11)=-132, tehat 101/—132:99/ 68 =

200-132

b) 1003-995- alapnak az 1000-t vesszik.

1003 003
: 1003-5=995+3=998, (+3)-(-5)=-15=>998/-015=997/ 985 = 997985;
995 -005 ~1000-15

c) 10014-9994 - alapnak a 10.000-t vesszuk:

10014 +0014
9994 —-0006

10008/—0084 =10007/9916 =100079916

: 10014 —6=9994+14=10008, (+14)-(-6)=—84, az eredmény

Algebrai bizonyitas: Hax =10, k e N* az alap, n, és n, a szorzotényezdk, a a tobblet
és b ahiany, akkor n,=x+a és n,=x-b a,beN. Irhatjuk: n,-n, =(x+a)(x-b)=
=X +ax—bx—ab=x(x+a-b)—ab=x(n—b)-ab=x(n,+a)-ab .

Gyakorlatként végezzik el: a). 1003-997 b). 113-94 c¢). 10026-9996 .

Erdekességképpen nézziik a ,,Mindent 9-b4l, és az utolsot a 10-b67” modszert.

9 9 8 6 4 8
A 998-648 szorzat esetén vegyiik alapnak az 1000-et. ¥ ¢ + -2 v ¢ v 5352,

0 0 2 35 2
998 -002
618 _as, | 9983526482646, (-2)-(~352) =704, 998-648=646/704 = 646704.

Elég konnyen észrevehetd, hogy ez a mddszer ugyanaz mint az elsé. De mi torténik akkor, ha

a szorzotényezék ,tavol vannak” a 10,100,1000,1000,... szamoktdl? Ilyen eseteknél

valaszthatunk mas alapot.

3.1.4. Szorzas 10“- t6l Kiilonbo6z6 alap esetén

Vegyiik a 47-42 szorzatot. Mivel mindkét szam elég kozel van az 50-hez, legyen ez az
alap (nagyon fontos, hogy az alap 10tObbszorose legyen). Az 50-et felirhatjuk

50:5~10:?.
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47
) Ha50=510,akkor = :47-8=42-3=39, (-3):(-8)=24. Mivel 50=510,

a 39 -et meg kell szorozni 5 -tel:39-5=195. Az eredmény 47-42 =195/ ,4=1974 .

i) Ha 50—1(2)O akkor 47-8=42-3=39, (-3)-(-8)=24. 3—29_19% az eredmény

19(5+2)4=1974.

Magyarazat: az ”E” a tizesek helyére jon, egy ,,fél szdzast” jelent, tehat 6tds szamjegyet.

Még van egy kettes szamjegy, ami a tizesek helyére jon, igy kapjuk a 5+2 =7 -et.

Haa 69-57-nél alapnak a 60 - t vessziik, akkor 60=6-10, tehat:

69 +9
57 -3
Kovetkezzen még néhany példa:

: 69-3=57+9=66, (+9)-(-3)=-27, 66-6=396, az eredmény 396/—27 = 3933.

a) 406-375-alap a 400, 400=4-100. 406—400=+6, 375—400=-25;
406-25=375+6=381, 381-4=1524, 6-(-25)=-150, akkor 406-375=1524/-150=
=152250;

b) 367-298 - alap a 300, 300=3-100: 367-300=67, 298—-300=-2,

367 -2 =298+67 =365, 365-3=1095, (-2)-67 =-134, az eredmény 1095/—134 =109366;

c) 307-311 - alap a 300, 300=3-100: 307-300=7, 311-300=11,
307+11=311+7=318, 318-3=954 ¢s 7-11=77. Az  eredmény, tehat:
307-311=954/77 = 95477 .

Algebrai bizonyitas: Ha az alap nx, ahol x=10°, k e N*, n,,n, a szorzétényezdk.
a) n =nx—a,n,=nx—b=nn, =(nx—a)(nx—b)=nx(nx—a-bh)+ab. Tehat
nn, =nx(n, —b)+ab=nx(n,—a)+ab. (lasd 47-42)
b) n =nx+a, n,=nx—b=nn, =(nx+a)(nx—b)=nx(nx+a—b)—ab. Tehat
nn, =nx(n,—b)—ab=nx(n,+a)—ab. (lasd 69-57).
¢) n =nx+a, n,=nx+b=nn, =(nx+a)(nx+b)=nx(nx+a+b)+ab. Tehat
)

nn, =nx(n,+b)+ab=nx(n,+a)+ab. (lasd 307-311).
Gyakorlatként végezzilk el: a). 76-63; b). 213-205; c¢). 407-396; d). 247 -243.
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Megismertiink egy par érdekes trikkodt amit ugy az iskolaban, mint a valé vilagban lehet
alkalmazni. Természetesen, ez még csak egy csepp a tengerben de, gondolom, egy atlagos
didk/atlagember érdekl6dését sikertilt felkelteni annyira, hogy ,,belevagjon” és kovesse
tovabb a dolgok alakulasat.

3.1.5. 999...-cel valo szorzas

Maradt még egy ,,trikk”: hogyan szorzunk 6ssze egy szamot a 9;99;999;9999;... alaku
szamokkal. Ha 9- cel szeretnénk szorozni, szorozzunk 10-1-gyel, azaz potoljuk nullaval a
szorzott szdmot és az eredménybdl kivonjuk ugyancsak a szorzott szadmot. Példaul

27-9=27-10—27=270—-27=243. Ez az alapja a kovetkezd eljardsoknak is. Két esetet
kilénboztetiink meg:

I. A két szam szamjegyeinek szama megegyezik. Vegyik a 87-99 szorzatot. Az eljaras a
kovetkezd: kivonunk a 87-bol 1-et, azaz 87-1=86, ez lesz az eredménylink elsé két
szamjegye. Alkalmazzuk a ,Mindent 9-b6! és az utolsét a 10-b6I” modszert a 87 -re, tehat

87 —13, ez lesz az eredmenyiink utolsé két szamjegye. Tehat 87-99 =8613. Nézzink még

néhany szorzast:

1 3 2 5
a) 1325-9999: 1325-1=1324, * ¥ ¥ ¥ azeredmény 1325-9999 =13248675;
8 6 7 5
8 7 6 5 4
b) 87654-99999: 87654-1=87653, ¥ ¥ ¥ Y ¥ azeredmény8765312346;
1 3 4 6
4 3 25 9 6
C) 432596-999999: 432596-1=432595, * * * v ¥ 1 ‘azeredmény
56 7 4 0 4

432595567404 .
II.LA két szam szamjegyeinek szama nem egyezik meg. Itt két esetr6l beszélhetiink: a

99... szamban van a kevesebb szamjegy vagy a 99... szdmban van a tébb szamjegy.

i). Kevesebb a 9 szamjegy, példaul a 563-99 esetén. Latjuk, hogy két 9-es van, igy az

563-at felirjuk 5/63 alakban. Hozzdadunk az 5-h6z 1-et, azaz 5+1=6 és az eredményt

kivonjuk az 563-bol - 563—6 =557 . Alkalmazzuk a ,,Mindent 9-bdl és az utolsot a 10-bSl”
6 3

modszert a 63-ra: * *. Az eredmény a kovetkezé 563-99 =55737. Nézziink még néhany
3 7

példat:
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9
i

a) 4965-999; 4+1=5, 4965—-5=4960,

6
v ¥, azeredmény 4960035;
3

o
1 <O

<O

8 3
b) 76583-999; 76+1=77, 7658377 =76506, * ¥ *, azeredmény 76506417
1 7

4

9
I

c) 6479-99; 64+1=65, 6479-65=6414, , az eredmeény 641421.

N
[N

ii). Ha 9-bdl van tobb: 78-999 - kivonunk a 78-bol 1-et, azaz 78 —-1=77. Mivel a 999-

ben harom kilences van, kipotoljuk a 78-at egy nullassal, el6l, azaz 078-at irunk, és erre

0 7 8

alkalmazzuk a ,,Mindent 9-b6/ és az utolsot a 10-b6I” modszert : * ¥ ¥ az eredmény
9 2 2

pedig 77922 . Nézzlink még néhany példat:

0 0 5 3
a) 53-9999:53-1=52,* + ¥ Y azeredmény 529947 ;
9 9 4 7

<O
B
<

b) 493-99999: 493-1=492, , az eredmény 49299507 ;

© <O
O «w©

©
(6]
\I

B

c) 10864-999999: 10864 -1=10863,

O <O
©o <O

8
I
1

w o

, az eredmény 10863989136

=~ 0 <«
(@]

Ezek a szorzasok, amint lattuk, tobbé-kevésbé konnyen elvégezhetdk fejben is. Lényegeben

ez az médszer elénye.

3.1.6. Fiiggolegesen és atlésan — az “Urdhva Tiryagbhyam” - szutra

Ebben a fejezetben bemutatunk és gyakorlati példakon keresztiil szemléltetink egy, a
klasszikusnal egyszeriibb modszert a szamok szorzasara. Ahol szlikség, algebrai bizonyitast
2.
is adunk. Nézzilkk a 6-7 szorzatot: 4 . A két szamot fliggélegesen szoroztuk Ossze
8
egymassal, nevezhetnénk ezt a szorzast fiiggdleges szorzasnak is. Mi torténik a 12-13
esetében?
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12.

13 1. .3 13
1 3 . A lépések a kovetkezék: ¥ —1.1=1, ¢ —51.2+43.1=5, ' —52.3=6, az
156 12 1 2 12

eredmény tehat 156. Latszik, hogy: el6szor szoroztunk fiiggélegesen, balrdl. Utana
szoroztunk atlosan, az eredményeket Osszeadtuk, végiil pedig szoroztunk fliggdlegesen,
jobbrél és az eredményeket leirtuk egymas mellé. Megtorténhet, hogy a miveletek

eredménye nem szamjegy, példaul a 43-57 szorzat esetén.

v . 43 4,3 g
4 7 . Akovetkezoképpen jarunkel: ¥ —4-4=16, Y —4.-7+3-4=40(leirjuk a 0 -,
2021 47 4 7

43
marad a 3), ¥ —3-7=21(leirjuk az 1-et, marad a 2), az eredmény
47

16/,0/,1=20,2,1=2021
Fejben a kovetkezOképpen torténik a szamolds: vessziik az eredményeket forditott

sorrendben.

21—az utolsé szamjegy 1, marad a 2, tehat irjuk, hogy ,1; 40+2=42, a tizesek

szamjegye 2, marad a 4. Irjuk, hogy ,2,1;16+4 =20, az eredmény 20,2,1=2021.

Ezzel a modszerrel, tehdt, a szorzas fejben nagyon konnyen elvégezhets. Konnyen

észrevehetd az is, hogy honnan jon ez az eljaras. Ha vessziik az n, és n, kétjegyli szamokat,
ezek az n =ab =10a +b, n,=ahb,=10a,+b, alakban irhatok.  Ekkor
nn, =(10a, +b,)(10a, +b,)==10*-a,a, +10-(ab, +ba,)+bb,. Elmondhatjuk, hogy a

modszer két polinom szorzésan alapszik.

Szemléletesebb lehet a dolog, ha bevezetjiik a kdovetkezd jeloléseket :

bal-fiiggéleges szorzat: %0, =a, -a,, atlos szorzat: A% ab, +a,b,, jobb-
2 b2 bl b2
fiiggbleges szorzat: % Lle =D -b,.
a2 b2

, . , 7\6 7 6 7(6
Végezzik el a 76-57 szorzast: =7-5=35, =7-7+6-5=79, =6-7=42.
5)7 5 7 5\7
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Ekkor az eredmény: 35/,9/,2=43,3,2=4332.

A modszer grafikusan is szemléltethetd:

42 79 35

3.1.6-1 abra

Nézziik meg, mi torténik haromjegyt szamoknal, példaul a 123-456 esetén.

12 3 1 2)3 1 2 3
=1.4=4, =1.5+2-4=13, =1.6+2-5+3-4=28,
4)5 6 4 5)6 4 5 6

1(2 3 12(3
=2-6+3-5=27, =3-6=18.
405 6 45\ 6

Az eredmény 4/,3/,8/,7/,8=5,6,0,8,8=56088. Grafikusan szemléltetve:

1 2% ><2 3 >l<3 K ><3 12 ls
'] L] L] L] L] [ ]
s 5 % 4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

4 13 28 21 18

3.1.6-2 abra
Még egy példa két haromjegyli szam szorzatara 134-267: 1-2=2, 1.6+3-2=12,

1.7+3-6+4-2=33, 3-7+4-6=45, 4.7=28. Tehat 134-267 =3,5,7,7,8=35778.

Nézziik meg két négyjegyli szam szorzatat is, példaul 1359-6523 - itt hét 1épés lesz.

1 3509
—8,8.6,4,7,5,7=8864757 . A szamitasok a kovetkezok:
6 52 3
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1.6=6; 1.5+3-6=23; 1.2+3-5+5-6=47; 1.3+3-2+5-5+9-6=88;
3-3+5-2+9-5=64, 5-3+9-2=33; 9-3=27 .

Indulunk hatulrol elére:

27— ,7;,33+2=35—,5,7; 64+3=67— 7,5,7; 88+6=94— 4,7.5,7;
47+9=56—> — .6,4,7.5,7; 23+5=28—,8.64,4,7,5,7; 6+2=8—>
—>8,8.,6,4,7.5,7.

A szorzas grafikus szemléltetése:

64 33 27

3.1.6-3 dbra

Négyjegyli szamokig még el lehet fejben végezni a szorzasokat, de négynél tobb jegyii
szamok esetén a szorzas mar probara teszi a fejszamoldt. Otjegyii szamok esetén 9 Iépés van
és altalanosan, n szamjegy esetén, 2n—-1 lépés. A veédikus szorzdsi mddszerrel a
hagyomanyos szorzashoz képest joval hamarabb eredményhez jutunk papiron, ceruzaval a
kézben is, a kodzbeni szorzasokat fejben végezve el. Lényegében egy fél sorban ki lehet

szamolni az eredményt.

Nem beszéltink még olyan esetekrdl, amikor a szorzotényezok szamjegyeinek szadma
kilonbozik, ilyen eset példaul a 2463-43. Ilyenkor a két szamot egyforma szamjegylivé
tessziik, azaz potoljuk két zéroval a 43-at, a szézasok és az ezresek helyén. igy a 2463-0043
szorzast kell elvégezni, 6t Iépésben. Irhatjuk 2463-0043=10,5,909=105909. Vagy
6421-326 = =20,9,3,2,46 = 2093246 . Nincsen ilyen esetekben sem probléma a modszer

alkalmazasaval és, ha kell, még egyszeriibb az eljaras. Erdemes grafikusan is elvégezni a

szorzast. Ahol nincsenek 6sszekotve a szamjegyek, ott az eredmény nulla lesz.
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Nem mellékes dolog az sem, hogy a polinomok szorzasat is hamarabb el lehet végezni,

hasznalva ezt a modszert.

Nézziik, példaul, a (2x2 +3x —5)(x2 +4x+4) szorzatot.

2x* 3x —5-_)
1x* 4x 4
(2:1)-x* +(2:4+3-1)x* +(2-4+3-4+(-5)-1)x* +(3-4+(-5)-4) x+(-5)-4

=2x* +11x% +15x* —8x —20. Fejben ki lehet szamolni az egyutthatokat.

A | Fiiggblegesen és datlosan” maodszer grafikus szemléltetése:

3.1.6-4 abra
Kezdetben lehet hasznalni az abrat, szdmjegyeket lehet irni a pontok helyére, és végigcsinalni
az egész lépést. Igy fog majd kovetkezni ugyanez a miiveletsor elvégzése, csak fejben.
Ezek utan johet a hatvadnyozas, a gyokvonds, az eredmények ellendrzése a szamjegyek
Osszegének segitségével és, nem utolsé sorban, ezek kamatoztatdsa: a determinans
kiszdmitdsa (harmad- és negyedrendil), polinomok szorzétényezére bontasa, egyenletek

megoldasa... De, még maradt egy érdekes eset.

3.1.7. Harom kétjegyii szam szorzata

Még nem fogytak el a trikkok: végezzik el a 21-43-65 szorzast. Az eljarés itt is

21
egyszerii: leirjuk egymas ala a szamokat 43, majd kiszdmoljuk eredmény egyeseit, tizeseit,
65

széazasait es ezreseit. Egyesek: 1-3-5=15, tizesek: 2-3-5+1-4-5+6-3-1=68, szazasok:
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1.4.6+2.3-6++5-4.2=100, ezresek: 2-4-6=48. tehat 21.43-65=48/,0/,8/,5

=58,,6,9,5="58695.

A fenti szorzas grafikusan a kovetkez6képpen szemléltethetd:

2t 1* 2+ 1 2* 1
41 3- 4 4+« 3
g 5- 6° 6* 5

3.1.7-1 abra
Az eljards algebrai bizonyitasa is egyszerii: legyen a harom szam n, =10a, +b,
n, =10a, +b, és n, =10a, +b,. Akkor irhatjuk, hogy:
n,-n,-n, =(10a, +b, )(10a, +b, )(10a, +b,) =
=|10"-aa, +10-(ab, +ba,)+bb, |-(108;, +b,) =
= 103 8,8, +102 (a1a2b3 + aibzas + b1a2b3 ) +10- (aibzba + blazbs, + blbzas ) + b1b2b3 :
Grafikusan konnyebben megjegyezhetd a modszer, ezért nem is ajanljuk alkalmazni (esetleg

megjegyezni) a fenti képletet. Gyakorlasképpen nézziink még egy utolso szorzast: 29-32-43.
2-3-4/9-3-4+2-2-4+3-3-2 2~2~3+9-3-3+4-2-9/9’2.3=3915917054=39904.
24 54

142 165

Végiil kdvetkezzen egy, a youtube''-on elég siirin bemutatott médszer, amit ott ,,dsi

kinai szorzési mddszer ”-nek neveznek.

3.1.8. Szorzas vonalakkal

El lehet végezni egy szorzast rajzolva, vonalak segitségével. Példaul végezzik el a

21-34 szorzéast, hasznalva a 3.1.8-1 abrat.

Az eljards a kovetkezé: huzunk két vonalat atlosan, balrdl jobbra, alulrdl felfele és
ezekkel parhuzamosan, egy Kicsit tavolabb, meg egy vonalat — ez lesz a 21. Ugyanezt
elvégezziik atlosan, jobbrol balra, alulrol felfele, 3+4 vonalra. Ezek utan szamoljuk a

metszéspontokat. Harom csoportot kilonbdztetlink meg: piros, kék és barna. A piros pontok

' https://www.youtube.com/watch?v=_AJvshZmYPs
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szama adja a szazasok szamat, a kékekeé a tizesekét mig a barnaké az egyesekét. Az abra

alapjan irhatjuk 21-34=6-10*+11-10+4-1=7,14=714.

Az abra a kovetkez6:

21x32 = 6/11/4=714

3.1.8-1 dbra
Ha a 31-35-t szeretnénk kiszdmolni, még huzunk: egy vonalat — balrél jobbra, lentrél felfele
és egyet jobbrol balra, lentr6l felfele. A piros metszéspontok szama hdrommal n6, tehat 9 a
kékeké  héttel, tehdt 18 mig a barndké eggyel, tehat 5. Tehét
31-35=9.10° +18-10+5=1085.

Két haromjegyli szam szorzata, példaul a 324-235 esetén az abra a kovetkezo:

12+10=22

2 324x235 = 6113/29/22/20 = 76140

3.1.8-2 - abra
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Latszik, hogy itt mivel két haromjegyii szamot szorzunk egymassal, harom — harom rend
vonalat huzunk. Itt is szdmoljuk a metszéspontokat, 6t csoportot kiillénbdztetlink meg: piros,
sotetkek, barna, zold és vilagoskék. Ezek szdma, a megadott sorrendben, adja a tizezresek,
ezresek ... sz&mét. Az abra alapjan irhatjuk :

324.235=6-10" +13-10° +29-10° + 22-10+ 20 = 7,6,1,4,0=76140.
Eszrevehetd, hogy ez a modszer alapjaban megegyezik a ,,Fiiggdlegesen és atlosan”

modszerrel. A vonalak metszéspontjainak szama egy csoportban két szdmjegy szorzatat
jelentik. Ha vessziik szerre: 6=3-2,13=3-3+2-2, 29=3-5+2-3+3-5,

22=2-5+4-3 és 20=4-5, azaz pontosan a ,,Fiiggdlegesen és datlosan”.
Gyakorlatként végezzilk el: a). 14-32-75; b). 452-364; c). 383-409.

3.1.9. Négyzetre emelés védikusan.

Az els6 fejezetben lattuk, hogy specidlis esetekben viszonylag hamar kiszdmithatd egy
természetes szam négyzete, fejben. Pontosabban az 5 -tel végz6d6 szamokrdl van szd. Ebben

a fejezetben probalunk még tébb modszert bemutatni, altalanosabb esetekre.

3.1.9.1. A ,,Yavadunam Tavadunikrtya Varganca Yojayet” szutra

A megnevezes magyarul annyit jelent, hogy: ,,Barmennyi is legyen a kiildnbség, vond ki
a szambol, és ird a kilonbség négyzete mellé ”. Ez a szhtra olyan szdmok esetén
alkalmazhatd, amelyek kozel vannak 10 valamelyik hatvanyahoz (amit alapnak veszink). Itt
harom esetet killonboztetlink meg: a szam kisebb vagy nagyobb 10 valamelyik hatvanyanal

vagy kozel van 10 egy t6bbszoroséhez. Megvizsgaljuk mindharom esetet, 6tjegyii szamokig.
i). Alap alatti szamok négyzete

a) 8% - itt az alap 10. A kildnbség 10—8=2, és ennek négyzete 2° =4 - ez lesz az

eredmény utols6 szamjegye. A kilonbséget kivonjuk a szambol, azaz 8—2=6, ez lesz az
eredmény elsé szamjegye. Tehat 8° =6/4=64;

b) 97°- az alap 100. A kiilénbség 100-97=3, 3°=9. Mivel az alap 100, ha a
kilénbség negyzete nem kétjegyti szam, potoljuk 0 -val, el6l. Tehat az utolsod két szamjegy
09 és 97-3=94 tehat 97° = 94/09 = 9409.

c) 984° - az alap 1000. A kiildnbség 1000—984 =16, 16% = 256, 984—16 =968, tehat
984° = 968/256 = 968256 ;
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d) 9985° - az alap 10000. A kiilonbség 10000—9985=15, 15* =225. Mivel az alap
10000, az utols6 négy  szamjegy 0225, 9985-15=9970 tehat

9985% = 9970/0225 = 99700225 .

Algebrai bizonyitas: Ha x =10az alap, és y a kilonbség, akkor a négyzetre emelendd
szam n=x-Yy lesz. Ismert az (Xx— y)2 =x*-2xy+Yy*, ¥x,yeR képlet. Irhatjuk tovabb,
hogy n :(x—y)2 =X =2xy+ Yy  =x(x=2y)+y* =x(x-y-y)+y> =x(n-y)+y>.

Ha n=987, irhatjuk: 987 =(1000—13)" =1000- (987 —13)+13? =1000-974+169 =
=974169 . Hasznalhatjuk az a* —b? =(a+b)(a—b) képletet, ahonnan
a’=(a+b)(a-b)+b’.

Ekkor a=987 és b=13 esetén: 9877 = (987 +13)(987 —13) +13° =1000-974 +169 = 974169.

ii). Alap feletti szamok négyzete
a) 13% - az alap 10. A felesleg 13-10=3, 3* =9. Hozzaadjuk a szdmhoz a felesleget
13+3=16. Az eredmény 13* =16/9=169;

b) 114* - az alap 100. A felesleg 114-100=14, 14> =196, 114+14=128. Az
eredmény 114° =128/,96=129,96 =12996;;

c) 1016° - az alap 1000. A felesleg 1016 —1000=16, 16° =256, 1016 +16 =1032. Az
eredmény 1016% =1032/256 =1032256 .

Algebrai bizonyitas: lgaz az a*=(a+b)(a—b)+b* egyenléség Va,beR esetén.
Vehetjuk a-nak a négyzetre emelend6 szamot, b -nek a felesleget.
Ha a=113, b =13, akkor: 113? =(113+13)(113—13)+132 =126-100+169=12769.
Masképp: igaz, hogy (x+ y)2 =X(X+Yy+Yy)+y® ¥x,yeR esetén. Ha n=x+Yy anégyzetre
emelend6 szam, x az alap és y a felesleg, akkor n* = x(n+y)+ y?. Szamoljuk ugyancsak a
113 négyzetét: 1132 =100-(113+13)+13? =126-100+169=12769. Vagy, példaul

100015° = =100000-(100015+15) + 15? =100000-100030+ 225 =10003000225 .

iii). Olyan szamok négyzete, amelyek kozel vannak 10 egy tobbszoroséhez

Vegyik a 389 négyzetét: 389° - a legkozelebbi alap a 400.
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- Kiszamoljuk a killonbséget 400—389 =11, ennek négyzete 11° =121.
- Kivonjuk a szdmbol a kulénbseget 389 —-11=378.
- Mivel 400=4-100, 378-4=1512.

Az eredmény 389° =1512/,21=1513,21. Nézzlink még néhany példat:

a) 684° -azalap 700, 700—684=16. Tehat 684° =7-(684-16)/16° = 4676/ ,56 =
= 4678,56 = 467856 ;
b) 412° - az alap 400. Ekkor 412* =4.(412+12)/12° =1696/,44 =169744

c) 3019” - az alap 3000. Ekkor 30197 = 3-(3019+19)/19? = 9114/361 = 9114361.

3.1.9.2. Altalanos modszer

Emlékezzink vissza két szam szorzatanak a ,,Fiiggélegesen és atlosan” modszerrel vald
kiszdmitésara. Mi torténne ha két egyenlé szamot kellene 6sszeszoroznunk egymaéssal?

Lényegesen leegyszerisodnének a dolgok. Példaul a 17-17 szorzat esetén alkalmazva a
1 7
modszert, kapjuk: L =1141-7+7-147-7=1°+2-1-7+7%. Létjuk, hogy az 1-7 kétszer
jelenik meg. Tehat négy szorzat helyett harmat kell kiszdmolni. Az eredmény
17-17=17*=1?/2-1-7/7* =1/ ,4/ ,9=2,8,9=289.
Az 1°, 2:1.7 és 7% szamokat duplex - eknek nevezziik, D- vel jeléljik. Igy D(1)=1%,
D(17)=2-1.7 és D(7)=72, és 17> =D(1)/D(17)/D(7)=289. Ha n egy kétjegyii szam,
felirhatd az n =ab =10a+b alakban, tehat n’> =10%-a® +10- 2ab +b?, vagyis
n® =10°-D(a)+10-D(ab)+D(b).

irjuk fel egy szam duplex - ét, altalanosan:

n=a: D(a)=a’, példaul D(7)=49,
n=ab: D(ab)=2ab, példaul D(73)=2-7-3=42,
n=abc: D(abc)=b’+2ac, példaul D(732)=3+2.7-2=37,

n=abcd : D(abcd) = 2(ad +bc), példaul D(7324)=2-(7-4+3-2)=68.
Akkor irhatjuk, hogy:

abc’ =D(a)/D(ab)/D(abc)/D(be)/D(c) illetve
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abed = D(a)/D(ab)/D(abc)/D(abed )/ D(bed ) /D(cd ) /D(d).

A kovetkezOkben ki fogjuk szamolni néhany természetes szam négyzetét, duplexek
segitségével.

a) 126%; D(l) =1, D(12) =2-1.2=4, D(126) =2°4+2.1.6=16, D(26)= 2-2-6=24,
D(6)=36. Tehat 126° =1/4/,6/,4/,6 =15,8,76 =15876. Fejben szamolva,
,egybeolvasztjuk™ a duplexeket, négy 1épésben:
1/4=14 514/ ,6 =15 6 —>156/ ,4 =1584 —> 1584/ ,6 =15876).

—_—— —

l. 1. 1. V.

b) 347%; D(3)=9, D(34)=24, D(347)=16+42=58, D(47)=56, D(7)=49.
irhatjuk, hogy 3472 =9/,4/.8/.6/,9=12,0,4,09=120409.
(Fejben: 9/,4=114 —»114/.8=1198 —1198/ .6 =12036 —12036/ ,9 =120409).
— — |

I 1. 1. Iv.
C) 7324%; D(7)=49, D(73)=42, D(732)=37, D(7324)=68, D(324)=28,

D(24)=16, D(4)=16.Tehat 7324 =49/,2/,7/,8/,8/,6/,6 =53640976.

Nézzilk meg a 7324% négyzetre emelést grafikusan is:

| ><3 >‘<2 Xél >‘<4 ><4 l4
7 7 3 7 3 2 7 3 2 4 3 2 4 2 4 4

3.1.9-1 dbra
Harom- vagy tobbjegyii szamok esetén, a szamjegyeket csoportositva, csokkenthetjuk a
miiveletek szamat — egy haromjegyli szam négyzetét kiszamithatjuk Ugy, mint egy kétjegytiét
és igy tovabb. Szamoljuk ki igy is a fenti négyzeteket:

d) 126°; - a 126-ot két csoportra osztjuk Ugy, mint 12/6, igy szamolunk duplexeket (a
csoportokat szamjegyként kezeljik). D(12)=12° =144, D(126)=2-12-6=144 ¢és
D(6)=6°=36. irhatjuk, hogy 126° =144/,,4/,6 =158,,7,6 =15876. (Felbonthattuk volna

igy is 1/26. Ekkor 126 =1/5, /676 =15(2+6)76 =15876).
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e) 347°; D(34)=34°=1156, D(347)=2-34-7=476 és D(7)=7>=49. Tehat
347 =1156/ ,,6/,9=1204,,0,9 =120409.

f) 1216%; D(12)=144, D(1216)=2-12-16 =384, D(16)=256. Tehat
1216° =144/ ,84/ ,56 =147 ,86,56 = 1478656 . Azért ehhez fiizziink egy kis magyaréazatot is:

1216 =(12-10° +16)2 = =144-10" +384-10° + 756 = (144 + 3)-10" + (84 + 7)-10* + 56, igy

[N — —
147 86

mér egybeolvaszthatunk, tehat 1216 =147/86/56 =1478656.

3.1.10. Négyzetgyokvonas védikusan

A négyzetgyokvonas a négyzetre emelés forditott miivelete. Ez azt sugallja, hogy el
lehetne végezni Ggy, hogy mindent visszafele csinalunk a négyzetre emeléshez képest.
El6szor is vegyiik észre, hogy egy egyjegyll szam négyzete egy vagy kétjegyu, egy kétjegyt
szamé harom vagy négyjegyll és igy tovabb. Tehat, ha egy hétjegyli szambol kell
négyzetgyokot vonni és a szam teljes négyzet, akkor az eredmény szamjegyeinek szama

VTHJ =4, (/256 =16, /17956 =134sth.). Lassuk, hogyan mitkodik a védikus médszer.

Szémitsuk ki a v1156 -ot. Az eredmény kétjegyti lesz, altalanosan ab . Tehat keressik azt az
ab szamot amelyre ab =1156. Tudjuk, hogy D(a)=a, D(%) =2ab és D(b)=b?.
Felosztjuk a gyok alatti szamot kétjegyli csoportokra, hatulrdl elére, igy: 11'56. Mivel az
els6 csoport 11, az eredmény els6 szamjegye 3 lesz, mert az elsé duplex D(a)=a*, és a=2
tal kevés, a =4 tal sok. Kivonjuk a 11-b6l az els6 duplexet, azaz 11-9=2, az eredményt a
kovetkez$ szamjegy elé irjuk, kapjuk a 25-6t. A kovetkezd duplex a D(£)=2ab=6b.

Innen latszik, hogy b=4(25:6=4, maradék 1). A maradékot az utols6 szamjegy elé irjuk,

kapjuk a 16-ot. Az utolsé duplex a D(b)=b* tehat b*>=16=>b=4, ahogy az elébb is

kaptuk. Ez azt jelenti, hogy az 1156 teljes négyzet és /1156 =34. Egy kis gyakorlassal,

papiron, ceruzaval a kézben, egy sorban elvégezhet6 a négyzetgyokvonas.

Eljarhattunk volna masképp is: elég lett volna kiszamolni az els szamjegyet, a masodikat

ki lehet ,talalni”. Vegyik csak a +11'56-ot. Az eredmény kétjegyli szam és az elsd

szamjegye 3. Mennyi lehet a masodik szdmjegy? Mivel a 1156 szam 6 -ra végzodik, két eset
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lehetséges: 4 vagy 6. 36° =1156 nem igaz, mert 3+6=9, 9° =81, a szamjegyek dsszege
8+1=9, mig az 1156 szamjegyeinek 0sszege 1+1+5+6 —>13—>4. A helyes megoldas a
34 lesz. Ez a moédszer harom vagy négyjegyl teljes négyzetek esetén mukodik. (Itt

vizsgaltuk a szdmok 9 -cel val6 osztasi maradékat).

Szamoljuk ki egy hatjegyli szam négyzetgyokét, példaul a +/61'30'89 -et. Az eredmény
haromjegyti lesz, vagyis abc alaku. A szamjegyeket itt is a duplexek segitségével fogjuk

kiszdmolni. Az els6 szdmjegy a=7=a>=49, 61-49=12. A masodik szamjegyet a

maésodik duplex segitségével szamoljuk ki: D(%) =2ab = 14b, az ennek megfelelé szam az

a=7

- a=7
123123:14 =8, maradék 11. Tehat b=8. A harmadik duplex D(abc)=b2 +2ac bisl4c+64
, az ennek megfelel6 szam 110, 110-64=46, 46:14=3, maradék 4, tehdt c=3.
I b=8
D(bc):Zbc 148, ennek megfelel a 48, 48-48=0 és D(c)=c’ 29, 9-9=0, tehat a

613089 teljes négyzet és /613089 = 783.

A /28'90'13'76 esetén is a fentihez hasonléan jarunk el. Az eredmény négyjegyt, tehat 7

duplexiink lesz, az elsé négy segitségével meghatarozzuk a szamjegyeket, az utolsé harom
igazolja, hogy valdban teljes négyzet (ha teljes négyzet). Legyen az eredmény abcd alaku.

Akkor a=5, 28-5*=3. D(%): 2ab i_)lOb , ennek megfelel a 39, 39:10=3, maradék 9,

N a=5
tehat b=3. D(abc)=b’+2ac =10c+9, ennek megfelel a 90, 90-9=81, 81:10=8,

maradék 1, tehat c=8. D(abcd):2ad+2bc:10d+48, ennek megfelel a 11,

11-48=-37 - ha a kilonbség negativ, csokkentjik eggyel az utolsé meghatarozott
szamjegyet, kiszamoljuk Ujra a duplexet és kivonjuk 111-b6l. Tehdt akkor c=7 és a

negyedik duplex D(abcd)=10d +42, 111-42=69, 10d -nek megfelel a 69, 69:10=6,

maradék 9. Megvan az utols6 szamjegy is, d =6. Nézzik az utolsé harom duplexet:

D(bed ) =c?+2bd =49+36=85, 93-85=8. D(cd)=2cd =84, 87-84=3. D(d)=36,

3636 =0, tehat /28901376 =5376.
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A kovetkez0 eljaras hasonlit az eldbbihez, az osztaskor az eredmény elsé szamjegyének a
kétszeresével osztunk. Szamoljuk ki a~/18'98'34'49 értékét. Az elsé szamjegy 4, leirjuk.
18—-4%=2, 29:8=3, maradék 5, tehat a masodik szdmjegy 3. D(3)=9, 58—-9=49,
49:8=16, maradék 1 - a duplex kétjegyii (D(36)=36) és a maradék kisebb, mint a duplex
els6é szamjegye. Tehat a harmadik szdmjegy 6—1=5 lesz és a maradék 9, részeredmeny
4/35. D(35)=30, 93-30=63, 63:8=7, maradék 7, tehat az utols6 szamjegy 7,
részeredmény 4/357 . D(357)=67, 74-67=7, 7:8=0, maradek 7, részeredmény
4/357,0. D(3570)=70, 74-70=4, 4:8=0, maradek 4, részeredmeny 4/357,00.

D(35700) =49, 49-49=0, 0:8=0, teht a végeredmény /18983449 = 4357,000 = 4357 .

Végil kovetkezzen egy gydkvonas, amelynek eredménye nem természetes szam, azaz
nem teljes négyzet van a gyok alatt. Vegyik a J34'26'85 szémot. Az elsd szamjegy 5,
D(5)=25, 34-25=9, 92:10=9, maradék 2 - a 9 duplexének elsé szamjegye nagyobb
mint 2, tehdt a masodik szdmjegy 9-1=8 lesz, és a maradék 12, részeredmény 5/8.
D(8)=64, 126-64=62, 62:10=6, maradék 2 - mivel a duplex elsé szamjegye ismét
nagyobb, mint kettd, az utolsé szdmjegy 5 (,,maradéknak” 12-t veszink), részeredmeny
5/85. Maradt a gyok alatti szdm utolsé harom szdmjegye — ezeket felhasznélva folytatjuk az
eljarast, kitéve a tizedes vessz6t a részeredményilink végére. D(85)=80, 128-80=48,
48:10=4, maradék 8- kevés lesz, tehat az elsd tizedes szdmjegy 3, részeredmény 5/85,3.
D(853)=73, 185-73=112, 112:10=9, ,maradék” 22, tehat a részeredmény
342685 =585,39... Ha tovabb szeretnénk folytatni, pétoljuk a gyok alatti szamot nullakkal.
\/342685,0 =5/85,39- a ,maradék” 22volt. D(8539)=174, 220-174=46, 46:10=4,
maradék 6 kevés lesz, tehat a kovetkezd szamjegy 3 és igy tovabb... Irhatjuk
/342685 =585,393...

Gyakorlatként szamitsuk ki: a). /2496 ; b).\/127449 ; c). 10614564 ; d). /169534 .
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3.1.11. Kobre emelés védikusan

Szamitsuk ki a 102° értékét. Tudjuk, hogy 102° =102-102-102 =102*-102. A 102°-t
ki tudjuk szamolni, viszonylag hamar, de ezt még meg kell szorozni 103-mal — mindez

elvégezhet6 védikusan (is), természetesen.

Probaljuk masképp: Ismert a kovetkezd képlet (a+ b)3 =a’+3ab(a+b)+b’, vabeR.
102° = (100+2)3 =100°+3-100*-2+3-100-2° + 2° =10° +3-2-10" +3-2°-10° + 2° =
= (100+3- 2)-104 +6-2-10° +8=106/12/08 =1061208.
Ezt igy hosszas lenne mindig leirni, ezért nézzlk a szabalyt: az eredmény elsé harom
szamjegye 106 (a 100-nal 3-2-vel tdbb), a kovetkezé két szamjegyet a 3-2° eredménye
adja, tehat 12 lesz, az utolso két szamijegy a tobblet kobe lesz, azaz 2° =8 - mivel két
szamjegy kell, nullaval pétolunk. Tehat 102° =(100+2-3)/3-2?/2° =106/12/08 =1061208.

Altalanosan:

100...0a3=(1 0.0 +3aj 3a2/ a®
./ nszj.

ndb 0 n+ldb 0 nszj

Nézzunk még néhany példat:
a) 10016° = (10000 +3- 16) / 3-16° / 16° =10048/0768/4096 = 1004807684096

b) 1009° =(1000+3-9)/3-9%/9° =1027/243/729 =1027243729.

3.1.11.1. A ,,Yavadunam” — szitra

A fenti modszerhez hasonlé: 100, 1000, 10000-hez kozeli szamok kobei szamolhatok Ki
a segitségevel. Két eset kiilonithetd el: a szam kisebb, avagy nagyobb, mint a 10 egy

hatvanya.
i). A szam nagyobb, mint 10 egy hatvanya (104%):

A szamitasokat harom 1épésben végezziik el. Elsd 1épésben hozzdadjuk a szamhoz a f6losleg
kétszeresét, azaz 104+2-4=112, ez lesz az eredmény elsd része. Ezutan az 10j folosleget

(112-100=12-t)— megszorozzuk a régi folosleggel, azaz 12-4=48-cal, ez lesz az

eredmény kozépséd része. Végiil kobre emeljiik a folosleget: 4° =64, ez lesz az eredmény

utolsd része. Irhatjuk tehat, hogy 104° =112/48/64 =1124864.
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Nézzik, ezzel a modszerrel, az 10073-t: az els6 rész 1007 +2-7=1021, a méasodik rész

21-7 =147, a harmadik rész 7° =343, az eredmény 1007° =1021/147/343=1021147343.
ii).A szam kisebb, mint 10 egy hatvanya (94°):

A szamitasok az a).-hoz hasonloak. Az alap 100 lesz. El6szor is a kiilonbség —6, a kétszerese

2-(-6)=-12, ezt hozzaadjuk a szamhoz 94-12=82, ez az eredmény elsé része. Ezutdn

Osszeszorozzuk az 0j kiilonbséget az eredeti kiilonbséggel (-18)-(—6)=108. Végul kobre

emeljik a —6 kiilénbséget (—6)3 =-216. Az eredmény 94° =82/,08/—,16 =830584.

Nézzink még két példat:

—
991

a) 997°=(997-2-3) / (-9)-(-3)/(~3)° =991/027/-027 = 991026973;

b) 9984° = (9984 2-16)/(-48)-(~16)/(~16)° = 9952/0768/~4096 = 995207675904

Ez a mddszer akkor alkalmazhaté nagyon kdnnyen, mikor a kobre emelendd szam elég kozel
van 10 egy hatvanyahoz. A kérdés az, hogy mi torténik altalanos esetben? A kovetkezd
modszerrel konnyen, azaz nagyrészt fejoen kobre emelhetiink kétjegyii szamokat. A szltra

neve ,,Anurupyena”.

3.1.11.2. Az ,,Anurupyena” — szutra

irjuk fel az (a+ b)3 =a’+3a’b+3ab’ +b’ roviditett szamitasi képletet egy kicsit méasképp:
* +a’h  +ab®  +b’

+2a’h  +2ab?®

(a+b) =*

Vegyilk észre, hogy a’b = B-as, ab® = E-a2b és b’ = E-ab2. Ugyancsak észrevehetd, hogy
a a a

a kobre emelés végeredménye ab = a®/3a’h/3ab?/b° lesz.
A 3 . b 9
Nézzik a 49° -t: a=4, b=9, tehat —=—.
a 4
3 o9 2_ 9 a9 S :
Akkor a° =64, a b=Z-64=144,ab =Z~144=324, b :Z~324=729. Irhatjuk, hogy:

64 +144 4324 +729
B +288 4648

3

=64/ 32/ 5,2/ ,9 =117 ;6,,,4,,9=117649.

Nézzlink még néhany példat:
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a) 34— 3=27, %-27=36, %36:48, g-48=64,tehét irhatjuk:

_27 +36 +48 +64
- +72 +96

343 =27/,,8/ .44/ ;4=39,,3,,0,4 =39304.

b) 18° »1°=1,8-1=8, 8-8=64, 8-64 =512, tehét irhatjuk:
_1 +8 464 4512
116 +128

c) 53° —5°=125, %125:75, 2-75=45, %45: 27, tehat irhatjuk:

18° =1/,4/ 42/ .,2=5,8,3,,2=5832.

_125 +75 +45 427
B +150 +90

53° =125/ ,,5/ ,5/,7=148,,8,,7,7 =148877 .

Gyakorlatként végezzik el: a). 47°; b).86°; ¢). 73° ; d).94°.

3.1.12. Kobgyokvonas

A kobgyokvonas a kdbre emelés forditott miivelete. Ezt fogjuk hasznalni, teljes kdbok

harmadrendii gyokének kiszamitasara. E16szor is nézziik a szamjegyek kobeit s ezek utolsd

szamjegyeét:
n 112 |3 4 5 6 7 8 9
ns 1 18 (27 |64 |125 216 343 512 729

o) (T8 7 (4[5 e 3 [z e

3.1.12-1 tablazat

Latjuk, hogy a legnagyobb haromjegyti teljes kob 729 . Nézzik a 4913-at — ha teljes kdb,
akkor egy kétjegyli szam harmadik hatvanya. Osszuk fel a sz&mot harmas csoportokra,

hatulrél. /4’913 - az eredmény kétjegyii szam. Mivel az 1 a legkisebb teljes kib, amely a
legkozelebb van a 4- hez, az eredmény elsé szamjegye 1. Mivel 3-ra végzdédik, ha az
eredmény természetes szam, az utolsé szamjegye 7 (a tablazat alapjan). Tehat, ha minden

1 +7 +49 +343

igaz 34913 =17. Proba: 17° =
| +14 +98

=1/,1/,,7/,3=4,9,,13=4913.
A 3/34'012'224 esetén latjuk, hogy az eredmény hdromjegyli szam, az elsé szamjegy 3, az
utolsé 4, tehdt a=3 és c=4. A kérdés az, hogy mennyi a kozépsé szamjegy? Ennek
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meghatarozasa érdekében kiszamoljuk altalanosan egy haromjegyli szam harmadik

hatvanyat.

abc’ =(100a+10b+c)’ =(100a+10b+c)’ -(100a-+10b+c) =10°-a’+3-10°-a’b +
+3-10*-(a’c+ab? )+10°-(b° + 6abc ) +3-10% - (b’c+ac’ )+ 3-10bc” + .

Latjuk, hogy a tizesek helyére a 3bc® keriil. A b meghatarozéasa érdekében elészor
elvégezziik az abc’ —c® = 34012224 — 64 = 34012160 kivonast, elhagyjuk a nullast, és
irhatjuk, hogy u(3bc®)=6<>u(48b)=6<b=2, tehat abc =324, azaz /34012224 =324.
Nézzlink még néhany példat:

a) 3/182'284'263 =5b7, 182284263 -343=182283920, u(3-49b)=2 < b =6, tehat

3182284263 =567 ;

b) /605495736 =8b6, 605495736216 =605495520, u(3-36b)=2<>b=4 vagy

b=9 Illyenkor nézzik a szamok 9-cel valé osztasi maradékait: 605495736 — 45— 9,

846 —18 >9 = (846)° -9, 896 —>23—>5=>896° »5°=125—8, tehdt b=4 a helyes.

irhatjuk, hogy /605495736 =846
c) 2/838'561'807 =9b3, 838561807 —27=838561780, u (3- 9b) =8<b=4, tehat

/838561807 =943.

Gyakorlatok: a). 359319 ; b). 378953589 ; c). 3924010424 .

3.2. Matrixok, determinansok

Liceumban, a XI. osztalyban talalkozunk el6szor, altalanosan, a determinans fogalmaval. Itt
a lineéris egyenletrendszerek megoldasakor, ha behelyettesitéssel vagy kiklszoboléssel
oldjuk meg a rendszert észrevehetd, hogy az eredményeknél ugyanazzal az értékkel

osztottunk.

Nézziink egy példat:
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2x-1-y=4 4.2-13-(=1 2_4.
y . Kapjuk’ hogy X:$:3 és y—Mzz
3x+2y=13 2-2-3-(-1)

2 L 4 -
A:2-2—3-(—1):‘3 2‘-arendszerdetermlnansa, AX=4-2—13-(—1)=‘13 21‘,

. A A e .
és x=—2,y :Xy' Ezt a megoldasi modszert Cramer szabalynak

A

2
A,=13.2-4.3=
3 13

ésa A, ALA, értékeket mdasodrendii determinansoknak nevezzik.

4, &,

a‘21 22

Egy masodrendii determinans és értéke, altalanosan: —a, -8, —8, 8,

Osszeszoroztuk atlésan az elemeket és kivontuk egymasbdl. Harmad- és magasabb rendii
determinansokat harom- és magasabb rendii linearis egyenletrendszerekb6l kapunk. Vegyiink

altalanosan egy haromismeretlenes linearis rendszert:

ax+ayy+az=b (1)
a,X+a,y+a,z=h, (2).

X+ 85,y +a,2 =D, (3)
Elvégezve az a,,-(1)—ay-(2) és a,-(1)—a,-(3) kivonasokat, kapjuk a

{(am B B8 )X (88 ~ 88 )Y =8 By Ay rendszert, ezt megoldjuk a fent

(ass'an_am'asl)x"'(ase,'au_313'332)y:a33'b1_a13b2

emlitett Cramer-szaballyal (A = 0):

(azs'bl_aiabz)'(asa'au_a13'asz)_(aaa'bl_aisbz)'(azs'aiz_a13'a22)

és
(323'a11_a13'a21)'(a33'a12_a13'aaz)_(a33'an_a'ls'a31)'(az3'a12_ais'azz)

X:ﬁz
A

y=ﬁ= (azs'an_a13'azl)'(aez'bl_a13b2)_(a33'au_ais'ael)'(aza'bl_aisbz) _
A (azs'a11_a13'a21)'(a33'a12_a13'a32)_(a33'a'11_313'ael)'(azs'a12_a13'a22)

A zarojelek felbontasa utan kapjuk hogy
A:an'(azz 'ass_asz'a23)_aiz'(azl'ass_asl'azs)+a13’(azl'asz_asl'azz):

a'22 a‘23
83 Ay

a'21 a23

83 Ay

a21 a‘22

83 8y

) - ez egy harmadrendii determinéns amit

=a;- tag;-
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masodrendii determinansok segitségével szamoltunk ki. irhatjuk, tehat, hogy

a, &, o
a a a a
A=lay &, a23:a11':232 aj _aiz'azl a23+a13'azl :232'
&y Ay, Ay 2 Lo 1 %

Latjuk, hogy mindkeét rendszer esetében a determinans elemei az ismeretlenek egyutthatoi.

b a, a;, a; b a, _ _
Konnyen belathatd, hogy: A=, a, a, és A, =la, b, ay|- Egy Kis szdmoléassal szintén
b, a, as; ay b, ag,
A a, a, b
kdénnyen igazolhatd, hogy z :XZ’ ahol A, =la,, a,, b,l|.
ay ay b

Szamoljuk ki egy adott harmadrendii determindns értékét:

13 2
1 4] |2 4 2 1 .

2 1 4|=1. -3 +2- =-24+48+16=40. Azt mondjuk, hogy
5 4 "2 4 |25

2 5 — — .
=—24 =16 =

kifejtettiik a determinanst az els6 sora szerint. Az els6 sorban harom elem van: 1,2,3. Minden
elemhez tartozik egy Ugynevezett aldetermindns (minor), amit az adott elem sordban és
oszlopaban levé elemek elhagyasaval nyeriink. Egy elem minorjanak rendje eggyel kisebb az
adott determinans rendjénél. Minden elemet megszorzunk a minorjaval, és ellatjuk a
megfeleld eldjellel-e szorzatok Osszege adja az eredeti determindns értékét. A megfeleld
elbjelet a (—1)i+j adja, ahol i- az elem soranak, mig j - az elem oszlopanak szama (,,+”, ha
I+ ] paros, ,-”, ha i1+ ] pératlan). Vegylk észre, hogy ha egy masik sort vagy oszlopot

valasztunk, és aszerint fejtjiuk ki a determinanst, az eredmény nem valtozik.

irjuk fel a determinanst a kovetkezOképpen (a determinansok alatt /mellett az

aldeterminansok szerepelnek, és a megfeleld elgjelek):

+

-+

1 3 2 +1 3 2|5

2 1 4 =1-(—24)—3-(—16)+2'8:40; -2 1 4|23 =1-(—24)—2~(—22)+2.10:4O
2 5 4 +2 5 —4|-24

8 -16 -24
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Latjuk, hogy a ,,Fiiggdlegesen és atlosan” szutrat alkalmaztuk, az eredmény fejben nagyon
konnyen kiszamolhatd (akarcsak a haromsz0g-szabaly esetén, amirdl itt nem beszéltiink). A

kovetkezdkben megnézziik, hogyan lehet kiszdmolni egy negyedrendii determinanst.

3.2.1. Negyedrendii determinansok — fiiggolegesen és atlosan

A negyedrendii determindns kiszamitasi képlete, a masod- ¢és harmadrendii¢éhez
hasonldan, a négyismeretlenes linearis rendszer megoldasaban szerepel, mint nevez6. Mig a
harmadrend(i determinansok esetén, amint tudjuk, ismertek a Sarrus és a hAromszdg-szabaly

is, negyedrendtinél altalaban a rend csOkkentése segitségével dolgozunk, valahogy igy:

+ - + -
all a12 a13
a, &, a, a ,
az az a: a:;‘:an~du—a12~dlz+a13-dl3— +d,, d; - az a; -hez tartozo
a41 a'42 a43 a‘44
d, d, d,
aldeterminans,
a22 a‘23 a‘24 a21 a23 a24
d,=la;, a5 &y, d,=la, a; a,| ésigytovabb. Nézzink egy peldat:
a, a5 ay ay d ay
1 -2 2 3
3 4 1] |-=2 2 3 -2 2 3
-0 3 -4 1|d
D= =d,, +d, — =3 6 -5+|3 -4 1-2-13 -4 1|=
+(1 3 6 —5|d
’ 0 1 4|0 1 4 3 6 -5
- 0 1 4|q :
=138 =19 98

=138+19-2-98=-39.

Mivel mi a fejszamolast részesitjiikk elonyben, ez a modszer nem biztos, hogy a megfeleld
ehhez.

Nézzink egy méasik modszert. Osszuk fel a determinanst két részre, a fels6 és az also két sora

1 -2 2 3
: 0 3 4 1 o - ,
szerint: 1 3 6 5" Mindkét csoportban kombinaljuk az oszlopokat az 0Osszes
2 0 1 4

47



lehetséges médon, és méasodrendii determinénsokat alakitunk ki, mindkét csoportban C? =6

determinanst.

) 1 -2 1 2 1 3 -2 2 -2 3 2 3
A pirosak: =3, =4, =1, =2, =-11, =14,
0 3 0 -4 0 1 3 4 3 1 -4 1
) 1 3 1 6 1 -5 3 6 3 -5 6 -5
A kékek: =-6, =-11, =14, =3, =12, =29.
2 0 2 1 2 4 01 0 4 1 4

Az eredményeket felirjuk a determinans folé és ala, és hasznaljuk a ,,Fiiggdlegesen és

atlésan” —t:

3 41 2 -11 14

1 2 2 3
o8 At =3.29—(~4)-12+1-3+2-14—(~11)-(-11)+14-(-6) = -39
1 3 6 -5
2 0 1 4

-6 -11 14 3 12 29

A fenti negyedrendii determinans kiszamitasa, grafikusan szemléltetve:

-6 -11 14 3 12 29

3.2.1-1 abra

Tehat 0Osszeszoroztuk a masodrendli determinansokat: pirosakat a kékekkel - els6t az
utolsoval, masodikat az utolso eldttivel és igy tovabb, majd az eredményeket (a megfeleld

elojellel ellatva) 6sszeadtuk egymassal.
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3.2.2. A piramis szabaly

Ha a masodrendli determindnsok értékeit haromszog formdajaban irjuk a negyedrendil
determinans folé és ala, a mddszer egyszeriibben megjegyezheté €s alkalmazhato. Ne

feledjlk, hogy tdbbet szeretnenk fejben szamolni és kevesebbet irni.

A piramis szabaly:

* ! Ez az Ggynevezett ,,piramis” — szabaly. A haromszog alakbél latszik, hogy
oot melyik oszlop-parokbol alkottunk determinansokat. Az el6jelek: az elso és a
3 2 u harmadik sor plusz, a kz&ps6 sor minusz.

1 -2 2 3
o 3 4 1| D=329+14.(-6)—(-4)-12—(-11):(-11)+1-3+2-14=-39

1 3 6 -3 Természetesen, lehet masképp is csokkenteni a determinans rendjét, példaul
2 0 1 4] sorok vagy oszlopok 6sszeadaséaval és kivonasaval. VVan, mikor az a modszer
6 3 29 vezet hamarabb célhoz. Ezt a mddszert azért mutattuk be itt, mert kevésbé

IRTRD ismert/hasznalt az iskolaban és eleg gyorsan ki lehet szamolni az eredmenyt

" ,,mentalisan”.

A piramis szabaly grafikus szemléltetése:

+

7.

NV
-/

-11 12

3.2.2-1 abra

A madszer helyességét itt nem fogjuk igazolni.

49



3.2.3. Determinans szamitas pivotalassal

A pivotélas ismert a matematikusok korében de az iskoldban nem (nagyon) tanitjak a
gyerekeknek. A modszer a determinans rendjének csokkentesére szolgal. A lényeg az, hogy
kivalasztunk egy nullatol kiilonb6z6 elemet, ez lesz az Ugynevezett pivot elem. Harmadrend
determinéns esetén minden elemet, ami nincs a pivot soraban vagy oszlopaban, kicserélink

egy masodrendii determinansra, és szorozzuk a determindnst a pivot elem inverzével.

1 -2 3
Nézziink egy példat: D={4 0 5°|. Ha a determinans tartalmazza az 1 vagy a -1
2 -1 2

valamelyikét, érdemes pivotnak valasztani (mert az eredményt 1-gyel kell osztani). Mi most
mas elemet valasztunk, mondjuk az 5-6t. Négy elem nincs az 5 soraban/oszlopaban, tehat

négy elemet fogunk ,,atirni”.

1 3 |-2 3
P 114 5 |0 5 1|-7 -10 1 )
Irhatjuk, hogy D==- ==. ==.(-35—-20)=-11. Valaszthatunk
514 5 [0 5| 5|2 5 5
2 2 -1 2

pivot elemnek egy nem nulla aldeterminanst is, példaul a 4 0 ‘ =8 -at. Akkor az eleme(ke)t

eggyel nagyobb rendli determinanssal kellene kicserélni, azaz egy harmadrendiivel, ami

pontosan a D, és a kicserélni valé elem az a,, =2. Lehet viszont a pivotnak masodrendii

aldeterminanst valasztani egy negyedrendii determinans esetén, igy a rend kettovel csokken.

1 0 3 5
-2 3 7 411 0 , S . .
D, = : =3#0 - ezt valasztjuk pivot elemnek. A jobb alsé sarokban
6 -3 0 2| -2 3
-2 1 -4 3

levo kékkel jelolt elemeket fogjuk kicserélni harmadrendii determinansokra.

*

1
-2 3 7 |2 3 -4 3 13| [3 6
16 30 |6 -3 2| 1|3 -18 |-3 —28/ 1 ‘—15 —66‘

0 3 |I' 0 5

D:—- = — = —
Y3101 o 3! It o sl 3 ‘3 13‘ ‘3 6‘ 3|-7 33
2 3 7| |2 3 -4 1 2 1 13

-2 1 4 |-2 1 3
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=-11.29=-319.
-7 33 3

_‘—5 —22‘ ‘—5 —2‘

Egyszerre kett6vel csokkenteni a determindns rendjét nem ajanlott. Sokkal tobb sz&molast
igényel, mintha egyenként csokkentenénk azaz, ha egy elemet valasztandnk pivotnak -

mondjuk az a, =1-et. Ebben az esetben egybdl egy harmadendii determinanst kapunk, amit

nem lesz nehéz kiszamolni, barmely eddig ismert modszerrel.

10‘13“15‘

: 23 |27 |2 4
12 2 3 54 1o pg po| [P °
Sl 30 2| s -3 ‘6 o‘ ‘6 2‘ =2 8 =

- 2 13
2 1 -4 3| 1 o |1 3] |1 5
21 |2 -4 |2 3
313 36
1 2| 13| |7 33| |7 3
_ _ ~11. ~11.(—29)=-319.
-3 -18 |-3 -28| |12 -1 12 -1
1 2| |1 13

Ebben az esetben kiszamolhattuk volna a harmadrendli determinanst ,klasszikusan” is

(Sarrus, haromszog stb. ).

3.2.4. Egyenletrendszerek megoldasa

Ha a fejezet elején beszéltiink a linearis egyenletrendszerekrél, nézziink két

egyenletrendszert, amelyeket ismeretlenek kikliszobélésével fogunk megoldani.

2x+1y-1z+3t=-5 (1)

3Xx—-2y+3z=8 X —3va274lt—1 (2
a). 12x+3y—-2z2=2;h). Xmoyrezrii== ()
Ix-1y-1z-2t=0 (3)

4X—-5y+4z=06
3x+1ly-3z-3t=2 (4)

Megoldas: a). Kiklszoboljik az x -et az elsé-masodik és az els6-harmadik egyenletekbol:

= (0 (239235 (D)= (229,

2x+3y-2z=2-3
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3 3
2 -2

3 2

3 2
4 5 4 4 4 6

3 8 ,
7= (2). és
2 3 2 2

3 3‘ ‘3 8
.7 =

B 3 g

13y-12z2=-10 |12z=13y+10 z=3 ) )
(D) A(2): 7y=_14 = y=2 = Iy behelyettesitve az elsd egyenletbe

kapjuk, hogy x=1. A megoldashalmaz M ={(1,2,3)}.

aX+a,y+a,z=b
Altalanosan, az {a,,X+a,,y +a,2 =h, rendszer esetén:

Ay X+a,Y+a,l= bs

R ER K
Ha az x-et kiszoboljuk ki: 2o a0 207 az yés z egyltthatoi
& &y a4 A 8
. y + .7 =
8y 8y 8y 8 ay b,

fejben konnyen kiszamithatdk, és behelyettesitéssel kapjuk az x -et.

Hasonl6 moddon jarunk el, ha az y-t vagy a z-t akarjuk Kkikiszobolni. Vagy a

kikiiszobolendé ismeretlent az elsé pozicidba tesszik (tehat az x elé), és végigcsinaljuk a fenti

Iépéseket, vagy figyelembe vessziik az ismeretlenek sorrendjét: X,y,z. Ha az y -t kiiszdboljik
Ki,azxelé ,,-” és az elé ,,+” keriil. A magyarazat egyszerii: az ¥ az x -hez képest jobbra van,

egy mozdulattal helyet cserélhetnek, mig a z-hez képest balra, tehat nem kell helyet

cseréljenek. Ha a z -t szeretnénk kikuszobdlni, ugy az x mintaz y elé is ,,-” jon, mert a z
az x-hez és az Yy -hoz képest egyarant jobbra van. Mivel ez lényegében oszlopcseréket jelent

a determinansokban tudjuk, hogy ha paratlan szdmu oszlopcserét végziink, a determinans

elojele megvaltozik, paros oszlopcsere esetén az eldjel ugy marad. Tehéat, ha példaul azy -t

kiiszoboljuk ki, kapjuk:

B Bl (e B |3 Db
a22 a21 a22 a23 a22 b2
[ B[R A (B2 B
a32 a31 a32 a‘33 a32 b3

Alkalmazva a mi egyenletrendszeriinkre, kapjuk

, tehat 8x—-5-4=-28=x=1=17=3,

TX+72=28

—13x -5z :—28:> —8x—5-(x+2)=-28
X+z=4
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behelyettesitve az eredeti rendszer elsd egyenletébe kapjuk, hogy y=2.

b). Itt érdemes lesz egyszerre ket ismeretlent kikliszobolni, mondjuk az x-et és az y -t.

Elszor hasznaljuk az (1), (2) és (3), majd az (1), (2) és (4) egyenleteket. irhatjuk (

2 1
=—7+#0):

-

2X+1y-1z+3t=-5 2 1 -1 2 1 3 2 1 -5
Ix-3y+2z+1t=-1,kapjuk |1 -3 2|-z+|1 -3 1|t=]1 -3 -1 (¥,
Ix-1ly-1z-2t=0 1 -1 -1 1 -1 -2 1 -1 0

| =11 ' ' =23 ' =-13

2X+1y-1z+3t=-5 2 1 -1 2 1 3 2 1 -5
IXx-3y+2z+1t=-1,kapjuk |1 -3 2|-z+|1 -3 1|-t=|1 -3 -1 (**).
3X+1y—-32-3t=2 3 1 -3 3 1 -3 3 1 2

=13 =52 =—65

117+ 23t =-13 , , ) ,
(*) A(x): 137 452t =65 ennek megoldasa z=3 és t =—2. Behelyettesitve a (2) és (3)

, melynek megoldasa x=1 és

x-3y+2.3-2=-1 _3y-_5
egyenletekbe, kapjuk: { y {X y

=S
x—y-3-2-(-2)=0 X—y=-1

y =2. A egyenletrendszer megoldashalmaza M = {(1,2,3, —2)}.

Lattuk, hogy a fenti modszer a pivotalast hasznélja. Az a).-nal pivotnak el6szor az

. ] . 2 1 i
a, =3-at, majd az a, =—2-t, mig a b). -nél az i =—7=0 determinanst
a, ay,l |1 -3
N . . a, a, |1 3 s e
vettik. Valasszuk pivotnak az = =100 determinanst. Kiszoboljuk ki,
A, Ayl [3 1

tehataz y-tésat -t

2x+1y-1z+3t=-5 (1)
Ix-3y+2z+1t=-1 (2)

, kikliszobdlve az y -t és t-taz (1), (2), (3) illetve az (1), (2), (4
Ix-1y-1z-2t=0 (3) y- (1). (). G) ). (2), (4)
3x+1ly-3z-3t=2 (4)

rendszerekbdl kapjuk:

23x—-19z = 23x—-19z2=-34 )
, megoldas x=1,z=3.

52X — 262_—26| 26 2x—z=-1
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Behelyettesitve a (3) és (4) egyenletekbe kapjuk

y+2t=-2

{y—st:S

Altalanosan: (

a,
d11 =8y

a3

G
dzz =3y
ay

A,
a22

a3,

8y,
a‘22

a42

CTRCY

a21 a22

8y,

Qg s d12 =

A3,

Ay
Ayl

a44

#0):

a,
a21

8

a;
dz =13y
ay

a,
a22

a3

8y,
a22

a42

Ay X+ 85, Y +8,Z +a,t = b3
auX+a,y+a,z+a,t=h,

By

- megoldas y =2,z =-2, tehat a rendszer megoldasa M = {(1 2,3, —2)}.

X +a,y+aZ+a,t=h

a,X+2a,,Y+a,,z+a,t=D0, d,z+d,t=d, ahol
dyz+d,t=d, ’
a, a, b a, a,

Ay, | d1 =18y Ay bz ) le =18, 8y, Ay,

A,

b,

b,|.

b,

a3l a32 b3 a41 a42 a43

Megoldjuk a rendszert z,t-ben, a megoldast

behelyettesitjik az eredeti rendszer két egyenletébe, innen kapjuk az X,y értékét.

Ha

aZl

8, @

a‘22

=0, mas pivotot keresuink, és aszerint kiiszoboljik ki az ismeretleneket.

Gyakorlatként az a).-beli rendszert meg lehet oldani a z kikiszdbdlésével, mig a b).-beli

rendszert az x ésa t kikiszobolésével.

3.3. Polinomok faktorizalasa

Az elkovetkezdkben egész egyiitthatds, egy- €s tobbvaltozds polinomokat fogunk elsé

foku, egész egyltthatds tényezékre bontani. A szorzotényezOkre vald bontassal mar az

altalanos iskolaban taldlkoznak a gyerekek, példaul a disztributivitasnal (V.0), vagy az

algebrai kifejezéseknél (VII. osztaly). A szorzotényezOs alakra nagy sziikség van, a IX.

osztalytol egészen a Xll.-ig. Példaul: a fiiggvény eldjelének megallapitasanal/targyalasanal,

fuggvény vagy egyenlet maximalis értelmezési tartomanyanak megallapitasanal, egyenletek

megoldasanal (irracionélis, logaritmusos), a 0 hatarozatlan esetnél (racionalis fliggvényekre)

és még folytathatnank.
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A kovetkezd modszerek megértése minimalis matematikai tudast igényel (alapmiveletek) az
utolso kiveételével, ahol kell tudni a polinomok formalis derivalasat. Nem teljes megoldasi
modszerekr6l van szo-azokat az eseteket targyaljuk, néhany példa segitsegével, amikor a

polinomok felbonthatok elsé foku, egész egyiitthatds polinomok szorzatara.

3.3.1. II. Foku polinomok faktorizalasa

Induljunk el forditva — vegylik két els6 foku kifejezés szorzatat, majd probaljuk meg az

eredményt ,,visszabontani” szorzotényezokre.
Példaul  (x+3)(x+5)=x*+5x+3x+15=x*+8x+15. Latjuk, hogy 8x=>5x+3x, igy
X? +5X+3x+15=X(X+5)+3(x+5)=(x+3)(x+5). A kozépso tagot kell felbontani két tag
Osszegére ugy, hogy kozos tényezOk kiemelésével (x és 3), a zardjelekben kozos tényezot
kapjunk (x+5). A kérdés: hogyan jarjunk el?
Altalanosan véve kapjuk, hogy (x+a)(x+b)=x>+(a+b)+ab. Tehat a kozépsd tag Ggy

bontodik fel 6sszegre, hogy az egyltthatok szorzata a polinom szabadtagjat adja. Példaul

X? +13X+42 = X* +6X+7x+42=X(X+6)+7(x+6)=(x+7)(x+6), mert 6+7=13 és
6-7=42. Vagy x*-14x+48=(x—6)(x—8), mert —6-8=-14 és (—6)-(-8)=48.
Erdekesebb a felbontas, ha az x* egyiitthatéja 1 -t6] kiilsnboz6 egész szam. Ugyancsak
visszafele szorozva irhatjuk (ax+b)(cx+d)=acx’+adx+bcx+bd - vegylk észre, hogy
ad _bd

ac bc’

Bontsuk fel a 6x* +17x+12-t: mivel 6-12=72, 72=8-9 és 8+9=17; 8x+12=4-(2x+3),

, . . .. Bx® 12
tehat az egyik tényezé 2X+3, a masik 2—+§ =3x+4.
X

irhatjuk 6x* +17x+12=(2x+3)-(3x+4). Nézziink még két példat:

a) 15x%+11x—14=(3x—2)(5x+7) mert 15.(-14)=-210=21-(-10) és 21-10=11.

5x* —14

. . 1
21x—14=7(3x—2), az egyik tényezd (3x—2), a masik tényezo +——=5X+7.

b) 3x?+19x+20=(x+5)(3x+4) mert 3-20=60=15-4 és 15+4=19.
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. : 3x?
15x+20="5(3x+4), az egyik tényezé 3x+4, a masik tényezd ™ + - X+5.
X

3.3.2. II1. foki polinomok faktorizalasa — a ,,Gunitasamuchyah”- szitra

Ismertnek tekintjiik a kovetkezd tulajdonsagokat a p =ax® +bx* +cx+d polinom esetén:

- Haa+b+c+d =0, afelbontashban szerepel az x -1

- Ha a+c=b+d, afelbontasban szerepel az x +1.
Nézzlink két példat:

a) x®+11x*+31x+21. Mivel 1+31=11+21, a felbontasban fog szerepelni az x+1,
tehat irhatjuk, hogy x> +11x*+31x+21= (x+1)(x2 + X+ 21). Hasznaljuk azt a

tulajdonsagot, hogy egy polinom felbontasaban a tényezOk egyiitthatdéi 6sszegének szorzata
egyenld a polinom egylitthatoinak Osszegével — ez a Gunitasamuchyah-szatra. It
1+11+31+21=64 az x+1 egyutthatinak 6sszege, 1+1=2, 64:2 =232, tehat a zardjelben

lev6 polinom egyiitthatdinak 6sszege 32. Innen latszik, hogy azx egyltthatdja

=3+7 =37

32-1-21=101lesz. (x+1)£x2 +10 x+ 21J:(x+1)(x+3)(x+7).

b) x®-2x*-11x+12: mivel 1-2-11+12=0, a felbontashan szerepel az x+1, tehat
x3—2x2—11x+12=(x—1)(x2+ux—12). A jobboldalon meg lehet hatarozni az x
egyutthatojat, az —ux—12x =—(u+12)x, tehat u+12=11=u=-1.
irhatjuk, hogy x*—2x° —11x+12=(x—1)(x2—x—12)=(x—1)(x+3)(x—4). Altalanos
esetben hasznalhatjuk az (x+a)(x+b)(x+c)=x>+(a+c+b)x*+(ab+ac+bc)x+abc

azonossagot. Faktorizaljuk az x®+8x*+19x+12 polinomot: abc=12, a+b+c=8, az
a=1b=3,c=4 talal.  Ellen6rizziik: ab+ac+bc=3+4+12=19 talal, tehat

x° +8x* +19x +12 = =(x+1)(x+3)(x+4). (Kezelhettiik volna sajatos esetként is, mivel
1+19=8+12). A kovetkez6kben megvizsgalunk még néhany példat:

¢) f=x>+12x*+44x+48; 2+4+6=12, 2-4-6 =48, ellendrizziik
2-4+2-6+4-6=44 talal, tehat x° +12x* +44x+48=(x+2)(x+4)(x+6). Vagy pedig a 48
0sztéi D, = {1, 2,3,4,6,8,12,16, 24, 48}, X+1 nem szerepelhet a felbontasban, mivel

1+44 #12+48, amik talalhatnak x+2,x+4,X+6.
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d) f=x*-6x*—x+30; Legyen a felbontas altalanosan (x+a)(x+b)(x+c). Mivel a
polinom egyitthatéinak Gsszege 24, irhatjuk (1+a)(1+b)(1+c)=24, a+b+c=-6, tehat
az a,b,c nem mind pozitiv. Latjuk, hogy abc=30>0, tehat az a,b,c koziil kett6é negativ,
egy pozitiv. D,, ={1,2,3,5,6,10,15,30} - az alahdzott szamok nem keriilnek szamitasba, mert
az 1+a, 1+b és 1+c osztoi a 24 -nek. Maradt a 2,3 és az 5. Koénnyen észrevehetd, hogy a

keresett szamok a 2 -3 és -5, tehat x* —6x* —x+30=(x+2)(x—3)(x~-5).
3.3.3. A faktorizalas és a derivalas kapcsolata
Ismertnek tekintjik az x"=nx"*, neN; (af +,Bg)' =af'+pg, " :(f(“‘l))’,

neN' ésaz (f,- oo £) = £ oo £+ f- £-c f+ .4 f f .. | képleteket, ahol

a ( )'a polinomok formalis derivaltjat jeloli. Nézzik a polinomok faktorizalt alakja és a

derivaltjai kozotti kapcsolatot:

A polinom fokszéma Il.

f’=[(x+a)(x+b)]’ =(x+a) (x+b)+(x+a)(x+b) =x+b+x+a=> (x+a).

A polinom fokszama IlI.

t'=[(x+a)(x+b)(x+c)] = (x+a)(x+b).
£ =[ 3 (x+a)(x+b)] =X (x+a)+ X (x+b) =23 (x+a).

A polinom fokszama IV.

f'=>(x+a)(x+b)(x+c), f"=2> (x+a)(x+h), f"=3> (x+a).

A polinom fokszama V.

f'=>(x+a)(x+b)(x+c)(x+d), .., f¥ =4>"(x+a).... sth.

Sajnos ezek az Osszefuggések nem segitenek be a faktorizalasba. De, ha a polinom

szorzotényezOs alakban van, konnyen derivalhatjuk, anélkiil hogy el6szor beszoroznank.

Ha, viszont, a polinom ugy bonthat6 fel els6foka tényez6k (binomok) szorzatara, hogy a
felbontasban szerepel a binom négyzete, kdbe stb., akkor szerencsénk van, faktorizalhatunk

derivalas segitségével. Példaul:

57



[(x+a)2(x+b)}’ :2(x+a)(x+b)+(x+a)2 =(x+a)(3x+a+2b).

8) (X*+9x® +24x+20) =3x* +18x+ 24 =3-(x® +6x+8) =3-(x+2)(x+4), tehét a
felbontasban a négyzeten szerepel az x+2 vagy az Xx+4. Az x+2lesz a j6 vélasztas, mert a

négyzeten a szabad tag 4, ami osztja a 20 -at (az (x+4)2esetén a szabadtag 16, ami nem

osztjaa 20 -at). 3~(x+2)(x+4)=£x+ 2J[3x+ 12 J:>b:5, tehét

=a a+2b

X°+9%° + 24X+ 2 :=(x+2)2(x+5). Vegyuk észre, hogy ha a=2=>a’=4, ahonnan

azonnal kdvetkezik, hogy b =20:4=5. Hasonl6an kezelhetdk mas esetek is.

b) (x*—4x®—26x" +60x+ 225)’ = 4x° ~12x* —52x+60 = 4(x° —3x* ~13x +15)

x* —3x* —13x +15 = (x—1)(x* +ux+15) = (x—1)(x* - 2x+15) = (x-1)(x+3)(x—5). Tehat

1-3-13+15=0

a polinom felbontasaban a négyzeten szerepel az Xx—1, x+3 és x—5 koziil ketté. Mivel a

polinom szabad tagja 225, a tényezdk a négyzeten szerepelnek és 3°-5° = 225, irhatjuk

x* —4x% —26x* +60x +225=(x+3)" (x-5)’.
c) (x*+4x°-18x* ~108x —135)' = 4x° +12x° —36x—108 = 4(x* +3x* —9x - 27

(x3+3x2—9x—27)'=3x2+6x—9=3(x2+2x—3)=3(x+3)(x—1). igy az egyik

szorzotényez6 a harmadik hatvanyon az x+3 vagy az x—1 lesz. Haaz x—1 lenne, akkor az

elsérendii derivaltban is szorzotényez6 lenne, de az egyiitthatok 6sszege —32 # 0, tehat nem
lesz jo. Irhatjuk, hogy x* +4x® —18x* —108x —135= (x+3)3 -(x=5), mert (-5)-3° =-135.
d) (X°+7x* —6x° ~162x* —459x —405) =5x* +28x° ~18x> ~324x — 459,

(5x4 +28x% —18x2 —324x—459)' — 20x3 +84x%> —36x—324,

(20x° +84x> —36x—324) = 60x” +168x 36 =12L5x2 + 14x —3J =12(x+3)(5x-1).

=15x-x
Latszik, hogy az (x+ 3)4 fog szerepelni szorzotényez8ként, mert az (5 —1)4 =5'x" +...
irhatjuk, hogy x*+7x* —6x° —162x* —459x — 405 = (x+3)4 (x—5), mivel 3*-(-5)=-405.

Maradjon gyakorlatnak a kdvetkezd két polinom faktorizalasa, derivéltak segitségével:
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e). x> —5x* +40x* —80x+48; ). x* +x*>—9x* +11x—4.

3.3.4. Tobbvaltozos polinomok faktorizalasa — a ,,Lhopana - Stapana” - szutra

Ertelmezés: Tobbvaltozés polinomon egy véges sok tagot tartalmazé formalis
osszeget értlink, amelynek tagjai ax\*x..x, ahol az x,X,,...,X, szimb6lumok jel6lik a

valtozokat, a pedig egy valos szam (a mi esetiinkben egész szam lesz).

Az axoxy.x fokszama k +k,+..+k,, egy tobbvaltozés polinom fokszama a tagok

n
fokszdméanak maximuma lesz. Egy tobbvaltozés polinomot homogénnek nevezink, ha

minden tagjanak fokszama ugyanaz.

Példaul az f=3x*—-2xy+z°-y egy haromvaltozés, masodfokii polinom és
g=3x"+xy+2xz haromvaltozés, masodfoki homogén polinom. A kovetkezékben

mésodfokd, tobbvaltozés, homogén és nem homogén polinomokat fogunk tényezokre

bontani.

Bontsuk tényezék szorzatara az f = 2x* —12y? —5z° + 2xy —9xz + 23yz polinomot. Elsé

ranézésre nincs semmi épkézlab megoldasi 6tletlink — hogyan kombinaljuk a tagokat, hogyan
emeljiink ki kozos tényezot, hogyan bontsunk fel tagokat dsszegekre stb. Itt jon segitségiinkre
a ,,Lopana - Sthapana” — szutra, ami magyarul annyit jelent, hogy ,,Alternativ megsziintetés

és megtartas”. A lényege a kovetkezo:

- El8szor ,eltlintetjiik” a z valtozét, azaz z =0-t veszink. Faktorizaljuk a megmaradt
kétvaltozds polinomot ( X, y -ban);
- Utana szintén nulldzzuk az y-t (y=0), és faktorizaljuk a megmaradt kétvaltozos
polinomot ( X, z -ben);
- Végul vesszik a két felbontast, és kitoltjuk a nullazassal kapott réseket.
Ha z=0: 2x* -12y* +2xy = 2(x2 + xy—6y2) = 2(x2 +3xy—2xy—6y2) =2(x+3y)(x—2y).
Ha y=0: 2x* -9xz-52° = 2x* —=10xz + X2 —52° =(x—52)(2x+ 2).
Vegyilk észre, hogy 2(x+3y)(x—2y) lehet (2x+6y)(x—2y) vagy (x+3y)(2x—4y).
Megnézziik, hogy melyik fog talalni. Haa (2x+6y)(x—2y) és (x—5z)(2x+2)

felbontasokat vessziik, egybeolvasztva a (2x+6y +2)(x—2y—5z) felbontast kapjuk. Ha
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beszorozzuk a zarojeleket, yz egyitthatdjanak 23 jon ki, tehat nem jol valasztottunk. Ha a
(x+3y)(2x—4y) és (x—5z2)(2x+2) felbontasokat vesszilk, a (x+3y—52)(2—4y+2)
felbontast kapjuk, ami helyes.

Nézziink még egy példat: f =3x*>—15y* —28z° +4xy—17xz+47yz.

z=0: 3x* +4xy —15y* =3x* —9xy +5xy —15y* =(x +3y)(3x-5Y),

y=0: 3x*-17xz-287" =3x’ —21xz +4xz - 282" =(x—72)(3x+4z). A két felbontashol
kovetkezik, hogy f =3x* 15y —282° +4xy —17xz +47yz =(x+3y—72)(3x—5y +4z).

Mi torténik, ha a polinom négyvaltozos? Ha egy valtozot nullazunk le, marad még harom
és tovabb hasznalhaté a fenti modszert. De, hogy id6t és energiat sporoljunk, egyszerre két

valtozot fogunk lenulldzni, majd a végeredmenyeket szintén egybeolvasztjuk.

Bontsuk tényezok szorzatara az
f =2x* —3y® -2z +12W° —5xy +3xz +5yz +11wx — 5wy + 2wz polinomot. Nullazni fogjuk

azeést,majdaz y ést,végulaz y és z valtozokat. Kapjuk
2x* —bxy —3y? =(x—=3y)(2x+Y), 2x* +3xz - 22" =(x+22)(2x~2) és
2x* +11xw+12w* = (x+4w)(2x+3w). A harom felbontasbél jol latszik, hogy a polinom

faktorizalt alakja f =(X—3y+2z+4w)(2x+y—z+3w).

Iddig homogén tobbvaltozds polinomokkal dolgoztunk. A mddszer miikddik nem

homogén polinomok esetén is, mi két- és haromvaltozds polinomokkal fogunk foglalkozni.
a). Az f kétvaltozos polinom: f =2x*+5xy—8x—12y*+23y-10.

y=0: 2x*-8x-10= 2(x2 —4x—5) =2(x+1)(x-5)

x=0: —12y*+23y-10=(-3y+2)(4y-5).

A 2(x+1)(x—5) felbontasban, ha a masodik zar6jelet szoroznank be 2 -vel, a —10
szabadtag nem talélna egyik zarojelbe sem, a (-3y+2)(4y—5) felbontasban. Irhatjuk tehat,

hogy 2(x+1)(x—5)=(2x+2)(x-5) és f =(2x—3y+2)(x+4y-5).

60



b). A polinom haromvaltozos: f =2x* —4y® —62% +7xy —xz +14yz +14x+11y + 7z +20.

y=2=0: 2x2+14x+20:2(x2+7x+10):2(x+2)(x+5)

x=2=0: -4y’ +11y+20=—(y—4)(4y+5)=(-y+4)(4y +5)
X=y=0: —622+7z+20=—(622—72—20)=—(3z+4)(22—5):(32+4)(—22+5). A

harom felbontas alapjan irhatjuk f =(2x—y+3z+4)(x+4y—2z+5).

Gyakorlatként faktorizaljuk a kovetkez6 négy polinomot:

i). f=3x"+15y* +2z° —14xy+7xz2—13yz (M: (3x—-5y+2)(x—-3y+2z))
ii). f=2x*-21y> —xy—9x+51y-18 (M: (2x—7y+3)(x+3y—6))

iii). f =2x* +15y* +32° +13xy — 7xz —14yz + X +17y -7z +4,
(M:(2x+3y —z+1)(x+5y—-3z+4))
iv). f=4x*+12y* —57° —2wW* —19xy +19xz —11yz — 2wx — 5wy +11wz ,
(M: (4x—3y—z+2w)(x—-4y+5z-w)).
Amint lattuk, a ,Lopana - Sthapana” nagyon hatékony faktorizalasi maodszer

tobbvaltozds polinomok esetén. Alkalmazni lehet a legnagyobb kézds 0szté meghatarozésara,

analitikus geometriaban (kupszeleteknél).

3.4. Egyenletek megoldasa — a ,,Purana — Apurnabhayam” - szitra

Mar az V. osztalyban elkezdddik az egyenletek tanitasa, tanulmanyozasa. Az ugymond
,»szoveges feladatokat” sokszor egyszeriibb egyenletek segitségével megoldani (persze, ez
gyerekenként valtozik). A kiszamitanddo mennyiséget elnevezzik x-el , ,(felirjuk” és

megoldjuk az egyenletet.

Vegyiik példaul a ,,tanuldk és padok™ - feladat egy valtozatat (a matematika forumokon siirtin
eléfordul ez a tipus): ,,Ha egy osztalyteremben a tanulokat kettesével Ultetjik, 8 tanuld allva

marad. Ha, viszont, harmasaval iltetjiik 6ket, 3 pad marad Uresen. Hany tanul és hany pad
van a teremben?,, Ha x-el jel6ljik a padok szamat, felirhato a 2x+8:3(x—3) egyenlet,

amelynek megoldasa x =17 . Tehat 17 pad van és 2-17+8=42 tanulo.

61



3.4.1. Masodfoku egyenletek megoldasa

A gondok akkor kezdddnek, amikor az egyenletben az ismeretlen fokszdma egynél
nagyobb, tehat az egyenlet masodfoku, harmadfoku, negyedfokd stb. Ha, mondjuk, a feladat
azt kéri, hogy hatarozzuk meg egy 256m?teriilet(i, négyzet alaku telek oldalanak hosszat,

egyszertien jeldljiik x -el az oldal hosszat és felirjuk az x* = 256 <> x> =16° egyenletet, tehat

a keresett mérték 16m.

De, ha a feladat azt kéri, hogy hatarozzuk meg egy teglalap hosszisagat, ha tudjuk, hogy a
szélessége 4cm -el nagyobb, mint a hosszlsaga és a teriilete 96cm?, bonyolddnak a dolgok.
Jeloljuk x-el a téglalap hosszUsagat, akkor irhatjuk, hogy x(x+4):96. Az els6 gondolat,
hogy vizsgaljuk: nem talalunk két természetes szdmot, amelyek kilonbsége 4 és szorzatuk
96? Taldlunk: 8-12=96, tehat a kért hosszisdg 8cm. Ha ezt nem vesszlik észre,
beszorozzuk a zarojelet, igy kapjuk, hogy x*+4x=96. Latjuk, hogy mindkét oldalhoz
hozzdadva  4-et, a  baloldalon teljes  négyzetet  kapunk és irhatjuk

x2+4x+4=100<:>(x+2)2 =10%, tehat x+2=10, azaz x=8. Kiegészitettilk a bal oldalt

egy teljes négyzetre, igy az egyenlet els6 fokura redukalhato lett. Ez volt a ,,Purana —
Apurnabhayam” — médszer, ami magyarul ,,Kiegészitéssel vagy anélkiil” —t jelent. Altalanos
megoldasi képletet szolgaltathatunk masodfoku egyenletekre, igy hatarozzak meg altalanosan

a mésodfoku egyenlet megoldésait IX. osztalyban. A modszer a kovetkezo:

Legyen az ax’ +bx+c=0, a,b,ceR, a=0 amasodfokl egyenlet altalanos alakja.

ax2+bx+c:0<:>ax2+bx:—c‘:a®x2+9x:_—c. A baloldalt kiegészitjik egy teljes
a a
2 2 2 2
négyzetre x2+9x:x2+2-1-x-9+(ij —(L :(x+£j —(Lj . Irhatjuk
a 2 a \2a 2a 2a 2a

xz+_x_—_c+(£j2©[x+£f_(ijz_zg(xif-bz—“ac
al \2a 2a 2a) a 2a 4a*
+ f’ 2 _h+ } 2
Ha b?—4ac>0, X+2%=—bz%©x= b+ :a 4ac és ez a masodfoku egyenlet

megoldasi képlete (feltéve, hogy vannak val6s megoldasai).
Oldjuk meg a 2x*> —x—3=0 egyenletet a ,,Purana — Apurnabhayam” maodszerrel:
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2
X —x=3: 2 x2- X :§<:>x2—2-x'1+i:§+ic>(x—lj _25 . tehat
2 2 4 16 2 16 4 16

2~><-1
4

1 5 1 5 . 3 3
X——==—vagy X——=——,Vvagyis x=— vagy X=-1. Megoldashalmaz M =<-1,—+}.
17 gy 4 4 gy 5 gy g { 2}

A fenti modszer alkalmazhaté magasabb fokua (11., IV.) egyenletek esetén is.

3.4.2. Harmadfoku egyenletek megoldasa
Harmadfok( egyenletek esetén, a masodfokuhoz hasonldan, teljes kdbre egészitiink ki,

hasznalva az (u iv)3 =u®+3u?v+3uv’ £V, vu,ve R képletet. Nézziink néhany egyenletet.

a) x®—6x°—x+30=0<«<> x*—6x*=x-30. Ki lehet tallni, mi hianyzik, hogy a baloldal

teljes kob legyen. x3—6x2=x3—3x2-2+3x-22—23—3x-22+23=(x—2)3—12x+8, tehat

=0

X* —6x” = x—30|+ (12x—8) < (x—2)’ =18x =38 < (x—2)’ ~13(x—2) +12=0.

=13(x-2)-12

Jeldljik x—2 =y, igy irhatjuk: y>—13y+12=0. A baloldal kénnyen felbonthat6 szorzatra:

Y -13y+12= y’—y —12y+12=y(y-1)(y+1)-12(y-1)=(y-1)(y* +y-12).

=y(y-1)(y+1)

Az (y—l)(y2+y—12)=0 egyenlet megoldésai y=1 vagy 3 vagy 4 (a 3 ésa —4 az
y’+y—12=0 egyenlet megoldésai), tehat x—2=1=x=3 vagy x—-2=3=Xx=>5 vagy

Xx—2=-4=x=-2, megoldashalmaz M ={-2,3,5}.

(x+2)*-3x-22-2
3 2 " 3 SR
b) X*+6x°+11x+6=0< X’ +6x° =-1Ix—6/+(12x+8) = (x+2) =x+2 < y*=y.

3x2.2

y'—-y=0<y(y-1)(y+1)=0, tehat y=0 vagy y=1vagy y=-1, azaz x=-2, vagy -1

vagy -3, megoldashalmaz M ={-3,-2,-1}.

c) X*—9x*+6Xx+56=0< x>—9%x* =—6x-56 +(27x—27)<:>(x—3)3 =21x—83,

3x%3 =21(x-3)-20

x=3=y: Yy -2ly+20=0< y*-y -20y+20=0<(y-1)(y*+y-20)=0,

S ~y+5}(y-4)
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a megoldasok y €{-51,4} < x-3e{-514}, tehat xe{-2,4,7}.
Lattuk, hogy ha az x* egyitthatdja harommal oszthatd szam, olyan egyenletet kapunk y -

ban, amely nem tartalmaz mésodfoku tagot, igy nem nehéz a megoldés (faktorizalassal).

Lassuk, mi torténik, ha x> egyttthatdja nem oszthaté harommal:

d) x*+7x2+2x-40=0. Mivel (x+2)’ = x* +6x* +12x+8 és
(x+3)3 = x> +9x* +27x+ 27, kiegészithetiink x+2 vagy x+3 kobére:
x3+7x2+2x—40:0<:>x3+6x2:—x2—2x+40‘+(12x+8)<:>(x+2)3:—x2+10x+48.

—X? +10X +48 = —x* —4x—4+14x+ 28+ 24 , tehat az egyenlet az
%/—/ H_/

—(x+2)2 =14(x+2)

X+2=

(x+2) +(x+2) ~14(x+2)-24 < y*+y?~14y—24=0 alakban irhat6 fel. Sokat nem
nyertiink ezzel az Atalakitassal. Alkalmazva a Ill. fokd polinomok faktorizal4dsanal
alkalmazott valamelyik modszert, kapjuk y € {-3,-2,4} = x e {-5,—4,2}.

Meg tudnank oldani az egyenletet helyettesitéssel Ugy, hogy ne legyen masodfoka tényezonk
az y-os egyenletben. Példaul irhatnank, hogy 7x* =3x* % és igy tortekkel (is) dolgozunk

tovabb. De vannak szerencses esetek (amint fentebb lattuk), amikor az atalakitas utan nyert

egyenlet egyszeriien megoldhatd, adunk erre még egy példat:

e) X’+8x°+17x+10=0 X’ +9x* =x° —17x—10‘+(27x+27) = (x+3)3 = x> +10x+17.

x2+10x+17:(x+3)2+4(x+3)—4. Ha x+3=y: y'—y*-4y+4=0, azaz
H_J%/_J

=y*(y-1) =-4(y-Y)

(y-1)(y*-4)=0,igy ye{-212} =xe{-5-2,-1}.
3.4.3. Negyedfoku egyenletek megoldasa

Alkalmazni fogjuk az (u£v)* =u® +4uv+6uv? +4uv’ +v*, u,veR képletet és sajatos
esetben  az (x+1)" =x*+4C +6x° £4x+1,  (x£2)" =x* +8x+24x* £32x +16

(x+3)" =x* £12x°* +54x* £108x +81, (x+4)" =x" £16x* +96x* £256x +256 képleteket,

negyedfoku egyenleteket megoldasara.
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a) x*+16x°+86x% +176x+105=0 <> x* +16x° = —-86x> —176X —105\ +(96X° + 256X+ 256) <>

(x+4)" =10x* +80x 1151 @ y*~10y* +9=0<(y*-1)(y* -9)=0. Kapjuk:

=10(x+4)*-9

ye{-3,-113} tehat x e {-7,-5,-3,-1}.

b) X' —12x° +49x* ~78x+40=0<> X' —12x° = —49x* +78x— 40| + (54x* ~108x +81) <

(x—=3)" =5t —30x+41 e y* ~5y? +4=0.> (y*—1)(y*—4) =0. Kapjuk:
_5(x-3)"—4

ye{-2-112}= xe{l,24,5}.

¢) x'+4x*-x? —16x—12:0‘+(6x2+4x+1)<:>(x+1)4:7x2+20x+13.
7x2+20x+13=7(x+1)2+6(x+1), x+1=y. Irhatjuk
y' —7y*-6y=0< y(y3—7y—6)=0.
y3—7y—6=y3—y—6y—6:(y+1)(y2—y—6):(y+1)(y+2)(y—3),tehét
ye{-2,-1,0,3}és xe{-3,-2,-1,2}.

Lathattuk, hogy a negyedfokd egyenletnél sem kdnnyiti meg mindig a dolgunkat a ,,Purana
— Apurnabhayam”. Az atalakitas utan eltiinik a harmadfoku tag (ha az eredeti egyenletben a
harmadfokd tag egyutthatdja négy tobbszordse) de nem biztos, hogy tovabb koénnyen

boldogulunk. Sét, lehet, hogy atalakitas nélkiil konnyebb megoldani az egyenletet.
d). X* —4x® — 21X + 36X +108 = 0| + (6x* —4x+1) < (x—1)" = 27x* ~40x—107.

27x* —40x-107 = 27(x—1)2 +14(x—-1)-120, x—1=1y, tehat helyettesitéssel irhatjuk, hogy
y* —27y* -14y+120=0. Eszrevehetok a kovetkezd felbontasi lehetdségek:

y* —16y° —11y* — 44y +30y +120 =y +4)(y* —4y* —11y +30),

y2(y-4)(y+4) —11y(y+4) 30(y+4)

y’ —4y* ~11y+30 = y° - 2y* -2y’ + 4y 15y +30 = (y - 2)(y* ~2y -15),
—

v(y-2)  —2¥(y-2) -15(y-2)

y?—2y-15=(y-5)(y+3), tehat y*—27y*-14y+120=(y+4)(y-2)(y-5)(y+3).

Az egyenlet megoldasai y € {—4,-3,2,5} = x e {-3,-2,3,6} . A megoldas egy kicsit
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,.eréltetett” volt. Probaljuk megoldani atalakitas nélkil az egyenletet:

D, = {ZL 2,3,4,6,9,12,18, 36} . Irhatjuk

X* —4x3 —21x® + 36X +108 = x* —3x® —x® + 3x® —24x* + 72X —36Xx +108 =

x*(x-3) —x%(x-3) —24x(x-3) -36(x-3)
=(x=3)(x* = x* —24x—36) = (x—3)(x* +2x* ~3x* ~6x —18x—36) =

= (x=3)(x+2)(x* —3x—18) = (x—3)(x+2)(x—6)(x+3).
~(-6+2)

Levonhato a kovetkeztetés, hogy a ,,Purana — Apurnabhayam” nem mindig vezet (konnyen)
célhoz, ezért nem mindig ajanlott a hasznalata.
Végezetll nézzilk meg a negyedfoku egyenletek egy specidlis formajat és egy modszert ezek

megoldasara.
3.4.4. A ,,Vyasti Samasti” - szitra
Legyen altalanosan az (x+ a)4 +(x +b)4 =c, a,beR, ceR", xeC negyedfoki egyenlet.

. . . , a+b
Ebben az esetben a ,,Vyasti Samasti” - sz(tra alkalmazhat6. Legyen u = X+T, az x+a

ésaz x-+b binomok szamtani kozepe.

4 4
Az egyenlet az (u +a7—bj +(u—a7_b] =c alakban irhato, a zéarojelek felbontésa utan a

a-b)’
2u’ +3(a—b)2 -u? +u —c =0 bikvadratikus egyenlethez jutunk, ami megoldhato.
A 4 4 - X+8+x+10 ,
Nézzik az (x+8) +(x+10) =1552 egyenletet. Jel6ljuk u == X+9, tehat

X+8=u-16és x+10=u+1. Irhatjuk:

(u-1)"+(u+1)" =1552 = 2u* +120° +2=1552]: 2 u* +6u>~775=0. igy kapjuk, hogy
ue {—5, 5, —i\/s’_l,i\/ﬁ} , tehat a megoldasok
x+9e{—5,5,—i 3,i\/§}:>X€{—14,—4,—9—i\/ﬁ,—9+i\/?z}.

Gyakorlatként oldjuk meg a kdvetkezd negyedfoku egyenletet: (X+ 3)4 +(x+ 5)4 =3026.
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4.Fejezet: Tapasztalatok, kovetkeztetesek

Az Eurydice jelentésben is olvashattuk, hogy a matematikai kompetenciat az oktatastigyi
miniszterek az Onmegval6sitdshoz €s a munkaerd piacon vald elhelyezkedéshez sziikséges
kulcskompetenciaként jelolték meg. Sajnos, orszdgunkban a matematikdban nehézségekkel
kiizd6k ardnya 45% felett van. Ezt mi, tanarok is tapasztalhatjuk a mindennapi oktatas soran.
Az sem vigasztal, hogy nemcsak Romania van ebben a helyzetben. Amint olvashattuk, a
gyenge teljesitménynek tobb oka is van, tobbek kozétt a tanulok motivaltsaganak csdkkenése
- ez a csOkkenés az elemitdl egészen a kdzépiskola befejezéséig tart.

Dolgozatomban megprobaltam bemutatni egy, a Romaniaban hasznalatostol eltérd
matematikai modellt, a védikus matematikai rendszert. A védikus rendszer er0s oldala a
kovetkezetesség. Példaul, négyzetre emelés elvégzése utan egyszerlien megforditjuk a
miveletek sorrendjét, és a négyzetbdl négyzetgyokot vonunk. A szamitdsi modszerek
konnyen megérthetok és megjegyezhetdk, a szdmitdsok nagyrészt fejben is elvégezhetdk.
Tehat rugalmas, mentalis modszerekr6l van sz, a tanulok sajat megoldasi modszereket
fedezhetnek fel, nincsenek egy megadott séméara korlatozva. Ez (jobban) felkelti a tanulok
érdekl6dését a matematika irant, és még jo kedvre is buzdithatja 6ket. Ide talal Rényi Alfréd
egy gondolata: ,,Ha rossz kedvem van, matematizalok, hogy jo kedvem legyen. Ha j6 kedvem
van, matematizalok, hogy megmaradjon a jo kedvem”.

A gyerekek szeretik a trikkoket, mert megkdnnyithetik a munkajuk elvégzését. Nagyon
hatékony ezek alkalmazasa a matematikaban, mar a kezdetek kezdetén. De fontos alkalmazni
a tritkkkoket a kozépiskoldban is, ahol mar, amint fentebb is emlitddott, egyre kevesebben
maradnak aktivak a harc mezején. A dolgozatomban egy par ilyen triikkét szerettem volna
bemutatni, amelyek alkalmazéasa javithatnd sok tanuld gyenge teljesitményét, és erdsithetné
ezek motivaltsdgat is a matematika tanuldsara. Tobb didkom volt mér, aki majdnem a
semmir6él kezdte matematikabol a IX. osztalyban, €és nagy jeggyel érettségizett
(matematikabdl is). Einstein is gy mondta volt, hogy ,,Ne bankodj, ha gondjaid vannak a
matematikaval, biztosithatlak, az enyémek sokkal nagyobbak”. Neki pedig sikertilt lekiizdeni
a gondok egy nagy részét. De nem csak a tanuldk, az oktatok hozzaallasan is mulik a siker.
Ehhez kotoédik egy gyengébben felkésziilt, de optimista es taldlekony didk esete az
egyetemen: Az egyetemen folynak a szigorlatok. A professzor igy sz6l az egyik gyengén
felkészilt ifjuhoz: - Létja, kérem, Nagy S&ndor mar ennyi id6s koraban meghoditotta a

vilagot. - Igen, csakhogy neki Arisztotelész volt a tanéra...
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