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Bevezetés

Talalkozva régeés¥aj I smer Rs°kkel , gydvvel aglalkdza,lhdl e v Rd i |
dol gozol ?2ad.°bhAsRg®beeak a v §&I asz oMatehsta®®dzi|l - 0 h
annyira nem szerettem, S most se nagyon ke
eltoprengek val - ban ennyire p%p a h8ton a matemati

korében is? Miéres honnan ez a matematka bi a? A v8l asz egyszer
®rt ¢nk, att - | i degenkedg¢nk, musz8jb-I1, v®gez
e ®rt nehezen feledj¢k a keserT 2z®t. Egy sz
megoldashan, ha di 8kkor8ban R sem tudt a®smeagzo |Rdar
szilei sem tudtak segitséget nyuljtani eblEnigy tovabb, forog a mékuskerék... Valahol,
valamikor, valami rosszumT k° d°t P bbek k©°z°tt a hozz88I1 1 §s
fontos k®rd®s: nem |l eh&ébsettneml hahAmB8sek Amp sk
esetleg egyszer Tbben s zppvaRafPf ®r het Rbben a gye
A Am8&sk®ppo gondol at a avak\A@sztésiban éaa dblgokzatpmz at o

meg2r 8s8ban is. Dolgozatom t®m8ja a v®di kus
A sz%Ytr8k haszn8l at 8r - | |l esz sz-, n®gy f Rbb
végziunk el, védikus mddszerekkeb meg z ok ot t - | el t ®r Ren, nagyr G

fejezetben a determinansok kiszamitasara adunk, nem annyira ismert modseelakedris
egyenletrendszereket oldunk meg, szintén nem hagyomanyosan (a liceumi mddszerekhez
képest). A harmadik fejezetbenyeggs tbbbvaltozés polinomok faktorizaldsatnegyedik
fejezetben egyenletek megol d&8s8t mutatjuk be
(egy csepp a tengerbem Nagy Konyw R IVédiKus Matematila Részletesebbenza
irodalomjegyzékbefelsordtak kdzott lehet informéacidkat talalni.

Nagyon sok IXXIl. osztalyos diakkal taldlkozom, akiknél halmozott hianyossag
®szl el hetR az alapmTvel et ek t e rta®itani (vagy | 2 c e U
megtanulnitanitani) ezeket a dolgokat, de valahogyKell lopni az 6rai tevékenységbe. Ezt
valahogy ugy lehet elképzelni, hogy egy haz felépult félig, valahogy, de a téglak méar esnek ki
a fundamentunfelett Ezeket a téglakat vissza kell rakni, hogy tovabb épithessiik a hazat.
Megf el el R h oseditfggel hagnem kedvenceéss, de kedveltebb®
mat emati ka, gyer ek ®Merta magdmikasa zARlkaé&grvalt, vangég a r § n
lesz.

Kdszonetemet szeretném kifejezni é&ndras Szilard egyetemi docensnek a dolgozat

megirdsaban nyujtotegitségéért.



1.FejezetA matematikaanitasanakproblémairoli az
Eurydicejelentes

Az utébbi években a matematikai kompetencia problémaja nagyon fontos lett. Ezt a
kompetenciat az oktatasi miniszterek az egyik olyan kulcskompetenciaként jel6lték meg,
amel vy sz ks®ges, t°bbek k°zott az ° nmegval
elhelyezkeéshez. A tanulasteljesitményszinttelkapcsolatos aggodalmak egy 2680
megval -s2tand- referenci a®rt ®k Azbnf Ibgéaes § s § t
tanulok szazaléka, akiknek nehézségeik vannak az olvasasban és természettudomanyok terén,
ne halalja meg a 15%t0 2-688 Rom8ni 8ban a matemati k8bar
aranya 45% felett volt (Bulgariaval egyutt), mig az ellentétes oldalon Finnorszag és Litvania

allt, 20% alatt. Természettudomanyok esetén sem Aallt fényesebben a helyzet: Roméaniaban

40 % felett volt a term®szettudom8nyokkal k¢
l'ist8n (Bulg8ria el Rtt). Mi ndk ®t e®xPiSAen Ror
felmérések alapjan sziilettek. A matematika tanulasanak és tanitasambk 8t t © bb t ®n )
befol y8solja. Il yen t®hweeRkanémaosd al8samcsalbE
rendszerek egyes jellemzRi i s.

Az Eurydicej el ent ®s 6 fejezet bRI gl 1, mi a 4.

Gyenge teljesitmény a ratematika terénésaz A tanuldék motivaciojanak javulasarol.

1.1. Gyenge teljesitmény a matematika terén

A gyenge teljesitmény az E.U. orszagainak egy kozOs probléméaja a matematika
tant 8rgyns8l . ltt nem csak a tan2t8s ®s tan?2

jobb oktatasi rendszer biztositasa is.

A nemzeti és nemzetkdzi felmérések eredménylaipjan elmondhatd hogy a
mat emati ka ter®n el ®rt gyenge teljes2tm®ny
sz8rmaz§8si hel y®hez ®s az iskol8hoz i s. Ro m8§
is azonositottak, amelyek befolydsoljdk a vidékanutd didkok teljesitményét. Ezek,
8l tal 8ban: az emel ke dedandlméaryekjfélb&sdakitgsa esdkkeotk t at §
®r dekl Rd®s, az iskol8kban tanzt . tan8r ok ne.

! http://europa.eu/rapid/presslease_IPL1-1358_en.htm
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osztalyok 2010 Ota a vegyes osztalykmegszintettélkes 600 matematika tanar egyetemi

tovabbképzésen vett részt. Ugyancsak Romanidban az algebra, a matematikai kozlés és a

feladatok megol d8sa jelent probl ®m§t a tanu

problémét jelentenek a tanaralais.

Pr-b8l koz8sokat kel tenni a matemati kai
megvaltoztatdsara, mint. a matematika nehéz, elvont vagy nem érdaggshogy nem
fontos a mindennapi ®l et ben. Egy | ehet Rs®g
amely segitheti a tanuldt kapcsolatot teremteni a matematika és a mindennapi élet vagy mas
tantargyak k6zott (Van den Heuv@lnhuizen, 2001).

Az elemi osztalyok szipgn valé beavatkozas is segithet z el sR k®t askol a
j °vR matemati kai nevel ®s al apjait. A tan2t .,
a tanulénak kikertlni helytelen stratégiak vagy koncepcidk fejlesztését, amik hosszu tavon

akadalyt jelenthetnek a matematika tanulasaban.

Osszpontositva a tahu k gyenge pontjaira, egy®nil eg

teljes2tm®nye (Wright et alAzeseteR todbsegébel, dada2 ) .
beavat koz§8s ,iédaRtanald gyenderpon@aira dsszpontosit, ezek nem lesznek

hosszasak vagptenzivek ( Dowker , 2009) .

A tanaroknak minél nagyobb elvarasokat kell leszogezni és ezeket kdzoélni a diakokkal

is, minden diakot batoritani kell az aktiv részvételben ezen a téren (Hambrick, 2005).

A kutatasokbol az derll ki, hogy a gyenge teljesitrsgmg megsziintetésére iranyulo
hat ®kony int®zked®sek §tf og- akhog® dhatékodyds zer T
kovethessik a tanulok gyenge teljesitményének problémajat, figyelni kell a képzések
Sz¢,ks®g®t ®s ezek v§8Iltozs§gidt8a tandnaRmak ki kekenel |
emelnilk annak fontossagat, hogy nem szabad elbatortalanitson az a koncepcid, miszerint a

siker a matemati k8ban nagyr®szt a tanul - vel

A sz¢l Rket b8tor2tani k el lan éshaggtgssen mekikat s ® k
mat emati ka. A sz¢ ¢l Rk bevon8sa | ® fontossg8g¥

2008). Sajnos nagyon sok sz¢l R nem tud seg?t

Az europai allamok tobbségében a kdzponti hatosaggikséget nyujtanak a tanaroknak
es az iskoldknak a matematikaban nyudjtott gyenge teljesitmény problémajanak

\
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megol d8s8ban. Csak n®h8ny eur - -pai orsz8gban
matematika tanulasa soran tapasztalt nehézségekkel faglakoez a szakképesitésik.
Elmondhatd, hogy szikséges a gyenge teljesitmény leklizdése érdekében tett lépések
medfigyelésének és felmérésének javitasa, mivel csak néhany orszag készitett felmérést a
v®grehajtott seg®dpr ogr a dtokkcéldkat,tn@zdirszinten, ®s k e\

matematikaban gyenge teljesitményt nyQjté tanulok szamanak cstkkentésére.

1.2. Atanuldék motivaltsaganake r Rs 2 t ®s e

Néha, ugy az iskolaban, mint a tarsadalomban, a matematikat nehéz és elvont
tantargyként kezelik, amely olyan képletek és folyamatok sordnak megtanulaséat feltételezi,
amelyek latszdélag kapcsolatban sem &llnak egyméssala mindennapi életben vald
hasznalatuk latszélag elhangdligaté. A matematikahoz valé negativ hozzaallas és az
Oonbizalom hidanya hatassal lehet a tanulasi teljesitményszintre és a matematika tanulasara, a
ketelezR oktat8s ut 8§n. Az iskol 8k ®s a ta
®r dek!| RI®s ®mrekanmaeke®da®bka ir8nt ®s abban
matematilat. Figyelmet kell szentelni a tovabbiakban az olvaséas, iras és az aritmetikai
szamitasok elsajatitasa szintjének emelésgreEUropai Unié Tanacs2009). A fiatalok
®r dek | Rd ®saka & a makdnetamtargyak tanulmanyozasa irant fontos, mert
meghatarozza egy, a matematika, tudomanyok és technolégia terlletein valé karrier
|l ehet Rs®g ®t .

Cltal 8nosan kijelenthetR, hogy a tanul -k h
tanulnak SRt , sokkal t°bb dol got el s ajsZ&kKrédaldmat nak
ki mutatt a, hogy a mot i v 8§ crészekelsagatjtasdbanr{Grainkck t ® n y
et al., 1991 Ma & Kishor, 1997). A tanulmanyok azt is kimutattdk, hogy alRelsmot i v 8§ c i
pozitivan befolyasolja az elméleti részek elsajatitasat (ReRyan, 2002; Urdan & Turner,

2005). Tehat, azoknal a tanki®o§ | |, aki knek tetszik a tananye

motivacio és forditva.

Egyes orszagos felmérések tobbet viltdléezt a témaPéldaul acsehorszagiMlagmad
nevezetT fel m®r ®s b RI az | 8tszik, hogy azokba
voltak képességeikkel matematika orgnkétszer olyan j6 eredményt értek el, mint a tébbi
osztalyokban.M8 s r ®s z t ugyanabban az oszt 8l yban k
teljesitménys z 2) ntanidlok gyakran egyforman vélaszoltak a feltett kérdésekre, ez

kapcsol atban | ehet Atnuldlkanmgvaltsdga ésma maiRmablkqi® v e | I s.

6



teljesitményulbefolyasolhatéazzal is, hogy mennyire fontos szamukra ez a tantargy.

A TIMSS felmérés arrély y T jinfoPmadiokat, hogy &Ill. osztalye tanulék mennyire
tartjak fontosnak az elsajatitott matematikai ismereteket a tovabbtanulasbaa vagy® v Rb e | i
munkahely alasztdsdban. 200¥n, a tanulok 68% a mat emati k8t enagy ®
A VIIl. osztalyostanulok csak 6% nem tartotta fontosnak a
tekintve. Litvania és Torokorszéagok orszagok, ahol a matematikat a diakok legnagyobb
tobbsege tartotta fontosnakB7-88%) Az EU-ban atlagban 3Jonttal volt nagyobb az
eredmeény azoknal a tanuldknal, akik értékelték a matematikékkal szemben, akik nem.
£szrevehet R, viszont , hogy a tanul - azon
foglalkozzon nem stabil, inkdbb dinamikus, valtozé. Csehorszagban és Skoq 2008
ban °sszehasonl 2tott 8§k a tanul - k , ésoarmava8!l t s § ¢
kovetkeztetésre jutottak, hogy ez csokken a¥IVW osztalyok soran. Ez a megfigyelés is
kiemd i a tan8rok ®s a tan?2t8si f ol yamaA szer
TI MSS eredm®nyei azt is megerRs2tik, thogy a

67% anak, mig a VIIl. osztalyos tanulok 3986ak volt pozitiv hozzaallasa a matéikehoz.

Az iskolan kivili tevékenységeken kivil az UE orszagainak csak egyharmada tamogat
ol yan saj8tos tan2t 8si strat ®gi 8kat, amel ye
jellegT tan2t §si s t 1 antelgey iinrhnatikatb hadzmalRak.t Azea a z o |
k°vetkeztet ®s v 0 B htartitdsi mobdszerek hinkaply a Agyerekek
természettudomanyok iranti természetes kivancsisagat kellene kiaknazzak, minél fiatalabb
kortol kezdvee (az EU Tan8csa, 28071 0 ¢ g y Rtotnr8Thk °ad ® spi ® |
hasznalataval (parosaval vagy csoportokban), nagy hangsulyt fektet az aktiv részvételre és az
akt2v tanul 8sr a. Ctt®r®s t°rt®nt a front§li
tanulasra. Ennek célja a motivacio sartése
és a tanuldk bevonasa a matematikai tevékenységekbe.

A sz ¢ | Rk éshaetanoldk Staitdsanar kiskoruktélj el ent Rs hat 8§ssa
mat emati ka tanul 8s8r a. T°bb orszs8§g, k°zott g
tanulasi folyamathaésk o n k r ®t kezdem®nyez®ssel j °n. Rom
tanulasi folyamatbehangsulyozottabbaaz elemi oktatasban térténik. Célja, hogy tudatositsa
a sz¢l Rket a matemati ka sz erésmpdszérdk jaaslasasan u |l - k

tanuldk matematikai képességének fejlesztésére.

20002008 kozott 37% a | nRtt az MST (Math Science Tec



Ezzel az UE tobb mint kétszeresen tullépte a 20H) ire1b%o0s ndovekedési standardot.

M®gi s, ha °sszehasonrzl8mijtulkaza?®? sMEEsv@@gzyRd ekne:
az EUban, a helyzet masképp alakul® ny e g ®ben ez a sz8zal ®k <cs?®
ami nemcsak a hatésagokat foglalkoztatja, de az Uzleti szférat is. A nemzeti oktatasi
hatésagok probaljak ellensulyozniezz@ndenci 8t . BDgy gondol j 8k,
sz8ma &egy fontos t ®nyezR, hogy versenyk®pe
|l egnagyobb cs°kken®st el k°nyvel R orsz8gok k?©

Elmondhato, tehat, hogy a matematika az eglépkompetencia az egész életen at tartd
tanulasban. Fontos Iépés a tanulok motivalasa a matematika tanulasara. Azeért, hogy emeljék
az iskolai teljesitményuket, azért is, hogy noveljék egy matematika profili egyetem
el v®gz ®s ®n e s | ah et sBGyc@® heatematikaval rokon terileten vald
karrier | ehetRs®g®t. Azok a tanul -k, akik po
matematika f&, jobb eredményeket érnek el. A TIMSS adatai igazoljak azt a tényt hogy,
kulondsen a VIII. osztalyosokdrében, azok a tanuldk, amelyek pozitivan éalltak hozza a
matematikahoz, jobb eredményeket értek mint a negativ hozzaallasuak. Ugyanez
mondhaté el olyan tanuldk esetén, akik fontosnak tartjak a matematikai kompetenciakat a
nevelésiikben és a karrierfidn. A nemzeti és nemzetkdzi felmérések azt mutatjak, hogy a
gyerekek motivaltsaga mat e mat | cko&ken az iskolébbrnR@tdtt évek alatt, ezért

foltétlentl 1épéseket kell tenni ennek ellensulyozasara.

KijelenthetR az i s ,ben,hasiilg sotivaltako és jOlt teljesitehek k e s
matematikabdl az elemi ésWill osztalyokban, inkabb ajanlott egy matematikeechnika-
tudomanyok profill egyetenvagy egy MST orientélt karrier szamitasba vétele, mint mas

tanuloknal.



2.FejezetA védikus matematika

AEs mikor a rend a hatart kiszabta,
Mi volt alul: és mi kertlt folébe?
ltt vak 8l mok, ott er
Lent boml 8s, fent a fori
Himnuszok aRig-védabdl A teremtés himnusiaS z a b - farditasa n c

2.1. Altalanos bemutatas

A V®di kus Matemati ka az indiai mat emati ka
vissza, pontosabban a&tharva Véd-ig. Az Atharva Védamérnoki tudomanyokkal,
matematikaval, szobraszattal, orvostudoménnyal és még sok ma ismert 4gazattal foglakozik.
A VAd®d sz - seraengsddiidli i & zs 08 rl ma z t dataook nélkili tudagt A
jelent.

A védikus matematika, amely lényegeserelgy s zer Ts2 t i az aritme
mTvel eteket, fokozatosan befogad8sra tal & glt
prakti kus eszk®°z a matemati ka feladatok gyo
|l eegyszer Ts2ti a yzeteo emel8ss tkpbre ®Emeiést,8 ségyzés n ® g
kébgyokvonast.

Ezt a témat nagyrés8ri Bharati Krsna Tirthaji(18841960) dolgozta fel Gjra. Evekig
tartd kutatasok utan sikerilt 16 kotetben dsszefoglalnia a védikus matematikat. Mindegyik
kotet egy szltrénalapszik (a szutrak itt nemcsak egy szabdlyt jelentenek, hanem egy
megol d8si gondol kod8sm- dot i s) . A k°tetekne
veszett, igy az emlékezetei alapjan egy kdnyvbe foglalta mind a 16 szutrat, amelynek a
AVedi ¢ Math\e@ditk us 0Mat e m&ézirataialapjarg postenus keriltt a .

nyomda ala, 1965en. Ez a ma hasznalt védikus matematika alapkdnyve.

A mentélis vagy az egkét soros megoldasi modszerek hatékonyan hasznalhaték:
Szorzasnsztas elvégzeéseére, faktotasra, l.n.k.o., négyzet és négyzetgyok, kob és kdbgyok

kiszamitasara, nfagasabb foKd algebrai egyenletek és egyenletrendszerek megoldasara,

®Szltrai aforizmgs z- szerint fonalat vagy dol gokat ©°sszek©®tR
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di fferenci 8l sz8m2t 8sr a, kapszel et ekn®l stbh.

dol gozat kébenet kezR r ®sz

A v®di kus rendszer talsg8n | egmegl epRbb | el
ne®l k¢l i techni k8k helyett az eg®azaltakrmn ds zer
Szorz8si m-dszer egyszerTen megford2that - e (
emelést visszafélelvégezve, egy sorban gyokot vonhatunk egy szamdsdlezek mind
viszonylag egyszer Ten meg®rt heéMeRtesséehBtzés az e g
Gjitasra batorit.

Nehéznek vélt matematikai feladatok kénnyedén megoldhatok a védikus rendszer
seg?ts®g®vel. A rendszer egyszer Ts®ge abban
tudjuk tartani (bar ezek le is irhatok). Nagyonsok Rnye van egy rugal mas
hasznalatanak. A tanulok sajat modszerekdt e d e z het ne k dgg inggadatt ni nc
modszer hasznalatara korlatozva. Ez a tanulkiesdtivitasrabuzditja, és jobban felkelti a
mat emat i ka i r 8n szitrdkRalkalreakasaRaci®rslis ligandolkodéssal jar, ami
seg?t az intu2ci - fejleszt ®s ®ben i s. Az okt
Kutatasok folynak azzal kapcsolatban, hogy milyen hatassal van a V.M. tanuldsa a

gyerekekrefejlesztik a vékus rendszer alkalmazhatésagat a geometridban, szamitasokban.

De a V.M. igazi szépségét és hatékonysagat a rendszer gyakowsatbatkalmazasa
adja. Kiderul, hogy a V.M. az egyik lehetséges legkifinomultabb és hatékonyabb matematikai
rendszer. ElképeszR , hogy 16 sz%itma ®x2g13 s®g®b el fej
hagyom8nyos m-dszerrel nehezebben el v®gezhet

Osszetettebmatematika feladatok is.

Kovetkezzen a fent emlitett 16 szltra és 13 sailird, eetenként egyegy példaval

al 8t 8masztva, de el Rtte sz-ljunk m®g p8&8r sz-

A sz¥%tr8k r°vid, t °mor mT v képpert ianrmeghati®Avd: § s o k .
AMforizm8k gyTjtem®nye, amely miszodhbkfaezikiudgs |
amelynek egyetemesen alkalmazhaténak és nyelvtanilag hibatlannak ket*lennie

Jelolések:

- 2/34=234a sz8&mot felosztottuk egy sz8&8mjegyT

® Figgelék korollarium
* http://www.tattva.hu/index.php?inc=article&id=103
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- 13,32=13@0 32 ( 3 )1+0 O32 44;
- 2/,2/,1= 5,6,1 =56 - hatulrél kezdjik a szamot leirri; marad a4, 4+32 =3€ -

leirjuk a 6 -ot, marad a3, 3+ 2 =5, tehat az eredmémy61];
- V.M. T Védikus Matematika.

1.Ekadhikena Purvend Eggyel tébb mi nt a.zEz a kzBHAIR aBH-t e | v®gzRdR
természetes szamok négyzetére vonatkozik.

75 hagyomanyosan 7507t Védikusan:75(r5 $62-az el sR k ®;

375 8 5
525 797 9 & az utol s25 kettfh
5625
2. Nikhilam Navatascaramam DasatatMindent a9-b R | ®s alb-b R A mddszert a

két szam szorzasara vonatkoz™ . , 4
997064 Védikusan

A 997(64¢ hagyomanyosan: 8973

99 76 49

3988 ® ® (o © & §49. 3 =HA,
5082 003351

647053

30351 205, tehat
997(H49 646, 053 H470!

3. Urdhvai tiryagbhyami F¢, g g Rl egesen ®s 8tl - san

3718 hagyomanyosan 374¢ Vvédikusan:3Gt %2, 38 F 405,
206 ) o
” 8(Y S€ Tehat37(38 27.2.6 /7.
1776

4. Paravartya Yojayet Helyezd &t és alkalmazlét természetes szam osztasara vonatkozik.

5. Sunyam SamyasamuccdyAmikor a samuchchaya egyforma, akkossamuchchaya nulla
vagy null 8vs8 tehetR

6. (Anurupy@ Sunyamanyat Ha egyes van a tortben, a tobbi nulla

7. Sankalana 1 vyavakalanabhyam i Osszeadassal és kivonassalLinearis
egyenletrendszerek

- , , __‘(?(39x- 67y =11
megoldasara hasznalatos. Nézzik a rendszert.
{67x- 39y =9t
El Rsz°r ©°9sszeadjuk majd kivonjuk egym8sb- | a
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106x- 106y =106 Yk y  és 28x+28y =84 Yx ¥ I Az igy kapott egyenleteket
Ujra dsszeadjuk, majd kivonjuk egymésh@k=4 Yx 2és2y=2 Yy .

8. Puranapuranabhyari Kiegészitésselagyki nem egészitéssel
Hatarozzuk meg az® +9x* 24x 24 (gyokeit.
X +0xX 24x 24 G (x+3 +(xUF +x ., x+3{ 10} ¥ {i4-3-}

9. Calanai Kalanabhyani Szamitassal

. 3 5 49
2+x 6 §:2 ¥ X43-0 Sx 3428
§ 2 E T
a 1% 49 1.e770 , 63
Azaz ;x+= 3 =—, ahonnanx+— I —,— X |1@—- .
&7 2716 41 4y ? 2
10. Yavadunani A hiany segitségével
98 hagyomanyosan 9809¢  védikusan:100- 98 =z, 2% = 4, 98- 2 =0F,
784 tehat98” = 96 04 =960..
882
9604

11. Vyastisamastili Hasznald sszamtankozéparanyost
" . , . o 65+ 75 s
655 = A két szam szamtani kozeparanyosaz—:YO, 707 = 490C. Tovabba

75- 65

=5 és5” = 25, Ekkor 65(Y5 #4900 25 487.

12. Sesanyankena Carameria Az utols6 szamjegy szerinti maradkik Tizedes tort

k6zonséges tortbe valo atalakitasara (és forditva) hasznalhaté.
Példam:%9 =0,(0526315789473684 - az atalakitasi modszer az 1.2 Fejezetben talalhato.

13. SopantyadvayamantyaimAz utolsét és az utol#l Rt t i .k ®t szer es ®t
1432 = A 143-at felirjuk 0143Calakban. 0+2 ® 6, 3+2 ® 1%, 4+2 O &,

1+2 O 1. irhatjuk 143012 #6/,1/6 1716.

14. Ekanyunena Purvena Az e | Rt tggyellkeves€ébbA®d;99;899;...;999. alaku

szamokkal val6 szorzas esetén hasznalhaté.
4760099 = 476- 1 =47%, 999- 475 =52, igy 476(099 =A7b 524 HAT55..
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15. Gunitasamichyah 7 A s zor z - t ®ny etasRdgnekesgoyzatd Pohnantok i
t ®n y eboiRdsanak helyességétlebet | en Rr i z ni

(x+3)(x B)(3x 4 3 2¢ 53 6L A szor z-  t egyiytewiRdsszegeinek
szorzata (1+3)(1-9(3 4 41, a  polinom  egyitthatéinak  9sszege
3- 2 -53 60 A1, tehat a felbontas helyes lehet.

Az xX+2x° 2x 6 (%= J(x I(x ) felbontds viszont nem helyes, mert

1+2 frz 6 (1 3+ 2(2 1

16. GunakasamuccayahMi nden szor z-t®nyezR.
Ezek voltak a szutrdk. Kovetkezzenekzaibszutrak ezek szama 13.
1. Anurupyend Aranyossag

537 = 53-50 8, 57-50 ¥.53+7 =6( és 60:2=3C, 30 21, igy
537 3¢ 21 302

2. Ssyate sesasanfitaih A maradék allandé marad
3. AdyanadyenantyainantyeriaA z e | s RI, aa atolsé &z utBlsOeal
4. Kevalalh Saptakan Gunyat7 esetén a szorzandi3.

5. Vestanami 0©sszekapcsolassdh vinculum hasznélata). Az oszthatésag vizsgéalatanal
hasznalhato.

593957 1:? Az oszt6 13, szamjegyeinek 0Osszegé, ezt ekadhild-nak nevezzik. Az
oszthatésag vizsgalataban ez lesz az ugynevesitator A | ®p ®s ek a k°vet k
4Q 28, 59395+ 28=5942. 4@ %2, 5942+ 12 =595. 44 6, 595+ 16 =61.

4Q 4, 61+ 4 =6F és65:13, tehat593957 1.

6. Yavadunam Tavadunar Csokkenteni ahiannyal A négyzetre és kobre emelésnél
hasznéalhato.

AF=£#/20 38 16; 49 184
7. Yavadunam Taradunikrtya Varganca YojayeBarmennyi is legyen a hiany, kivonjuk a
szambal és hasznaljuk a hiany négyzetét

89 = 7100- 89 =1;igy 89 =(89 -1}/ 11 =g 21 9.
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8. Antyayordaske®ti Az utolsok 6sszedd.

9. Antyayagevai Csak az utolsé tagBizonyos egyenlettipusok megoldasara hasznalhato)
10. Samuccayagutah i A szorzatokisszege

11. Lopanasthapanabhyari Kiklszoboléssel és megtartasqalobbvaltozos polinomok

faktorizalasara hasznalhato).

Faktorizalijuk af =3x*> ®y* # 7xy 4xz 3ypol i nomot. AEIt T Entet¢n
egy valtozot, a tobbit megtartva. Hg=0, kapjuk f =3x* -4xz # (= 2(3x }, ha
z=0, f=3¢ #xy 2y (% 2y{3x y. A k®t eredm®nyt Aegybe

hogyf =(x Ry 2(3x ¥ 3.

12. Vilokanami Eszrevétel alapjatEgyenletek megoldasanal hasznalhato).
1 1 1 1 1

Példaul azx+— 10 egyenlet valos gyokes és—, mert—O:3 +.
X 3 3 3 3

13. Gunitsamuccayah Samuccayagunitafiz 6sszeg szorzatasaorzat 6sszege

A szWtr8k r°vid 8ttekint®se utsg&§n ©°sszefogl
jell emzRj ®t

1 ¥sszefAydgliguR endszer egyi k |l egszembet TnRbbD
Példaulaz 8§l t al 8nos szorz8si m-dszer egyszer
vagy egy wegyszerT n®gyzetre emel ®st Vi s
vonhatunk egy szamho®s ezek mind viszonylag egysz:i
egységesség a matematikbtezetesséeheti és Ujitasra batorit.

1 RugalmasA szamitdsok elvégzése, afeladatogy el Rr e megadott, e
val6 megoldasainalmaslehet. A védikus rendszer serkenti a tankitéativitasat
Példaul létezik altalanos szorzasi médszer de léteaniszerek specialis esetekre,
amelyek még jobban megkdnnyitik a munka elvégzését. Nem muszdj alkalmazni
ezeket a specialis médszereket de aki hasznalni akarja, ott vannak. Ez a rugalmassag
szabad kezet ad a tanulénak arra, hogy a sajat szempontjait SZbaFSZONES
dol gozzon, fejl eszt kreativi@ssitésnmeuiriéjat. Asétlikuy e e z z
rendszer nem ragaszkodik a matematiiszta analitikus megkozelitéséhez, mint
ahogy ez sok modern oktatasi modszer esetén torténigoleet szamit abban, hogy

viszonyulnak a tanulok a matematikahoz.
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1 Mentdlis, memoria javit6 A v ®di kus rendszer egyszer T
szamitast fejben is el lehet végezni. A tanuldk sajat modszereket taladlhatnak ki,
nincsenek egy &Kamdzis@&as koritozdas Wgyanakkor memoria
fejlesztR hat8sa is van (nem besz®l ve a n

1T Kr eat i vi tASvédikues jehdszerzsajafossagai arra batoritjak a tanulokat, hogy
kreativan végezzék a matematikai myokat.

1 Mindenkihez sz6l A V. M. hat ®konynak t Tnik mi nd e
tehetségesebb gyerekek szeretn&isérletezni és a kevésbé tehetségesek
megmaradnak az altalanos (nem védikus médszerelthd) kedvel i k az e
szabalyokat.

1 Fejleszti agyors gondolkodasMivel arendszerult)e gy s zer T m- dszer ek e
el Rnyben r®szes¢l a fejben sz8mol 8s ®s a
vezet.

 Egyszer TA mgtetatigakatkalmazasa élvezetes is lehet, ez tapasztalhaté a
V.M.-nél.Es ez a matematika igazi jellege.

1 Alkalmazhaté az algebraban A rendszer egy m8si k fonto
megtanult aritmetikai mdédszerek alkalmazhatok az algebraban is. Itt is latszik az
aritmetika és az algebra kozotti szoros kapcsolat.

A V.M. indiai termék, mégsem tanitjak az indiai iskoldkban. Mondhatnank, hogy inkabb

export terméka vi | 8¢ neves egyet emei n 10®erfnekr d) P
seg?t s®g®vel k®sz2tenek fel tanul - kat mat em
alfgiezetben.

2.2. A védikus matematika helyzete Indiaban

Indiaban, @ ASER 2014 jelentés alapjéa vidéki V. osztélyos gyerekek esetérbl® | 2
gyerek tudott h&r omj e g ywKk pedigznemiudoth segit8ég sélkid a d n i
ki vonni k®t j egy T (asThzeSTelegiaphszeria)gDe méns dsak lIndidban

vannak gondok. Az Egyesilt Kiraygdb an 17 milli - felnRtt ®I, a
egyenl R egy 11 ®v e-szsia gsecuréphi ®rgzad elkeriite az licgydsidt! e t

Allamokat, az elemiés kozépiskolak matematika szintjét névél-Afrikaaz ut ol s - el F
listan a matemati i oktat 8s mi NnRs ®g ®t il 1l et Ren. Egy

hasznalata lenne, irja ugyancsalKte TelegraphEgy gyorsszamol6 matematikaendszer

®The ThelegraphVedic Mathsanswer to the Global Maths Crisis, 20.01.2015.
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hasznalatavitathatolehet a technolégia koraban. De, példaul, az Egyesult Kirdlysagban, az

elemi iskokban mar megtiltottak a szamologépek hasznalatat a vizsgakon (megj.: nalunk be

sem vezették), tehat csak van helye a mentalis matematikanak az iskolai rendszereken belil.
Gaurav Tekriwd, az indiai Védikus Matematika Férum elndke kérte az indiai Emberi

Er Rf orr8sok Minisztere, Mr . Smr it Il rani t 8m

tanterv tartalmazza V.M.is.

Indiai szakemberek (pl. Tekriwal) mar végeztdksérleti felméréest a V.M.
alkalmazasanak hatékonysagarol a-afékai Durbanban, az okta@si minisztériummal
sz°%°vetkezve. Az eredm®nyek meglepRen |-k |e
percet kaptak 20 fejben elv®gezhetR gyakor|l &

mar 9 perc alatt el tudtalégeznifejben 20 gyakorlatot (fezamolasroél van sz6).

Szingap%rban sz Biegapere Math a szidggpyrnneateraatika.tEz a A
matematikai rendszer a tanterv része mar nemcsak Szingapurban, hanem az Egyesdult
Allamokban is, ahol a vilag legjobb moddszereit valasztjak a gyerekek oktatasa érdekében.
AViért ne lehetne ugyanezt tenni a -\l Indidbar?o irja Gaurav Tekriwal. Meg kell
emliteni azt is, hogy 206Ben a PISA felmérésen India 74 nemzet kozul-&18tt. Az ilyen
kinos helyzetek elkertilése érdekében dontétt Ggy az indiai kormany, hogy India nem vesz
r®szt a k®sRbbi f ed §ni®a M®,s ek dpye nBh 2O &bl &td r tca rut o
akad®mi kus is r®szt vett, fel®vetRdott a V. N

2015 juliusanak masodik felében Smriti IranRSS talalkoz6 leszahol sz6 fog esni az
0j indiai oktataspolitikarél és a V.M. bewvz e t ® s ®ateRatika tantervbe. Az (]
oktat8spolitik§8val kapcsol atban mS§r 2015 | ¢

végére maér vitara bocsathatd is léfet

6 https://in.linkedin.com/in/gtekriwal

! http://www.singaporemath.com/

® http://www.dnaindia.com/india/repenew-educatiorpolicy-centresetsball-rolling-2066826

? https://en.wikipedia.org/wiki/Rashtriya_Swayamsevak_Sangh

19 http://www.ndtv.com/indianews/unioaministersmiriti-irani-holdstalks-with-rssbodieson-educatiorpolicy-
782848
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3.FejezetVeédikus modszerellkalmazasa a
kGzépiskolai matematika oktatasaban

31. AlapmTvel et ek

3.1.1.Az AEkadhikena Purvenai szitra. Az5-t el v®gzRdAR sz §8mok
Szamoljuk ki a35 négyzetét, hasznalhea z Ekaihikena Purversi szitrat (ami egyet

j el e Edgyelbab,mA nt a@zvelel Rz R

A 35esetén az utols6 szamjefy®s az ezt megeanélRggyltthz & m a

n®gyzetre emel ®shez k°vetkeZOR 2mf FebSeeket
szorzas eredménye: 35 =3QY25 225. Hasonldan: 45 =4(5/25 225,

75 =7@®/25 5&5, 195 =19(2(Q'25 =88025. Most nézzikk &ltaldnosan a fenti

n

f

szorz8sokat. Egy k®tjegyT term®szetes Sz8m

ab=10a +b, ennek négyzetab =(10a #)° *00d& 26ab B.Ha most sajatosan=>5-
6t vesziink, akkor irhatjukab =1008% +10G& £5 aEa )1 +1000 . Innen latszik, hogy

az a5 szamok utolsé két szamjegye minddp | e s z , ®s az el sR k®t

kiszamolhatoHa, példaul,a=8, akkora85e | sR k ®t 8® z78@®g egy eut ol s -

25, tehat85” = 722¢E,
Ah&r o mj5eedw®&g z Rd R essténhananidan jarunk eibc=100a 0b +¢.

Hasznalva aix+y +)° % W 2+2 xy2 yz2 3 " x,y,z[ R képletet irhatjuk

abc =(100a #10b §° 18 & 016 6 2O 24D ab D1 2 0 &
o’ 1 2ab 100(1 +2a) 46 XA0be €

c=5 eseténath =& 1 2ab 100( B +104 416 10 b +25

=aZ 1% 2eb 100 b2 17 AC a+ 1F B 25 abfabr )i B ¢
=(10a %)% 1F =(10a ) 1

=(10a ®)(10a b }160
Ebben az esetbenk$nnyen latszik, hogy az eredmény utolso két szamj@gyesz, a25

el Rt t i g)(ﬁ@ﬁr)szbrzéaezedménye adja.

17
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Példaul 145 = 14 @ 25 22025 25, vagy 395 = 39(B9 }f 25 156(/25 156€2E

Hasonléan: ab(SZ:Ec(Ecﬁ) 1% 2¢ vagy a legaltalanosabbars a .4 ,...35=

=aa ,a ,.4 @qlqz:..q ])4-1(3(") 2, niN~. A bizony2t8s az el R,

el vegezhet R, haszn8lva a matemati kai i ndukci
K®t ®s h §zanwok pset@ay riEgyzetre emeléseki szonyl ag hamar el
fejpen mert viszonylagkdnnyen dsszeszorozhato legymas utdnszam egymassal (egy
vagy k®tjegyT s zA& kéoksraz,lhogp érdemesioglatkdzii .a fenti
képlettel, ha a szamégyvagy t°bbjegyT? A v8lasz | ehet i
m®g i smer¢nk egy p8&8r Atr¢kk°oto. Ezekr RI a At

fogunk térni ezekre az esetekre

Kevetkezzen egy ®r dekedizedstGaitheak 2t 8s k°z°ns®
3.1.2. Az % tizedestortté alakitasa

Ol yan tflgunkleszaiRl ah ol a nevez® Lastuky péddanaks z § mj
okéeért, azlitt')rtet. Az atalakitas utan egy szakastpsdestortet kapunk, a szakasz hossza

19- 1 =l&szamjegy lesz. Hogyan fogjuk ezt a szakaszt meghat&@rvisronylag kbnnyen:

El Rszar ned® zRnnek el § Rzt sbrefun]-gya: el =2, ezzel

osztunk

Az osztastl8(e g y s)#épésbén fogjuk elvégezni.
1.1épés:1:2=0, maradékKl, - r.e. 0,'0 (r.e. = részleges eraeny)
2.1épés:10: 2= 5, maradéko, - r.e. 0,0°5

3. l1épés:5:2= 2, maradéKl, - r.e. 0,05 2

4. |épés:12:2= 6, maradék0, - r.e. 0,052 €

5. 1épés:6:2= 3, maradéko, - r.e. 0,0526 ¢

6. 1épés:3:1=1, maradéK, - r.e. 0,05263 :
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7.1épés:11:2= 5, maradékl, - r.e. 0,052631 !

8. lépés15: 2= 7, maradékKl, - r.e. 0,0526315 -

9. |épés17:2= 8, maradékKl, -r.e. 0,05263157 .

10. Iépés18:2= 9, maradéko, - r.e. 0,052631573

11. 1épés9: 2= 4, maradéKl, - r.e. 0,0526315789

12. lépésd4: 2= 7, maradéko, - r.e. 0,0526315789%

13. 1épés:7:2= 3, maradéKl, - r.e. 0,052631578947

14. 1épés13: 2= 6, maradékKl, - r.e. 0,0526315789473
15. 1épés16: 2= 8, maradéko, - r.e. 0,05263157894736
16. 1épésB: 2= 4, maradéko, - r.e. 0,052631578947368

17. 1épés4:2= 2, maradékO, - r.e. 0,0526315789473684
18. 1épés:2:2=1, maradék0, eredmény0,0526315789473684, tehat irhatjuk

%:0,(0526315789473684}.£ szrevehetR, hogyl9mem osztott ul

18 szamjegy

Az 8t al ak2t §s el v®gezhet Rfents szamitasgksorresdgty 2 t s ® g
megford2tjuk, ®s ketttiRedessesgpRzun&ni vatr@dmogy

1. 1épésl

2.1épés:21 (2Q 2e | RI )
3.1épési421 (22 4el RI )
4. 1épés:8421(2Gt 8e |l RI )

5.1épés: 6842128 €-6el RI , Marad az
6. 1épés:, 368421 (2B %2,12+1 =1-3el Rl , Mharad az
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17. 16pés526315789473684:
18. 16pés0526315789473684/(2(5 20,0 e | RI )

Tehat%9 =0,(0526315789473684}.

£s zr ev e hBicdhvalo bsptds nelyel -vel szoroztunk mindvégigM®g ®s zr ev e he
egy igen érdekes dolpgspedig ha vesszik a0,0526315789473684 szamofa Vv ess zR
utani szamjegyeket megszamozzubzaza -a Vv e s s i Redik sz&mjegy, =1,18-,

irhatjuk, hogya +a, =8, &, .= &= a,+9,vagyisa, = 4., k=1,9. Tehat a fenti két

modszer segitségével (vagy nmd@dszerekévgl e | ® g s ®9 lépest elvegezai] asoRbi
sz8mjegyet be I ehet 2rni a m8r megl evRk seg?

Ha az el sR m - defrjuke & t9. |épésreels kapdit : részeredményt, azaz

a,a,8,8,aa a 8 3=05263157¢s az
aa,...%(9- a)(9-a)..(9 a) 052631578947368«zamra egészitjiki. A masodik

modszer  esetén leirjuk a 9. lépésnél kapott  részeredménvyt, azaz

34318, 38,8 53 8,8y 5~ 94736842 és kiegészitjik (9' a10)(9 'a:Ll) ( 9 alB) Ay ;-8
=0526315789473684-re. J6 tudni, hogy ilyen tortek esetén a szakag#sO szamjegye
mindig 1. Megjegyezzik, hogy &enti osztasel lehet végezni egy sorban is, természetesen

€s ajanlott is

Fel vet Rdi k aszami@geped vithAgbam migra kellene egy osztastrgap
elvégezni? Azonnal kovetkezik egy masik kérdés: mi torténik akkor, ha éppen nem

rendelkeziink szamoldgéppel, szamitdgéppel, mobiltelefonnal stb.? Vagy: miért is kell

nekink a L tizedesértéke? Erre, mondjukenne egy valasz: egy esztergalyos tobb mint
val - stogyném tud egy%9 m §t m® féRijudat esztergalni, viszond, 0526m

§ t m®rigRrj. Hzta gyakorlati életben sziikséges, tehétilgze gy megk®°zel 2tR

hasznaltuk. A matematikaban szeretnénk tudni, hawgdz ki pontosan ez a szantizedes
alakbanNézzik meg, miér i s mTk°odnek a fent.i m- dszer ek:
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N4

1_ 1 1 1 1 a1
a

a9 10a+9 _1((a 1 a 1 o 1_Q B 1
10(a+ ])f' 10(a+]) 9 10(a+])
N - S S W S S JYURE PR ST S Y
ward e Wadg Bga 876" @ v (@1 (@4
1 . 1. 1 a0 1 . .
=1: —=10" 18* = 010° i ’ =0 - E
Haal19 0&2) ) 2,ZOO+§ 1(0—2+ Q0 - 0,546 " a@r

+10° @625 ¥ 0,[»5 ..+0,05 0,0825 0,000125 0@ ... 0,0526.

Az 8l tal 8§8nos eWwdictMatheengtitshedn.81 hat - a A
Gyakorlatkéne | v ® g e 2518 ést5—19|§drtakz’ttalakitésa tizedes tortekké.

A tov8bbiakban n®zz¢nk egy Om8so t2pus¥% szor

3.1.3.Szorzéas az alapolsegitségével a ANikhilam navatascaramam Dasatati
szltra

IsmeRR s @ klasszikus szorzasi modszerek: a szorzotabla hasznalata, amit mar elemiben
megtanitanak, kétvagy t ° bbj egy T S z 8§ mpapison wiszanyay agyorsan mi
kiszamithato® s m®g sor ol hat n8nk. Nikhila® savadaschrama®d i k u s
Dasatald iamagyarulannyitj e | e nt Mindénb9gbyR| A ®s a 40-bugtloé gy t a
érdekes szorzasi modszert takaemarosan kovetkedik Nézziink egy példat9Q 2
Kl asszikus m-dszerrel ( s z or68.-Vedkbsl neddszerrebay b R | |
kovetkezRk®ppen j8runk el: Mivel sz8mjegyr RI
adott sz § tfie myelelszarRok kozel vannakl®-hez.

. Latjuk, hogy9- 3 =7 1 6 és(-1) O3} 3. Akkora szorzéas eredményesa.

L§ssunk m®g egy p® d&§t, most BB k®tjegyT

87 - 13 .
o4 .og 87" 60413 8t és(-6) (O13) 78, a szorzas eredménga7s.
L8t hat -, hogy a m8sodi k szor Ag®dszer®tehatyaen el

k°vet kezR: nN®zzak sz8mpér sat8mji agyei ngks sz 8 ma
vizsgaljuk, melyikhez vannak kodzelebb 10,100,1000,10000, szadmok kozil. A fenti
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masodik példaban lattuk, hogy ez a szahD8- eztalapnak nevezzik. Ezutan nézzik, hogy

ezek a szamok kisebbek/nagyobbak mint az alap (a fenti esetben kisebbek voltak). Leirjuk a
szadmokat egymas akindk et t R mel | ® oda2rjuk a hi8nyt wvag
fenti masodik esetben a hianyok13és - 6). Osszeadjuka szamokat atlésain ez lesz az

er ed m®nrésze gladeRti esetben) maj d a m8sodi k oszl opban

0sszeszorozzuk egymassaz lesz az eredmény masodéisze( 78 a fenti esetben).

3131A szorz-t®nyezRk kisebbek mint az al ap

. 88 12 , .
A 88(B8 eseén: 88 12 88-12 6, (-12) ©12) 144, az eredmeény6/,44=7744.

) 76 24
A 76(leseten,, . 76- 9 91 24 67, (-24)( 9 216, az eredmény

67/,16= 6916.

Algebrai bizonyitasLegyenx =10, ki N" a szorzas esetében vett alapgs n, a két

szam,anmelyeketdssze akarunk szorozni egymassalés b a hianyok.Ekkor n, = x -a és
n=x -b, abl N. irhatuk: nG, Ex @(x B- X =ax -bx a Ezt az eredményt
t°bbf®l ek®ppen is fel2rhatjuk, a helyzetnek
1) x*-ax -bx &b @ x - bg ab+x,n=)b ¢ vagy
2) x’-ax-bx ab @& x b- ag ab+x,n=)a <vagy

3) X¥*-ax-bx ab @ x & ( x+tp -xg ab (kxn M )x +.

Vegyilk a 93(®7szorzatot majd alkalmazzuk a 3)képletet n, =93, n, =97 és x=100,
tehata=7 ésb=3. Akkor 93007 =10¢ ®3 97 )00 7+60@0 21 9@21. Fejben

szamolas esetén probléngenthetha aza ésb tobbletekkét-vagyt © bbj egy T sz § mo
Gyakorl atk®nt el | ehet a)BGBSHNI2MDFC)IBIRCet kezR s

Lépjunk tovabb:m t °r t ®ni k ha a szorzat t ®nyezRi me g

3.1.3.2A s z or z k agyobimk miR az alap

Vegyilk példaul al2A3 szorzatot és vegyik alapnak 40-et igy a 2 illetve 3
t°bbl etekr RAz belsiz®l et yymyesetbanz mi nt az el R
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12 +2 .
a) 13 +3: 12+ 3 A3 2 15, 2@ 6,tehat12@3 /6 156;

Nézziink még egpéhanypéldat:

17 +7 ) )
b) Jg 4o 17+9 19 * 26,70 €3 teharl7ao 2/,3 323
103 +03 \ )
C) : 103+ 5 =105 8 168, 3G %, 103405 #g15 16815;
105 +05
112 +12 } )
d) [, g0 1127124241202 #4, 11202 224,44 13544,
Z

Algebrai bizonyitasLegyenx =10, ki N" a szorzas esetében vett alapgs n, a két
szam,amelyeket dssze akarunk szorozni egymassads b tobbletek. Ekkorn, = X +a és
n,=x 4 a,bl N.irhatuk: nG, Ex a{ x B+ X =ax +bx & Tehat

1) nG, x(x0a4 +ab  p=h Oavagy

2) nG, x(>Ob 49 +ab «( n=pOavagy

3) nG, x(xOa+# &b % p=pOk =
Vegyiik példaul a112(1z szorzatot és a 2). képletat; =n, 412, x=100, a=b 42,
Akkor 112312 400 ©12 12 12+12 Q@GR4 ¥4 =10024+ ) G4+ 2544,

Gyakor !l at k®nt el v®gezhet RK35HO0; kby. VIB2€1@E€e)z R s
1456100,

Mar adt az eset, ami kor az egyik t®nyezR
nagyobb (vagy forditva).
3133Az egyi k t®nyezR kisebb mint az al ap, a

Egy ilyen szorzaghetne mondjuka 105(94. Alapnak vehetjiik 400-at, 105- 100 =t

105 +0t 3y ;
94- 100 = € Irhatjuk ' © 105 6 =9 5 G, (+5) O6) 3¢, tehat

99/- 30 :9(9 ])( 10 3)- 0 983. Mitjelent a99/- 30: 99/- 30 =9900 -30 ©87.
Nézzink még @hany példt
a) 112CB¢- alapnak al00-at vessziik.
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112 +12 3
; 112- 11=89 42 ¥, (+12) ©19 13; tehat 10¥- 132 =99 68
89 -11 =200 132

=9968.
Magyarazat10)/- 132 =10100 -132 €900 00 182 9800 68+ ¢

b) 1003009:- alapnak aZ00C-t vessziik.

1003 003 )
11003 5=995 8 99, (+3) 05} 15- 99§- 015=997 985 99798E;
995 - 00t 1000 -15
c) 100140999 - alapnak al0.00(-t vessziik:
10014 + 001 )
110014 6=9994 44 %00 (+14) O6} &4, az eredmény
9994 - 000K

10008- 0084 =100Q7 9916=100079¢
Algebrai bizonyitdsHax =10, ki N" azalap,n, ésn,as z or z - t, ®@atybblet R k
ésb ahiany, &kor n,=x +aésn,=x -b a,bl N.irhatuk: nG, Ex a{ x Y-
=x* dax bx ab X a4 -ab f&,n 3b ab (x,n )&
Gyakorlaként végezzik ek). 10030097 b). 11304 c). 100260999

£r dekess ®gk ®Mipdem9-nREg az ytalsotAd0-BA Rl m- dszer t .

. 9 9 8 6 4 8
A 998(B4¢szorzat eseténegyuik alapnakal00C-et. © © ¢ 2 ® © €. 352
0 0 2 3 5 2
998 - 00z y y
sag . as; 998 352648 -2 646, (-2) O3x) 704, 99868 64704 646704.
- Z

El ®g k°nnyen ®saaoddsaereugyanazRmint dzl osgRy.i taiEmk akkor,ha
a szorz-t®nye zO0Rk 80,70000d4000, szamokt@? llyen eseteknél

valaszthatunk mas alapot.

3.1.4.Szorzas10-t - 1 k¢l o edettre R al ap

Vegyiik a47Q12 szorzatotMivel mindkét szam elég kozel van &9-hez, legyen ez az
alap (nagyon fontos, hogy az alapOtbébbszorése legyen)Az 50-et felirhatjuk

50=5 @0 1%9
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) 47 ) )
) Ha50=5df akkor ,  :47-8 42 8 3 (-3) ©8) 24. mivel 50=5 (I,

a 39 -et meg kell szoroznb -tel: 396 19t Az eredményt7Q12 493, 4 197.
i)y Ha 50:%) , akkor 47- 8 =42 3 3¢, (-3) 08 24 3—29:19—;, az eredmény
19(5+ 2 4 =197..
Magyar§z%a‘)t:a a2 zRsek hely®re j°n, egy Af®l s
Még van egy ketteszamjegyami a tizesek helyére jon, igy kapjulba 2 =/-et.

Ha a69(b7-nél alapnak a60- t vessziikakkor 60= 6 X, tehat
69 +9
57 -3
Kodvetkezzen mégéhanypélda:

:69- 357 9 6 (+9) 03} 27,666 39¢ azeredmény39§/- 27 =393.

a) 406CB7E- alap a400, 400= 4 €D(. 406- 400 = € 375- 400 = 2%
406- 25 =375 6 38, 38104 252, 6@ 25 A5(, akkor 406(B75 4524 150

=15225¢;
b) 367(R9¢ - alap a300, 300= 3 €0C 367- 300 =67, 298- 300 = ;,
367- 2 =298 67 36, 365(B 209, (-2) 67 =13 azeredményl095- 134 =10936;

c) 307CB17 - alap a 300, 300=3@0C 307-300=7 311- 300 =1,
307+11 =311 ¥ 31, 31838 H5¢ és 70A1 F7. Az eredmény tehat
307CB11 =954 77 954

Algebrai bizonyitasHa az alapnx, ahol x=10‘, ki N', n,n,a szor z-t ®nyez Rk
a) n=nx-an=nx-b Yyn (Enx ¥ nx p- renx a b - Tehat
nn=n{n -§ ab nmkn p a (lasd47(H2)
b) n=nx+a, n=nx-b Yan (Enx ¥ nx p- rfenx a b - Tehat
nn=n{n -§ ab mkn @+ a (lasd69C%7).
c) n=nx+a, n=nx+# M Enx ¥ nx p+ renx alb A Tehat
nn=n{n +H) ab sk n @+ a (lasd307CBL)).

Gyakorlatként végezziik:ed). 76053; b). 213CR0E; c). 407CB9E; d). 24747
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Megismertlnk egy par érdekes triikkdt amit gy az iskolaban, mint a valé vilagban lehet
alkalmazni. Természetesen, ez még csak egy csepp a tengerben de, gondolom, egy atlagos
diak/adtlagember ®r d e k| Rd ®s ®t si ker ¢1t fel kel teni ant

tovabb a dolgok alakulasat.

3.1.5.999..-cel val6é szorzas

Mar adt m®gd hegyan szArrunkiokske egy szama; 89;999;9999:;. alaku
szamokkal. Ha9- cel szeretnénk szorozni, szorozzutlk 1-gyel, azaz potoljuk nullaval a
szorzott Ssz8mot ®s az eredm®nybRI kivonj ul
270 27 1® 27 276 27 -2 Ez az al apiadsokaak lsRév esétdt e z R

kulonboztetiink meg:

I. A két szam szamjegyeinek szama megegyezik. Vegy8RA9 szorzatot. Az eljaras a
k°vet kezR: 87bi RI-@tnazaz B7- 1a=8€, ez |l esz az eredm®n
szamjegye. Alkalmazzui Mident9-b R | ®s aX-buwt onh-sd sB7-eartehat a
87- 13, ez lesz az eredményiink utolso két szamjegye. T&HE9 861 Nézziink még

néhany szorzast:

. 1 3 2 5 .
a) 13250099¢ 1325 14324, ® ® © € azeredményt32500999 £3248675;
8 6 7 5
N 8 7 6 5 4
b) 8765400999 87654 18765, ® ©® © ©® az eredmé&n37653234¢;
1 2 3 4 6

) 43259 6
C) 432596309999: 432596 1132505, © © © © ©
56 7 4 0 ¢

, az eredmeény

432595%67404.
Il .A két szam szamjegyeinek szama nem egyezik rheg.t k ®t esetr RI be

99...szamban van a kevesebb szamjegy vag9.a szamban van a tobb szamjegy.

i). Kevesebb ® szamjegy, példaul 863(¢ eseténL atjuk, hogy két9-es vanjgy az
563-at felirjuk 5/63 alakban. Hozzaadunk a3-hdz 1-et, azaz5+1 =6 és az eredményt
kivonjuk az563-bol - 563- 6 £57. Al k a | mndent8-k R @&s ald-b Bt ol s -t
6 3

moédszerta 63-ra: © . Azer ed m®ny a56%D9 \58B7kNEzzEK még néhany
37

példat:
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®©

6 5
®

a) 4965009 4+1 =5, 4965 5 =96C, \, az eredményt96M35;

0 35
.. 5 8 3
b) 76583099¢, 76+1 =77, 76583 77 =650€¢, ® © ¢ az eredmény650&17;
4 1 7
. 7 9
C) 647900 64+1 =6F, 6479 65 H414, ©® €, az eredménp4121.
21

i). Ha9-b Rl v a78®9C? Kivbnunk a78-bol 1-et, azaz78- 1 7. Mivel a 999-

ben harom kilences van, kipétoljukZ8-at egy nul | ®Estdrunk, éseetreR | az
_ . 0O 7 8
al kal maMimenk9-baR | Az ®@tslsét al0-b BRI m- d s® &r t az:eredmény
9 2 2

pedig 77922. Nézzunk nég réhany példt

. 0 05 3
a) 53(MW99¢: 53-1 H2,® © ©  azeredménp29947,
9 9 4 7
. 0 0 4 9 ¢
b) 493(P999¢ 493- 1 #4922, ® © ©® © az eredményi9299507,
9 9 50 7
010 8 64
® ®

c) 108640909999: 10864 1 4086¢, ® @ ©¢ a7 eredméng086D8913E.

9 89 136

Ezek a szorzasok, amint lattuk, tobbéee v ®s b® k° nnyen elény®gghmea het Rk
ezazmoédszer | Rny e

316.F¢, ggRI e ges émaz@dhva¥ityagbhyaa- szutra

Ebben a fejezetbehemutatunk és gyakorlati példakéeresztill szemléltetiinggy, a
klasszikusnal egysz Tbb m- dszert aAhelsAkségkalgesbmiobizangtasg r a .

2¢

is adunk. Nézzilkk a 6 szorzatot 4 . A k®t sz8mot f ¢ggRIl eges
8

egym8ssal, nevezhetn®nk ezt M tatenkradZI8t f ¢ go

esetében?
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1 2
13 1\{ 13
13. A | ®p®sek °a 1@°iye/ke2LCRk$1C5 © - 233 8, az

156 12 2 12
eredmény tehatl56. L8tszik, hogy: el Rsz°r Utmaor ozt u
szoroztunk8 t | - san, az eredm®nyeket °sszeadt uk, \

jobbrol és az eredményeket leirtuk egymas mellélegtorténhet, hogy a Tweletek

eredménye nem szamjegy, példawla(b7 szorzat esetén

M o 43 4.3 L
4 7.Ak° v e kdppezj®Runkel® - 4G €, > - 40 3 404((leirjuk a0-t,
2021 ar 4 7

43 .
marad a3), ©®- 30 22(leirjuk azl-et, marad &), az eredmény
47

16/,0/ ,1= 20, 2, 1=202

Fejben a k°vetkezRk®ppen t°rt®ni k a sz8&8mol §s
sorrendben.

21- az utolsé szamjegy 1, marad a2, tehat irjuk, hogy,l; 40+2 =2, a tizesek
szamjegye2, marad a4 . Irjuk, hogy ,2,1;16+4 =2, az eredmény0, 2, 1= 202..

Ezzel a mddszerreltehdt a Sszorz8s fejben nagyYannyenk ®° nny e
®szrevehetR az is, hiedagsszikan ganmnk ®t°jne gyzT aszz &mg
ezek az n=ah 40a B, n,=ab A0a I alakban irhatbk.  Ekkor
nn,=(10a +)(10a B) =10 &a, 16(ak) ha} hb. Elmondhatjuk, hogy a

maodszer két polinom szorzasan alapszik.

Szeml ® etesebb | ehet a dolog, ha bevezetj ¢k

o

D

»S=3, o), atléstszorzat; a1b2 +a,h, jobb-

- Qi

3
b,

Noeiley

batf ¢ g g RI eg%%2
¢

o,

o

aab o
f¢ggRl ege % rzat:
12 az%;%z_bl@

i ) ) _ ar 6 y a7
Végezzik el ar6(b7 szorzast'a% 9:7 D 35, &
¢ * ¢

1-AHOn

Helle}
D
S:

6 746
7@ 6+5 Q¢
7 (?7:
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Ekkor azeredmény35,9/,2= 43 3 2=433.

A m-dszer grafikusan is szeml®ltethetR:
l‘f s Xs 7 la
5 7 5 7 5 7
42 79 35
3.1.61 4bra

N®zz¢k meg, mi tor tn@példaulalZBibceseténgy T s z § mo k

8 3 3 228 L8l 2 35, . )
2 C=10 4, °=19 24 A5 516 25 @ 4+ 24

%8 6 % 5 8 % 5 60

182 3 & 1233 5. .,

= 73 > 836 18,

82 6 35 @,
4% 6 2 4536

Az eredmény4/,3/,8/,7/ ,8= 5 6,0, § 8= 560¢. Grafikusanszemléltetve:

1 2% ><2 3 >l<3 K ><3 12 ls
'] L] L] L] L] [ ]
s 5 % 4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

4 13 28 21 18

3.1.62 &bra

M®g egy p®l da k®ot h § r 13ACR6E: g1¢PT 2, 4@ 82018,z 0r z a't
10 3604 2 X, 30 4 6045 40 2€ Tehat134Cp67 3397 78 3571

Nezz¢k meg k®t n®gyj e g $3b90852-§trhét Bwlesz. at §t i s,

1 3 5 X

65 2 3 8,8,6,4,7,5,7- 886475, A sz8m2t8§sok a k°vetkezR
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1B 8, 13 3 6025 12 350566 4 13 32055 96 8;
33 52095 6,53 9203;93 27.

Indulunk hatulrée | Rr e :

27- ,7;33+2 =35 -,5 7 64+3 67 -, 7,57 88+6 94 -.4.7.5,7;

47+9 =56 -- ,6,4,7.5,7 23+5 =28 -,86 475 ; 6+2 =8

- 8,8,6,4,7,5,%

A szorzas grafikus szemléltetése:

64 33 27

3.1.63 4bra
NegyjegyT s z Sehedfkjbeg végeRiga sedkokat,denégynéltbbh j egy T
szamok esetén a szorzadrprobara teszi a fejszamol¥tt | egy T s zElépéskvane s et ®r
és Altaldnosan,n szamjegy esetén 2n- 1 lépés. A védikus szorzasi modszerrel a
hagyomanyos szorzashoz képest jdvainarabberedményhez jutunpapiron ceruzaval a
kézben is, a kdzbeni szorzasokat fejben végezve elyepében egy fél sorban ki lehet

szamolni az eredményt.

Nem beszéltinlm®g ol yan esetekr Rl , amindkezhkmaa sz or z
killonbozik, ilyen eset példaul 246304 Il yenkor a k®t sz8mot e
tesszilkazazpotoljuk két zéréval ad3-at, a szazasok és az ezresek helyén. i@#@33004:
szorzast kell elvégezniot lépésben irhatjuk 246300043 10,5,909= 10590. Vagy
6421826 =20,9,3,2 46 =209324. Nincsen ilyen esetekben sem probléma a modszer

alkalmazasaval és, ha kell, méqy y s z az eljaraskrdemes grafikusan is elvégezni a

szorzast. Ahol nincsenek 6sszekotve a szamjegyek, ott az eredméngsnilla
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Nem mellékes dolog az sem, hogy a patiik szorzasat is hamarabb el lehet végezni

hasznalva ezt a moédszert.

Nézzuk, példaul, éZX2 +3X 5)()(2 4x Z%szorzatot.

2x% 3x -50
bE 4x 4
(28) x® (24 ®)» (@4 F4(OFMRO( 84 B )& (+ )5C

=2x* 41 ¥5¢ 8 2 Fejben ki lehet szamolni az egyutthatdkat.

AA ; ggRI ege s emods@egraffusszemitietése:

3.1.64 abra

Kezdetben lehet hasznalni az abrat, szamjegyeket lehet irni a pontok,edyégggcsinalni

az eg®sz | ®p®st. €Egy fog majd k°vetkezni ugy
Ezek uts8n j°het a hatvs8§nyoz§8s, a gy°kvong§g:

0sszegének segitségével és, nem utols6 sorban, ezek kamatoztatasa: a determinans

kiszdnitasa (harmad® s negyedrendT), pol i nomok szor z -

megoldasa... De, még maradt egy érdekes eset.

31.7H8r om k®tjegyT sz8&8m szorzat a

Még nem fogytak lea trikkok: végezziik el 2113 &3 szorzast. Az eljarés itt is

21
egyszer T: | e2r j uk 43¢mgaydrki§zamolpuk esednaénysegy@seito tkeeseit,
65

szézasait és ezreseit. Egyes@k3 50 15, tizesek: 23 3014 506 @ 1+6, szazasok:
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13 80 2413 6C+5 ©2010€, ezresek: 2Q B 4€  tehat 2113 48, 0, 8,

=58,,6,9,5 =5869.

Afentiszorzadg r af i kusan a k°vetkezRk®ppen szeml ®l t e

2t 1* 2+ 1 2* 1
41 3- 4 4+« 3
¥ 5- 6° 6 5
3.1.714bra
Az eljaras algebrai bizonyités is egyserT : | egyen an#l@y tam sz 8m

n,=10a, +, ésn,=10a, +,. Akkor irhatjuk, hogy
nGy, 1O (18a b)(103 b)(103 B

=0 &a, 10(a) ha) hh 108 G

=10° &a,a, 1¥(aah aha bhalh 10Qabb hah Bha byl

Grafi kusan k°nnyebben megjegyezhetR a m-dsze
megjegyezni) a fenti képleteGyakorlasképpen nézzink még egy utols6 szor296R2 43.
2C3 4[293@ D2 4 353?)2+2 D3 3 4")2/© 2 ®.,39.%40@ @t

24 5

4

142 165

Végil kovetkezzen egy, woutubéon el ®g sTr Tn bemutRstiot t n
kinai szorzasi médszaenekneveznek.
3.1.8.Szorzas vonalakkal

El lehet végezni egy szorzasijzolva, vonalak segitségéveRéldaul végezzik el a

214 szorzast, hasznala3.1.81 abrat.

aO)

Az el j8r8s a k°vetkezR: h¥%zunk Kk®t vonal
ezekkel parhuzamosanegy kicsit tavolabb, még egy vonalatez lesz a21. Ugyanezt
elvégezzik atlosan, jobbrol balra, alulrdl felfelé+ 4 vonalra. Ezek utan szamoljuk a

metszéspontokat. Harom csoportot kildnboztetlink meg: piros, kék és barna. A piros pontok

" https://www.youtube.com/watch?v=_AJvshZmYPs
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szama adja a szazasok szamat, a kékeké a tizesekét mig a barnaké az egyesekét. Az abra

alapjan irhatjuk?134 6 1® 110 201 #1400 7%

Az8bra a k°vetkezR:

21x32 = 6/11/4=714

3.1.814bra
Ha a 31CB5-t szeretnénk kiszamolnmég hlizunkegy vonalai bal r - |  j obbr a, | e
®s egyet jobbr | balr a, | enthdrBima f e h R@& € e h &t |

kékeké hétel, tehdt 18 mig a barnadké eggeel, tehdt 5. Tehét

3135 g 1® 18 40 50 18- .
K®t h&r omj egypldalaPuPEeovez@mn agaz Sbra a k°vetk

12+10=22

2 324x235 = 6113/29/22/20 = 76140

3.1.82 - abra
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L8t szi k, hogy itt mivel k ®t  hh§ronoi nhjrengreril s z § m
vonalat huzunk. Itt is szamoljuk a metszéspontadatsoportot kildnboztetink meg: piros,
sotétkék barna, zold és vildgoskék. Ezek szdma, a megadott sorrendben, adja a tizezresek,
ezresek ... szamafz abra alapjan irhatjuk
324235 & 1® 13 4D 18 2200 26 7,6,1,4,0= 7614

£szrevehet R, hogy ez a mFgdogRIre gibsammry §®sa n
modszerrel.A vonalak metszéspontjainak szama egy csoportban két szamjegy szorzatat
jelentik. Ha vesszilk szerré=3 £,13=3 Q@ 22 29=36 23 G

22=26 4:és20=46 azaz pFogngtgoRslaengeas®n ®s §t | - san
Gyakorlatiént végezziik eh). 14382 T&; b). 452CB64; c). 383(40¢.

3.1.9.Négyzetre emelés védikusan

Az el sR fejezetben | 8ttt uk, hogy speci 8l i s
természetes szam négyzete, fejpen. Pontosabbartag | v ®gz RdR sz 8mokr - |

a fejezetben probalunk még tébb modszert bemutatriadisabb esetekre.

3.1.9.1.A YAvadunam Tavaduikrtya Varganca Yojayei s z Yt r a

A megnevezéma gy ar ul a n n yBatmennyeis legyen a kulérbbspy, vondAki
a szambql és ird a kuldbnbség négyzete medié. Ez a szYWtra olyan
alkalmazhatd, amelyek kél vannakl10 valamelyik hatvanyahog@mit alapnak veszinkitt
harom esetet kilonboztetiink meg: a szam kisebb vagy nadybbblamelyik hatvanyanal

vagy kozel varl0 egy tobbszoroséheklegvizsgaljuk nndharomesetet °©t j egy T sz § m
i). Alap alatti szamok négyzete

a) 8 - itt az alap10. A kilbnbségl0- 8 =2, és ennek négyzet?’ =4 - ez lesz az

eredmény utolsé szamjegy. kilbnbséget kivonjuk a szambol, az8z 2 6, ez lesz az
eredm®ny el eRtSS=HB8 mlegye.

b) 97°- az alap100. A kilonbség 100- 97 =;, 3 =9. Mivel az alap100, ha a
kiulonbség négyzeteem k ®t j egy T Hx&rmh, EeltRol.j Tk h&t az ut
09 és 97- 3 94 tehat97° =94/09 9409.

c) 984 - az alap100C. A kiildnbségl000- 984 =1, 16° =256, 984- 16 968, tehat
984 =968 256 =FH825¢;
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d) 9985 - az alap1000C. A kiilonbségl0000- 9985=1, 15 = 225. Mivel az alap
1000¢, az utolso négy  szamjegy 022E, 9985 159970 tehat

9985 =9970/0225 =9F002 .

Algebrai bizonyitdsHa x=10az alap, ésy a kilonbség, akkora®gy zet r e e mel
szamn=x -y lesz. Ismert agx- y)° =¢ 2xy ¥, "xy IR képlet. irhatjuk tovabb,
hogy n* =(x -y)2 X 2xy ¥+ X %x2y-9% kxz )y -¥-(xm)y 4
Ha n=987, irhatjuk: 987 =(1000-1¥ =004 987 )3 13+ 10874 160=
=974169. Hasznalhatjuk aa*- b* fa B(a B képletet, ahonnan
a’=(a H)(a B B

Ekkor a=987 ésb=13 eseténog? =(987 +1}( 987 -3 #3 1000 97 169 974.

ii). Alap feletti szamoknégyzete
a) 13 - az alapl0. A felesleg13- 10 =¢, 3* =9. Hozzaadjuk a szamhoz a felesleget
13+3 46. Az eredmény3 =16/9 469;

b) 114 - az alap 100. A felesleg 114- 100 =1, 14> =196, 114+14 428. Az
eredmény 114 =128 96 =12996 29 9E;

c) 1016 - az alapl00C. A felesleg1016- 1000 =1, 16* =256, 1016+ 16 4032. Az
eredményl016 =1032256 =1(B225¢€.

Algebrai bizonyitas Igaz az a’=(a #)(a B B e gy e n|" B (&g esetén.
Vehetilka-nak a n®gyzetr,b-nekmfelesegei R sz 8mot
Ha a=113 b=13, akkor 113 =(113 +13( 113 -18 #3 126 1069 + 127
Masképpigaz hogy (x+y)* =(x ¥ Y ¥ "xyIR eseténHa n=x +y a négyzetre
e me | e n dRazslap&st a felesleg, akkon® = x(n +y) . Szamoljuk ugyancsak a
113 négyzetét: 113 =100(113 33 I8 126= 10069 +127. Vagy, példaul

10001522100000@100015 -])5 5 180000 100030 225 10093D6.

iii). Olyan szadmok négyzete, amelyek kozel vanndlO egy tobbszorbséhez

Vegylk a389 négyzetét:389 - a legktzelebbi alap 400.
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- Kiszamoljuk a killénbséget00- 389 =1:, ennek négyzetedT =121.
- Kivonjuk a szambdl a kilénbséga89- 11 =37¢.
- Mivel 400= 4 @0(, 37804 1512.

Az eredmény389 =1512,21 =1513 2. Nézziink még néhany példat:

a) 684 -azalap700, 700- 684 =1t. Tehat684 = 7 (684 1§/ 16 4676 56
= 4678, 56 =46785;
b) 412 - az alap400. Ekkor 412 = 4 (12 ¥}/ 12 1696 44 1697,

c) 3019 - az alap300C. Ekkor 3019 = 3(CB019 #jy 1B 9114 361 $414.

3.1.9.2. Altalanos modszer

Emlékezzink/ i ssza k®t szBggosRloegas&mmRd g &AF r s A n
kiszamitasara. Mi térténne ha kétg y e szdm@t kellene 6sszeszoroznunk egymassal?
L®nyegesen | eegyszer Ts °ld@7Rsnoezat esetémltatmazya & . P®I

1 70 . . . . ..
madszert, kapjuk:1 . =10 1+7 G1+70 % D1 # % Latjuk, hogy az1( kétszer
jelenik meg. Tehat négy szorzat helyett harmat kell kiszamfsineredmeény
1747 27 ¥ 210701 4=9 28 & 2.
Az 1, 2Q % és 7* szamokatduplex - eknek nevezzukD - vel jeléljuk. igy D(1)=2,
D(17)=2 ©7ésD(7)=7", és17°=D(1)/D(17)/D(7) =28<Hanegy k®tjegyT s

felirhatd azn=ab 40a kalakban, tehah> =10 & 18 2ai®) I, vagyis

n*=10° B(a) 16 D(&Y D(B-
irjuk fel egy szanduplex- ét, altalanosan:

n=a: D(a)=a’, példaulD(7) = 49,

n=ab: D(ab) = 2ab, példaulD(73) = 2 & 304

n= abc: D(ﬁ) =B Rac példaulD(732) =3 +2 02 (B,
n=abcd: D(abcd) =2( ad +b$, példaulD (7324 = 27 403 3 ®.

Akkor irhatjuk, hogy:

abc = D(a)/ D/ {"aby/ B b/ 1 )illetve
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abcd= D( 4/ o’al)/ o abf/ §abdy Pbgd Pgd ().
A k°vetkezRkben K i fogjuk sz8mol duplexehk ®h §ny
segitségével.
a) 126, D(1)=1, D(12)=2 D204 D(126)= Z +2 16 A, D(26)=2 0 602,
D(6)=36. Tehat126'=1 4,6, 4, 6 =15 8 76 =158 Fejben szamolva
Ae gy b e ol adapexekei, nédy dpésben:
1/4=14 - 14,6 =156 - 156, 4 =1584 - 1584 6 =15).
— —

I. . . V.
b) 347; D(3)=9, D(34) =24, D(347)=16 +42 5|, D(47)=56, D(7) = 49.
irhatjuk, hogy 347 =9,4.8.6,9=12 Q 4 09 =1204.
(Fejben: 9/,4=114 - 114, 8=1198 - 1198 6=12036 - 12036 9= 120).
—V— —— ——

c) 7324; D(7)=49, D(73)= 42, D(732)= 37, D(7324) = 6¢, D(324) = 2¢,

D(24)=1€, D(4)=16.Tehat7324 = 49, 2, 7, 8, 8, 6, 6= 536409.

Nézzik meg &324 négyzetre emelést grafikusan is

| ><3 >‘<2 Xél >‘<4 ><4 l4
7 7 3 7 3 2 7 3 2 4 3 2 4 2 4 4

3.1.91 abra

Harom v agy t °dzdmoke epstéfia szamjegyeket csoportositvesokkenthetjiik a
mTvel et eilegyz iB§tomj egy T sz 8&mugyRgmizet ®e g Ki ks @Ejr
és igy tovabbSzamoljuk ki igy is a fenti négyzeteket

d) 126’; - a 126-ot két csoportra osztjuk Ugy, mia/6, igy szamolunk duplexekea
csoportokat szamjegyként kezeljik)D(12) =12 444, D(126)=2 @6 Q144 és

D(6)=6> =86. irhatjuk, hogy126’ = 144,, 4, 6=158, 7 6 =158 (Felbonthattuk volna

igy is1/26. Ekkor126 =¥ 5/ 676 =16 2 4p 76 258).
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e) 347%; D(34)=3#4 4156, D(347)=2 &7 M és D(7)=7> =9. Tehat
347 =115§ ,, 6 , 9= 1204, Q 9= 1204

f) 1216°; D(12) =144, D(1216) =2 € 16D 384, D(16) =256. Tehat
1216 = 144, 84, 56=147 86 56=1478€.Azéte h h e z Bgy kizmagyarazatds:

1216 =(1200 ¥ =144 0 384 1602 56 ( 1443) fe( &) +i0 4 igy

[ —
147 86

mar egybeolvaszthatunk, teH&16 = 147 86 56= 14786..

3.1.10.Négyzetgyokvonavédikusan

A n®gyzetgy®°kvon8s a n®gyzetsuglligdhogeel ®s f o
lehetne végezni gy, hogsindent visszafele csinaluni négyzetre emelésheizépest
ElIRsz°r is vegyc¢k ®szre, epygwagyy ke®g yjegyyT
sz8§m® h8rom vagy n®glehae g g T e @y h@tj etgoyvi§ b bz
négyzetgyokot vonni és a szam teljes négyzet, akkor az eredmény szamjegyeinek szama

&7*1 8, (J256= 1€, 17956= 13«tb.). Lassuk, hognm T k © alvédikus modszer.

€2 H
Szamitsuk ki a/1156-0t.Az er e d m®n y k ®t j eal.Fehat keeessitk,azt &I t al §
ab szamot amelyreab =1156. Tudjuk, hogy D(a)=2&, D(%):Zab és D(b) =1’
Felosztjuk a gy°k al atti sz §&motllige@Miveleagy T cs
el sR dsomarter edm®ngl e€d 5,R mezr§tmjDz(3az)g:yﬁlésml%2 dupl ex
tul kevés,a=4 tdl sok. Kivonjuk all-b RI az el s R11-dSu=, lazexednménytaa z a z
k°vetkezR sz8mjeg§50teA ®k ®v ¢ tuke z[D}é%ﬁ;thwIk:@bxa a

Innen latszik, hogypo =4 (25:6= 4, maradékl). A maradékot az utols6 szamjegy elékKrju

kapjuk al16-ot. Az utols6 duplex aD(b)=b’ tehdtb’=16 Yb =4, ahogy az el R

kaptuk. Ez azt jelenti, hogy a¥156 telies négyzet és/1156= 34 Egy kis gyakorlassal,

papiron cer uz8val a k®zben, egy sorban el v®gezh

Ejl 8rhattunk volna m8§sk®pp i s: el ®g |l ett vol

K i | e het Vedkitkacsalk Bv1li56-0t . Az eredm®ny ko®tjegyT
szamjegye3. Mennyi lehet a masodik szamjegyivel a 115€ szam6-r a v ® gz Rdi k, Kk
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lehetséges:4 vagy 6. 36” = 115€ nem igaz, mer8+6 =9, 9* =81, a szamjegyek Osszege
8+1 =9, mig az115€ szamjegyeinek O6sszedetl 45 & 13 < A helyes megoldas a
34 leszEz a m-dszer h8rom vagy n®gyjedygT tel]

vizsgaltuk a szamoR-cel valé osztasi maradékat).

Sz&mol juk ki egy hatjegy TV/61%30%wmt. Aa &gdynéng t gy ° k
h§romj egy T abcealki,A szémjegyekes itt is a duplexek segitségével fogjuk
ki sz8&8mol ni . A za=7eYa$ RIS, 61z 8HlZe 4 ynasodik szamjegyet a

méasodik duplex segitségével szémoljuklki(a_b):Zab _7:1413, az ennek megfeleldl
- a=7
123123:14= ¢ maradékll. Tehatb =8. A harmadikduplex D(abc) = If Qacb_8i4c 64
: az ennek mlaQy 101 6 =4, 46:%48 G maradék 4, tehat c=3.
J— b=8
D(bc) =2bc =48, ennek megfelel &8, 48- 48 =C és D(c)=¢’ =0, 9- 9 =0, tehat a

61308¢ teljesnégyzet és/613089= 78..

A \J2890137¢¢ set ®n is a fentihez hasonl -a@ j&run
duplex¢gnk | esz, az el sR n®gy seg?t sharg®v el m

igazolja, hogy val6ban teljes négyzet (ha teljes négyketlyen az eredméngibcd alaka.

Akkor a=5, 28- 5 =3, D(%) =2ab_=10b, ennek megfelel 89, 39:10= &, maradek9,

- a=5
tehat b=3. D(abc)= €ac_0c g ennek megfelel 0, 90- 9 81, 81:10= ,

maradék 1, tehat c=8. D(abcd)=2ad ®2bc ¥0d 4¢ ennek megfelel all,

11- 48 = 37 - ha a kllénbség negativgsokkentjiuk eggyel az utolsé meghatarozott
szamjegyet kiszdmoljuk Gjra a duplexet és kivonjukll-b R [Tehat akkorc=7 és a
negyedik duple® (abcd)=10d 42, 111- 42 =6¢, 10d -nek megfelel a69, 69:10= €,
maradék 9. Megvan az utols6 szamjegy isl =6. Nézzik az utolsé harom duplexet:

D(bcd)= ¢ €bd 49 36 8 93- 85 =£ D(cd)=2cd 84, 87- 84 =% D(d)=36,

36- 36 =(, tehaty/28901376= 537.
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A k°vetkezR el j8r8s hasonl 2t az el Rbbi hez,
kétszeresével osztunk. Szamoljuk {1898 34 4¢ értékét.Az el s R 4 Efjukj e gy
18- 4 =2, 29:8= 2, maradék5, tehat a masodik szamjegy. D(3)=9, 58- 9 =4,
49:8= 6, maradékl -a d u p | e x D(BED+ 36)ey g nfaradékisebb,mint a duplex
el sR sz 8mj engmaelikszamjegh® L =5 desz és a maradéeld, részeredmeény
4/35. D(35)=30, 93- 30 =6;, 63:8=7, maradék7, tehat az utols6 szamjegy,
részeredmény4/357 . D(357)= 67, 74- 67 =7, 7:8=0, maradék 7, részeredmény

4/357,(. D(3570 = 7C, 74- 70 =4, 4:8=0, maradék 4, részeredmény4/357,0(.

D(35700 = 4¢, 49- 49 =, 0:8=0, tehat a végeredmény18983449= 4357,000= 43.

Végul kdvetkezzen egy gytkvonas, amelynek eredménye nem természetes szam, azaz
nem teljes négyzet van a gyok alafegyik a+/34i2685 z § mo t . Az &) sR sz
D(5)=25, 34- 25 =¢, 92:10= ¢, maradék2 -a9 dupl ex®nek el sR sz§mj
mint 2, tehat a méasodik szamjedy- 1 =8 lesz, és a maradék 12, részeredmé&ng.
D(8) =64, 126- 64 =62, 62:10= €, maradék2 - mi v e | a duplex el sR s
nagyobb, nZiutolsd sxamjegibR, A ma r a d1®k veszénk) részeredmény
5/85. Maradt a gyok alatti szdm utolsé harom szamjéggeeket felhasznélva folytatjuk az
eljarast, kitéve dizedesves sz Rt a r ®s z e DE@BH m&,nIPE BK=4{v ®g ®r e
48:10= 4, maradék8-k e v ®s | e s z tizedesszhngdgy3 ar@szermdme /85, 2.
D(853 =7: 185 73 =11, 112:10= ¢, Amaradéb 22, tehdt a részeredmény
J342685= 585,39. Ha tovabb szeretnénk folytatni, pétoljuk a gyok alatti szamtékkal
J342685,0= 5853-a Amar 2eI® kO§8539 = 174, 220- 174 =4¢, 46:10= 4,
maradék 6 k ev ®s | esz, t eh &t 3a és kidy viavébk.e Aritjuks z § mj
\/342685= 585,393

Gyakorlaként szarftsuk ki a).A/2496; b).\[12744¢; c).\10614564 d).\169534.
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3.1.11.Kbbre emelés védikusan

Szamitsuk ki 202 értékét. Tudjuk, hogy02 =102 @02 102 162 1( A 102-t
ki tudjuk szamolni, viszonylag hamar, de ezt még meg kell szort?®mal I mindez

e | v ® g eédikusat(i§), természetesen.

Probaljuk masképg: s mer t a k °(aeh)’ k=g z3RH & @p B,e a,biR.

102°=(100 ®)° %@° 340002 3d002* &° 1B P 1& % 16 0O
=(100 +3 2100 6 2+100 8010642 68 1061

Ezt igy hosszas lenne mindig lejrezért nézzila szabalyta z er ed m®ny el s R

szamjegyel06 (a 100-nal 3Q-v e | t°bb), a k°ve3X erdnénke®t
adja, tehatl2 lesz, az utolsé két szamjegy a tobblet kobe lesz, @az8 - mivel két

szamjegy kell, nullaval pétolunk. TehadZ =(100+2 ¥ 3 22 10812 08 1061

Altalanosan

100..08 =1 0..0 +8 /2 32/ & .

ndb 0 C n+t1dbo
Nézzliink még néhany példat:
a) 10016 =(10000+3 € 3 £® 16 16948 0768 4096 16048009E
b) 1009 =(1000+3 ¥ 39D 1027 243 729 1027242,
3.1.11.1A YAvadunandi szltra

A fenti médszerhez hasonl®00, 100C, 1000C-hez kozeli szamok kdbei szamolhatdk ki
a segitségéeveK ® t eset k ¢ | ° nkidsebb, avagR nagydbb, mird a 19 z2&m
hatvanya.

i). A szamnagyobb, mint 10 egyhatvanya (104):

A sz8m2t8sokat h8rom | ®p®sben v®gezz¢i ik el

kétszeresét, azak04+2 @ H., ez lesz az eredm®ny el sR

(112- 100 =1-t)i megszorozzuk a régi folosleggel, azd2(} 4¢-cal, ez lesz az

eredm®ny k°z®psR r ®s Zfidoslegel @ g @4l ez leSzlaz eredneénye | j ¢ k

utolso része. irhatjuk tehat, ho@94’ = 112 48 64= 11248t
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Nézzik, ezzel a mddszerregiz 1007t : az d00B-ROr¥®% a masodik rész
21(¥ %47, a harmadik rés7® = 343, az eredményg007 = 1024 147 343= 1021147<.

ii).A szdmkisebb, mint 10 egy hatvanya(94°):
A szamitasok az ahoz hasonlék Az alapl00lesz EI| Rs z °r i6saketszekegel © n b s G
2@ 6) 42, ezthozzdadjuka szarhoz 94- 12 =8z, ezaz er edm®ny el sR r @€
Osszeszorozzuk az Uj kilonbséget az eredeti kiilonbségge) (© 6 10¢. Végiil kobre
emeljik a- 6 kilonbsége(- 6)° = 216. Az eredményd4’ = 82, 08 -, 16 B305E.

Nézzink médeét példa:
a) 997 =(997 -2 ;&')/( 9{ F{ -F 991027 027 991026
991
b) 9984 =(9984- 2 T/( 48( UB(- 35 - 9952-0768 4096- 99526767

Ez a m-dszer akkor al kal mazhat:- nagyon k°nny
vanl0 egy hatvs8§nys8§hoz. A k®rd®s az, hogy mi t
maédszerrel kdnnyerazaz nagyrészt fejpek © br e emel het ¢nkAsk®a j egy T
n e vAmurubyena .

3.1.11.2A z AnAirupyena i szltra

irjuk fel az (a+b)’ =& 3&’b 3aB B roviditettszamitasi képletet egy kicsit masképp:
(a+ b)3 _8.3 +a2b 'la& b3
+2a’b  Palf '

Vegyiik észre, hogyazb:E &, abZ:E é?bésb3:9 Y. Ugyancsak ®szreve
a a a

a kobre emelés végeredmérg = &/3&b3aB/ B lesz.
o ..b_9
Nézzik a49’ -t: a=4, b=9, tehatg =7

Akkor a®> =64, azbzg1 61 144 ab’ :% 144 324 b’ :% 824 ¢ irhatjuk, hogy

64 +144 324 ¥29

+288 648 :64 43 2/97 Z 9 317,60, 4,9 %176

Nézzink még @hany példt
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a) 34- 3F=27, g@? 36, f—;G 48, 2@8 84, tehat irhatjuk:

27 +36 48 64
B +72 96

34 227/ 18 1.4 4= 39, 3,0, 4= 393C.

b) 18- 1°=1,80 8,88 64, 8B4 51, tehatirhatjuk:
1 +8 64 51

2
18 = +16 428 Y 14/ 192 512= 5,8,,3,,2=583.

c) 53- 5°=125 2625 :75,2’675 45,2@15 27, tehatirhatjuk:

125 +75 #4527
B +150 900

53’ 129 ,,5,,5 ,7= 148, 8, 7, 7= 1488..

Gyakorlatiént végezziik eh).47%; b).86°; ¢).73 ; d).94°.

3.1.12.Kdbgyotkvonas

A k°bgy°kvon8s a k°br ekEztdogjeklha8malnf, éjes ckdbdko t t m"
harmadrendT gy° kRInRkz %ri siz€ mA ®ABzs §ksazek wHols@ mj egy

szamjegyeét

n® 1 |8 |27 |64 |125 |216 |343 |512 |729

o) [T (87 4 |5 |6 |3 |2 |9

3.1.121 tablazat
L8t j uk, hogy a | egnag?%29. bdrzikha®918anij ha deljed ko, e | | e s
akkor egy k®tj e bpavidnyasQ@s§&uk feh a szameod hiaknas csoportokra,
hétulrol. ¥/4i913-az eredm®ny k ®t j BalegRisebb relfesnkob, Miely a | a z
legkdzelebb van éd-h ez, az er edm®riyMivelI3gs R s RFmjRald ke h
eredmény természetes szam, az utolsé szamjédsetablazat alapjan). Tehat, ha minden

+7 49

343
+14 98 Y,Y0 753 #4913 491

1
igaz ¥/4913= 17. Prébal7 =
A ¥34i01232¢eset ®n | §tj uk, hogy az eredm®&nag hS8ror
utols6 4, tehata=3 és c=4. A k®r d®s az, hogy mennyi a
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meghat 8roz§8sa ®r dek ®ben ki sz8mol juk 8§l t al 8§

hatvanyat.

abc =(100a #10b §° (%002 1B § {100 1® p f6-% =31Chb
31 (at at} 10 ¥ @ b¢ +316 (b &F) & 1oc% ¢

Latjuk, hogyatizesek helyére 8bc* kerul Ab meghat 8roz8sa ®r dek®ben
elvégezzik a@bc - ¢ 84012224 64 340170 kivonast, elhagyjuk a nullast, és
irhatjuk, hogyu(3b®)=6 Uu(489 % Ub 2, tehatabc=324, azazi34012224= 32.
Nézzink még néhany példat:
a) 182284263 b , 182284263 343= 18B3P ,u(3G1%) 2 B € tehat
3182284263 56;
b) ¥605495736= B , 605495736 216= 6095 , u(3(3e) 2 © 4 vagy
b=9 llyenkor nézzikk a szamokd-cel val6 osztasi maradékai605495736 45

846- 18- OV (84§°- ¢ 896- 23 5Y 898- B= 125 |, tehatb=4 a helyes.

irhatjuk, hogy3/605495736= 84;
c) 838561807~ B , 838561807 27=83F7 , u(3®) & © 4, tehat

838561807 94.

Gyakorlatok:a).3/59318; b).3[7895358¢; c).392401042-.

3.2. Matrixok, determinansok

Liceumban, a XI . oszt 8l yban ddteardingnsfégalmavah kt el Rs z
a lineéris egyenletrendszerek megoldasakor, ha behelyettesitéssekikaggoboléssel
oldiuk meg a rendszert észréve t lRgy az eredményeknél ugyanazzal az értékkel

osztottunk.

Nézzink egy példat:
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g2x-1Q 2 _ 4@ 13(-9 3 ¢ _ 13Q@ 430,

. Kapjuk, ho X = és y=——
{3x+2y=13 P ¥ 2&-301) Y= 2a-36))
) 2 - o ) a4 -
D =2 203{-1)0 ‘3 2% - arendszer determinandd, = 2013-(- 1)& ‘13 2“,
) 2. 4|, D D L .
D, 9432043 3@ 3 e X:EX, y =—E) Ezt a megoldasi médszetramer szabalynak

és abD, D, y[értékekem§ sodr endT oHnaknevezaiik.n § n s
Egy m§sodr en dé§ értéke,télmlénms'a‘l%l§ %12%: a, 8, a, a
& Gy

0sszeszoroztuk atlésarz alemeket ékivontuk egymabdl. Harmad ésmagasabb r end
determinansokat harorésma gas ablbi me&®diTs egyenl etrendszere

altalanosan eglgaromismeretlendmearis rendszert

g3+ 8,y 48,2 R (1)
|a21><+ a,y +a,z $(2)-
fa,x+a,y +a,z 4 (3)

Elvégereaz a,,q1) a, (X ésa,,@1) a, (3} kivonasokat, kapjuk a

f(azg% a, ax (at a, @; a) y G, b =t
T(as@y; a; adx (ag a, @, a) y O, b At

emlitett Crameszaballya(D ,0):

rendszertezt megolguk a fent

D, _ (a:® ab) (& a,0a; &) (& b- ahd az a, aQd, ¢
D (a23 Ql a-13 asz( a33 ®12 @ aS)- ( aSQ all a13 a)@ a'23 a'12 QIS @4

)

“y = (823(}11 RE azg)(aeg)l ag)) '( 83 &7 iy @)1( s bp aiab)p _
D (azs Ql &3 a2]p( A3 ("a12 619 613)- ( 613@ a,; Q3 allc() a3 a4, @'13 a)ﬁ

y =
A zarojelek felbontasa utan kapjuk hogy

D =, (&, a,0a,a,) @,(as a,;0a, & & aPa, 8, ak

%y azj
a, oy o

&2 P

“Ma, a

8,

L %t-ez egy harmadrendT deterr
a &
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m8&sodrendT det er nszam@tunk loithatjsketehdt,theg® g ® v e |

a, a, &
D =a, a, aJ a, zﬁ 22: auﬁl Czj amE sz-
a, a, a . ' '

Latjuk, hogy mindkét rendszer esetében a determinans elemei az ismeretlenek egyutthatoi.

b a, a;, a, b a . '
Kdnnyen belathato, hog;,:)x b, a, a es D, 8, b aJ Eqgy kis szamolassal szintén
b, a, a ay by ay
D a, a, b
kdnnyenigazolhat¢ hogy z = BZ ,aholD, 3a,, a, b.
3y ap b

Sz&8§mol juk ki egy adott harmadrendT deter mins§

2
1 4 2 .4 2 1. ,
4|= 1%) 3 5 @) 2 2+ O 24 48-16 +4. Azt mondjuk, hogy

—
=24 216 =8

1
2
2

g P W

kifejtett¢k a determin8nst az elFR.Mmena szer

elemhez tartozik egy ugynevezetideterminans(minor), amit az adott elem soraban és
oszIl op8ban | evR el emek el hjangkyehdjeSseuygyd kisebp azr ¢ n k .
adott determinans rendjénél. Minden elemet megszorzunkinmrjaval és ellatjuk a

megfelelBszdrRja&tldlel °sszege adja az eredeti
el Rj ¢-1)¢ tadjaaaholi- az elemsoranakmig j-az el em oszl op§nak s:
i+j p 8r oos,, ihjaparatlan). Vegyiik észre, hogy ha egy masik sort vagy oszlopot
valasztunk, és aszerint fejtjuk ki a determinanst, az eredmény nem valtozik.

ijuk f el a det er mi nkppent & determin@nsok talate zZnitlletaz

aldeterminansokzerepelnelesame gf el el R el Rj el ek) :

. .
13 2 +1 3 2]

2 1 4/=1024) 3(-18) 28+40- |2 1 423 1( -24=222)+200 =A
2 5 - +2 5 -24

8 -16 24
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L8t j uk, FhogRl ecadtEsa® szatr@ salkalmaztuk, az eredmény fejben nagyon
konnyenkiszamolhato (akarcsak a haromsz=dg a b 8 | y  eldttenen®beszéltink)d r R

k°vetkezRkben megn®zz¢ ¢k, hogyan | ehet kisz8gn

321.NegyedrendT digdtsegrgniil regresscekn ®s 8§t | - san

A negyedrendT determingns- &s sh@ammmadsien k®
hasonl6an, a négyismeretlenes linearis rendsaerg ol d 8s 8ban szerepel, m
har madrendT deter mi n§ns ok Sarssésta@romszogspabatyt t u d |
is, negyedrendTn®l §&ltal&gban a rend cs°kkent

+ - +
8, &, ag
B B By & . . ) '
agi agi ag: =a,; Ql ap, d120a13 d'lg (@) , dij - aZz aﬂ -hez tartozo
8 A 8g Ay
d, , d,
aldeterminans,
% % B % B B
dy =8y, 83 &y, 0, =|8 8 8y és igy tovabbNézzink egy peldat:
a42 a43 a4 a41 a43 a4
+1 -2 2 3
3 -4 1 2 2 2 2
-0 3 -4 1jd )
D= ’] :dll d-31 = 3=6 -3 +4 -2 3 - 40
+1 3 6 -Hg
i 0O 1 4 0 1 3 6 -
0 1 4|d
A =138 o %

=138 19 2 9® 3.
Mi v el mi a fejsz8&mol 8§8st r ®s lzizéos 2 thjogky el Rmeygbfee
ehhez.

Nézzink egy masinodszertOsszuk fel a determinanst kétrésae f el s R ®sera az al

1 -2 2 3
. 0 3 -4 1 - L .
szerint: 1 3 6 . Mindkét csoportban kombinaljuk az oszlopokat az 0Osszes
2 0 1 4
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lehetséges médo®s m8§sodrendT determi n8§nsoke@t=6al ak?2t

- 1 2 1 -2 2 -2 2
=3, =-4, =1, =2, =-11, =14,
3 0 - 0 3 - 3 -4

n 1 1 - 3 3 - 6 -
A kékek: =-6, =-11, =14, =3, =12, =29,
2 2 2 4 0 0 4 1 4

Az eredményekeelirjuk a determinans folé és alls has zm&d g Rlke e Aen ®s

determinanst.

1
A pirosak:
0

atlésaroi t:

+ - + + - +

3 -4 1 2 -11 14

1 -2 2 3

0 3 -4 1__ . ) ) )

L3 g 873D (-4) 1240 3+2 O (FAID(- 1) 1490 % =39
2 0 1 4

-6 41 14 3 12 29

A fenti negyedr end Tgrdilugamszemiélieen s ki sz&§m2t §s a

3.2.12-1 4bra

Tehat 6sszeszoroztuk an§ sodr end T  d:epiresakama kégehikelo led ts Rt az
utol s-val, m8sodi kattovdhlgy méjpd saz ek Retdm®al e ®s
el Rjell el elegygdssab) ©°sszeadt uk

48































































