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Bevezetés

A geometria a matematika egyik legésibb dga, ezen beliill a kupszeletek torténete
is tobbezer évre nyulik vissza. A dolgozat els6, matematikatorténeti fejezetében a
kupszeletek kialakulasahoz vezeto ut mérfoldkoveit és azok elhelyez6it mutatjuk be.

A masodik fejezetben megadjuk a kupszeletek értelmezését, majd kanonikus, fokalis,
polarkoordinatas illetve csticsponti egyenletiiket. Ugyancsak ebben a fejezetben targyaljuk
a kupszeletek altalanos és egységes kezelését lehetévé tevé masodrendit gorbék néhany
tulajdonsagat és osztalyozasat.

A harmadik fejezet anyaga egy igencsak érdekes, mind a mai napig kutatott tétel koré
csoportosul. Jean-Victor Poncelet 1822-ben kiadott konyvében jelent meg a réla elnevezett
Poncelet-tétel. Sajnos a tétel egzisztencia jellegli, igy nem ad vélaszt arra, hogy mekkora
legyen a tételbeli két kor sugara, illetve a korok kozéppontjainak tavolsaga ahhoz, hogy a
leirt szerkesztés adott n 1épésben zarddjon. fgy nem csoda, ha az id6k soran ezek a kérdések
sok matematikust foglalkoztattak. Mi Cayley mindent megoldd, &m bonyolultsaguk miatt,
a gyakorlatban valéjaban hasznalhatatlan eredményeit mutatjuk meg. Ebben a fejezetében
a Poncelet-tételen kiviil, vele rokon, ugyancsak végtelen periodikus szerkesztési eljarasokon
alapulo tételeket is bemutatunk; végiil a Poncelet-tétel két eltérd bizonyitasat is megadjuk.

A Cayley-képletek mar emlitett hasznalhatatlansiga 0sztonzott a tétel egy masfajta
megkozelitésére. Mivel az egzakt megoldasok ennyire bonyolultak, koézelité megoldassal
probalkoztunk. Ennek eredményeként sziiletett egy algoritmus, amely tetszoleges n esetén
mutat megoldédst a tételben szereplo feladatra. A Matlabban irt program a matematikai
inga mozgasat hasznalja fol a Poncelet-poligonok kirajzolasara. Bar az eredeti cél csak
a korok kozott cikazo poligonok kirajzolasa volt, késébb tovabb béviilt a program. A
kiillonbozo6 kezddértékekbol szarmazo adatok alapjan regresszidészamitassal megprobaltuk
eléallitani Cayley képleteit, egyfajta szamitégépes bizonyitast adva arra, hogy az algorit-
mus alapjaul szolgalé inga-modell, nem csak latszélag, hanem valoban helytalld. Ez n = 3
és n = 4 esetén sikeriilt is: a legkisebb négyzetek modszerével megtalalt paraméterek — a
képletekben szereplo egytitthatok — jol megkozelitették az egzakt értékeket. Nagyobb n-ek
esetén azonban a mddszer finomitasokra szorul. A fent leirtaknak megfelel6en a negyedik
fejezetben a program matematikai hatterével, azaz a matematikai inga mozgasaval, az al-
goritmus leirdsaval illetve a legkisebb négyzetek médszerének bemutatasaval foglalkozunk.

A dolgozatban taldlhaté abrak — kivéve az 1.1, a 3.7 és a 3.8 — a GEONEXT és az
Euklides szerkesztoprogram, illetve a Matlabban irt program segitségével késziiltek.

Végiil koszonettel tartozom témavezetémnek, dr. Andras Szilard tanar urnak, hogy
felkeltette érdeklodésemet a téma irant, ugyanakkor a program ill. a dolgozat frasa kozben
— akar technikai kérdésekben is — barmikor a rendelkezésemre allt.



1. fejezet
Nincs kiralyi it!

Egy o6kori gorog monda szerint Délosz szigetén pestisjarvany dithongott. Az istenek
azt kivantak, hogy a szigetlakdk az Apollén temploméban talalhaté kocka alaki oltarkd
helyett allitsanak egy kétszer akkora térfogatut, és akkor a jarvany elmulik. A délosziak
az isteni kivansag teljesitésére torekedve egy jelentos problémaba iitkoztek: Egyetlen
kéfaragd sem tudta megmondani, hogy mekkora lesz a kétszer akkora térfogati kocka
éle, hiszen ehhez a {/2 hosszlisag szabalyos megszerkesztése kellett volna. Eratoszthenész!
szerint az épitészek Platontol kértek tandcsot, aki felvilagositotta ¢ket, hogy az isteneknek
tulajdonképpen nincs sziikségiik 4j oltarra, hanem csak 0sztonozni szeretnék az embereket
a matematika mivelésére. Platon valaszaban érzékelhet6é a piithagoreusi felfogas, amely
a matematikaval valé foglalkozast isteni tigynek tekintette.

Az évszazadok soran szamos ,,nem szabalyos” megoldas sziiletett, de senki sem tudta
szabalyosan — csak korzo és jeloletlen egyenes vonalzd segitségével — megoldani.

A kockakett6zés megolddsdban a khioszi Hippokratész? ért el kezdeti sikereket. Mai
jelolést hasznalva, a kovetkezo 1épéseket tette meg: Eloszor 1ényegében a négyzetkettozés
feladatat altaldnositotta. Ha egy a oldalt négyzethez szerkeszteniink kell egy 2a? teriiletii
négyzetet, akkor az a és a 2a mértani kozéparanyosat kell megszerkesztentink, azaz
keresniink kell olyan z tavolsagot, amely kielégiti az

a:r=2:2a

aranypart. Tovabb 1ugy okoskodott, hogy térbeli feladat esetén nem egy, hanem két
mértani kozéparanyost kell az a és a 2a kozé beiktatni, és esek koziil a kisebbik adja
meg a kocka élhosszat. Tehat az

a:x=x:y=1y:2a

aranyparlancolatb6l az x hosszusdgu szakasz lenne a kért kocka élhossza. Ezt tovabb
alakitva az 22 = ay és xy = 2a? egyenletekhez jutott. Az elsé egyenletbdl y = %2, ezt
beirva a masodikba: 2® = 2a3, tehét az x él{i kocka térfogata valéban kétszerese az a élfi

kockaénak. A szerkesztéssel Hippokratész sajnos mar nem boldogult.

1 (ie. 276 - 196) Alexandridban tevékenykedd matematikus; foglalkozott még csillagdszattal és
filozéfiaval is. Nevét a primszamok kivalogatdsira hasznélt Eratoszthenészi szitdnak nevezett eljards
orokitette meg.

2 (i.e. 450 koriil) Munkéssagdt az ebbdl a korbdl fennmaradt Sztoikheia cimit miive érizte meg.



Egy szazad elteltével egy Menaikhmosz nevii matematikus a kockakett6zésen dolgozva
ujabb fontos lépéseket tett, melyek hozzajarultak a matematika tovabbi fejlédéséhez.

Menaikhmosz Eudoxosz, a hires matematikus fia és Nagy Sandor egyik neveldje volt.
A monda szerint Nagy Sandor, a kés6bbi hédité megkérdezte mesterét: ,,Hogyan lehetne a
geometriat konnyebben elsajatitani?” Menaikhmosz igy felelt: ,,Oh, kiraly, orszdgodban az
utazas szamara késziiltek kiilon kiralyi utak, és olyanok, amelyeket a kozonséges polgarok
hasznalnak, de a geometridhoz nincs kiralyi ut, mindenki szaméra csak egyetlen 1t vezet.”
Sajnos a monda hitelességét jelentosen gyengiti, hogy hasonld torténet ismeretes Euk-
leidészrdl és neveltjérol, Ptolemaiosz kiralyrol.

Proklosz? feljegyzi, hogy Menaikhmosz jelentésen tovabbfejleszti a geometridt, bar
munkai nem maradtak fenn. Annyit tudunk, hogy a forgaskipokat nyildsszogik szerint
hédrom csoportra osztotta (hegyesszogi, derékszogli és tompaszogl), igy az alkotdkra
meroleges sikokkal metszve azokat, felfedezte az ellipszist, a parabolat és a hiperbolat,
majd ezek kiillonboz6 tulajdonsagait vizsgalta.

Erdemes megfigyelni, hogy H.G.Zeuthen* matematikatorténész szerint hogyan jutott
Menaikhmosz egy specialis tompaszogii kip stkmetszetének, a derékszogii hiperbolanak a
sziimptomdjdhoz (egyenletéhez).

1.1. dbra. Menaikhmosz megoldéasa

3 (410-485) gorog matematikus, hires torténetirs. Kommentdr Eukleidész elsé kényvéhez cimii munkéja

a gorog matematikatorténet egyik f6 forrasa
4 Zeuthen, H.G.: Die Mathematik in Altertum und im Mittelalter, Kopenhaga, 1949.



Az 1.1 abran felrajzolt ABC tompaszogi kip BC' alkotéjara merdleges sikmetszet az
EHD hiperbola. Ezen jeloljiink ki egy tetszéleges P pontot. A P ponton at fektessiink a
ky alapkorrel parhuzamos sikot, amely kimetszi a kipbdl a ko kort. Ennek a sikjaban, a
P pontbdl allitsunk merdlegest a hiperbola H F' szimmetriatengelyére: ez PL. Rajzoljuk
meg a tengely és a (BC-vel ellentett) AC alkoté G metszéspontjat, valamint a HOM és
KJN derékszogli haromszogeket (HO || KJ). Az dbra szerint JPK (meg nem rajzolt)
derékszogii haromszogbol:

LP*=KL-LJ.

Az LK H és LN J hasonlé haromszogekbol:
KL:HL=LN :LJ,

tehdt KL -LJ = HL-LN, és igy LP> = HL - LN. Az LNJ és HMO, illetve a JLG és
OH (G hasonlé haromszogparokbdl pedig

LN :HM =LJ: HO=GL:GH

ezért HM . CL
LN = ———.
GH
Végiil a keresett jellemz6 Osszefiiggés, vagyis a hiperbola sziimptémaja:
HM -GL
LP?=HL —/———.
GH

A korabban jelzett specialitas abbdl all, hogy olyan tompaszogt kupot valasztunk, amely-
nél GH = HM. Ekkor a sziimptéma egyszeriisodik:

LP?>=HL-GL.

Konnyt belétni, hogy ez azonos a derékszogli hiperbola altalunk ma hasznalt egyenletével.
Vezessiik be a HL =z, LP =y és a GH = 2a jeloléseket, ekkor az

y* = 2(x + 2a)
egyenletet kapjuk, ami kis atalakitassal
v’ — (z+a)? = —d?

illetve
(+a)* y*
a? az

alakban irhat6. A kapott Osszefiiggés annak a derékszogl hiperboldanak az egyenlete,
amely a H origéju, HN abszcisszatengelyli koordinata-rendszerre vonatkozik, ha az or-
dinatatengely a hiperbola sikjaban az LP-vel parhuzamos egyenes. Valéban, az abra is
ezt mutatja.

Mar csak arra a kérdésre kell vélaszt talalnunk, hogy hogyan vélasszuk meg a
derékszogii kupot gy, hogy az emlitett kiillonleges esetbe jussunk, amelynél a hiperbola

derékszogiivé valik.



Ezt a szerkesztési feladatot Menaikhmosz a kévetkezéképpen oldotta meg:

Egészitsiik ki a rajzunkat (14sd az 1.1 dbrat) a kup tengelyével, amely az OH szakaszt
aTl,aJK-taz R és a HM-et az S pontban metszi. A T'S szakasz a HOM haromszog
kozépvonala, tehat MS = SH, és a szerkesztési feltétel szerint 2SH = HM = HG = 2a.

fgy a feladat a kovetkezdképpen alakul: Adott a GH = 2a és a GH egyenesén a
HS = a szakasz. Szerkessziink olyan kupot, amelynek tengelye az S pontban metszi a
C B alkotéra merdleges sik altal kimetszett egyenld oldali hiperbola G'S tengelyét, azaz a
GHS egyenes H pontjan atmené merdlegesen talalni kell egy C' pontot ugy, hogy a GCH
sz0g OC'H kiegészito szogét a kup C'S tengelye felezze.

Tegyiik fel, hogy a C' pont mar megvan. Rajzoljunk a C'HG haromszog koré kort (k).
A CHG héromszogben a H szog derékszog, tehat C'G a k3 kor atmérgje. Ezt a kort a kip
S tengelye metszi az U pontban. Mivel CG atméro, ezért a CUG = SUG szog derékszog,
tehdt az U pont rajta van az SG szakasz Thalész-korén.

Tovabbéa az UCH és az UGH keriileti szogek kiegészito szogek, tehét

UGH/Z =S5CH/Z =SCAZL=UCGZL

Mivel az UGH Z = UCGZ, és mindketté ugyanazon korben kertileti szog, ezért egyenlok
a hozzajuk tartozd hurok is, azaz UG = UH. Ez azt jelenti, hogy a HGU haromszog
egyenlo szard, igy U rajta van a HG szakasz felezOmerdlegesén.

Az elobb belattuk, hogy az U illeszkedik az SG szakasz Thalész-korére is, tehdt az
adott G, H, S pontokhoz az U megszerkesztheto. Az US egyenes pedig kivagja a HG-re
merdleges H B egyenesbdl a kivant C' pontot, amely mar meghatarozza a keresett specidlis
kupot.

Ezek alapjan hiheto, hogy Menaikhmosz észrevette a kockakettdzés kipszeletekkel valo
megoldasat. Hippokratészhez hasonldan 6 is a

a:r=x:Y=19:2a

ardnypérlancolattal dolgozott, és az 22 = ay és xy = 2a® egyenletekhez jutott.
Menaikhmosz ismerve a kupszeletek egyenletét rajott, hogy a fenti két egyenletek
egyike paraboldé, a masik pedig hiperbolaé. fgy a keresett z érték pontosan a két
kupszelet metszéspontjanak abszcisszaja. Megjegyezziik, hogy a két egyenletet alakitva
természetesen az x? = ay és az y?> = 2ax paraboldk metszéspontjai is ugyanazt az értéket
adjék. (Léasd az 1.2 ébrat.)

A kupszeletek hasznossagat felismerve, egyre tobben fordultak érdeklodve feléjiik. fgy
lényeges tulajdonsagaikat mar az okori gorogok felfedezték, illetve sokan le is jegyezték.
Azonban egy 1j mfi megjelenésével minden korabbit elfeledtek. Ez a mii Apolléniosznak®
a Kupszeletek cimi, nyolc kotetes miive volt. A korabeli, kipszeletekre vonatkozo is-
meretek tokéletes attekintése ez, de sajnos csak az els6 hét kotet maradt fenn. Apolloniosz
a kupszeleteket a kettds kupbdl szarmaztatta. Mivel vizsgalatait a fotengely és az arra
meroleges hurok viszonylataban végezte, eredményei konnyen atirhatok, a megfelel6
koordinata-rendszer bevezetésével, az analitikus geometria nyelvére. ToOle szarmazik a
kipszelet elnevezés is. A parabola szé magyarul illeszkedést jelent (parabolé=egymas mellé

5 (i.e. 2607 - 170?) az alexandriai iskola nagy gérog matematikusa és csillagdsza. Alexandridban és a
kisazsiai Pergamoszban tanitott.



Pzay

1.2. abra. A kupszeletek metszeteként eloallé érték

dobds, illeszkedés), mely a gorbe azon tulajdonsigara utal, hogy a parabola tetszoleges
pontjanak ordindtajaval rajzolt négyzet teriilete (y*) egyenld a 2p és x oldalu téglalapéval.
Az ellipszis szé hidnyt jelent (ellipszisz=hidny, kihagyds), mely arra utal, hogy a fent
emlitett négyzet teriilete kisebb (hidnyos) a 2pz teriilethez képest. Végiil a hiperbola fe-
lesleget jelent (hiiperbole=nagyités,tilzds, felesleg), mely arra utal, hogy itt y? > 2pz.
Apolléniosz kényvében tovabba szd van az érintOk szerkesztésérol, aszimptotakrdl, kon-
jugalt atmérokrol, kupszeletek metszéspontjarol, két kupszelet kozotti legrévidebb 1t
meghatarozasarol és még més tulajdonsagokrél. A kor tehat minden alapot megadott
a kupszeletek elméletéhez.

Majd két évezrednek kellett eltelnie ahhoz, hogy a derékszogli koordinata-rendszer al-
kalmazasaval jabb jelentos fejlodés kovetkezzen be: a kipszeletek analitikus modszerrel
valé targyalasa. 1637-ben Descartes Géometrie cimli munkajaban, majd 1679-ben Fer-
mat Isagoge (Bevezetés) cimii miivében megkisérelte az analitikus targyaldsmédot, de
valéjaban egyik sem tudott elszakadni Apolloniosztol. Ugyancsak kisérlet volt Wallis 1655-
ben megjelent, A kupszeletek tdrgyaldsa cimi illetve L’Hospital 1707-ben irt A kiupszeletek
analitikai tdrgyaldsa cim mive is. Ezek a mivek Apolléniosz eredményeinek az algebra
nyelvére valo forditasai voltak. Az igazi elszakadas Apolloniosztél Eulernek sikeriilt 1748-
ban megjelent Introductio cimii mtvében.

A déloszi problémat joval késobb, a 18. szédzad végén és a 19. szazadban sikeriilt
megoldani a sz6 negativ értelmében. Kideriilt ugyanis, hogy szabdlyosan, euklideszi szer-
kesztéssel e feladat nem oldhato meg.

A fenti id6utazasbol kitiinik az dékori probléma matematikatorténeti jelentésége,
betekintést nyujtva a kiupszeletek felfedezésébe. A szerkeszthetségi feltételek tisztazasaval
és az 1j szerkesztési mdodszerek kutatdsaval elémozditotta a matematika tobb tertiletének
a fejlodését, gazdagodasat.



2. fejezet

Masodrendii gorbék

2.1. Kiupszeletek szarmaztatasa

Ebben az alfejezetben harom — mar az 6korban is ismert — sikgorbével, az ellipszissel,
a parabolaval és a hiperbolaval ismerkediink meg koézelebbrol.

2.1.1. Az ellipszis

2.1.1. Ertelmezés (Fokalis definicid). Az ellipszis azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyeknek két rogzitett ponttol mért tavolsdgosszege dallando.

2.1. abra. Az ellipszis

A definiciéban emlitett két pont az ellipszis fokusza vagy gyujtopontja. Az ellipszis egy
pontjat a fékuszokkal 6sszekotd szakaszok a ponthoz tartozd rdadiuszvektorok. Az ellipszis
a fokuszokat 6sszekot6 szakasz egyenesére, felezomerolegesére és felezépontjara nézve szim-
metrikus. Az emlitett szimmetriatengelyeket az ellipszis tengelyeinek nevezziik. A tenge-
lyek egymast az ellipszis szimmetriacentumanak nevezett pontban merélegesen metszik.
Ez a pont az ellipszis kozéppontja vagy centruma. A fokuszok és az ellipszis kozéppontja
kozotti tavolsagot linedris excentricitasnak nevezziik. Jelolje Fy és Fy a fokuszokat, ry és
r9 az egyes pontokhoz vezeto radiuszvektorokat, valamint ¢ a linearis excentricitast. Ekkor



az ellipszis pontjaira teljesiil, hogy
r + 1o = 2a,

ahol az a &alland6 és a > c¢. Mindkét tengelyen van az ellipszisnek két-két pontja. A
fokuszokat tartalmazé tengelyekre ez ezért igaz, mert egyrészt az Fi F, szakasz pontjai nem
tartoznak az ellipszishez, mert ezekre r| + 19 = 2¢, masrészt e szakasz meghosszabbitasain
levé pontokra ry 4+ 79 értéke a kozépponttdl mért tavolsag kétszerese, igy ezen pontok
koziil azok az A, B pontok tartoznak az ellipszishez, amelyek az O centrumtdél a tavolsagra
vannak. A masik tengely pontjai egyenld tavolsagra vannak a fékuszoktol igy koziiliik azok
vannak az ellipszisen, amelyekre ez a tavolsdg a. A ¢ < a feltétel miatt két ilyen pont van:
ezek valamely fokusz koriil irt a sugart kor és az emlitett tengely C, D metszéspontjai.
A C, D pontok kozépponttél mért b tavolsagara — pl. az OCF, haromszogben felirva a
Piithagorasz-tételt — teljestil, hogy

v =a® - (2.1)

A tengelyeken elhelyezkedé pontokat tengelypontoknak, csicspontoknak vagy
orompontoknak nevezziik. Ezeket a pontokat megfelel6en 6sszekotd tengelyszakaszok felét,
az a, b értékeket az ellipszis féltengelyeinek mondjuk. A 2.1 egyenletbdl a > b, ennek
megfeleléen AB az ellipszis nagytengelye, mig C'D a kistengelye. Az ellipszis egyik fokusza
koril a nagytengellyel, mint sugarral irt kort az ellipszis vezérkorének nevezzik.

2.1.1. Tétel. Eqgy kort érinté és a kor eqy — a kézépponttal nem azonos — belsé pontjdn
athalado korok kozéppontjainak mértani helye ellipszis.

2.2. abra.

2.1.2. Tétel. Az ellipszis azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek koril az eqyik
fokuszon dthalado és a mdsik fokusz korili vezérkort érintd korok irhatok.



A tételek bizonyitasai a [2] konyvben olvashatdk.

Most lassuk hogyan szarmaztathatéd az ellipszis a kup sikmetszeteként. Metssziik el a
forgaskupot egy olyan o sikkal, amely a kip minden alkotdjat metszi. Szemléleti tényként
fogadjuk el, hogy a metszet folytonos zart gorbe. Helyezziink el a kiipban két érintdgombot
ugy, hogy érintsék a kupot és a o két kiilonbozo oldalan helyezkedjenek el. Ezeket a
gomboket Dandelin-féle gomboknek nevezziik.! Az igy elhelyezett gombok a o sikot az F}
illetve az Fy pontokban, mig a kupot a k; illetve a ky parhuzamos siki korokben érintik.
Legyen k; a kip cstucsatél tavolabbi kor, és tételezziik fel, hogy k; sikja nem parhuzamos a
o-val. Legyen P a o altal kimetszett gorbe tetszoleges pontja és legyen A illetve B rendre
a kq illetve ko kor és a P-n athalado alkoté metszéspontja. Nyilvan ugyanebben az A és
B pontban a kup érinti is a két gombot. Ugyanakkor a PFy és PF; szakaszok is érintik az
F7 illetve az Fy pontokban a két gomb koziil a megfelel6t. Mivel egy pontbdl a gombhoz
hizott érintoszakaszok egyenléek, ezért

F\P=PA F,P=PB és KP+ F,P=PA+PB=AB

Mivel az AB szakasz a ky és a ky kor altal meghatarozott csonkakip alkotdja, ezért hossza
fiiggetlen a P megvalasztasatol, tehdat a metszetgdrbe minden pontjara teljesiil, hogy
az F1-t6l és az Fy-t0l mért tavolsagok Osszege allandé. A haromszog-egyenlotlenségbol
kovetkezik, hogy a metszetgorbe pontjain kiviil nincs mas olyan P pont, amelyre igaz,
hogy F1 P + F>,P = AB, tehéat a o sik altal kimetszett gorbe eleget tesz az ellipszis el6bb
megadott definiciéjanak.

Hasonléan bizonyithato, hogy forgaskup sitkmetszeteként a parabola és a hiperbola is
el6all. A fenti érdekes bizonyitas Dandelin nevéhez flizodik.

2.1.2. A hiperbola

2.1.2. Ertelmezés (Fokalis definicid). A hiperbola azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyeknek két rogzitett ponttol, a két fokusztol mért tdvolsagkiilonbsége abszolit értékben
allando.

Az ellipszisnél mondottakhoz hasonléan, a hiperbola egy tetszoleges pontjat a fékuszokkal
0sszekotd szakaszokat az illetdé ponthoz tartozd rddiuszvektoroknak nevezziik. Mivel a
radiuszvektorok kiilonbsége sosem nulla, ezért az egyik mindig kisebb a méasiknal. fgy a
hiperbola pontjai aszerint, hogy melyik fokuszhoz vannak kozelebb osztalyozhatok. En-
nek megfeleléen a hiperboldnak megkiilonboztetjiik két dgat. A hiperbola szimmetrikus
a fékuszokat 0sszekotd szakasz egyenesére és felezémerclegesére. Ezek metszéspontja a
hiperbola kozéppontja vagy centruma. A fékuszoknak a kozépponttdl mért tavolsaga a
hiperbola linedris excentricitdsa. Jelolje Fy és Fy a fokuszokat, r; és ry az egyes pon-
tokhoz vezeto radiuszvektorokat, valamint ¢ a linearis excentricitast. Ekkor a hiperbola
pontjaira teljesiil, hogy
11 — 1| = 2a,

ahol az a alland6é és a < c. A fokuszokat tartalmazd egyenesen a hiperbolanak két
pontja van, melyeket tengelypontoknak neveziink, az Oket 0sszekotd szakaszt, pedig valos

! Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) Belgiumban dolgozé francia mérndk. Abrézolé geometridval,
differencidlgeometriaval és differencidlegyenletekkel foglalkozott.
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2.3. abra. A hiperbola

tengelynek. Ezek az O kozépponttdl a tavolsagra helyezkednek el. Jeloljiik oket A illetve
B-vel. A fokuszok tavolsdgat merclegesen felezd képzetes tengelyen nincs a hiperboldanak
pontja, hiszen itt r; — ro = 0. Annak ellenére, hogy a hiperbola nem metszi a képzetes
tengelyt, az ellipszishez hasonléan itt is szokds bevezetni egy b > 0 értéket, melyre

V' =c* —a’ (2.2)

Ezt az értéket képzetes féltengelynek nevezziik. A hiperbola egyik fékusza koriil a valds
tengellyel, mint sugarral irt kort a hiperbola vezérkdorének nevezziik.

2.4. 4bra.

2.1.3. Tétel. Egy kort érinto és a koron kivili rogzitett ponton dthalado korok
kézéppontjainak mértani helye hiperbola.
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2.1.4. Tétel. A hiperbola azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek kéril az egyik
fokuszon dthalado és a mdsik fokusz korili vezérkort érinté kor irhato.

A tételek bizonyitdsait lasd a [2] konyvben. A hiperbola a forgdskip és annak két
alkotéjaval parhuzamos sik metszeteként — az ellipszishez hasonléan — szarmaztathato.

2.1.3. A parabola

2.1.3. Ertelmezés (Fokalis definicid). A parabola azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyek eqy rogzitett ponttol, a fokusztol és eqy rogzitett egyenestdl egyenld tdvolsdgra
vannak.

2.5. dbra. A parabola

Az emlitett rogzitett pontot a parabola fokuszanak, az egyenest pedig vezéregyenesnek
vagy direktriznek nevezziik. A fokuszt és a parabola tetszéleges pontjat 0sszekoto szakasz
a adott ponthoz tartozé rddiuszvektor. A parabola szimmetrikus a fokuszon atmenod, a
vezéregyenesre meréleges egyenesre, hiszen ha egy pontot tiikrozzik erre az egyenesre, a
pontnak nem valtozik sem a vezéregyenestol sem a fékusztol valé tavolsaga. Ez a szimmet-
riatengely a parabola tengelye. A tengelyen a vezéregyenestdl a fokusz fele haladva szab-
juk meg a parabola iranyat, ezt tengelyirdnynak nevezziik. A parabolanak és a tengely-
nek egyetlen kozos pontja van, mely felezi a fokusz és a vezéregyenes kozotti tavolsagot.
Ezt a pontot tengelypontnak nevezziik. A fokusz és a vezéregyenes tavolsaga a parabola
paramétere, melyet altalaban p-vel jeloliink. Ekkor a tengelypont a vezéregyenestdl és a
fékusztol is p/2 tavolsdgra van, melyet gyujtotdvolsdgnak neveziink.

2.1.5. Tétel. Az egyenest érinté és eqy az egyenesen kivili ponton dtmend korok
kozéppontjainak mértant helye parabola.
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2.1.6. Tétel. A parabola azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek koril a fokuszon
athalado és a vezéregyenest érintd kor irhato.

A tételekben elmondottakat a 2.5 abra szemlélteti. A bizonyitdsok megtalalhaték a [2]
szakirodalomban.

A parabola a forgaskip és annak egyetlen alkotdjaval parhuzamos sik metszeteként
szarmaztathato.

2.2. Kiupszeletek egyenletei

Ebben a részben a kupszeletek kiilonbozo, megfeleléen valasztott koordindta-
rendszerekben vett egyenleteirdl lesz szo.

2.2.1. Kipszeletek kanonikus egyenletei

2.2.1. Tétel. Ha a koordindta-rendszert gy vdlasztjuk meg, hogy az x tengely az ellipszis,
illetve a hiperbola fokuszainak egyenese, mig az y tengely ezek felezdmerdlegese legyen,
akkor az ellipszis kanonikus egyenlete

2 2
T Y
2 + » 1,
mig a hiperbola kanonikus egyenlete
2 2
a b2
Y
Y
=
X X
2.6. abra.

Megjegyzés: Mindkét egyenletbol kiolvashatd, hogy az ellipszis és a hiperbola is
mind a fékuszokat tartalmazo, mind a fokuszok szakaszat merdlegesen felezé egyenesre,
és ezek kozos pontjara is szimmetrikus gorbe, hiszen ha a fenti kipszeletegyenletet az
(x;y) kielégiti, akkor ez egyenletnek eleget tesznek az (z; —vy), (—z;vy), (—z; —y) pontok
is. Az x = 0 és y = 0 helyettesitésekkel az is lathato, hogy az ellipszisnek a tengelyekkel
két-két metszéspontja van, mig a hiperbola csak a fékuszokat tartalmazé tengelyt metszi.
E tengelypontok koordinatai: A(—a;0), B(a;0) illetve C(0;b) és D(0; —b).
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2.2.2. Tétel. Ha a koordindta-rendszert gy wvdlasztjuk meg, hogy az y tengely
pdrhuzamos legyen a parabola vezéregyenesével, és a fokusztol félparaméternyire halad-
jon, elvdlasztva a fokuszt a vezéregyenestol, az x tengely pozitiv fele pedig tartalmazza a
fokuszt, akkor a parabola kanonikus egyenlete

y* = 2p, (2.3)

ahol a p a parabola paramétere.

Y

2.7. 4bra.

Megjegyzés: A 2.3 egyenletbol lathato, hogy a parabola tengelyével egyallasu egye-
nesnek a parabolaval egyetlen koézos pontja van, hiszen y = a helyettesités esetén az
2
egyetlen megoldas az x = g—p.

2.2.2. Kipszeletek fokalis egyenletei

Ha a koordinata-rendszer kezdépontja a kipszelet (egyik) fokusza, és az 1j £, n tenge-
lyek a korabbiakkal egyez6 irdnyiak, akkor a 2.8 és a 2.9 abra szerinti vélasztassal nyert
koordinata-rendszerben a kupszeletek fokalis egyenletét kapjuk.

n
n

S

2.8. abra.

Vezessiik be az ellipszis, a hiperbola és a parabola numerikus excentricitasét. Ez az
els6 két gorbe esetén legyen e := ¢, parabola esetén pedig e = 1.
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2.2.1. Ertelmezés. A kiupszelet p paraméterének a fokuszon dtmend, a fokuszokat tar-
talmazo tengelyre merdleges hir felét nevezziik.

Az igy definialt fogalom a parabolanal a mar korabban is paraméternek nevezett
tavolsagot adja.

o ¥

2.9. abra.

2.2.3. Tétel. A walasztott £, n koordindta-rendszerben az ellipszis, a hiperbola és a
parabola fokdlis egyenlete:
&+’ = (e€ +p)*.

Bizonyitds: a) Kiindulunk az ellipszis kanonikus egyenletébdl, és az el6irt koordinata-
transzforméaciénak megfeleléen az

r=&(—c ésaz y=n

helyettesitést alkalmazzuk, mivel az 1j koordinata-rendszer kezdopontja az x,y koordinédta-

rendszer (—c; 0) pontja. Igy az
b2
y2 = —E$2 + 62

egyenletbdl, mindkét oldalt £2-tel novelve a
b2
Crn=—5E=+&+0

egyenletet kapjuk. Négyzetre emelés és Osszevonas utan

2 _ p2 2 2

a
&+ = &€+ 25c6 + —(a* - ).

a?

Felhasznalva, hogy b = a? — ¢? kapjuk, hogy

2 b2 pd p2\ 2
= S8 4 2t + — = (5§+—>
a a a a a
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Mivel a &, n koordindta-rendszerbeli (0;p) pont az ellipszisnek pontja, ezért kielégiti a
fenti egyenletet, és a behelyettesitéssel p = % addodik. Ezt visszahelyettesitve, illetve
felhaszndlva, hogy e = £ a bizonyitani kivdnt egyenletet kapjuk.

b) Hiperbola esetén az 1j koordinata-rendszer kezdépontja az z,y koordinata-rendszer

(c;0) pontja, igy a hiperbola

kanonikus egyenletében az
r=E&+c ésaz  y=n

helyettesités vezet a fokalis egyenlethez. Behelyettesitve, novelve mindkét oldalt £2-tel és
felhasznélva, hogy b* = ¢ — a? kapjuk, hogy

a’® + b? 202 b2

b2
524‘772:52‘*’?(5—1—0)2—[72: T€2+¥C€+?(C2—a2) =
A, 2 b (e B
= S8+ 4 5 = (_§+_> '
a a a a a
Ez a tételbeli egyenlettel azonos, mert a hiperbola p paraméterére is fenndll a p = %

osszefliggés.
¢) A parabola fokélis egyenletéhez az

y* = 2px
kanonikus egyenletbeli
r=§(+5 ésaz y=n

helyettesités vezet. Most is mindkét oldalt £2-tel novelve a
p
Eant=+op(e+5) =€+

tételbeli egyenletet kapjuk. B

Megjegyzés: A tételbeli egyenlet az e = 0 esetben p sugart kor egyenletét adja. A
kor esetén a paraméter definicidja szerint is a sugarat kell paraméternek mondani.

A kupszeletek fokalis egyenletét hasznélva az ellipszis, hiperbola és parabola egy kozos
szarmaztatasi méodjat nyerjik.

2.2.4. Tétel. Azon sikbeli pontok mértani helye, amelyeknek eqy adott ponttol és eqy
erre nem illeszkedo eqyenestol valo tdvolsdaganak ardanya adott pozitiv dllando, ellipszis,
hiperbola vagy parabola aszerint, hogy az adott allando kisebb 1-nél, nagyobb 1-nél vagy
eqyenlo 1-gyel.

Bizonyitds: A tétel parabolardl szélo allitdsa a parabola definiciéjat ismétli meg, elég
tehat a tételt a masik két gorbére igazolni.
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Elséként azt mutatjuk meg, hogy mind az ellipszishez, mind a hiperboldhoz taladlhato
a tételben leirt tulajdonsagu pont és egyenes. Induljunk ki a kupszeletek fokalis egyen-
letébol:

& +1° = (e€ +p)*.
A kupszelet tetszéleges P(&;n) pontjanak az origétdl (a kupszelet egyik fokuszatol) vald
r tavolsdgara igaz, hogy
r? =&+
és a { + £ = 0 normalegyenletii v egyenestdl val6 ¢ tdvolsagdra

t=k+§w

Ezekkel a fokélis egyenlet az

r2— o242
alakra hozhaté. A két oldalon all6 r és et nemnegativ mennyiségek pontosan akkor
egyenloek, ha négyzeteik egyenloek, igy a fokalis egyenlet az

r=cet

egyenlettel azonos. A t # 0, kiilonben r = 0 is fenn kell alljon, vagyis P a kezdépont, és a
kezdépont a v egyenesen kell legyen. Ez lehetetlen, mert a (0;0) nem elégiti ki a {+2 =0

egyenletet. fgy tehat
r
- — e’
t

és ezzel igazoltuk, hogy barmely ellipszis illetve hiperbola olyan pontokbdl all, amelyeknek
az egyik fékusztdl és az ehhez tartozd v (vezér)egyenestél valé tavolsaganak ardny - a
numerikus excentricitassal egyenlo — pozitiv allandoé.

Ezek utan ratérhetiink az eredeti allitas igazolasara. Ha adva van egy F' pont és egy
ra nem illeszked6 v egyenes, tovabba egy egytdl kiillonbozé d pozitiv valds szam, akkor
véalasszunk egy d(= e) numerikus excentricitdsi kupszeletet (ellipszist, ha d < 1 és hiper-
bolat, ha d > 1). Err6l a kipszeletrdl fentebb belattuk, hogy pontjainak az F™* fékuszatdl
és ehhez vett v* egyenestol valé tavolsagainak aranya éppen d-vel egyenl6. Mivel van olyan
hasonlésag, amely az F*, v* alakzatpart az adott F', v alakzatparba viszi és a hasonldsag
ellipszishez ellipszist, hiperbolahoz hiperbolat rendel, ezért a tételben szereplé mértani
hely az adott allandétol fiiggden valoban ellipszis vagy hiperbola. B

2.2.3. Kipszeletek polarkoordinatas egyenletei

A sikbeli polarkoordinata-rendszer kezdopontjat és alapirdanyat tugy valasztjuk meg,
hogy az a fokalis egyenletek vizsgalatanal valasztott £ tengely nemnegativ fele legyen.
2.2.5. Tétel. Az ellipszis, a hiperbola és a parabola poldarkoordindtds egyenlete

_ _p _ P . _ P
r= 1—ecosp’ r= +1—ecosgp €s r 1—cos ¢’

ahol p a kupszelet paraméterét, e pedig a numerikus excentricitdsdt jelols.
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2.10. 4bra.

Megjegyzés: A hiperbola polarkoordinatas egyenletében a kettos elgjel két egyen-
let egybevondasat jelenti. Egy pont pontosan akkor része hiperbolanak, ha annak r, ¢
polarkoordinatai kielégitik az egyik vagy masik eldjelvalasztashoz tartozd egyenletet.

Bizonyitds: A kipszelet £+ 1n? = (e£ + p)? fokalis egyenletébdl indulunk ki, majd a

§ = rcosp
n = rsing
helyettesitésekkel attériink polarkoordinatéas alakra.

Ekkor az
2 +n? =r’cos’p + r’sin*p = r* = (e +p)? = (ercos ¢ + p)?
egyenletlanchoz jutunk, amely a
r? = (ercosp + p)?
polarkoordinatas egyenlethez vezet. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha az
T =ercosp +p

vagy
—r =ercosp +p

egyenlet valamelyike igaz. E két egyenletet
r(£1l — ecosp) =p
alakba irva, a p # 0 miatt a bal oldali tényezdk egyike sem lehet 0, és ezért az

p

"= +1 —ecosy

alakhoz jutunk.

Mivel r és p is pozitiv, ezért valamely (r;p) poldrkoordindtdaji pont akkor és csak
akkor lehet a kupszelet pontja, ha a nevezo is pozitiv. Ez a —1 — e cos p kifejezés esetén
a —cosp > % teljestilését koveteli meg, ami a cosp < —% teljestiléséhez vezet, ami
|cos p| < 1 miatt csak az e > 1 esetre igaz, tehédt csak a hiperboldra lehetséges. Ezért
ellipszis és parabola esetén a két egyenlet koziil a negativ el6jeleset elhagyjuk. B
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2.2.4. Kiupszeletek csticsponti egyenletei

Hasonléan ahhoz ahogy a fokalis egyenletekhez jutottunk, megtehetjiikk azt, hogy
az ellipszis és a hiperbola esetén a kezddpontot nem c¢ tavolsagra, a fokuszba, hanem
ugyanolyan irdnyban, de a tavolsagra, tehat a tengelypontba toljuk. Parabola esetén nincs
sziikség eltolasra, mert méar a kanonikus egyenletnél is a tengelypont volt a koordinata-
rendszer kezdopontja. Ezzel a mddszerrel a kipszeletek csicsponti egyenletéhez jutunk.

Vs

£ I3
&

2.11. ébra.

2.2.6. Tétel. Az ellipszis, a hiperbola és a parabola csucsponti egyenlete:
nt=2p6 — B, P =2p0+ B és P =2pC

A bizonyitas teljesen hasonlé a fokalis egyenletek bizonyitasdhoz.

Megjegyzés: A csucsponti egyenletek jobb oldalan a kupszeletek harom fajtajanal
2p¢ mellett negativ érték, pozitiv érték illetve 0 all. Innen ered az ellipszis (=hiany),
hiperbola (=t6bblet) illetve parabola (=egyenl6ség) szavak hasznélata.
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2.3. Tengelyes affinitasok

2.3.1. Ertelmezés. Legyenek A, B, C eqy egyenesre esé kulonbozo pontok. Az A, B, C
pontok osztéviszonya alatt az (ABC) = % értéket értjik, ahol |AC| és |CA| eldjeles
tdvolsagot jelent, azaz a két érték azonos eldjelii, ha A és B kozrefogja C-t, és ellenkezd

eldjelii, ha nem.

Konnyt meggondolni, hogy ha az A, B, C' pontok koziil ismeriink kettot, és ismerjiik az
(ABC) osztéviszony értékét, akkor a harmadikat egyértelmiien meg tudjuk hatarozni.

2.3.2. Ertelmezés. Legyenek A, B, C, D egy egyenesre esd kiilonbozd pontok. Az A, B,

C', D pontok kettésviszonya alatt az (ABCD) = Eﬁggg hdnyadost értyiik.

2.3.3. Ertelmezés. Két sik kozotti eqyenes- €s osztoviszonytarto leképezéseket affin
leképezéseknek nevezziik. Bijektiv affin leképezés esetén affin transzformdciordl beszélink.
Eqgy sik onmagdra vett affin transzformdacicjat affinitasnak nevezziik.

2.3.4. Ertelmezés. Merdleges affinitdasnak nevezzik az a sikbeli ponttranszformdciot,
amely eqy egyenes pontjait helyben hagyja, a rd merdleges egyenes pontjaihoz ugyanan-
nak az eqyenesnek a pontjait rendeli, és ha a T pontban emelt merdleges T-tol kilonbozo
P pontjihoz a P' pontot rendeli, akkor az eldjeles tavolsagokra felirt TP’ : TP ardny a
T, P pontok megudlasztdsdtol figgetlen, 0-tol kilonbozo dllando.

A helyben maradd pontok egyenese az affinitas tengelye, a rd merdleges irdny az affinitas
irdnya, az emlitett allando ardny az affinitas ardanya. Eqy alakzat pontjaihoz rendelt pontok
az adott alakzat affin képét adjdk.

Ha a merdleges affinitas ardnya 1, akkor az affinitdas azonossag, ha pedig —1, akkor
a tengelyre vonatkozé tiikrozést jelent. Ezért a vizsgalédasaink soran feltessziik, hogy az
arany 1-tol és —1-t6l kiilonbozo szam. Ugyancsak feltehetjiik, hogy az ardny pozitiv, mert
a negativ aranyu affinitasok képei a tengelyre valé tiikrozéssel a pozitiv aranyu affinitasok
képeinek felelnek meg.

A mero0leges affinitast a koznapi beszédben széthuzasnak vagy 0sszenyomasnak mond-
juk attol fliggden, hogy az affinitas arany 1-nél nagyobb vagy kisebb.

Ha a sikot az affinités ¢ tengelye koriil ¢ szoggel elforgatjuk, majd merdlegesen vetitjiik
az eredeti sikra, akkor az eredeti sikbeli ¢ tengelyli cosp aranyt affinitast valdsitjuk meg.

A t tengelyli, A ardnyu merdleges affinitds inverze nyilvan a ¢ tengelyti, % aranyu
meroleges affinitas.

Ha a merdleges affinitds tengelyéiil a derékszogli koordinata-rendszer x-tengelyét
vélasztjuk és az affinitds ardnya A, akkor a P(z;y) pont képe P'(x;\y) és P'(z;y) a
P (a;; %) pontnak a képe.

A fentiekb6l kovetkezik, hogy az F'(z;y) = 0 egyenletii alakzat affin képének egyenlete
F (x; %) =0.

A merdleges affinitas elnevezésében a merdleges jelz6 arra utal, hogy az affinitas irdnya
meroleges a tengelyre. Ha ez nem igy van, akkor ferde affinitasrél beszélink. E két
affinitast kozos néven tengelyes affinitasnak mondjuk, amely arra utal, hogy a helyben
marad6 pontok mértani helye egy egyenes, nevezetesen az affinitas tengelye. A tengelyes
megkiilonbozteto jelzo sziikséges, mert — mint a definiciobdl is kideriilt — a transzformaciok
joval altalanosabb korét nevezziik affinitasnak.
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2.3.1. Tétel. A kor merdlegesen affin képe ellipszis.

Megjegyzés: A tételben szerepld allitds természetesen az 1-t6l és (—1)-t61 kiilénbozo
aranyu meroleges affinitdsokrél beszél, hiszen ezek képe kor.

Bizonyitds: Minket csak az affin képnek az alakja érdekel, igy feltehetjiik, hogy az
affinitas tengelye athalad a kor kozéppontjan és aranya pozitiv. Az affinitas tengelyét az
x-tengelynek és a kor kozéppontjat kezdépontnak vélasztjuk. A kor sugarat a-val jelolve,
a kor egyenlete z% 4+ y* = a®. Ha A = 2 a merdleges affinitds ardnya, akkor az affin kép
egyenlete

a
2+ b_2y2 _ a2,
ami ) )
T Y
@ et

alakban irhat6. A kapott egyenlet valéban az ellipszis egyenlete, mégpedig A\ < 1, azaz
b < a esetén a a nagy és b a kis féltengely, mig A > 1, azaz b > a esetén a a kis és b a
nagy féltengely. B

=\

2.12. 4bra.

Ha a a szokott moédon a nagy, b pedig a kis féltengelyt jeloli, akkor a tétel alapjan
kimondhaté, hogy az ellipszis a fokorébol g aranyu, a kistengelyéhez, mint atmérohoz
tartozé korbél pedig ¢ ardnyt merdleges affinitdssal szdrmaztathato.

Megallapithato az is, hogy a ferde sikban elhelyezkedd kor merdleges vetiilete ellipszis.
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2.4. Masodrendi gorbék osztalyozasa

A kupszeletek alaki tulajdonsdgainak megvizsgalasa utan, ebben az alfejezetben a
kupszeleteken tilmenden minden masodfoki egyenlettel megadhaté gorbével fogunk
foglalkozni. Célunk a koordindta-rendszer sikjaban valahogyan elhelyezked (masodrendii)

gorbe alakjanak és helyzetének vizsgalata.

2.4.1. Ertelmezés. Azokat a gorbéket, amelyeknek egyenlete a két (kozdnséges) ko-
ordindtdban mdsodfoki, mdsodrendi gorbéknek nevezzik. E gorbék dltaldnos egyenlete:

an@® + 2a197Y + agoy’ + 2a137 + 2a93y + azz = 0,
ahol ay1, ais, ass nem mind 0.
A 2.4 bal oldalanak els6 harom tagjat, illetve osszegiiket, az
a112” + 2a12xy + azy’
kifejezést mdsodfoki alaknak, a masodik harom tag Osszegét, a
2a13% + 2a93y + ass

kifejezést elsdfokiu résznek nevezziik. Ugyanakkor az

aii, a2, G2
egyiitthatok a masodrendl gorbe egyenletének féegyiitthatoi, az

ai3, a23, @33

a linedris (els6foku) rész egytitthatoi, és koziiliik az ass a konstans tag.
A tovébbiakban feltessziik, hogy a;; = aj;, Vi, j € {1,2,3}.
A masodrendii gorbe egyenletének egyiitthatoibdl eléallo

aix Qa2 Q13
A= ayn axp ay

Qg1 a3z a33
determinans a mdsodrendi, gorbe determindnsa, az

11 Q12
Q21 A22

A33 =

_ 2
= Q11022 — Qg

kifejtés pedig az A aldetermindnsa.
Az A és Aszz egyarant szimmetrikus determinansok.
A 2.4 bal oldali kifejezését irhatjuk

(@117 4 a12y + a13)x + (@212 + a9y + a23)Y + a137 + as3y + ass

alakban is.
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Toljuk el az x,y derékszogii koordinata-rendszert a C'(a;b) pontba. Az igy nyert ', v/
koordinata-rendszerhez az
r=a2+a
y=y +b

helyettesitési értékek tartoznak. Ezeket a 2.4 egyenletbe helyettesitve, a kovetkezd ', 1/
koordinata-rendszerbeli egyenlethez jutunk:

ana’? + 2a190"y + axny® + 2a,,7" + 2ahy' + aby = 0, (2.8)

amelyben
als = ay = apja + a2b + ags
a/23 = CL§2 = a91a + (Iggb + ao3 (29)
ag3 = a11a2 -+ 2@12@[) + a22b2 + 2&13@ + 2@23[) + ass

A kapott eredményt tétel formajaban is kimondhatjuk:

2.4.1. Tétel. A koordindta-rendszer eltoldsa a mdsodrendid gorbe féegyitthatoit nem
valtoztatja meg, mig a linedris rész egyitthator a 2.9 szerinti értékeket veszik fel.

A koordinata-rendszer eldjeles p-szogi elforgatdsa a pont régi (z;y) és 0j (z';y") ko-
ordinatéi kozott az
x=2a'cosp—1y sinp
y=2a'sinp+ 1y cosyp

osszefliggést adja. Ezeket a 2.4 egyenletbe helyettesitve és felhaszndlva a sin2¢p =

- ' 1—cos2p 4 14cos 2 .
2sin ¢ cos ¢, sin® ¢ = =52 és cos® o = 2 azonossdgokat, a

a2 + 2a7,7"y + a5y + 203507 + 205y + azy = 0 (2.10)
egyenlethez jutunk, amelyben

ay; = a128in 2 + %(au — ag9) cos 2¢ + %(an + ag9)
ajy = a5y = —%(an — ag9) sin 2p + a9 cos 2p

aly = —a128in2¢ — (a1 — as) cos2¢ + 3 (an + azn)
a3 = Q33 = (13 COS P + A3 SIN Y

(%3 = A3y = (23 COS Y — @13 SiN

(2.11)

*
Qg3 = A33

Ezzel be is bizonyitottuk a kévetkezo tételt:

2.4.2. Tétel. A koordindta-rendszer elforgatdsdval nyert a 2.10 egyenlet bal oldali kife-
jezésének foegyiitthator a 2.4 egyenlet foegyutthatoinak és a ¢ forgdsszog fligguényer, a
linearis rész eqyutthatoi a 2.4 egyenlet linedris egyiitthatoinak és a p-nek fiuggvényei, mig
a konstans invaridns marad.

2.4.3. Tétel. A 2.4 egyutthatoibol képzett a;; + ase, Asz, A értékek a 2.4 egyenlet ko-
ordindta-transzformdcidival szemben invaridnsak.

23



A tétel bizonyitdsa hasonld az el6z6 tételekéhez, ezért nem kozoljiik, de megtaldlhaté [6]
konyvben.

Latni fogjuk, hogy a masodrendii gorbék geometriai tulajdonsagait és milyenségét az
el6z6 tételben emlitett invaridns mennyiségek teljes egészében meghatarozzak.

2.4.2. Ertelmezés. A mdsodrendi gorbéket az Asz eldjele szerint hdrom csoportba
soroljuk:

a) elliptikus gorbérdl beszélink, ha Azz > 0,

b) hiperbolikus a gorbe, ha Ass < 0 és

c) parabolikus az Ass = 0 esetén.

Nyilvanvalo, hogy a gorbe minésége nem valtozik a koordindta-rendszer elmoz-
gatasaval. Vizsgaljuk most meg, hogy mi a feltétele annak, hogy az z,y koordinata-
rendszer eltolasa a 2.8 egyenlet linedris tagjai koziil a 2d);2" és a 2al,y’ tagokat
eltiintesse”. A 2.9 formuldk szerint ez akkor kovetkezik be, amikor az 1j kozéppont
koordinatai — xg és yo — megoldésai az

(2.12)

a1x -+ a2y + aiz = 0
a1 + azy + a3 =0

egyenletrendszernek.

2.4.3. Ertelmezés. A 2.12 egyenletrendszer xg,y9 megolddsainak bdrmelyikét a
masodrendd gorbe C(xo;yo) centrumdnak nevezzik.

2.4.4. Ertelmezés. Ha a 2.12 egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, akkor a
mdsodrendid gorbét centrdlis mdsodrendi gorbének nevezziik.

Ha az 4j 2/, ¥/ koordinata-rendszer kezddpontja a masodrendii gorbe C' centruméaban
van, akkor a 2.4.1 és a 2.12 miatt a gorbe egyenlete:

a2 4 20122y + gy + aby =0 (2.13)

Nyilvanvald, hogy ha a P(2’;y’) pont rajta van a 2.13 egyenleti gérbén, akkor P-nek a
C' centrumra — ami most az origé — vonatkozé P'(—x'; —y') tiikorképe is rajta van a gorbén,
mivel P és P’ vagy egyszerre elégitik ki az el6bbi egyenletet vagy egyikiik sem gyoke
az egyenletnek. Kovetkezésképpen a masodrendi gorbe centruma a gorbe szimmetria-
kozéppontja is. A 2.4.3 tételbdl és a 2.13 egyenletbdl kovetkezik, hogy a centrummal
rendelkez6 masodrenddi gorbe Asz, A invaridnsaira és az a3, konstans tagra

A = A33ag3 (214)

2.4.4. Tétel. Az a1 12?4 2a197y + axny? + 2a137 + 2a03y + ass = 0 egyenletii mdsodrendi
gorbe akkor és csak akkor centrdlis, ha

2
Ass = ajnag — ajy # 0.
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Bizonyitds: A masodrendlt gorbe — definicié szerint — pontosan akkor centralis, ha
a 2.12 egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. Ennek sziikséges és elégséges feltétele
a Cramer-szabdaly miatt az, hogy az egyenletrendszer egyiitthat6ibdl készitett

11 A2
Q21 Q22

= A33

determinans 0-tél kiilonbozo legyen, ami a tételbeli 6sszefiiggéssel azonos. M

A centralis masodrendii gorbék tehat elliptikusak vagy hiperbolikusak.

Ha a koordinata-rendszer kezddpontjat a centralis masodrendii gorbe centruméaba
toljuk, akkor egyenlete

A
a1 x? + 2a192'y' + agey? + — =0
Aszs

lesz, ami a 2.13 és a 2.14 osszefiiggésekbdl azonnal lathaté.

Most megmutatjuk, hogy a koordinata-rendszer alkalmas elforgatasdval mindig
elérhetd, hogy a masodrendli gorbe egyenletében a 2a1,2y tag ne szerepeljen, azaz a;o = 0
legyen. Ezt a transzformaciét fotengely transzformdcionak nevezzik.

Legyen ¢ a fétengely transzformaciét add forgatas szoge. A 2.11 mésodik formuldja

szerint )
ayy = —5(@11 — Qg2) sin 2¢ + @iz cos 20 = 0 (2.15)
kell legyen. Az a;o # 0 feltehetd, hiszen kiilonben nincs sziikség a fétengely-

transzformaciéra. Ezzel a feltétellel a 2.15 egyenletbdl a

ai; — a2
tg2p = ———— 2.16
ctg 2¢ 2ams (2.16)
megoldas nyerhetd. A sin 2¢p # 0, kiilonben a5 cos 2¢ = 0 és ebbdl a5 # 0 miatt cos 2¢p =
0 is kellene teljestiljon, ami lehetetlen.
Ha tehat a 2.16 Osszefiiggésnek eleget tevo ¢ szoggel forgatjuk el az x, y koordinata-
rendszert, akkor a 2.4 masodrendli gorbe egyenlete a konstans tag invariancidja mellett

ai2? + a4 2at,0" 4+ 2ak,y + ass =0 (2.17)
alakban irhato.

2.4.5. Tétel. Minden mdasodrendi gorbe egyenlete a koordindta-rendszer elmozgatdsdval,
tovabbd 0-tol kilonbozo szammal szorozva az alabbi kanonikus alakok egyikére hozhato:

a) €r o valds ellipszis vagy kor,

(12 bQ
% + % = —1 dres alakzat (képzetes ellipszis vagy kir),
2_3 + Z—% =0  pont (pontellipszis, pontkor),
b) fl—g — Z_i = hiperbola,
2_2 -&=0 metszo egyenespar,
c) 7]22 = 2p€ parabola,
=1 pdrhuzamos egyenespdr,
Z—; =—1 tures alakzat,
2 /7
=0 egyenes (kettdsegyenes).
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Bizonyitds: Elészor az Ass # 0 esettel, vagyis a centralis gorbékkel foglalkozunk.
A koordinata-rendszer kezdépontjat a centrumba tolva a gorbe egyenlete a 2.13 szerint

CLHZL’Q + 2a12xy + a22y2 + CLio,3 =0 (218)

alakot veszi fel.
Ha most a koordinata-rendszer fotengely-transzformécidinak vetjik ala, akkor a 2.18
egyenletiink a 2.17 miatt a
MEE+ Aon® 4+ dby =0 (2.19)

egyenletbe megy at.

A 218 és a 2.19 egyenletekhez tartozé determindnsok az invariancia-tétel miatt
egyenloek, és ezek egyuttal a 2.4 eredeti gorbeegyenlet A determinansaval is megegyeznek,
tehat

air a9 0 )\1 0 0
A= 21 G929 0 = A33Gg3 = 0 )\2 0 = )\1/\26L33.
0 0 aj 0 0 ajy

Ebbdl kiolvashatd, egyrészt hogy
Azz = Ai)g, (2.20)

és Ass # 0 miatt \; és Ay egyike sem 0, mésrészt A = 0 akkor és csak akkor, ha aly = 0.
a) Ha A3z > 0, vagyis a gorbe elliptikus, akkor a 2.20 miatt \; és Ay megegyezd
el6jelti. Feltehetjiik, hogy mindketté pozitiv, mert ha nem, akkor a 2.19 egyenletet —1-
gyel beszorozva elérhetjiik ezt.
Ha most A # 0, vagyis aj; # 0, akkor a 2.19 egyenlet végigoszthatd |aj,|-mal, és
kapjuk, hogy
2 2
o
a b2
ahol a bal oldali a% illetve b% egyiitthatok a ‘a’\,i‘ értékeket jelolik.
33
Ha A =0, azaz aj; = 0, akkor a 2.19 egyenlet A\1&% + \on? = 0 alakivd egyszertisodik.
Most a%—tel illetve biz—tel jelolve a \; értékeket a
S
2t !

= 41,

keresett alakot nyerjiik.

b) Ha Az < 0, vagyis a gorbe hiperbolikus, akkor a 2.20 miatt A\; és Ay kiilonb6zé
elojelti.

Ha most A # 0, vagyis ajs; # 0, akkor feltehetd, hogy a4, < 0, mert ellenkez6 esetben
—1-gyel szorozva a 2.19 egyenlethez jutunk. Tovabba az is feltehetd, hogy Ay > 0 és
Ao < 0, mert ha forditva lenne, akkor a koordinata-rendszer +90°-os elforgatasa a £ és
n tengelyeket felcseréli, és ezzel elérjiik a kivant elGjeleloszlast. Ha most a feltételeknek
eleget tevs egyenletet elosztjuk a pozitiv —(aj,)-mal, akkor a

2 2
€ n_y
a? b?

egyenletet kapjuk.
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Ha A = 0, vagyis aj; = 0, akkor a A2 + \on? = 0 egyenlet

52 772
2 Y
alakban irhaté, ahol a% = )\ és biz = —\.

¢) Most az Azz = 0 esetet vizsgaljuk.
Mar most leszogezhetjiik, hogy ebben az esetben az ai; + aso invarians értéke 0 nem
lehet, mert ha 0 lenne, akkor a

2 2 2
0= (a1 + a)” = ajy + a3y + 2a11a92

és a
2
Asz = aj1a —aj, =0

feltételeket egybevetve kapnank, hogy
a3y + aj, + 203, =0,

és ebbdl a1 = ass = a;p = 0 kovetkezne, ami lehetetlen, mivel a masodrendii gérbe
mindenik féegyiitthatéja nem lehet egyszerre 0.

Azt méar belattuk, hogy f6tengely-transzformaciéval elérhetd, hogy a 2.4 egyenlet a 2.17
egyenletbe menjen at. Mivel a két egyenlet féegyiitthatoibdl képzett invaridns mennyiségek
ugyanazt az értéket adjék, ezért

— Ak * A _ ok *
a1 + a9y = a1 -+ Qoo 7£ 0 es A33 =0= a11Q99-

Ebbdl kovetkezik, hogy az aj, és a3, egytitthatok koziil pontosan az egyik 0. Felte-
hetjik, hogy aj; = 0, mert ellenkezd esetben a koordinata-rendszer 90°-os elforgatasaval
elérhetjik ezt. Ekkor a 2.17 egyenlet a Ay = a3, jeloléssel a kovetkezo alaku lesz:

Aoy? + 2a,3" + 2ak,y" + azz =0 (2.21)

A Xy # 0 miatt a

* * \2 * \2 * 2 * )2
Aoy + 2akyy = Ao (¢ —l-Q%y'-i— (%:;) _ (a3s) — (v + A3\ (a3s)
)\2 )\2 /\2 )\2

atalakitas lehetséges.
Ez azt jelenti, hogy az 2/, ¥/ koordinata-rendszert az 1’ tengellyel parhuzamosan eltolva,
azn =1y + %3 helyettesitéssel a 2.21 egyenlet a

Aon? + 2a%,x +d =0 (2.22)

alakra hozhato, ahol d = az3 — (a—f\’;)j

Ebbol kiolvashatd, hogy az invarians A determinans értéke

0 0 aly
A= 0 )\2 0 = —>\2(CL>(1(3)2.
ais 0 d
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Mivel Ay # 0 ezért A = 0 akkor és csak akkor, ha aj; = 0.

Ha aj; # 0, akkor a koordinata-rendszer £ = 2’ + 2;1* eltolasaval a 2.22 egyenlet a
13

kovetkezo alakra hozhato:
Aon? + 2a},€ = 0.

Feltehetjiik, hogy Ay > 0 és aj; < 0, mert ellenkezo esetben a koordindta-rendszer 180°-os
elforgatasa, esetleg még egy (-1)-gyel vald szorzés ezt eredményezi. Igy Ag-vel val6 osztés
utan az

0= 2pg
egyenletet kapjuk, ahol p = —% pozitiv szam.
Ha aj; = 0, akkor a 2.22 egyenlet
o’ +d =0

alakiava egyszeriisodik. Ebbdl — a d eléjelétol fliggben — kapjuk, hogy

;=1 L=-1 vagy L=0

? a

led

A tétel eredményét tablazatban is osszefoglalhatjuk.

A33>0 A33<0 A33:O

valos vagy

A #0| képzetes | hiperbola parabola
ellipszis
metszo valos vagy képzetes
A=0 pont egyenespar | parhuzamos egyenespar,

kettos egyenes

Ha A # 0, akkor a mésodrendl gorbét kdzonségesnek, kiillonben elfajuldnak (de-
generdltnak) nevezzik.

Mivel a koordinata-rendszer elmozgatasa egy masodrendii gérbe és egy egyenes kézos
pontjainak szaman nem valtoztat, ezért a tétel alapjan kimondhatjuk, hogy egy egyenes-
nek és egy méasodrendii gérbének 0, 1 vagy 2 kozos pontja van (pl. a kdzonséges gorbékkel),
vagy az egyenes minden pontja a méasodrend(i gorbének is pontja (pl. az A = 0, A3z < 0
esetben).

Az is észrevehetd, hogy ez a tabldzat nem minden esetben ad egyértelmi valaszt a
gorbe alakjara. Ha az A # 0, As3 > 0 esetben azt is el akarjuk donteni, hogy a gorbe valds
vagy képzetes ellipszis, akkor meghatarozhatjuk a gorbe centrumat, és egy ezen athaladé
egyenes metszéspontjainak vizsgalata dontheti el a kérdést.

A fenti osztalyozast affin osztdlyozdsnak nevezziik, mert minden affin transzforméacio
az egyes kategoridkba tartozo gorbéket ugyanabba a kategoriaba tartozo gérbébe viszi at.
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2.5. Kiupszeletek meghatarozasa ot adattal

Azt vizsgédljuk, hogy ot pont mikor hatdrozza meg a méasodrendi gorbét. A
kovetkezokben kupszelet alatt egyarant gondolunk elfajuld és kozonséges kipszeletre.

2.5.1. Tétel. Akkor és csak akkor van olyan mdsodrendii gorbe, amely az eqymdstol nem
feltétlendil kilonboz6 Py(x1;y1), Po(xa;y2), P3(xs;y3), Pu(za;vs), Ps(xs;ys), Ps(ze;ys) pon-
tokat tartalmazza, ha

omy Yy vy
x5 TaYa Y5 T2 Yo
T3 T3ys Y3 T3 Y3
T3 TaYs YP Ta Ya
T3 TsYs Y5 Ts Ys
T§ T6Yo Y Te Yo

—_ = = = =

A tétel csak azt allitja, hogy a feltétel teljestilése esetén 1étezik a megfelel6 tulajdonsagu
kupszelet, de egyértelmiiségrol nem beszél.
Bizonyitds: a) Ha az

Ar* + Bay +Cy* + De+ Ey + F =0

gorbe tartalmazza a megadott hat pontot, akkor a koordinataik helyettesitése a kévetkezo
egyenletrendszerhez vezet:

;

Ax? + Bryy; + Cyi + Dxy+ Ey1 + F =0
Ax2 + Baoys + Cys + Dag + Eyy + F = 0
Ax2 + Basyz + Cy2 + Dxs+ Eys + F =0
Ax? + Bryys + Cy? + Dy + By, + F =0
Ax2 + Basys + Cy2 + Das + Eys + F =0
Ax?2 + Brgys + Cyz + Dxg + Eys + F =0

\

Mivel a fenti egyenletrendszernek van nem trivialis A, B, C', D, E, F megoldéasa, ezért a
rendszer determinansa, azaz a tételbeli determinéns 0.

b) Ha az A, B, C, D, E, F nem trivialis megoldasban az A, B, C' értékek nem mind
egyenloek 0-val, akkor ez a megoldas egy a hat pontot tartalmazé masodrendli gorbe
egyenletének egytitthatéit adja.

Ha viszont A = B = C =0, akkor a

Dx+Ey+F=0

egyenlet teljestil a hat pont mindegyikére. Itt nem lehet D = F = 0, mert akkor F' # 0
volna, hiszen nem trividlis megoldasokrol van szo, marpedig ebben az esetben az F' = 0
egyenletnek kellene teljesiilnie. gy a most vizsgalt esetben a hat pont egy egyenes egyen-
letét elégiti ki, tehat egy egyenesen van. Ezt az egyenest kettds egyenesként masodrendii
gorbének tekinthetjiik, és igy allithatjuk, hogy a vizsgdlt hat pont ebben az esetben is egy
(elfajuld) mésodrendii gorbére illeszkedik. M

2.5.2. Tétel. Barmely ot ponthoz taldlhato olyan mdsodrendi, gorbe, amely ezt az ot pon-
tot tartalmazza.
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Bizonyitds: Ha az adott P, P, P3, Py, Ps ponthoz csatoljuk a 5 = P5 pontot, és
felirjuk rajuk az el6z6 tétel determinansét, akkor ennek értéke 0 lesz, mivel az utolsé két
sor megegyezik. Tehat az el6zo tételbol kovetkezik, hogy van olyan kupszelet, amely a hat
pontot vagyis az eredeti 6t pontot tartalmazza. Bl

2.5.3. Tétel. Ha ot pont kozott nincs néqgy eqy egyenesen elhelyezkedd, akkor csak eqy
olyan mdsodrendi gorbe van, amely mind az 6t pontot tartalmazza.

Az el6z6 tétel alapjan mar tudjuk, hogy van ilyen mésodrendl gorbe, ez a tétel azt
hangsilyozza, hogy csak egy ilyen van. Ugyanakkor a tétel nem volna helyes, ha 6t nem
feltétlen kiilonboz6é pontra mondtuk volna ki.

Bizonyitds: Azt bizonyitjuk, hogy ha két kiupszelet nem &all azonos pontokbdl,
akkor vagy csak legfeljebb négy kozos pontja van, vagy pedig a kozos pontjaik — eset-
leg egy kivételével — egy egyenesen vannak. EbboOl pontosan az kovetkezik, hogy ha két
kupszeletnek 6t kozos pontja van, akkor koziiliik négynek egy egyenesen kell lennie, és ha
ot adott pontra ez nem igaz, akkor nem tartozhatnak mindkét kipszelethez.

a) El6szor arra az esetre igazoljuk a tételt, amikor a két kupszelet koziil legaldbb
az egyik elfajuld. Ha a két kupszelet kozos egyenest tartalmaz, akkor ezen az egyenesen
kiviil csak egy kozos pontjuk lehet: a kupszeletek altal tartalmazott masik egyenesek
metszéspontja.

Ha mind a két kupszelet elfajuld, de kozos egyenesiik nincs, akkor legfeljebb négy kozos
pontjuk van, mert legfeljebb két-két egyenes legfeljebb négy metszéspontot alkot. Ha az
egyik elfajuld, a masik kozonséges, akkor ismét legfeljebb négy kozos pont lehet, mert az
elfajuld kupszeletet alkoté legfeljebb két egyenes mindegyikének legfeljebb két pontja van
a kozonséges kiupszeleten.

b) Tekintsik most az A = > a;z;y; = 0 és B = > bjzy; = 0 kozonséges
kupszeleteket. Feltehetjiik, hogy van kozos pontjuk. Igazolni fogjuk, hogy van olyan elfa-
julé kupszelet, amely minden kézos pontjukat tartalmazza. Az a) alapjén igy kovetkezni
fog, hogy b) is igaz.

Az A+ AB = 0 alakzat tartalmazza az A = 0, B = 0 kupszeletek ko6zos pontjait
fiiggetleniil a A értékétol, hiszen egy ilyen kozos pont koordinataira A = 0 és B = 0, tehat
A+ B =0.

Meg lehet véalasztani a A\ értékét ugy, hogy az A + A\B = 0 egyenlet egyiitthatdibol
képzett determindns értéke 0 legyen, ugyanis az

ail + )\bn a1 + )\blg a3 + )\blg
a921 + )\bgl a92 + )\b22 923 + )\bzg =0
as; + Abzi  ase + Abza  asz + Abss

egyenlet \-ban harmadfoki, mert A3 egyiitthatéja a kozonséges B = 0 kipszelet 0-t6l
kiilénb6zo determindnsa, és minden harmadfoku egyenletnek van legalabb egy valés gyoke.

Jelentse A a felirt egyenlet valos gyokét. Az A + AB nem lehet allandd, mert ha 0
volna, akkor az A = 0, B = 0 kupszeletek azonosak volnanak, és ha 0-t6l kiilonb6z6
allando lenne, akkor az A = 0, B = 0 kupszeleteknek nem volna kozos pontja. Belattuk
tehdat, hogy A + AB = 0 vagy kupszelet vagy egyenes egyenlete. Ha kupszeleté, akkor
az elfajuld, mert determindnsa 0, ha viszont egyenesé, akkor ezt elfajulé kupszeletnek
tekinthetjiik. Tehat minden esetben talaltunk olyan méasodrendti gorbét, amely az A = 0,
B = 0 kupszeletek kozos pontjait tartalmazza. B
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2.5.4. Tétel. Ha a Pi(z1;v1), Pa(x2;y9), Ps(xs3;ys), Pi(xa;ys), Ps(xs;ys) pontok kozott
nincs néqgy eqy egyenesen, akkor a rajtuk dthalado masodrendi gorbe egyenlete

22 ay v oy

2 2
ry Ty Y1 1 W%

2 2
Ty ToY2 Yy T2 Yo

2
T3 T3Ys Ys T3 Y3
2 2
Ty Ta¥Ys Yy T4 Ya

2 2
Ty TsYs Ys Ts Ys

el e
|
]

Bizonyitds: A 2.5.1 tétel értelmében azoknak és csak azoknak a P(x;y) pontoknak a
koordinatai elégitik ki a felirt egyenletet, amelyeken athalad az 6t adott pontot is tartal-
mazd kupszelet. A 2.5.3 tétel értelmében csak egy olyan masodrendit gorbe van, amely a
megadott 0t pontot tartalmazza, tehat a felirt egyenlet ennek és csak ennek a kipszeletnek
a pontjait elégitik ki. H

2.5.5. Tétel. Ha ot kozonséges pont kozul nincs harom eqy eqyenesen elhelyezkedd, akkor
egyetlen olyan kozonséges kupszelet van, amely ezt az ot pontot tartalmazza.

Bizonyitds: Az 6t pont altal meghatarozott masodrendi gérbe nem lehet elfajulo,
mert akkor legfeljebb két egyenesbol allna, és két egyenesen csak négy pontot tudnank ugy
felvenni, hogy koziiliik harom pont ne legyen egy egyenesen. Tehat a megadott pontokat
tartalmazé gorbe kozonséges kipszelet. l
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2.6. Korsorok

2.6.1. Ertelmezés. Az O (g, v4) kdzépponti R, sugari a kér egyenlete:
(¢ —ua)® + (y — va)® = R;.

Vigyiink mindent bal oldalra, és az igy megjelendé polinomot, mint x és y fliggvényét,
jeloljik a(z,y)-nal. Tehét

a(z,y) = (r —ua)® + (y —va)* — R2.

Ha a P(&,n) pont illeszkedik a korre, akkor a(&,n) = 0, kiilonben nem. Mivel

(= ua)2 +(n — Ua)2

az O, P szakasz hosszanak négyzetét adja meg, ezért ha a(§,n) értéke negativ, az azt
jelenti, hogy O,P? < RZ% azaz P az a kor belsejében helyezkedik el. Ha pedig a(¢,n)
értéke pozitiv, akkor P a koron kiviil van, és a(£,n) a P-bol a korhoz hizott érinté
hosszanak négyzetét adja meg.

S6t, mind a pozitiv, mind a negativ esetben az is igaz, hogy a P-n at a korhoz huzott
tetszoleges szelonek a korrel vett R, () metszéspontjaira a PR - PQ) érték allandé, azaz
fiiggetlen a szelé megvalasztasatol. Ezt az allando értéket a P pont a kdrre vonatkozo
hatvdnydnak nevezziik, és értéke egyenld O, P? — R2-tel, tehat a(£,n) értékével.

Q Q
2.13. abra. A PQ - PR érték fiiggetlen a szelé megvalasztasatol

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy az

a(é,n) =t

egyenletet azok a pontok elégitik ki, amelyeknek az a korre vonatkozo hatvanya t.
Legyen az a-tdl kiillonbozé b kor, melynek egyenlete:

bz, y) = (x —up)® + (y —vp)* — R = 0.
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Keressiik azokat a pontokat, melyekbdl az a-hoz és a b-hez huzott érintoé szakaszok
hosszanak aranya egy adott érték. Altalénosabban, legyen ¢ azon pontok mértani helye
a sikban, melyeknek az a korre vonatkozo hatvanya tgy aranylik a b korre vonatkozo
hatvanyhoz, mint a a $-hoz. Ekkor a ¢ halmaz egyenlete:

Ba(z,y) — ab(x,y) = 0. (2.23)

Az igy elééllitott alakzat is kor (esetleg pont) vagy a = [ esetén egy egyenes, hiszen
a (2.23) olyan kétvéltozds egyenlet, melyben nem szerepel zy-os tag, és a masodfoki
tagok egytitthatoi megegyeznek.

2.6.2. Ertelmezés. A fa(x,y) — ab(x,y) = 0 alaki gorbék halmazdt az a és b generdlta
korsornak nevezzik.

Megjegyzés: A korsort barmelyik két tagja meghatdarozza, mivel barmelyik két
elemébol megkaphatd az 0sszes tobbi elem egyenleteik linearis kombinacidival.

Megjegyzés: Ha a és b egy korsor két kiillonbozo kore, ¢ pedig a korsor tetszéleges
eleme, akkor ¢ kiillonboz6 pontjainak az a-ra és b-re vonatkozé hatvanyainak aranya meg-
egyezik.

2.6.3. Ertelmezés. Altalénosabban, ha A(z,y) és B(x,y) kupszeletek egyenletei, akkor

a BA(z,y) — aB(z,y) = 0 alaki gorbék halmazdt az A és B generdlta kiupszeletsornak
nevezzuk.
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3. fejezet

Poncelet tétele

Ebben a fejezetben egy igen érdekes, a kiipszeletek problémakdrébe tartozé, mind a mai
napig kutatott tétellel foglalkozunk. Jean-Victor Poncelet 1822-ben kiadott konyvében
jelent meg elGszor a réla elnevezett Poncelet-tétel. Az azdta eltelt szinte 200 év alatt
rengeteg matematikus foglalkozott a témaval, olyanok is akadtak, akik kutatasaik soran
ugyan nem tudatosan, de Poncelet eredményeire jutottak.

A fejezet elso részében a Poncelet-szerkesztéssel rokon feladatokat vizsgalunk. Ennek
a résznek a f6 forrasa Hraské Andras 2006-ban irt doktori dolgozata ([4]). Az els6 harom
alfejezetben talalhato végtelen periodikus szerkesztési eljardsokhoz kapcsolodo tételeket 6
taladlta meg, és bizonyitotta ezek ekvivalenciajat.

Ezt kovetden részletesen vizsgaljuk Poncelet gondolatmenetét, majd a tétel két igen-
csak eltéré bizonyitasat is megadjuk. Ugyancsak itt lesz sz6 Cayley eredményeirdl is,
melyek a dolgozathoz tartozé program megirdsara sarkalltak.

3.1. Zarddasi tételek
3.1.1. Cikk-cakkok

Vizsgaljuk elészor a kovetkezo feladatokat!

3.1.1. Feladat. Adottak a ka, kg r sugari korok, melyek nem mennek dt egymds
kozéppontjin. Tovdbbd adott az Ay pont a ka-n, és By a kg-n ugy, hogy az A1By sza-
kasz éppen r hosszusdgu. Szerkesszink meqg az Ay, By, As, Ba, ... eqyenld oldali poligont a
kovetkezo eljards szerint:

a) Ay legyen ka-nak a B,-télr tavolsagra levd, A, -tél kilonbozd pontja; illetve legyen
Ani1 = A, ha nincs ilyen A, -tél kilonbozo pont.

b) Bni1 legyen kp-nek az A, 1-tél r tavolsagra levd, B,-tél kiilonbozd pontja; illetve
legyen B,11 = By, ha nincs ilyen B, -tol kilonbozd pont.

Bizonyitsuk be, hogy Ay = Ay!

Megjegyzés: A feladat kijelentésében szereplé szerkesztési eljarast Zig-zag szer-
kesztésnek nevezziik.
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Megoldas: A 3.1. abran a ku, kg korok kozéppontjait O, Opg-vel jeloltiik és a
feltiintetett szakaszok mind r hosszusaguak. Azt kell bebizonyitani, hogy B3A; hossza is
éppen r. Mivel az A1 B1A30 4, O A3BsAs, A3 B>Op B3 négyszogek mind rombuszok, ezért
az A1By, OaAs, A3By és B3Op szakaszok parhuzamosak egymaéssal. fgy az A1 B;0OpgBs
négyszog is paralelogramma, tehat A;B3 a vele szemkozti B1Op szakasszal egytitt r
hosszusag.

3.1. abra. Az 1.1 feladat megoldasa

3.1.2. Feladat. Adott a ks v sugari kor és a ks kozéppontjan dt nem mend eg egyenes.
Tovdbba adott az Ay pont a ka-n, és By az eg-n gy, hogy az A1B; szakasz éppen r
hosszisdgu. Szerkessziink meg az Ay, B1, As, Bo, ... eqyenld oldali poligont a Zig-zag eljdrds
szerint, majd igazoljuk, hogy As = Ay!

3.2. dbra. Az 1.2 feladat megoldasa

Megoldas: A 3.2. abrén a k4 kor kozéppontjat O 4-val jeloltiik és a feltiintetett szaka-
szok mind r hosszusaguak. Az A By, O4As, A3Bs szakaszok parhuzamosak és egyenléek,
mert az A1 B1A>O, és az A;O 4 A3 By négyszogek rombuszok. Ebbol kovetkezik, hogy az
A1 By B A3 négyszog paralelogramma és igy A; A3 parhuzamos az ep egyenessel. Az el6z6
gondolatmenethez hasonléan az indexeket kettével megnovelve arra kovetkeztetiink, hogy
A3Ajs is parhuzamos az eg egyenessel, azaz As egybeesik A;-gyel.

A bemutatott két feladat mogott az alabbi altalanos tétel hiuzodik meg:
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3.1.1. Tétel (Cikk-cakk tétel). Legyen ka és kp egy-eqy kor vagy egyenes a térben.
Adott a p tdvolsdg gy, hogy a két alakzat egyikén sincs olyan pont, amelytél a mdsik
alakzat minden pontja p tdvolsdgra lenne. Ha wvalamely A1B; p hossziusagu szakaszbol
kitndulva a Zig-zag szerkesztés n periddusi, azaz A, 1 = Ay €s B,y1 = By, akkor bdarmely
p hosszu szakaszbol indulva n periddusi.

Megjegyzés: A tételben szereplé alakzatok pontjaira vonatkozé feltétel azért
sziikséges, hogy tetszbleges A1 By (A1 € ka, By € kp) p hosszisagu szakaszbdl kiindulva a
Zig-zag szerkesztés egyértelmi legyen.

Erdekességként megemlitjiik a tétel felfedezéséhez vezets it nem foltétlen egymésra
épilod szakaszait. 1879-ben Darboux sikbeli, négyszog alakd rudszerkezeteket vizsgalt.
Képzeljiik gy, hogy a négyszog oldalai rudak, a csticsok pedig csuklok. Tehdt a csticsoknél
a két rogzitett hosszi csatlakozd oldal elfordulhat egyméashoz képest. Darboux-t a
rudszerkezetek lehetséges mozgasai érdekelték, és néhany egyenletet felirva a Jacobi-féle
elliptikus fiiggvényekre vonatkozd azonossagokra emlékeztetd Gsszefliggéseket taldlt.

1916-ban Fricke, felelevenitve Lagrange észrevételeit az elliptikus fiiggvények és a
gombi geometria kapcsolatardl, bebizonyitja a Cikk-cakk tételt két gombi fékor kozott
cikazé poligonra. 1965-ben Bottema két, egy sikban elhelyezked6 korre mondja ki a Cikk-
cakk tételt és a bizonyitast Poncelete-tételére vezeti vissza. 1971-ben az MIT munkatarsai
golydscsapagyakkal kapcsolatos szamitasokat végeznek szamitégéppel, és kozben felfedezik
a Cikk-cakk tétel térbeli valtozatat, melyet nem sokkal késébb analizisbeli technikéval be
is bizonyitottak.

Sajnos a tétel csak egzisztencia jellegii! Nem tudunk meg semmit a korok elhe-
lyezkedésérol.

A tovabbiakban csak azt az esetet vizsgaljuk, amikor k és [ korok kozos sikban fek-
szenek. Ekkor legyen r és R a k illetve [ sugara, d a két kor kozéppontjanak tavolsaga,
és p a cakk hossza. Ezekhez a paraméterekhez tartozé cikk-cakk konfiguraciét jeloljiik
z(r, R, d, p)-val. Elvarhat6 lenne, hogy az n lépésben zardddsnak legyen egy algebrai
megfeleldje, egy z, négyvaltozos fiiggvény, jobb esetben polinom ugy, hogy

zo(r,R,yd,p) =0 <= z(r,R,d,p) egy cikk-cakk konfigurdcié

Ha az egyik alakzat — példaul [ — egyenes, akkor csak a k kor r sugara, kozéppontjanak
[I-t61 valé A tavolsdga és a p hosszisag sziikséges a rendszer meghatdrozasdhoz, amit
jeloljik Z'(r, A, p)-val, igy a zarddast jelentd z] fiiggvények haromvéltozdsak. A z, és z],
fiiggvények megtalalasdhoz, amelyekrol kidertilt, hogy tényleg polinomok, azonban hosszi
ut vezetett.
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3.1.2. A Ponzag szerkesztés

3.1.3. Feladat. Adottak a sikban a k, | korok. Szerkessziink haromszoget, melynek csicsai
k-n, oldalfelezov pedig l-en vannak.

3.3. dbra. Az 1.3 feladat

A fenti feladat mélyén szintén egy végtelen szerkesztési eljards lapul, melyet Ponzag
szerkesztésnek (PONcelet + zig-ZAG) neveziink. Az eljaras lényege, hogy a k kor és az
[ kor vagy egyenes esetén a k kor olyan A; As hirjabdl indul ki, amelynek Fj felezépontja
illeszkedik [-re. Az A, sorozatot a kovetkezd eljarast ismételve kapjuk meg: A, legyen
az | kor A, _1-bol kétszeresére nagyitott képének és k-nak az A, o ponttdl kiilonbozo
metszéspontja; illetve A, = A,,_», ha nincs ilyen masik metszéspont. Az A, A, _1 szakasz
F,,_o felez6pontja illeszkedik | —re, igy az emlitett nagyitott kép és k egyik metszéspontja
az A,_» pont lesz. igy nem fordulhat el, hogy nincs metszéspont, azaz, hogy a szerkesztés
elakad. Az eljaras akkor lesz biztosan egyértelmii, ha [ nagyitott képe nem eshet egybe
k-val, azaz ha [ nem a k kozéppontjan athalado, fele akkora sugard kor, mint k.

Kérdés, hogy mely A; pontbdl kiindulva lesz a szerkesztési folyamat 3 1épéses peri-
odikus.

A 3.4. dbran az ABC haromszog oldalainak Fy, Fg, Fo felez6pontjai egy, az ABC-
hez hasonlé haromszoget hataroznak meg, ahol a hasonlésagi ardny 1/2, a hasonldsagi
kozéppont a haromszogek koézos G sulypontja. A G-re valé (—1/2) aranyd kicsinyités
az ABC' haromszoget az FFgFe-re, k-t l-re, az O kozéppontot az O; kozéppontba
képezi le. Tehat egy mar biztos: A kért haromszog csak akkor szerkeszthetd, ha [ éppen
fele akkor sugaru, mint k. Ilyenkor viszont a k kor barmely olyan AB hurja, amelynek Fg
felezépontja illeszkedik I-re, része egy megfelel6 haromszognek. Az [ és k korok ismeretében
ugyanis megszerkesztheté a G pont, mint az 0,0, szakasz O, feloli harmadolépontja. A
G-re valé (—2)-szeres nagyitas l-et k-ra képezi. Legyen ennél a nagyitdsnal F képe a C
pont. A G pont az ABC' haromszog stlypontja és a C'F harmadolépontja. Ha most k-t
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(—1/2) ardnyban kicsinyitjik a G ponton &t, akkor az [ kérhoz, az A, B pontokbdl az [-re
illeszked6 Fa, Fg oldalfelezopontokhoz jutunk.

3.4. abra. Az 1.3 feladat megoldasa

A feladat eredményét altalanositja a kovetkezd tétel:

3.1.2. Tétel (Ponzag tétel). Adott a k kir és az l kir (vagy egyenes) gy, hogy | ne
menjen dt a k kozéppontjan. Ha a Ponzag szerkesztés n lépésben periodikus a k eqy olyan
hirjabol kimndulva, amelynek felezépontja az l-en van, akkor bdrmely ilyen tulajdonsdgu
hirbdl kiindulva is az.

Megjegyzés: A XIX. szazadban igy mondtak volna ki: Ha van egy olyan n-szog,
amelynek cstcsai a k koron, oldalfelez6pontjai pedig az [ koron (vagy egyenesen) vannak,
akkor végtelen sok ilyen tulajdonsidgi n-szog van.

Megjegyzés: Az altalunk vizsgalt n = 3 eset a Feuerbach korrdl! szol.

A Cikk-cakk tétel eredményeihez hasonléan algebrizaljuk a kapottakat. Egy két
korbol all6 Ponzag konfigurdcié megadasahoz csak a k és az [ kor R illetve r sugarara,
valamint a korok kozéppontjainak d tavolsagara van sziikség. Jeloljiik tehat a Ponzag kon-
figuraciot pz(r, R, d)-vel. Ekkor a — feladat megoldédsa soran kapott — zarédést garantald
pz3 haromvaltozés polinom

pz3(r,R,d) =r — 2R

alakban irhaté. A kapott osszefiiggésbdl lathatd, hogy a korok kozéppontjainak tavolsaga
nem jatszik szerepet n = 3 esetén.

1 A haromszdg oldalainak felezépontjai, magassagainak talppontjai és a magassagpontot a csticsokkal
Osszekoto szakaszok felezépontjai a Feuerbach koron vannak. E kor kozéppontja felezi a magassdgpontot
a haromszog koré irt kor kozéppontjat Osszekotd szakaszt, sugara a haromszog koré irt kor sugaranak a
fele.
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3.1.3. A Poncelet szerkesztés

3.1.4. Feladat. Adottak a sikban a k, | korok. Szerkesszink hdromszoget, majd
négyszoget, amelynek csucsai k-n vannak, oldalegyenesei pedig érintik [-et.

A

A3

3.5. dbra. Az 1.4 feladat

A feladatban kért szerkesztési eljaras elég egyszertii. Ha kiindulunk a k kor [-et érint6
AjAs hirjabol, akkor As-bdl csak meg kell hiiznunk az [ kér Ay As-t6] kiilonbozo érintéjét.
Az érinté és a k kor As-t6l kiillonbozé metszéspontja lesz az Az pont. A kovetkez6 1épésben
Asz-bol hizunk érintét [-hez és igy tovabb. Ezt azt eljarast Poncelet szerkesztésnek
nevezzik.

A fenti feladat azt kérdezi, hogy mely A;As hir-érint6tél indulva lesz a folyamat 3,
illetve 4 1épésben periodikus. Hasonlé eredményhez vezetd feladattal mar Euler is foglalko-
zott, hiszen egy neki tulajdonitott tétel szerint a haromszog szerkeszthetoségének feltétele

R® - d* = 2Rr,

ahol R és r a hdromszog koriilirt illetve beirt korének sugarai és d a két kor kozéppontjanak
tavolsaga.

all

Az

3.6. abra. Haromszog hozzairt és kortlirt kore

A mi esetiinkben nem biztos, hogy a két kor egymasban van, ugyanis - mint ahogy
a 3.6. dbran lathato - [ lehet a keresett haromszog hozzairt kore is. Ekkor a fenti 6sszefliggés
kissé modositva, igy néz ki:
|R* — d?| = 2Rr.
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A hurérint6é négyszogre vonatkozé analdg, de kissé bonyolultabb Osszefiiggést FEuler
tanitvanya, Fuss taldlta meg 1797-ben:

2r%(R* + d&*) = (R* — &*)°

A probléma nagyobb n-ckre rohamosan nehezedik. Ot-, hat-, hét-, és nyolcszogek esetén
Fuss mar csak azt a specidlis esetet vizsgdlta, amikor a sokszog szimmetrikus a koérok
centralisara.

A nagy valtozast Poncelet 1817-ben megjelent tétele hozta. Ez a tétel az eddigi
jeloléseket kovetve a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg.

3.1.3. Tétel. Legyenck k és | eqymdst nem érintd, nemelfajulo kupszeletek. Ha wvan
olyan hur-érinto, amelybol indulva a Poncelet-szerkesztés n periodusu, akkor barmely hir-
érintobol indulva n periodusi.

Megjegyzés: Poncelet tovabb altalanositva a tételt ak + (I kipszeletsorokra is kiter-
jesztette. A fenti tétel az altalanos tétel egy specialis esete.

Az el6z6 két szerkesztési eljarashoz hasonldan itt is keressiik a k és [ paramétereit
tartalmazé algebrai relaciét, mely esetén a k és [ kupszeletek n periédusi konfiguraciot
alkotnak (P,).

Az elmilt két évszazadban tobb matematikus is foglalkozott a fenti kérdéssel. Fuss
1797-ben, Steiner 1827-ben, Richelot 1830-ban, Jacobi 1881-ben, Chaundy 1923-ban és
Kerawala 1947-ben talaltak osszefliggéseket. Ezek azonban mar elég kicsi n-ek esetén
(n > 5) meglehetésen bonyolultak.

1828-ban Jacobi az elliptikus integralokkal hozta kapcsolatba a Poncelet-tételt, majd
1853-ban Cayley ismerve Fuss, Steiner, Poncelet és Jacobi eredményeit, utébbi mddszerét
kovetve, megtaldlta a képleteket. Eredményeit a kovetkezo tétel foglalja Ossze:

3.1.4. Tétel (Cayley tétele). Jellemezzik a k és | kupszeletet o K illetve a L
matrizokkal, majd képezzik a t- K+ L mdtrizot. E matrix determindnsanak négyzetqyokét
a t vdltozo szerint sorbafejtve a kovetkezot kapjuk:

Vdet(t - K+ L)=Ag+ Ay -t + Ay -t 4 - -

A Poncelet szerkesztés pontosan akkor n periodusi, ha

Ay Ay . An o Ana
Ag A4 co Am—H Am+2
: : : : =0, amikor n=2m+1
Am Am+1 R A2m—2 AQm—l
Am+1 Am+2 s A2m71 A2m
Ag A4 e Am Am+1
A4 A5 s Am—‘rl Am+2
: : : : =0, amikor n=2m
Am Am+1 SR A?m—?) AQm—Q
Am+1 Am+2 s A2m72 Amel
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3.1.5. Tétel (Cayley tétele korokre). Adottak a k és | kirdk az
?+y?=R* ésaz (z—d)}+y*=1r?

egyenleteik daltal. Az egyenleteknek megfelelé K illetve L madtrizokbol képzett t - K + L
madtrix determindnsa:
(L+t)[r* + (R* +r* — d*)t + R*t?).

Bizonyitds:
t-K+L=tR?>—ta* —ty> +r* —2* + 20d — d* — y* =

=(—t—1)a2* + (=t — )y +2dz + (tR* +r* — d*) =

—t—1 0 d T
=(z y 1)- 0 —t—1 0 oy
d 0 tR? +1r? — d? 1
—t—1 0 d
= det(t- K+ L) =det 0 —t—1 0 =
d 0 tR2+4r?—d?

—t =1 (—t—=1D){tR?+7r? —d*) — (-t —1) =
+O)[(1+t)(tR* +r? — d?) + d?] =

L+ )[R +1r° — d® + *R* + tr* — td* 4 d*] =
+H)[r?+ (RP+r? —d*)t + R*?). &

A 3.1.4 tétel alapjan a kapott kifejezés négyzetgyokét ¢ szerint sorbafejtve kapjuk,
hogy:

V02 + (R + 1?2 — )t + R =

=A+B-t+C-?+D-*+FE-t*+F - t°+G-t5+ H -t"+ ...

= lM . 12R?4r2—d? l(R2+27”2—d2)2 9
=7+3 . t+ (5 ! ! i 24

1R 1 (R*4+2r2—d®)(2R?*4+r2—d?) | 1 (R*+2r2—d?)%) .3
+ (2 r 4 r3 + 16 r° o+

+ _12R*(R*42r2—d*)—(2R?+r?—d?)? +i(R2+2r2—d2)2(2R2+r2—d2)_
3 r3 16 5

5 (R2+2r27d2)4> A

128 r7

A Cayley-tétel alapjan a Poncelet szerkesztéssel rajzolt poligon n 1épésben zarddik,
ha teljestilnek a kovetkezd Osszefliggések. Ezen feltételek teljesiilése mellett végtelen sok
olyan n-szog irhato a k korbe, melyek oldalai egyidejtlileg az [ kort érintik.
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n = 3 esetén: |C| =0
42R? — R4 2R2%? — d
8r3 B

(~R*+2rR+d*)(R* +2rR — d*) = 0

0 <

n =4 esetén: |D| =0
2R = 27%d" — R° + 3R'd* - 3R*d* +d°
1677 B
(R—d)(R+d)(—R*+2R*d* + 2r*R* — d* + 2r*d*) = 0

0

D

| C _
n = 5 esetén: D E‘—O

16r%d* + 2412 R2d* — 8r2 RS — 160r2d5+
+5R8 4+ 5d® — 20R5d? 4+ 30R*d* — 20R?d® = 0

E

n = 6 esetén: rF

-

—TOR*dS + 48r* R2d* + 32r5d* — 48r*dS — 10r2R® + 30r2d%+
+35R%2d® — 35R8? + TORSd* + 60r2R*d* — 80r2R?d + TR — 7d4'° = 0

n = 7 esetén:

1287r8d* + 192r8 R2d* + 240r* R4d* — 480r* R2d5 — 2561%d5 + 21 R*2+
+21d*2 + 240r*d® — 56012 R*dS + 42012 R2d® + 28012 RSd* — 28r2R10—
—112r2d* — 420R%d5 + 315 R*d® — 126 R1°d? + 315R8d* — 126 R%2d'° = 0

D E F
n=8esetén: | ¥ F G |=0
F G H

—1680r2R5d° + 1890r2 R*d® + 630r? R8d* — 1008r? R?d'° — 33d'* + 33 R+
+1155R5d® — 231 R"2d* + 693 R d* — 693 R*d'" — 1155R8d® + 231 R?d"*—
—560rtd' + 560 R°r1d* + 1680 R*r*d® — 1680 R r1d°® — 640r8d° + 256104+
+800r8d® — 42r2 R 4 210r?d"? + 480 R1rbd* — 1280 R?r®dS + 384 R*r8d* = 0
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A fenti képletek hasznalhatésagan elgondolkodva nem csoda, ha egyesek kozelito
megoldasokat kerestek: Weill 1878-ben talalt egy algoritmust, amely kozelité megoldast
ad péaros n-ek esetén. Mi is ezt tettiik, de tetszoleges n esetén.

Miel6tt ratérnénk a Poncelet-tétel bizonyitasara nézziik még meg két igen érdekes és
nemcsak matematikai, hanem esztétikai értelemben is szép, talan meglep6 kovetkezményét
a tételnek.

3.1.1. Kovetkezmény (Steiner poriszmadja). Ha két koncentrikus kér ugy helyezkedik
el, hogy az eqyik a masik belsejébe esik, és ezutdn olyan koroket rajzolunk, amelyek sorjaban
eqymast is és az eredeti két kort is érintik, akkor megtorténhet az az eset, hogy az érintd
korok sorozata bezdarul; m korbol dllo gyidrit kapunk, amelyben az utolso érinti az elsot.
Ebben az esetben a qyiiri elsé korének minden olyan kort kivdlaszthatunk, amely érinti az
eredeti két kort.

3.7. abra. Steiner poriszméja

3.1.2. Kovetkezmény. A 3.1.1 kovetkezmény konfigurdcicjdban a gyirit alkoto kordk
kozéppontjai ellipszist alkotnak. So6t, a gyidrit alkoto, pdronként eqymast érintd korok
kozéppontjait 6sszekoto szakaszok eqy kort érintenek.

3.8. abra. Steiner poriszmaja és Poncelet tétele
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3.2. A Poncelet tétel

3.2.1. A Poncelet-tétel sziiletése

Jean-Victor Poncelet 1788. januar 7-én sziiletett a franciaorszagi Metzben. Egyetemi
tanulméanyai alatt Monge tanitvanya volt, majd francia hadmérnok—tabornokként,
Napdleon oroszorszagi hadseregében szolgalt. 1812 telén a ,,nagy armada” veresége utan
orosz fogsagha esett. A rabsagban felelevenitette magaban az egyetemi tanulmanyait,
olvasmanyait, Monge geometriai modszereit vizsgalta. Szellemi kozegtdl elzartan a
geometria 1j teriileteit fedezte fel. Megalkotta az idedlis pontok illetve a projektiv transz-
formacio fogalmat, és elméjében furcsa kortancra indultak a poligonok. 1814 szeptem-
berében szabadult és visszatért Franciaorszagba. A fogsdgban fogant gondolatai 1822-
ben jelentek meg ,,Ertekezés az alakzatok projektiv tulajdonsagairél” cimmel. Ebben a
miivében jelent meg a kovetkezo tétel:

3.2.1. Tétel (Poncelet tétele). Adottak az egymdst nem érintd e és a kordk, a az e
belsejében. Az e kordn tetszélegesen vdlasztott Ag pontbdl indulva megszerkeszthetjiik az e
kor Ay, As, Az, ... pontjait igy, hogy AgAi, A1As, AsAs. .. eqyenesek érintsék az a kort és
barmely két, a sorban eqymdst kovetd eqyenes kiilonbozzék eqymdstol. Eléfordulhat, hogy
bizonyos szamu lépésben visszajutunk a kezddpontba, azaz A, = Ag. Ekkor az e kor barmely
masik pontjabol indulunk is ki, biztosan visszatérunk a kezddpontba, mégpedig ugyanannyi
lépésben, mint elézdleg (n).

Megjegyzés: A tétel tehat nem azt mondja ki, hogy mindig visszajutunk, hanem azt,
hogy a visszatérés nem a kezdOpont és a lépésszam megvalasztasatol, hanem a két kor
nagysagatol, egymashoz viszonyitott helyzetétdl fiigg.

Megjegyzés: Koncentrikus korok esetén a tétel allitasa trividlisan teljesiil. Minden
mas esetben meglehetosen nehéz a bizonyitas.

Emlékezziink most djra a 3.1.4 feladatra. Poncelet elobbi tétele alapjan mondhatjuk,
hogy ha a 3.1.4 feladat adataira teljesiil Euler R? — d? = 2Rr osszefiiggése, akkor végtelen
sok megoldas van, ha nem teljesiil, akkor nem létezik ilyen haromszog.

3.9. abra. Poncelet tétele n = 3 esetén
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A helyzet ahhoz hasonlé, mint amikor hiarom szogb6l akarunk haromszoget szer-
keszteni. Csak akkor van megoldas, ha a szogek Osszege 180°, ekkor viszont végtelen
sok megoldas van, s6t a haromszog egyik oldala tetszolegesen kivalaszthaté. Ehhez ha-
sonldan itt, ha az e, a korok R, r sugarai és kozéppontjaik d tavolsaga kielégiti az Euler-
osszefiiggést, akkor az e kor barmely pontja valaszthato egy e-be és a koré irt haromszog
csucsanak.

Poncelet viszont azt is vizsgalta, hogy milyen adatokra nem teljesiil az FEuler
osszefiiggés, és igen érdekes eredményre jutott. Kideriilt ugyanis, hogy a szerkesztendo
haromszogek nagyon szabalyos moédon nem léteznek. Ilyen megvilagitasban az Euler tétel
nem egyszeriien csak a haromszogrol és annak két nevezetes korérdl, hanem egy korsor
elemei kozott kigy6zé poligon zarédasardl is szol.

A 3.10. dbran rossz adatokbol prébaltunk haromszoget szerkeszteni. Az e és a kordket
a rossz adatoknak megfeleloen vettiik fel. Ezt kovetoen felvettiink az e kéron prébaként
egy A pontot, majd ebbdl érintét huztunk az a korhoz, mely az e korbél kimetszette a
B pontot. A Poncelet szerkesztési eljarasnak megfeleléen a B-bol ismét érintot huztunk
a-hoz és kaptuk C-t. A C'A egyenes lathatéan nem érinti mar az a kort. Ez természetesen
varhato is volt. Az viszont mar meglep6, hogy 1jabb e-n levé pontokbdl kiindulva, az
eljarast tobbszor megismételve, az a-t nem érint6é C;A; szakaszok mindegyike egy masik
kort érint: c-t. Rdadasul a ¢ kor az a és e korok korsorahoz tartozik. Ezt Poncelet is
észrevette és bizonyitotta is.

Az B

3.10. abra. ,,Rossz” adatokbodl szerkesztett haromszogek
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3.2.2. A Poncelet-tétel elemi bizonyitasa

A tétel kilonb6z6 nézopontokbdl vald részletes elemzése utéan elérkezett az id6, hogy
be is bizonyitsuk. Elobb azonban lassunk néhany, a tétel bizonyitasanak targyaldsat
egyszeriibbé tevo, segédtételt és azok bizonyitasat.

3.2.1. Lemma. Ha A és B rogzitett pontok a sikban, akkor azon M pontok mértani helye,
amelyekre aM A? + BM B? = ¢ (dllandd), a kovetkezd:

a) ha a+ =0, akkor egy egyenes, mely meréleges AB-re;
b) Ha o+ 3 # 0, akkor

i) iires halmaz, vagy

i) egy pont, vagy
iii) eqy olyan kor, melynek kizéppontja az AB egyenesen van.

Bizonyitds:

a)

a+03=0=pF=—-a= MA>—- MB? = £ Legyen M, az M pont AB-re es§
vetiilete, ekkor M A? = M M¢ + MyA? és MB* = MM + MyB? és {gy

= MA® — MB? = MyA® — MyB? = (MyA — MyB)(MyA + MyB).

o
Kovetkezik, hogy az My pont — az M vetiilete — rogzitett, igy az M az My-ban az
AB-re emelt merolegesen van. Mivel minden ilyen pont teljesiti a feltételt, a keresett
mértani hely az egész egyenes.

Ha «, > 0, akkor az (AB)-n felvessziik azt a C' pontot, amelyre % = g, ekkor

_ B ‘ _ _«

Az M AB haromszogben az MC' egyenesre alkalmazzuk a Stewart tételt:
MA* . CB+ MB?-CA—MC?*- AB=CB-CA- AB,

vagyis
M A? M B?
oMATHOMB™ _ yree 9P e,
a+p (a+p8)?
= MC? = ¢ o AB? =: z.

at+f (a+p)?

Ha x > 0, akkor M egy C kozépponti, /x sugard kort ir le; ha x = 0, a mértani
hely a C pont; ha pedig x < 0 a mértani hely tires halmaz. B

Megjegyzés: Ha o < 0, a B és M szerepét felcseréljiik.

3.2.2. Lemma. Legyen C(Oy, Ry) és C(Oa, Ry) két tetszdleges kor és d egy egyenes, mely
metszi e koroket az A, D illetve B, C pontokban. Ha X az A, B,C, D pontok valamelyike,
jeloljik ex-szel az X pontban ahhoz a korhoz hizott érintot, amelyen X rajta van. Ha
ecNep ={M}, ecNes = {N}, egNes ={P} ésepnep ={Q}, akkor az MNPQ
néqyszoq koré irhato kor kozéppontja, az Oy és Oy pontok kollinedrisak.
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3.11. 4bra. A 2.2 lemma

Bizonyitds: A POyB és PO, A derékszogii haromszogekbdl
PO; = PB* + R3, PO} = PA* + R} (3.1)
A PAB haromszogben a szinusztételt alkalmazva kapjuk, hogy

PA _sin(I80°—v) _sivv L pge_ g2ppe,
PB sin u sin u

tehat a (3.1) szerint
PO? — o*PO?% = R? — o*R3.

Hasonléan, M O3 = MC? + R%, MO} = MD?* + R2,

MD in(180° — i
:sm( - U):S,mv:a:>MD2:a2MCQ,
MC sinu sinu

igy
MO? —a®’MOj; = RZ — o*Rj.

Ugyanilyen meggondolasok alapjan
NO? — o’ NO2 = QO? — o’QO2% = PO? — o*PO3 = MO? — o®’MO3 = R? — o*R2,

igy a 3.2.1 lemma alapjan az M, N, P, () pontok egy olyan korén helyezkednek el, amelynek
kozéppontja az 010, egyenesen van.
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Megjegyzés: A bizonyitasbol kitlinik, hogy a tulajdonsig egy modositott véltozata
is igaz: Ha az M N PQ négyszog a C(Os, R3) korbe irhaté és a d egyenes az A, B, C'illetve
D pontokban metszi az NP, PQ, MN és M() egyeneseket, akkor az O3 pont rajta van
az M@ és NP-t a D illetve A-ban és az M N illetve PQ-t a C és B-ben érinto két kor
kozéppontja altal meghatarozott egyenesen.

3.2.3. Lemma. Legyen a C(Oq, Ry) kir a C(Oq, Ry) kér belsejében. Az Ay € C(O1, Ry)
pontbol kiindulva megszerkesztjik az Ag, . .., An, . .. pontsorozatot ugy, hogy AxAxs1 €rinti
a C(Oq, Ry) kirt és Ay € C(Oq, Ry) Yk € N. Hasonléan megszerkesztjik a By, ..., By, ...
sorozatot is. Igazoljuk, hogy létezik eqy olyan kor, amelynek kézéppontja az O1045 egyenesen
van €s amely érinti az dsszes A, By, egyenest.

By

3.12. dbra. A 2.3 lemma

Bizonyitds: A 3.12. abra szerint jeloljik Cy, Cs, Dy, Ds-vel az érintési pontokat,
valamint legyenek

ClDl N AQBO = {M}, ClDl N AlBl = {N},

CQDQ N AlBl - {N/}, CQDQ N AQBQ == {P}

Tekintsiik azt a C(Os, R3) kort, amely AgBo-t M-ben, A;Bi-t pedig N-ben érinti.

A 3.2.2 lemmat alkalmazva a C(Os, R3), C(Oa, Ry) korokre és az M — Dy — Cy — N
egyenesre kapjuk, hogy Oz € O10,. Hasonléan, az A;Bi-t N'-ben és az A;By-t P-ben
érinté C(Oy, Ry) kor O4 kdzéppontja is az 010, egyenesen van. (x)
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BiNDj-ben: SY — Biby } BN  B\D;

sin u sin vsinu sinu = = . 1
AlNclA—ben: L = = NAl A101 ( )

A1Cy sin(180°—v) ~  sinwv
Hasonl6é meggondoldsok miatt

N'A;  AC
N'B;,  ByDy’

(2)

= N =N,

BlDl = B1D2 (1),(2) BlN . BlN/
Alcl = Alcg NAl N N/Al

tehédt a C(Os, R3) és C(Oy, Ry) kordk N-ben érintik az A; By egyenest, és igy kézéppontjuk
az N-ben az A; Bj-re emelt merélegesen van. A (%) szerint mindkét koézéppont az O;04
egyenesen is rajta van, tehat mindkét kozéppont kozos pontja két nem egybeesd egyenes-
nek, és igy a két kozéppont egybeesik. Mivel az N kozos pontja a két kornek és a korok
kozéppontjai egybeesnek, ezért a két kor teljes egészében egybeesik, vagyis az a kor, amely
AgBo-t M-ben és az A1 Bi-t N-ben érinti, érinti az Ay Ba-t is.

Az el6bbi gondolatmenetet megismételve az Ay By, Ay By és A3z Bs egyenesekre kapjuk,
hogy C(Os, R3) érinti A3Bs-t is; indukciéval az is belathat6, hogy C(Os, R3) az Gsszes
Ay By egyenest is érinti. B

3.2.2. Tétel (Poncelet-tétel). Az eldbbi tulajdonsdg jeloléseit haszndlva, ha az
Ag, ..., An, ... sorozat periodikus, azaz valamilyen k # 0-ra Ag = Ay, akkor tetszéleges
By € C(Oq, Ry) pontbdl kiindulva a By, ..., B,, ... sorozat is periodikus, és By = By.

Bizonyitds: Tekintsiik a 3.2.3 lemmaban megszerkesztett C(Os, R3) kort, amely érinti
az Osszes A, By, egyenest. AgBy és Ay By is érinti a C(Os, R3) kort, és mivel Ay = Ay, az
AgBy és Ay By, is érinti a C(O3, R3) kort. Tételezziik fel, hogy By € (ApA;) a kisebb kériven
van. Ekkor By az (A1 As) korivhez tartozik és altalaban By, az (AgAgy1)-hez, és igy (mivel
A = Ag és Agy1 = Ay) a By pont is az (AgA;) koriven van. Az AgA; viszont metszi a
C(Os, R3) kort és egy szel6 egyik oldalan egy adott pontbdl nem hizhaté két érinté egy
kérhoz, tehat By = By. W
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3.2.3. Poncelet altalanos tétele

Most kijelentjiik a tételt altalanosabb esetben, és az elébbi nehézkes elemi bizonyitéas
utan adunk egy djabb, igen érdekes bizonyitast.

3.2.3. Tétel (Poncelet altaldnos tétele). Legyen e eqy nem metszd kérsor egyik kire,
az ai,as, ..., a, ranyitott korok pedig ugyanennek a korsornak az e belsejében talalhato,
nem feltétlenil kulonbozd tagjai. Az e koron felvett Ay pontbol kiindulva megszerkesztjik
ugyanezen a koron az Ay, As, ..., A, pontokat ugy, hogy az AgAi, A1As, ..., A,_1A, egye-
nesek rendre érintsék az ay, as, ..., a, koroket, az irdnyitdsnak® megfeleléen. Eléfordulhat,
hogy a szerkesztés végén éppen wisszajutunk, azaz A, = Ag. Ebben az esetben az e kor
barmelyik pontjabol is indulunk ki, az n-edik lépés utdan vissza fogunk jutni a kezddopontba
tetszoleges sorrendben hiuzva az érintoket a korokhoz.

A bizonyitas elott sziikségiink van néhany absztrakt algebrai eszkozre; el6bb vezessiik
be ezeket.

Tekintsiik az e kor pontjainak halmazan azt a leképezést, amely az X € e ponthoz
hozzérendeli az X-bél az a (irdnyitott) kérhoz huzott, az irdnyitdsnak megfelels, e-vel
val6 masodik metszéspontjat.

a) Ha az a kor megegyezik e-vel, akkor ez a leképezés az identitds, azaz a helyben
hagyas.

b) Ha az a kor koncentrikus e-vel, de nem egyezik meg vele, akkor a vizsgalt transz-
formacié egy egyszerl elforgatds.

c) Méas esetben a forgatdshoz hasonlé hozzarendelést kapunk, melyet ferde elfor-
gatdasnak nevezink.

d) Két - azonos pont koriili - elforgatds kompozicidjaként djabb elforgatast kapunk,
melynek szoge az eredeti forgasi szogek Osszege.

A fent leirtak ugy foghatdk fel, mintha az e korbol és a korsor e belsejében fekve iranyitott
koreibdl allé P halmazon lenne egy ® mivelet, melyre:

(a@b)@d =e¢

azaz
a®b= ()

Poncelet természetesen szét sem ejtett ilyen absztrakt algebrai fogalmakrol, de
lényegében megmutatta, hogy a ® miivelet asszociativ és kommutativ. Tehat a P hal-
maz a ® miveletre nézve kommutativ, azaz Abel csoportot alkot, ahol e egységelem, és
egy iranyitott kor inverze ugyanaz a kor ellentétes iranyitassal.

A fenti eszkozok birtokaban lehetéséglink van a fent kijelentett — a korabbiaknal jéval
altalanosabb — tétel egyszeri bizonyitasara.

2 Mivel egy kiils6 pontbdl egy korhoz két érinté hiizhatd, a szerkesztési bonyodalmak elkeriilése végett,
rogzitsiink a korsor korein egymastdl fiiggetlentil egy-egy forgatési iranyt.
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Bizonyitds: Az e korvonal aq,as,...,a, korokre vonatkozo ferde elforgatasainak
kompozicidja a korsor
b:a1®a2®---®an

iranyitott kore altal meghatarozott ferde elforgatassal egyezik meg. Ez a transzformacio
az Ap pontot onmagaba képezi, tehat a b iranyitott korhoz Ag-bol huzott érinté nem
metszheti az e kort, hanem azt is érinti. Ez azt jelenti, hogy b = e, hiszen a korsor
tobbi elem e belsejében van és nem érinti e-t. Az e altal meghatdrozott ferde forgatas az
identitas, tehat az Ay pont helyett barmelyik masik pontbdl indulunk is ki, visszajutunk
hozza. A csoport kommutativitdsa miatt az se szamit, hogy milyen sorrendben huzzuk az
érintoket a megadott korokhoz. B
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4. fejezet

A matematikai inga és a
Poncelet-tétel kapcsolata

Ebben a fejezetben a Poncelet-tételt mas megvilagitasba helyezziik. Az mar kidertilt,
hogy a Cayley-tétel szolgaltatta képletek a gyakorlatban nem alkalmazhatok, azaz ha
példaul két kor kozé illeszked6 hétszoget szeretnénk latni, akkor a feladat megoldhatosagat
biztositd egzakt képletekkel nem sokra megyiink.

Ez motivalt egy olyan algoritmus megirasara, amely tetszoleges 1épésszam esetén ki-
rajzolja a kivant konstrukciét. Ez az algoritmus meg is sziiltetett: a Matlabban irt pro-
gram az inga mozgasat felhasznalva, kozelité megoldast ad a probléméra. Ekkor ugy
dontottiink, hogy tovabbfejlesztjiik a programot, és a kiilonb6z6 kezd6értékekbol szarmazo
adatokkal kezdtiink dolgozni. Az igy nyert adatokbdl regresszidészamitassal el6 szerettiik
volna allitani Cayley egzakt képleteit, mely az algoritmus alapjaul szolgalé inga-modell
helyességének egyfajta szamitégépes bizonyitasanak is tekinthet6. n = 3 és n = 4 eset-
ben el6 is alltak a képletek: a legkisebb négyzetek moddszerével megtalalt paraméterek —
a képletekben szereplo egyiitthatok — jol megkozelitették az egzakt értékeket. Nagyobb
1épésszamra azonban még finomitani kell a szamitasokon.

A kovetkezdkben egy-egy alfejezetben foglalkozunk a program hatterében allé6 matem-
atikai ingaval és annak palydjaval, majd ennek kapcsan az elliptikus integralokkal.
Bevezetjiik a Jacobi-féle elliptikus fiiggvényeket, majd ezek segitségével tanulmanyozzuk
a Poncelet-poligonok zarodasat. A fejezet a polinomillesztés alapjaul szolgdlé legkisebb
négyzetek modszerének leirasaval zarul.
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4.1. A matematikai inga palyaja

4.1. dbra. A matematikai inga

A matematikai inga olyan idealizalt inga, amely egy [ hossztsagu silytalan fonalbol
és egy ra erdsitett m tomegii tomegpontbdl all. Jeloljiik a fonal fliggolegessel bezar szogét
p-vel (—oo < p < 00). Ekkor Newton masodik torvénye! alapjén, felhaszndlva, hogy

|F|=m-|g|-sing és a=1-p,

kapjuk, hogy
m-l-p=—m-g-siny;

vagyis az inga mozgasegyenlete:

o+ % sinp = 0,
ahol @ a szogkitérést, mig ¢ a szoggyorsulast jeloli. A fenti egyenlet Mathieu?-egyenletként
is ismert.
A tovabbiakban vizsgdljuk a matematikai inga palyajat. Az x; = @ és xy = ¢
jeloléseket bevezetve, a fenti differencialegyenlet atirhaté az

.1:1 = T2
Ty = —2sinx,

l

autoném differencialegyenlet-rendszerré, ahol xy = ¢ a szogsebességet jeloli.

Tudjuk, hogy autoném differencidlegyenlet-rendszernek harom féle palyaja lehet: egy
pont (egyensulyi allapot), egyszerti zart gorbe (a megoldas periodikus) vagy egy egyenessel
holomorf palya (az egyenesnek van a pélyara torténd bijekcidja). Ezeket az eseteket fogjuk
megvizsgalni.

L' F =m-a, ahol F az m gyorsitandé tomegre kifejtett erévektor és a a gyorsuldsvektor
2 Emile Léonard Mathieu (1835. majus 15., Metz — 1890. oktéber 19., Nancy) francia matematikus
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Legyen ¢(ty) = po = 0 a kezdeti szogkitérés, valamint ¢y a kezdeti szogsebesség a t
pillanatban. Szorozzuk be az inga ¢ + ¢ sin ¢ = 0 egyenletét ¢ # 0-val, ekkor azt kapjuk,

hogy
d |1

dt |2

o+ dosing=0 o

l () + 71— cosp)| =0

l
Jelolje

B(p, ) = 5(# + 301 — cos o).

Ekkor az energiamegmaradds elvébdl kovetkezik, hogy E(p,¢) a mozgisok mentén
allandoé, tehat

1
5(@)2—{—%(1—008@):0, c € R. (4.1)
A) Ha ¢ =0, akkor
1
5@+ T(1 — cosi) =0

és mivel a bal oldalon levd osszeg mindkét tagja pozitiv, kovetkezik, hogy ¢ = 0 és
cos p = 1, vagyis ¢ = 2nm, n € Z. Ebben az esetben az inga egyenstlyi helyzetben
van.

B) Ha ¢ # 0, akkor ) = 0 esetén @y = 0, igy az £(4o)? + 4(1 — 1) = ¢ egyenletbdl

kapjuk, hogy
1

c= 5(950)2

Tételezziik fel, hogy o = 0. Ekkor a (4.1) egyenlet 4(1—cos ¢) = 3(¢0)* alakt lesz.
A zarojel eltiintetése utan kapjuk, hogy

1= (o) = cosy (42)

a) Ha ‘1 - 2l—g(g0'0)2‘ < 1 akkor a (4.2) egyenletbdl ¢ = arccos (1 - 2l—g(g0'0)2> :

b) Ha ‘1 - 21—9(90'0)2‘ = 1, akkor két eset lehetséges:
D) 5($0)?=0 = ¢ =0
Visszahelyettesitve a (4.2)-ba cos¢ = 1, tehat ¢ = 2nm, n € Z
i) 5-(¢0)° =2 = ($0)°=%F = ¢@o==2\/7 (kritikus sebesség)

Visszahelyettesitve a (4.2)-ba cos¢ = —1, tehat ¢ = 2n+ 1)m, n € Z

c) Ha ‘1 - 21—9(4,0'0)2‘ > 1, akkor az inga korbe forog.
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4.2. A matematikai inga periédusa
Ismét az inga ¢ + ¢ sinp = 0 mozgdsegyenletébdl indulunk ki, melyet integrélva a

do Q_QQ(COS — COS ¥p)
a ) T ' %o

egyenlethez jutunk, ahonnan kapjuk, hogy

d—gp—“2—g\/COS — COS

innen pedig a kovetkezo Osszefiiggés adddik:
d 2
4 ,/ngt.

\/COS ¢ — €OSs Yy h

A periddus meghatarozasahoz a fenti kifejezést kell integralni a teljes kéron, ami ugy
is kiszdmithatd, hogy csak a negyed korén integralunk (0 — ¢g), majd a kapott értéket

szorozzuk néggyel. Tehat

T l/s"0 dy
4\ 29 0 \/COS® — COSs Yy

Felhasznélva, hogy cos¢ = 1 — 2sin? £, a bal oldalon a nevez6ben a gyok alatt

COS (P — Ccos gy = 2 [sin2 % — sin? g] ,
ezt behelyettesitve
T o1 \/7 @ de
42 5/0 \/sinQ%—sian

Innen kifejezve T-t kapjuk, hogy

[ [¥° d
T:Q\/j/ d
9Jo \/sin2 % — sin2§

Az elsofaju elliptikus integralokkal valé kapcsolatteremtés érdekében a kovetkezo

helyettesitést végezziik:
sin? é—’ Sy coS Jé—’ p
z = z =
sin? % 2sin % 14
Ekkor
[ [¥° cos &
T =44]- dy
9 Jo . sin? £
2cos £sin 24 /1 — Sing(,,;o
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A helyettesités kozben felhasznalva, hogy

2
COS2£:1 81290—1—<zsinﬁ> ,
2 2 2

majd bevezetve a p := sin 2 jelolést kapjuk, hogy

I [t dz
T =44]- .
\/;/0 V(1= 22)(1 = p*2%)
T = 4\/7 1p—4\/7 1Sln— ,

B / dt
o VA -1 - k)

[ [t dz
_4¢;A V=)0 =)

osszefiiggés a 6 = arcsin z helyettesitéssel ismertebb alakra hozhaté, hiszen ekkor

Tehat

ahol

elsofaju elliptikus integral.

A

do = #dz

V1 — 22

és z = sin 0, igy a megfelel6 helyettesitéseket elvégezve, kapjuk, hogy

[ [2 do l l
T—14 —/2 —4 —E<f,p):4 —E(f,sm@),
9Jo +/1—p?sin®6 g \2 g \2 2

¢ dt
o [t
0 1 — k2sin’t

elséfaju elliptikus integral Legendre3-féle alakja.

ahol

3 Adrien-Marie Legendre (1752. szeptember 18., Parizs - 1833. janudr 10., Parizs) francia matematikus.
Statisztikaval, szamelmélettel, absztrakt algebraval és matematikai analizissel foglakozott.
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4.3. Jacobi elliptikus fliggvényei

A Jacobi-féle elliptikus fiiggvények a nem teljes elséfaju elliptikus integralok inverz
fliggvényeiként értelmezhetok.

4.3.1. Ertelmezés. Legyen k € (0,1) paraméter és

¢ dt
2(9) :/ T
0 1 — Kk2sin“t

elséfaji elliptikus integrdal Legendre-féle alakban. Tovdbbd jelolje Am(z) a ¢ = ¢(2) szdget.
Ekkor a
sn(z) = sin(Am(z)) = sin ¢

cn(z) = cos(Am(z)) = cos ¢
dn(z) = 1/1 — k?sin? ¢
fugguényeket Jacobi-féle elliptikus fligguényeknek nevezziik.
A Jacobi-féle fiiggvények kielégitik a kovetkezo algebrai Osszefliggéseket:
cn?+sn® =1
dn?+k%*sn? =1
4.3.1. Tétel. Bdrmely (u,v) € R? esetén érvényesek a kovetkezd addicids képletek:

en(u) en(v) — sn(u) sn(v) dn(u) dn(v)

enu +v) = 1 — k2 sn?(u) sn?(v)
sn(u) cn(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u)
sufu +v) = 1 — k2 sn?(u) sn?(v)
dn(u + v) = dn(u) dn(v) — k% sn(u) sn(v) en(u) cn(v)

1 — k% sn?(u) sn?(v)

A tovébbiakban legyen K := 2(7).

4.3.2. Tétel. Legyen (u,v) € R? tgy, hogy u+v ¢ 2KZ ésu — v ¢ 4KZ. Ekkor

dn(u 4+ v) — en(u + v) _ dn(u) en(v) — en(u) dn(v)
sn(u + v) sn(u) — sn(v)

4.3.3. Tétel. Bdrmely (u,v) € R? esetén

cn(u — v) = en(u) en(v) 4+ sn(u) sn(v) dn(u — v).
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4.4. A Poncelet-poligonok

Legyen I' = 9C(O, ) a matematikai inga korbeforduldasabdl adédé origd kdzéppont, [
sugart korvonal, valamint C(I,r) az I kézépponti, r sugart kor, ahol 57 =\ ugy, hogy
|A| + 7 < [. Tovabba legyen (v, ae) € R? 1igy, hogy a; — ay ¢ 277Z.

Ekkor V Qr € T, k € {1,2} esetén O—Qk) = l(fcos ay, +j_"sinozk) és a (Q1Q2) egyenes
egyenlete
(sinay — sinag)z — (cos g — cosan)y + Isin(as — ay) =0 (4.3)

Felhasznalva a szinuszok és koszinuszok kiilonbségére vonatkozo osszefiiggéseket a 4.3
egyenlet a kovekezo alakban irhato:

L(z,y) := x cos (@1—5052) + ysin (al—;—a2> — [l cos (a1 ;Oég) =0 (4.4)

Ekkor a kicsi kor (A, 0) kézéppontjdnak tévolsaga a (Q1Q2) egyenestdl éppen |L(A,0)].
Mivel a (Q10Q)2) egyenesnek érintenie kell a bels6 r sugart kort, ezért teljesiilnie kell, hogy
L(A,0) = er, ahol € € {—1,1}, vagyis a bels6 kor érintéjének egyenlete:

A COs (a1;a2> — [ cos <a1ga2) —er = (4.5)

Ha T-vel jeloljiik az inga periédusat és n-nel a zardédas 1épésszamat, akkor az egyes
szakaszokhoz tartozo korivek megtételéhez sziikséges id6 7 := %

Legyen p € N és jelolje ©,(t) a ¢ = —k*sin ¢ ingaegyenlet ¢y + pr id6pillanathoz tartozé
megoldasat. Ekkor a (Q,(t)Qp+1(t)) egyenes egyenlete a 4.4 alapjan:

 cos <@p(t) +2@p+1(t)) 4 ysin (@p(f) +2@p+1(t)) o (@p(t) —2@p+1(t)> _0

Felhasznélva, hogy
O©,(t) =2Am(v(t —to — p1)),

1 /1, . .
V= 5\/1(300)2 + k2 sin? (%),

s:=v(t—ty— pT)

ahol

tovabba bevezetve az

jelolést kapjuk, hogy
vit—to—(p+1)71)=5—vT =15—7,
¢és mindezekbdl kovetkezik, hogy

MEUELS
2

) = cos(Am(s)+Am(s—7)) = cn(s) cn(s—y)—sn(s)sn(s—y) (4.6)

valamint

SEUELE
2

) = cn(s) en(s —y) +sn(s)sn(s — ) (4.7)
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Legyen

S .- ljigi ; 1 o (@p(t) +2@p+1(t)> o (@p(t) —2@p+1(t))

A 4.6 és a 4.7 osszefiiggéseket felhasznalva kapjuk, hogy

21

S = —m(cn(s) cn(s — ) 4 sn(s)sn(s — ) dn(y)) (4.8)

A 4.3.3 tétel alapjan a 4.8 kifejezés a kovetkezd egyszeriibb alakra hozhato:

2l en(7y)

= ~Tr a0 (4.9)

A 4.5 sszefliggés alapjan, felhasznélva a 4.9 kifejezés |S| = ent| 51akjst kimondhatjuk,

.. 1+dn(y)
a kovetkezd tételt:

4.4.1. Tétel. A (Q,(t)Qp+1(t)) egyenesek, mint érinték dltal meghatdrozott C(I,r) kor
kézéppontjdra igaz, hogy

o7 — 1) 17
dn(y) +1
és sugarara teljesul, hogy
_ 2len(y)]
1+dn(y)

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: ¢ = [en(y)], d = | dn(vy)| és 6 = H5_>IH = l};gﬁg;

Mivel cn?(y) + k?sn?(y) < en?(y) +sn?(y) = 1, k € (0,1), ezért cn?(y) < 1 — k?sn?(y),
vagyis | en(y)| < dn(7), azaz ¢ < d. Ebbél pedig kovetkezik, hogy

1—d+2c
4] =l—-<l 4.10
o 1+d (4.10)
Tehét az eléallitott C(I,r) kicsi kor biztosan a I' belsejében van.
A bevezetett jelolések és a 4.10 Osszefiiggés alapjan:

<

o~
|

(o2

d=-—2 (4.11)

A 4.11 osszefiiggéseket felhasznélva a C(I,r) kor egyenlete:

4122

2y + 20z + 6% — =
Ty 4 207 + e
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4.5. A legkisebb négyzetek mobdszere

Adottak a program tobbszori lefuttatdsabdl szarmazo

Ty = (11011,1‘12, .. 7$1n)

To = ($21,l‘22,-~7$2n)

Ty = (xmla Tm2, - - - 7xmn)
adatok és a koztik levo

y:f(l’l,...7$m,040,041,...,04m)
osszefiiggés. Ekkor az
n
Flag,aq,...,ap) = Z (i — flai, a0, an,. .., am))? (4.12)

=1

célfiiggvényt szeretnénk minimalizalni, ahol n a mérések szama és y; illetve z; a mért
értékek. Az ap,aq,...,q, paramétereket ugy kell meghatarozni, hogy a négyzetosszeg
minimalis legyen.

A 4.12 egyenlet megoldédsa altalanos esetben igen bonyolult szélséérték-problémahoz
vezet. Sok esetre léteznek kidolgozott elméleti és numerikus moédszerek. Ezek koziil az
egyik legegyszeriibbet és legfontosabbat, az egyenesillesztést valasztottuk. Ebben az eset-
ben az f fiiggvény alakja a kovetkezo lesz:

f:Oé0+Oél$1+...—|—Oém$m.

Ekkor az

n m 2
F(O[(), ap, ... ,Oém) = Z (yz — g — Z(Oéjl‘ji)>
i=1 j=1
négyzetosszeg kell minimalis legyen. A szélséérték helyén a F' Osszeg «; szerinti parcidlis
differencialhanyadosa nulla, igy a kévetkezo egyenletekhez jutunk:

or

J=1

c‘ix_i - _QZ (yi_O‘O_ZO‘jxﬂ> xmz] =0

j=1
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melyeket tovabb alakitva kapjuk, hogy:

n m n
E TmiQlo + E a; E T i T
i=1 j=1 =1

m n n
noag + E Q; E Tj; = E Y
j=1 =1 i=1
n m n n
E xuOéo-i-E OéjE TjiT1y = E YiT1i
i=1 j=1 =1 i=1

n
= E YiTmi
i=1

A matrixos alakba valé iras érdekében bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

X =

Ekkor

XT. X =

n

22:1 L1i
XT.x=| Xtz

D i1 Tmi

Ekkor a 4.13 egyenletrendszer az

alakban irhaté, ahol

o1 ... Tmi
To2 ... Tm2
) Y =
Top - Tmn
1 Ce 1 1 T11
T12 ... XTin 1 T12
Tm2 -+ TLmn 1 Tin

D i T1i D i1 Toi
Doy T D i1 T1iT2;
Z?:l L2iL 14 Z?:l a:gz

n n
Ei:l LmiL1i Eizl TmiTo;

(X' X)-g=Xx"v

Végiil a keresett értékek a 4.14 egyenletbdl adodnak:

g=XT- X))t (XT.Y).
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4.6. Néhany sz6 az algoritmusrol

Végiil elérkeztiink az algoritmus lépéseinek rovid leirasdhoz. A bemend adatok a

zérodas lépésszama (n) és a korbejardasok szama (k). k > 1 esetén a kirajzolt sokszog
természetesen onatmetszo lesz.
Az egyszerliség kedvéért valasszuk a kiilsd nagy kort az origd kozépponti egységnyi
sugaru kornek. Ekkor az origéban felfliggesztett, egységnyi hossziisagi matematikai
inga palyajarol kell nekiink n pont. Ezekhez a pontokhoz az ingaegyenlet numerikus
megoldasaval juthatunk, amit a Matlabbal elég kénnyen végre is hajthatunk. A kere-
sett pontokat a mar kordbban leirt modszer szerint valasztjuk ki: Elészor meghatérozzuk
az inga periddusat (7'). Mivel nekiink t6bbszor (k-szor) is korbe kell jarni a kiilsé
kort, ezért k - T értéket elosztva m-nel, megkapjuk azt az idétartamot, amennyi ido
alatt az inga megteszi a teljes kor k-szorosdnak n-ed részét (¢t := %T) Ezt ismerve
az A1A, ... A, sorozat A;-edik pontjanak azt a pontot vélasztjuk, ahol az inga a t - i-
edik id6pillanatban van. Az igy kivalasztott pontok hatarozzak meg a Poncelet poligont.
A pontok koordinatai az inga numerikus megolddsabdl a szogkitérés alapjan konnyen
meghatarozhaték, melyeket ismerve megadhatok az n-szog oldalainak egyenletei is. Mivel
tudjuk, hogy a sokszogbe irt kor kdzéppontja a sokszog szogfelezbinek a metszéspontja, a
szogfelezok egyenleteinek meghatarozasa utan a kozéppont koordinatéi is megkaphatdk.
Ezek ismeretében a kozéppont és valamely A;A; oldal tavolsdga megadja a kicsi kor
sugarat. A gondolatmenetbdl kideriilt, hogy minden csak az ingaegyenlet minél pontosabb
megoldasan mulik, melynek csak a szamitogép sebessége szab hatart. Ime néhény abra:
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