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Bevezetés

A geometria a matematika egyik legősibb ága, ezen belül a kúpszeletek története
is többezer évre nyúlik vissza. A dolgozat első, matematikatörténeti fejezetében a
kúpszeletek kialakulásához vezető út mérföldköveit és azok elhelyezőit mutatjuk be.

A második fejezetben megadjuk a kúpszeletek értelmezését, majd kanonikus, fokális,
polárkoordinátás illetve csúcsponti egyenletüket. Ugyancsak ebben a fejezetben tárgyaljuk
a kúpszeletek általános és egységes kezelését lehetővé tevő másodrendű görbék néhány
tulajdonságát és osztályozását.

A harmadik fejezet anyaga egy igencsak érdekes, mind a mai napig kutatott tétel köré
csoportosul. Jean-Victor Poncelet 1822-ben kiadott könyvében jelent meg a róla elnevezett
Poncelet-tétel. Sajnos a tétel egzisztencia jellegű, ı́gy nem ad választ arra, hogy mekkora
legyen a tételbeli két kör sugara, illetve a körök középpontjainak távolsága ahhoz, hogy a
léırt szerkesztés adott n lépésben záródjon. Így nem csoda, ha az idők során ezek a kérdések
sok matematikust foglalkoztattak. Mi Cayley mindent megoldó, ám bonyolultságuk miatt,
a gyakorlatban valójában használhatatlan eredményeit mutatjuk meg. Ebben a fejezetében
a Poncelet-tételen ḱıvül, vele rokon, ugyancsak végtelen periodikus szerkesztési eljárásokon
alapuló tételeket is bemutatunk; végül a Poncelet-tétel két eltérő bizonýıtását is megadjuk.

A Cayley-képletek már emĺıtett használhatatlansága ösztönzött a tétel egy másfajta
megközeĺıtésére. Mivel az egzakt megoldások ennyire bonyolultak, közeĺıtő megoldással
próbálkoztunk. Ennek eredményeként született egy algoritmus, amely tetszőleges n esetén
mutat megoldást a tételben szereplő feladatra. A Matlabban ı́rt program a matematikai
inga mozgását használja föl a Poncelet-poligonok kirajzolására. Bár az eredeti cél csak
a körök között cikázó poligonok kirajzolása volt, később tovább bővült a program. A
különböző kezdőértékekből származó adatok alapján regressziószámı́tással megpróbáltuk
előálĺıtani Cayley képleteit, egyfajta számı́tógépes bizonýıtást adva arra, hogy az algorit-
mus alapjául szolgáló inga-modell, nem csak látszólag, hanem valóban helytálló. Ez n = 3
és n = 4 esetén sikerült is: a legkisebb négyzetek módszerével megtalált paraméterek – a
képletekben szereplő együtthatók – jól megközeĺıtették az egzakt értékeket. Nagyobb n-ek
esetén azonban a módszer finomı́tásokra szorul. A fent léırtaknak megfelelően a negyedik
fejezetben a program matematikai hátterével, azaz a matematikai inga mozgásával, az al-
goritmus léırásával illetve a legkisebb négyzetek módszerének bemutatásával foglalkozunk.

A dolgozatban található ábrák – kivéve az 1.1, a 3.7 és a 3.8 – a GEONExT és az
Euklides szerkesztőprogram, illetve a Matlabban ı́rt program seǵıtségével készültek.

Végül köszönettel tartozom témavezetőmnek, dr. András Szilárd tanár úrnak, hogy
felkeltette érdeklődésemet a téma iránt, ugyanakkor a program ill. a dolgozat ı́rása közben
– akár technikai kérdésekben is – bármikor a rendelkezésemre állt.
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1. fejezet

Nincs királyi út!

Egy ókori görög monda szerint Délosz szigetén pestisjárvány dühöngött. Az istenek
azt ḱıvánták, hogy a szigetlakók az Apollón templomában található kocka alakú oltárkő
helyett álĺıtsanak egy kétszer akkora térfogatút, és akkor a járvány elmúlik. A délosziak
az isteni ḱıvánság teljeśıtésére törekedve egy jelentős problémába ütköztek: Egyetlen
kőfaragó sem tudta megmondani, hogy mekkora lesz a kétszer akkora térfogatú kocka
éle, hiszen ehhez a 3

√
2 hosszúság szabályos megszerkesztése kellett volna. Eratoszthenész1

szerint az éṕıtészek Platóntól kértek tanácsot, aki felvilágośıtotta őket, hogy az isteneknek
tulajdonképpen nincs szükségük új oltárra, hanem csak ösztönözni szeretnék az embereket
a matematika művelésére. Platón válaszában érzékelhető a püthagoreusi felfogás, amely
a matematikával való foglalkozást isteni ügynek tekintette.

Az évszázadok során számos ,,nem szabályos” megoldás született, de senki sem tudta
szabályosan – csak körző és jelöletlen egyenes vonalzó seǵıtségével – megoldani.

A kockakettőzés megoldásában a khioszi Hippokratész2 ért el kezdeti sikereket. Mai
jelölést használva, a következő lépéseket tette meg: Először lényegében a négyzetkettőzés
feladatát általánośıtotta. Ha egy a oldalú négyzethez szerkesztenünk kell egy 2a2 területű
négyzetet, akkor az a és a 2a mértani középarányosát kell megszerkesztenünk, azaz
keresnünk kell olyan x távolságot, amely kieléǵıti az

a : x = x : 2a

aránypárt. Tovább úgy okoskodott, hogy térbeli feladat esetén nem egy, hanem két
mértani középarányost kell az a és a 2a közé beiktatni, és esek közül a kisebbik adja
meg a kocka élhosszát. Tehát az

a : x = x : y = y : 2a

aránypárláncolatból az x hosszúságú szakasz lenne a kért kocka élhossza. Ezt tovább
alaḱıtva az x2 = ay és xy = 2a2 egyenletekhez jutott. Az első egyenletből y = x2

a
, ezt

béırva a másodikba: x3 = 2a3, tehát az x élű kocka térfogata valóban kétszerese az a élű
kockáénak. A szerkesztéssel Hippokratész sajnos már nem boldogult.

1 (i.e. 276 - 196) Alexandriában tevékenykedő matematikus; foglalkozott még csillagászattal és
filozófiával is. Nevét a pŕımszámok kiválogatására használt Eratoszthenészi szitának nevezett eljárás
öröḱıtette meg.

2 (i.e. 450 körül) Munkásságát az ebből a korból fennmaradt Sztoikheia ćımű műve őrizte meg.
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Egy század elteltével egy Menaikhmosz nevű matematikus a kockakettőzésen dolgozva
újabb fontos lépéseket tett, melyek hozzájárultak a matematika további fejlődéséhez.

Menaikhmosz Eudoxosz, a h́ıres matematikus fia és Nagy Sándor egyik nevelője volt.
A monda szerint Nagy Sándor, a későbbi hód́ıtó megkérdezte mesterét: ,,Hogyan lehetne a
geometriát könnyebben elsaját́ıtani?” Menaikhmosz ı́gy felelt: ,,Óh, király, országodban az
utazás számára készültek külön királyi utak, és olyanok, amelyeket a közönséges polgárok
használnak, de a geometriához nincs királyi út, mindenki számára csak egyetlen út vezet.”
Sajnos a monda hitelességét jelentősen gyenǵıti, hogy hasonló történet ismeretes Euk-
leidészről és neveltjéről, Ptolemaiosz királyról.

Próklosz3 feljegyzi, hogy Menaikhmosz jelentősen továbbfejleszti a geometriát, bár
munkái nem maradtak fenn. Annyit tudunk, hogy a forgáskúpokat nýılásszögük szerint
három csoportra osztotta (hegyesszögű, derékszögű és tompaszögű), ı́gy az alkotókra
merőleges śıkokkal metszve azokat, felfedezte az ellipszist, a parabolát és a hiperbolát,
majd ezek különböző tulajdonságait vizsgálta.

Érdemes megfigyelni, hogy H.G.Zeuthen4 matematikatörténész szerint hogyan jutott
Menaikhmosz egy speciális tompaszögű kúp śıkmetszetének, a derékszögű hiperbolának a
szümptomájához (egyenletéhez).

1.1. ábra. Menaikhmosz megoldása

3 (410-485) görög matematikus, h́ıres történet́ıró. Kommentár Eukleidész első könyvéhez ćımű munkája
a görög matematikatörténet egyik fő forrása

4 Zeuthen, H.G.: Die Mathematik in Altertum und im Mittelalter, Kopenhaga, 1949.
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Az 1.1 ábrán felrajzolt ABC tompaszögű kúp BC alkotójára merőleges śıkmetszet az
EHD hiperbola. Ezen jelöljünk ki egy tetszőleges P pontot. A P ponton át fektessünk a
k1 alapkörrel párhuzamos śıkot, amely kimetszi a kúpból a k2 kört. Ennek a śıkjában, a
P pontból álĺıtsunk merőlegest a hiperbola HF szimmetriatengelyére: ez PL. Rajzoljuk
meg a tengely és a (BC-vel ellentett) AC alkotó G metszéspontját, valamint a HOM és
KJN derékszögű háromszögeket (HO ‖ KJ). Az ábra szerint JPK (meg nem rajzolt)
derékszögű háromszögből:

LP 2 = KL · LJ.

Az LKH és LNJ hasonló háromszögekből:

KL : HL = LN : LJ,

tehát KL · LJ = HL · LN , és ı́gy LP 2 = HL · LN . Az LNJ és HMO, illetve a JLG és
OHG hasonló háromszögpárokból pedig

LN : HM = LJ : HO = GL : GH

ezért

LN =
HM ·GL

GH
.

Végül a keresett jellemző összefüggés, vagyis a hiperbola szümptómája:

LP 2 = HL · HM ·GL

GH
.

A korábban jelzett specialitás abból áll, hogy olyan tompaszögű kúpot választunk, amely-
nél GH = HM . Ekkor a szümptóma egyszerűsödik:

LP 2 = HL ·GL.

Könnyű belátni, hogy ez azonos a derékszögű hiperbola általunk ma használt egyenletével.
Vezessük be a HL = x, LP = y és a GH = 2a jelöléseket, ekkor az

y2 = x(x + 2a)

egyenletet kapjuk, ami kis átalaḱıtással

y2 − (x + a)2 = −a2

illetve
(x + a)2

a2
− y2

a2
= 1

alakban ı́rható. A kapott összefüggés annak a derékszögű hiperbolának az egyenlete,
amely a H origójú, HN abszcisszatengelyű koordináta-rendszerre vonatkozik, ha az or-
dinátatengely a hiperbola śıkjában az LP -vel párhuzamos egyenes. Valóban, az ábra is
ezt mutatja.

Már csak arra a kérdésre kell választ találnunk, hogy hogyan válasszuk meg a
derékszögű kúpot úgy, hogy az emĺıtett különleges esetbe jussunk, amelynél a hiperbola
derékszögűvé válik.
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Ezt a szerkesztési feladatot Menaikhmosz a következőképpen oldotta meg:
Egésźıtsük ki a rajzunkat (lásd az 1.1 ábrát) a kúp tengelyével, amely az OH szakaszt

a T , a JK-t az R és a HM -et az S pontban metszi. A TS szakasz a HOM háromszög
középvonala, tehát MS = SH, és a szerkesztési feltétel szerint 2SH = HM = HG = 2a.

Így a feladat a következőképpen alakul: Adott a GH = 2a és a GH egyenesén a
HS = a szakasz. Szerkesszünk olyan kúpot, amelynek tengelye az S pontban metszi a
CB alkotóra merőleges śık által kimetszett egyenlő oldalú hiperbola GS tengelyét, azaz a
GHS egyenes H pontján átmenő merőlegesen találni kell egy C pontot úgy, hogy a GCH
szög OCH kiegésźıtő szögét a kúp CS tengelye felezze.

Tegyük fel, hogy a C pont már megvan. Rajzoljunk a CHG háromszög köré kört (k3).
A CHG háromszögben a H szög derékszög, tehát CG a k3 kör átmérője. Ezt a kört a kúp
S tengelye metszi az U pontban. Mivel CG átmérő, ezért a CUG = SUG szög derékszög,
tehát az U pont rajta van az SG szakasz Thalész-körén.

Továbbá az UCH és az UGH kerületi szögek kiegésźıtő szögek, tehát

UGH∠ = SCH∠ = SCA∠ = UCG∠

Mivel az UGH∠ = UCG∠, és mindkettő ugyanazon körben kerületi szög, ezért egyenlők
a hozzájuk tartozó húrok is, azaz UG = UH. Ez azt jelenti, hogy a HGU háromszög
egyenlő szárú, ı́gy U rajta van a HG szakasz felezőmerőlegesén.

Az előbb beláttuk, hogy az U illeszkedik az SG szakasz Thalész-körére is, tehát az
adott G,H, S pontokhoz az U megszerkeszthető. Az US egyenes pedig kivágja a HG-re
merőleges HB egyenesből a ḱıvánt C pontot, amely már meghatározza a keresett speciális
kúpot.

Ezek alapján hihető, hogy Menaikhmosz észrevette a kockakettőzés kúpszeletekkel való
megoldását. Hippokratészhez hasonlóan ő is a

a : x = x : y = y : 2a

aránypárláncolattal dolgozott, és az x2 = ay és xy = 2a2 egyenletekhez jutott.
Menaikhmosz ismerve a kúpszeletek egyenletét rájött, hogy a fenti két egyenletek
egyike paraboláé, a másik pedig hiperboláé. Így a keresett x érték pontosan a két
kúpszelet metszéspontjának abszcisszája. Megjegyezzük, hogy a két egyenletet alaḱıtva
természetesen az x2 = ay és az y2 = 2ax parabolák metszéspontjai is ugyanazt az értéket
adják. (Lásd az 1.2 ábrát.)

A kúpszeletek hasznosságát felismerve, egyre többen fordultak érdeklődve feléjük. Így
lényeges tulajdonságaikat már az ókori görögök felfedezték, illetve sokan le is jegyezték.
Azonban egy új mű megjelenésével minden korábbit elfeledtek. Ez a mű Apollóniosznak5

a Kúpszeletek ćımű, nyolc kötetes műve volt. A korabeli, kúpszeletekre vonatkozó is-
meretek tökéletes áttekintése ez, de sajnos csak az első hét kötet maradt fenn. Apollóniosz
a kúpszeleteket a kettős kúpból származtatta. Mivel vizsgálatait a főtengely és az arra
merőleges húrok viszonylatában végezte, eredményei könnyen át́ırhatók, a megfelelő
koordináta-rendszer bevezetésével, az analitikus geometria nyelvére. Tőle származik a
kúpszelet elnevezés is. A parabola szó magyarul illeszkedést jelent (parabolé=egymás mellé

5 (i.e. 260? - 170?) az alexandriai iskola nagy görög matematikusa és csillagásza. Alexandriában és a
kisázsiai Pergamoszban tańıtott.
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1.2. ábra. A kúpszeletek metszeteként előálló érték

dobás, illeszkedés), mely a görbe azon tulajdonságára utal, hogy a parabola tetszőleges
pontjának ordinátájával rajzolt négyzet területe (y2) egyenlő a 2p és x oldalú téglalapéval.
Az ellipszis szó hiányt jelent (ellipszisz=hiány, kihagyás), mely arra utal, hogy a fent
emĺıtett négyzet területe kisebb (hiányos) a 2px területhez képest. Végül a hiperbola fe-
lesleget jelent (hüperbole=nagýıtás,túlzás, felesleg), mely arra utal, hogy itt y2 > 2px.
Apollóniosz könyvében továbbá szó van az érintők szerkesztéséről, aszimptotákról, kon-
jugált átmérőkről, kúpszeletek metszéspontjáról, két kúpszelet közötti legrövidebb út
meghatározásáról és még más tulajdonságokról. A kor tehát minden alapot megadott
a kúpszeletek elméletéhez.

Majd két évezrednek kellett eltelnie ahhoz, hogy a derékszögű koordináta-rendszer al-
kalmazásával újabb jelentős fejlődés következzen be: a kúpszeletek analitikus módszerrel
való tárgyalása. 1637-ben Descartes Géometrie ćımű munkájában, majd 1679-ben Fer-
mat Isagoge (Bevezetés) ćımű művében megḱısérelte az analitikus tárgyalásmódot, de
valójában egyik sem tudott elszakadni Apollóniosztól. Ugyancsak ḱısérlet volt Wallis 1655-
ben megjelent, A kúpszeletek tárgyalása ćımű illetve L’Hospital 1707-ben ı́rt A kúpszeletek
analitikai tárgyalása ćımű műve is. Ezek a művek Apollóniosz eredményeinek az algebra
nyelvére való ford́ıtásai voltak. Az igazi elszakadás Apollóniosztól Eulernek sikerült 1748-
ban megjelent Introductio ćımű művében.

A déloszi problémát jóval később, a 18. század végén és a 19. században sikerült
megoldani a szó negat́ıv értelmében. Kiderült ugyanis, hogy szabályosan, euklideszi szer-
kesztéssel e feladat nem oldható meg.

A fenti időutazásból kitűnik az ókori probléma matematikatörténeti jelentősége,
betekintést nyújtva a kúpszeletek felfedezésébe. A szerkeszthetőségi feltételek tisztázásával
és az új szerkesztési módszerek kutatásával előmozd́ıtotta a matematika több területének
a fejlődését, gazdagodását.
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2. fejezet

Másodrendű görbék

2.1. Kúpszeletek származtatása

Ebben az alfejezetben három – már az ókorban is ismert – śıkgörbével, az ellipszissel,
a parabolával és a hiperbolával ismerkedünk meg közelebbről.

2.1.1. Az ellipszis

2.1.1. Értelmezés (Fokális defińıció). Az ellipszis azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyeknek két rögźıtett ponttól mért távolságösszege állandó.

2.1. ábra. Az ellipszis

A defińıcióban emĺıtett két pont az ellipszis fókusza vagy gyújtópont ja. Az ellipszis egy
pontját a fókuszokkal összekötő szakaszok a ponthoz tartozó rádiuszvektorok. Az ellipszis
a fókuszokat összekötő szakasz egyenesére, felezőmerőlegesére és felezőpontjára nézve szim-
metrikus. Az emĺıtett szimmetriatengelyeket az ellipszis tengelyeinek nevezzük. A tenge-
lyek egymást az ellipszis szimmetriacentumának nevezett pontban merőlegesen metszik.
Ez a pont az ellipszis középpont ja vagy centruma. A fókuszok és az ellipszis középpontja
közötti távolságot lineáris excentricitásnak nevezzük. Jelölje F1 és F2 a fókuszokat, r1 és
r2 az egyes pontokhoz vezető rádiuszvektorokat, valamint c a lineáris excentricitást. Ekkor
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az ellipszis pontjaira teljesül, hogy

r1 + r2 = 2a,

ahol az a állandó és a > c. Mindkét tengelyen van az ellipszisnek két-két pontja. A
fókuszokat tartalmazó tengelyekre ez ezért igaz, mert egyrészt az F1F2 szakasz pontjai nem
tartoznak az ellipszishez, mert ezekre r1 +r2 = 2c, másrészt e szakasz meghosszabb́ıtásain
levő pontokra r1 + r2 értéke a középponttól mért távolság kétszerese, ı́gy ezen pontok
közül azok az A,B pontok tartoznak az ellipszishez, amelyek az O centrumtól a távolságra
vannak. A másik tengely pontjai egyenlő távolságra vannak a fókuszoktól ı́gy közülük azok
vannak az ellipszisen, amelyekre ez a távolság a. A c < a feltétel miatt két ilyen pont van:
ezek valamely fókusz körül ı́rt a sugarú kör és az emĺıtett tengely C, D metszéspontjai.
A C, D pontok középponttól mért b távolságára – pl. az OCF2 háromszögben feĺırva a
Püthagorász-tételt – teljesül, hogy

b2 = a2 − c2. (2.1)

A tengelyeken elhelyezkedő pontokat tengelypontoknak, csúcspontoknak vagy
orompontoknak nevezzük. Ezeket a pontokat megfelelően összekötő tengelyszakaszok felét,
az a, b értékeket az ellipszis féltengelyeinek mondjuk. A 2.1 egyenletből a > b, ennek
megfelelően AB az ellipszis nagytengelye, mı́g CD a kistengelye. Az ellipszis egyik fókusza
körül a nagytengellyel, mint sugárral ı́rt kört az ellipszis vezérkör ének nevezzük.

2.1.1. Tétel. Egy kört érintő és a kör egy – a középponttal nem azonos – belső pontján
áthaladó körök középpontjainak mértani helye ellipszis.

2.2. ábra.

2.1.2. Tétel. Az ellipszis azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek körül az egyik
fókuszon áthaladó és a másik fókusz körüli vezérkört érintő körök ı́rhatók.
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A tételek bizonýıtásai a [2] könyvben olvashatók.
Most lássuk hogyan származtatható az ellipszis a kúp śıkmetszeteként. Metsszük el a

forgáskúpot egy olyan σ śıkkal, amely a kúp minden alkotóját metszi. Szemléleti tényként
fogadjuk el, hogy a metszet folytonos zárt görbe. Helyezzünk el a kúpban két érintőgömböt
úgy, hogy érintsék a kúpot és a σ két különböző oldalán helyezkedjenek el. Ezeket a
gömböket Dandelin-féle gömböknek nevezzük.1 Az ı́gy elhelyezett gömbök a σ śıkot az F1

illetve az F2 pontokban, mı́g a kúpot a k1 illetve a k2 párhuzamos śıkú körökben érintik.
Legyen k1 a kúp csúcsától távolabbi kör, és tételezzük fel, hogy k1 śıkja nem párhuzamos a
σ-val. Legyen P a σ által kimetszett görbe tetszőleges pontja és legyen A illetve B rendre
a k1 illetve k2 kör és a P -n áthaladó alkotó metszéspontja. Nyilván ugyanebben az A és
B pontban a kúp érinti is a két gömböt. Ugyanakkor a PF1 és PF2 szakaszok is érintik az
F1 illetve az F2 pontokban a két gömb közül a megfelelőt. Mivel egy pontból a gömbhöz
húzott érintőszakaszok egyenlőek, ezért

F1P = PA, F2P = PB és F1P + F2P = PA + PB = AB

Mivel az AB szakasz a k1 és a k2 kör által meghatározott csonkakúp alkotója, ezért hossza
független a P megválasztásától, tehát a metszetgörbe minden pontjára teljesül, hogy
az F1-től és az F2-től mért távolságok összege állandó. A háromszög-egyenlőtlenségből
következik, hogy a metszetgörbe pontjain ḱıvül nincs más olyan P pont, amelyre igaz,
hogy F1P + F2P = AB, tehát a σ śık által kimetszett görbe eleget tesz az ellipszis előbb
megadott defińıciójának. ¥

Hasonlóan bizonýıtható, hogy forgáskúp śıkmetszeteként a parabola és a hiperbola is
előáll. A fenti érdekes bizonýıtás Dandelin nevéhez fűződik.

2.1.2. A hiperbola

2.1.2. Értelmezés (Fokális defińıció). A hiperbola azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyeknek két rögźıtett ponttól, a két fókusztól mért távolságkülönbsége abszolút értékben
állandó.

Az ellipszisnél mondottakhoz hasonlóan, a hiperbola egy tetszőleges pontját a fókuszokkal
összekötő szakaszokat az illető ponthoz tartozó rádiuszvektoroknak nevezzük. Mivel a
rádiuszvektorok különbsége sosem nulla, ezért az egyik mindig kisebb a másiknál. Így a
hiperbola pontjai aszerint, hogy melyik fókuszhoz vannak közelebb osztályozhatók. En-
nek megfelelően a hiperbolának megkülönböztetjük két ág át. A hiperbola szimmetrikus
a fókuszokat összekötő szakasz egyenesére és felezőmerőlegesére. Ezek metszéspontja a
hiperbola középpont ja vagy centruma. A fókuszoknak a középponttól mért távolsága a
hiperbola lineáris excentricitása. Jelölje F1 és F2 a fókuszokat, r1 és r2 az egyes pon-
tokhoz vezető rádiuszvektorokat, valamint c a lineáris excentricitást. Ekkor a hiperbola
pontjaira teljesül, hogy

|r1 − r2| = 2a,

ahol az a állandó és a < c. A fókuszokat tartalmazó egyenesen a hiperbolának két
pontja van, melyeket tengelypontoknak nevezünk, az őket összekötő szakaszt, pedig valós

1 Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) Belgiumban dolgozó francia mérnök. Ábrázoló geometriával,
differenciálgeometriával és differenciálegyenletekkel foglalkozott.
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2.3. ábra. A hiperbola

tengelynek. Ezek az O középponttól a távolságra helyezkednek el. Jelöljük őket A illetve
B-vel. A fókuszok távolságát merőlegesen felező képzetes tengelyen nincs a hiperbolának
pontja, hiszen itt r1 − r2 = 0. Annak ellenére, hogy a hiperbola nem metszi a képzetes
tengelyt, az ellipszishez hasonlóan itt is szokás bevezetni egy b > 0 értéket, melyre

b2 = c2 − a2. (2.2)

Ezt az értéket képzetes féltengelynek nevezzük. A hiperbola egyik fókusza körül a valós
tengellyel, mint sugárral ı́rt kört a hiperbola vezérkör ének nevezzük.

2.4. ábra.

2.1.3. Tétel. Egy kört érintő és a körön ḱıvüli rögźıtett ponton áthaladó körök
középpontjainak mértani helye hiperbola.
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2.1.4. Tétel. A hiperbola azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek körül az egyik
fókuszon áthaladó és a másik fókusz körüli vezérkört érintő kör ı́rható.

A tételek bizonýıtásait lásd a [2] könyvben. A hiperbola a forgáskúp és annak két
alkotójával párhuzamos śık metszeteként – az ellipszishez hasonlóan – származtatható.

2.1.3. A parabola

2.1.3. Értelmezés (Fokális defińıció). A parabola azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyek egy rögźıtett ponttól, a fókusztól és egy rögźıtett egyenestől egyenlő távolságra
vannak.

2.5. ábra. A parabola

Az emĺıtett rögźıtett pontot a parabola fókusz ának, az egyenest pedig vezéregyenesnek
vagy direktrixnek nevezzük. A fókuszt és a parabola tetszőleges pontját összekötő szakasz
a adott ponthoz tartozó rádiuszvektor. A parabola szimmetrikus a fókuszon átmenő, a
vezéregyenesre merőleges egyenesre, hiszen ha egy pontot tükrözzük erre az egyenesre, a
pontnak nem változik sem a vezéregyenestől sem a fókusztól való távolsága. Ez a szimmet-
riatengely a parabola tengelye. A tengelyen a vezéregyenestől a fókusz fele haladva szab-
juk meg a parabola irányát, ezt tengelyiránynak nevezzük. A parabolának és a tengely-
nek egyetlen közös pontja van, mely felezi a fókusz és a vezéregyenes közötti távolságot.
Ezt a pontot tengelypontnak nevezzük. A fókusz és a vezéregyenes távolsága a parabola
paramétere, melyet általában p-vel jelölünk. Ekkor a tengelypont a vezéregyenestől és a
fókusztól is p/2 távolságra van, melyet gyújtótávolságnak nevezünk.

2.1.5. Tétel. Az egyenest érintő és egy az egyenesen ḱıvüli ponton átmenő körök
középpontjainak mértani helye parabola.
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2.1.6. Tétel. A parabola azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek körül a fókuszon
áthaladó és a vezéregyenest érintő kör ı́rható.

A tételekben elmondottakat a 2.5 ábra szemlélteti. A bizonýıtások megtalálhatók a [2]
szakirodalomban.

A parabola a forgáskúp és annak egyetlen alkotójával párhuzamos śık metszeteként
származtatható.

2.2. Kúpszeletek egyenletei

Ebben a részben a kúpszeletek különböző, megfelelően választott koordináta-
rendszerekben vett egyenleteiről lesz szó.

2.2.1. Kúpszeletek kanonikus egyenletei

2.2.1. Tétel. Ha a koordináta-rendszert úgy választjuk meg, hogy az x tengely az ellipszis,
illetve a hiperbola fókuszainak egyenese, mı́g az y tengely ezek felezőmerőlegese legyen,
akkor az ellipszis kanonikus egyenlete

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

mı́g a hiperbola kanonikus egyenlete

x2

a2
− y2

b2
= 1.

2.6. ábra.

Megjegyzés: Mindkét egyenletből kiolvasható, hogy az ellipszis és a hiperbola is
mind a fókuszokat tartalmazó, mind a fókuszok szakaszát merőlegesen felező egyenesre,
és ezek közös pontjára is szimmetrikus görbe, hiszen ha a fenti kúpszeletegyenletet az
(x; y) kieléǵıti, akkor ez egyenletnek eleget tesznek az (x;−y), (−x; y), (−x;−y) pontok
is. Az x = 0 és y = 0 helyetteśıtésekkel az is látható, hogy az ellipszisnek a tengelyekkel
két-két metszéspontja van, mı́g a hiperbola csak a fókuszokat tartalmazó tengelyt metszi.
E tengelypontok koordinátái: A(−a; 0), B(a; 0) illetve C(0; b) és D(0;−b).
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2.2.2. Tétel. Ha a koordináta-rendszert úgy választjuk meg, hogy az y tengely
párhuzamos legyen a parabola vezéregyenesével, és a fókusztól félparaméternyire halad-
jon, elválasztva a fókuszt a vezéregyenestől, az x tengely pozit́ıv fele pedig tartalmazza a
fókuszt, akkor a parabola kanonikus egyenlete

y2 = 2px, (2.3)

ahol a p a parabola paramétere.

2.7. ábra.

Megjegyzés: A 2.3 egyenletből látható, hogy a parabola tengelyével egyállású egye-
nesnek a parabolával egyetlen közös pontja van, hiszen y = a helyetteśıtés esetén az
egyetlen megoldás az x = a2

2p
.

2.2.2. Kúpszeletek fokális egyenletei

Ha a koordináta-rendszer kezdőpontja a kúpszelet (egyik) fókusza, és az új ξ, η tenge-
lyek a korábbiakkal egyező irányúak, akkor a 2.8 és a 2.9 ábra szerinti választással nyert
koordináta-rendszerben a kúpszeletek fokális egyenletét kapjuk.

2.8. ábra.

Vezessük be az ellipszis, a hiperbola és a parabola numerikus excentricitás át. Ez az
első két görbe esetén legyen e := c

a
, parabola esetén pedig e = 1.
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2.2.1. Értelmezés. A kúpszelet p paraméterének a fókuszon átmenő, a fókuszokat tar-
talmazó tengelyre merőleges húr felét nevezzük.

Az ı́gy definiált fogalom a parabolánál a már korábban is paraméternek nevezett
távolságot adja.

2.9. ábra.

2.2.3. Tétel. A választott ξ, η koordináta-rendszerben az ellipszis, a hiperbola és a
parabola fokális egyenlete:

ξ2 + η2 = (eξ + p)2.

Bizonýıtás: a) Kiindulunk az ellipszis kanonikus egyenletéből, és az elő́ırt koordináta-
transzformációnak megfelelően az

x = ξ − c és az y = η

helyetteśıtést alkalmazzuk, mivel az új koordináta-rendszer kezdőpontja az x,y koordináta-
rendszer (−c; 0) pontja. Így az

y2 = − b2

a2
x2 + b2

egyenletből, mindkét oldalt ξ2-tel növelve a

ξ2 + η2 = − b2

a2
(ξ − c)2 + ξ2 + b2

egyenletet kapjuk. Négyzetre emelés és összevonás után

ξ2 + η2 =
a2 − b2

a2
ξ2 + 2

b2

a2
cξ +

b2

a2
(a2 − c2).

Felhasználva, hogy b2 = a2 − c2 kapjuk, hogy

ξ2 + η2 =
c2

a2
ξ2 + 2

b2

a2
cξ +

b4

a2
=

(
c

a
ξ +

b2

a

)2
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Mivel a ξ, η koordináta-rendszerbeli (0; p) pont az ellipszisnek pontja, ezért kieléǵıti a
fenti egyenletet, és a behelyetteśıtéssel p = b2

a
adódik. Ezt visszahelyetteśıtve, illetve

felhasználva, hogy e = c
a

a bizonýıtani ḱıvánt egyenletet kapjuk.
b) Hiperbola esetén az új koordináta-rendszer kezdőpontja az x,y koordináta-rendszer

(c; 0) pontja, ı́gy a hiperbola

y2 =
b2

a2
x2 − b2

kanonikus egyenletében az

x = ξ + c és az y = η

helyetteśıtés vezet a fokális egyenlethez. Behelyetteśıtve, növelve mindkét oldalt ξ2-tel és
felhasználva, hogy b2 = c2 − a2 kapjuk, hogy

ξ2 + η2 = ξ2 +
b2

a2
(ξ + c)2 − b2 =

a2 + b2

a2
ξ2 +

2b2

a2
cξ +

b2

a2
(c2 − a2) =

=
c2

a2
ξ2 +

2b2

a2
cξ +

b4

a2
=

(
c

a
ξ +

b2

a

)2

.

Ez a tételbeli egyenlettel azonos, mert a hiperbola p paraméterére is fennáll a p = b2

a

összefüggés.
c) A parabola fokális egyenletéhez az

y2 = 2px

kanonikus egyenletbeli

x = ξ + p
2

és az y = η

helyetteśıtés vezet. Most is mindkét oldalt ξ2-tel növelve a

ξ2 + η2 = ξ2 + 2p
(
ξ +

p

2

)
= (ξ + p)2

tételbeli egyenletet kapjuk. ¥
Megjegyzés: A tételbeli egyenlet az e = 0 esetben p sugarú kör egyenletét adja. A

kör esetén a paraméter defińıciója szerint is a sugarat kell paraméternek mondani.
A kúpszeletek fokális egyenletét használva az ellipszis, hiperbola és parabola egy közös

származtatási módját nyerjük.

2.2.4. Tétel. Azon śıkbeli pontok mértani helye, amelyeknek egy adott ponttól és egy
erre nem illeszkedő egyenestől való távolságának aránya adott pozit́ıv állandó, ellipszis,
hiperbola vagy parabola aszerint, hogy az adott állandó kisebb 1-nél, nagyobb 1-nél vagy
egyenlő 1-gyel.

Bizonýıtás: A tétel paraboláról szóló álĺıtása a parabola defińıcióját ismétli meg, elég
tehát a tételt a másik két görbére igazolni.
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Elsőként azt mutatjuk meg, hogy mind az ellipszishez, mind a hiperbolához található
a tételben léırt tulajdonságú pont és egyenes. Induljunk ki a kúpszeletek fokális egyen-
letéből:

ξ2 + η2 = (eξ + p)2.

A kúpszelet tetszőleges P (ξ; η) pontjának az origótól (a kúpszelet egyik fókuszától) való
r távolságára igaz, hogy

r2 = ξ2 + η2,

és a ξ + p
e

= 0 normálegyenletű v egyenestől való t távolságára

t =
∣∣∣ξ +

p

e

∣∣∣ .

Ezekkel a fokális egyenlet az
r2 = e2t2

alakra hozható. A két oldalon álló r és et nemnegat́ıv mennyiségek pontosan akkor
egyenlőek, ha négyzeteik egyenlőek, ı́gy a fokális egyenlet az

r = et

egyenlettel azonos. A t 6= 0, különben r = 0 is fenn kell álljon, vagyis P a kezdőpont, és a
kezdőpont a v egyenesen kell legyen. Ez lehetetlen, mert a (0; 0) nem eléǵıti ki a ξ + p

e
= 0

egyenletet. Így tehát
r

t
= e,

és ezzel igazoltuk, hogy bármely ellipszis illetve hiperbola olyan pontokból áll, amelyeknek
az egyik fókusztól és az ehhez tartozó v (vezér)egyenestől való távolságának arány - a
numerikus excentricitással egyenlő – pozit́ıv állandó.

Ezek után rátérhetünk az eredeti álĺıtás igazolására. Ha adva van egy F pont és egy
rá nem illeszkedő v egyenes, továbbá egy egytől különböző d pozit́ıv valós szám, akkor
válasszunk egy d(= e) numerikus excentricitású kúpszeletet (ellipszist, ha d < 1 és hiper-
bolát, ha d > 1). Erről a kúpszeletről fentebb beláttuk, hogy pontjainak az F ∗ fókuszától
és ehhez vett v∗ egyenestől való távolságainak aránya éppen d-vel egyenlő. Mivel van olyan
hasonlóság, amely az F ∗, v∗ alakzatpárt az adott F , v alakzatpárba viszi és a hasonlóság
ellipszishez ellipszist, hiperbolához hiperbolát rendel, ezért a tételben szereplő mértani
hely az adott állandótól függően valóban ellipszis vagy hiperbola. ¥

2.2.3. Kúpszeletek polárkoordinátás egyenletei

A śıkbeli polárkoordináta-rendszer kezdőpontját és alapirányát úgy választjuk meg,
hogy az a fokális egyenletek vizsgálatánál választott ξ tengely nemnegat́ıv fele legyen.

2.2.5. Tétel. Az ellipszis, a hiperbola és a parabola polárkoordinátás egyenlete

r = p
1−e cos ϕ

, r = p
±1−e cos ϕ

és r = p
1−cos ϕ

,

ahol p a kúpszelet paraméterét, e pedig a numerikus excentricitását jelöli.
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2.10. ábra.

Megjegyzés: A hiperbola polárkoordinátás egyenletében a kettős előjel két egyen-
let egybevonását jelenti. Egy pont pontosan akkor része hiperbolának, ha annak r, ϕ
polárkoordinátái kieléǵıtik az egyik vagy másik előjelválasztáshoz tartozó egyenletet.

Bizonýıtás: A kúpszelet ξ2 + η2 = (eξ + p)2 fokális egyenletéből indulunk ki, majd a

{
ξ = r cos ϕ
η = r sin ϕ

helyetteśıtésekkel áttérünk polárkoordinátás alakra.
Ekkor az

ξ2 + η2 = r2cos2ϕ + r2sin2ϕ = r2 = (eξ + p)2 = (er cos ϕ + p)2

egyenletlánchoz jutunk, amely a

r2 = (ercosϕ + p)2

polárkoordinátás egyenlethez vezet. Ez akkor és csak akkor teljesül, ha az

r = ercosϕ + p

vagy
−r = ercosϕ + p

egyenlet valamelyike igaz. E két egyenletet

r(±1− ecosϕ) = p

alakba ı́rva, a p 6= 0 miatt a bal oldali tényezők egyike sem lehet 0, és ezért az

r =
p

±1− e cos ϕ

alakhoz jutunk.
Mivel r és p is pozit́ıv, ezért valamely (r; ϕ) polárkoordinátájú pont akkor és csak

akkor lehet a kúpszelet pontja, ha a nevező is pozit́ıv. Ez a −1 − e cos ϕ kifejezés esetén
a − cos ϕ > 1

e
teljesülését követeli meg, ami a cos ϕ < −1

e
teljesüléséhez vezet, ami

| cos ϕ| ≤ 1 miatt csak az e > 1 esetre igaz, tehát csak a hiperbolára lehetséges. Ezért
ellipszis és parabola esetén a két egyenlet közül a negat́ıv előjeleset elhagyjuk. ¥
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2.2.4. Kúpszeletek csúcsponti egyenletei

Hasonlóan ahhoz ahogy a fokális egyenletekhez jutottunk, megtehetjük azt, hogy
az ellipszis és a hiperbola esetén a kezdőpontot nem c távolságra, a fókuszba, hanem
ugyanolyan irányban, de a távolságra, tehát a tengelypontba toljuk. Parabola esetén nincs
szükség eltolásra, mert már a kanonikus egyenletnél is a tengelypont volt a koordináta-
rendszer kezdőpontja. Ezzel a módszerrel a kúpszeletek csúcsponti egyenletéhez jutunk.

2.11. ábra.

2.2.6. Tétel. Az ellipszis, a hiperbola és a parabola csúcsponti egyenlete:

η2 = 2pξ − p
a
ξ2, η2 = 2pξ + p

a
ξ2 és η2 = 2pξ.

A bizonýıtás teljesen hasonló a fokális egyenletek bizonýıtásához.
Megjegyzés: A csúcsponti egyenletek jobb oldalán a kúpszeletek három fajtájánál

2pξ mellett negat́ıv érték, pozit́ıv érték illetve 0 áll. Innen ered az ellipszis (=hiány),
hiperbola (=többlet) illetve parabola (=egyenlőség) szavak használata.
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2.3. Tengelyes affinitások

2.3.1. Értelmezés. Legyenek A, B, C egy egyenesre eső különböző pontok. Az A, B, C
pontok osztóviszonya alatt az (ABC) = |AC|

|CB| értéket értjük, ahol |AC| és |CA| előjeles
távolságot jelent, azaz a két érték azonos előjelű, ha A és B közrefogja C-t, és ellenkező
előjelű, ha nem.

Könnyű meggondolni, hogy ha az A, B, C pontok közül ismerünk kettőt, és ismerjük az
(ABC) osztóviszony értékét, akkor a harmadikat egyértelműen meg tudjuk határozni.

2.3.2. Értelmezés. Legyenek A, B, C, D egy egyenesre eső különböző pontok. Az A, B,
C, D pontok kettősviszonya alatt az (ABCD) = (ABC)

(ABD)
hányadost értjük.

2.3.3. Értelmezés. Két śık közötti egyenes- és osztóviszonytartó leképezéseket affin
leképezéseknek nevezzük. Bijekt́ıv affin leképezés esetén affin transzformációról beszélünk.
Egy śık önmagára vett affin transzformációját affinitásnak nevezzük.

2.3.4. Értelmezés. Merőleges affinitásnak nevezzük az a śıkbeli ponttranszformációt,
amely egy egyenes pontjait helyben hagyja, a rá merőleges egyenes pontjaihoz ugyanan-
nak az egyenesnek a pontjait rendeli, és ha a T pontban emelt merőleges T -től különböző
P pontjához a P ′ pontot rendeli, akkor az előjeles távolságokra feĺırt TP ′ : TP arány a
T , P pontok megválasztásától független, 0-tól különböző állandó.
A helyben maradó pontok egyenese az affinitás tengelye, a rá merőleges irány az affinitás
iránya, az emĺıtett állandó arány az affinitás aránya. Egy alakzat pontjaihoz rendelt pontok
az adott alakzat affin képét adják.

Ha a merőleges affinitás aránya 1, akkor az affinitás azonosság, ha pedig −1, akkor
a tengelyre vonatkozó tükrözést jelent. Ezért a vizsgálódásaink során feltesszük, hogy az
arány 1-től és −1-től különböző szám. Ugyancsak feltehetjük, hogy az arány pozit́ıv, mert
a negat́ıv arányú affinitások képei a tengelyre való tükrözéssel a pozit́ıv arányú affinitások
képeinek felelnek meg.

A merőleges affinitást a köznapi beszédben széthúzásnak vagy összenyomásnak mond-
juk attól függően, hogy az affinitás arány 1-nél nagyobb vagy kisebb.

Ha a śıkot az affinitás t tengelye körül ϕ szöggel elforgatjuk, majd merőlegesen vet́ıtjük
az eredeti śıkra, akkor az eredeti śıkbeli t tengelyű cosϕ arányú affinitást valóśıtjuk meg.

A t tengelyű, λ arányú merőleges affinitás inverze nyilván a t tengelyű, 1
λ

arányú
merőleges affinitás.

Ha a merőleges affinitás tengelyéül a derékszögű koordináta-rendszer x-tengelyét
választjuk és az affinitás aránya λ, akkor a P (x; y) pont képe P ′(x; λy) és P ′(x; y) a
P

(
x; y

λ

)
pontnak a képe.

A fentiekből következik, hogy az F (x; y) = 0 egyenletű alakzat affin képének egyenlete
F

(
x; y

λ

)
= 0.

A merőleges affinitás elnevezésében a merőleges jelző arra utal, hogy az affinitás iránya
merőleges a tengelyre. Ha ez nem ı́gy van, akkor ferde affinitásról beszélünk. E két
affinitást közös néven tengelyes affinitásnak mondjuk, amely arra utal, hogy a helyben
maradó pontok mértani helye egy egyenes, nevezetesen az affinitás tengelye. A tengelyes
megkülönböztető jelző szükséges, mert – mint a defińıcióból is kiderült – a transzformációk
jóval általánosabb körét nevezzük affinitásnak.
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2.3.1. Tétel. A kör merőlegesen affin képe ellipszis.

Megjegyzés: A tételben szereplő álĺıtás természetesen az 1-től és (−1)-től különböző
arányú merőleges affinitásokról beszél, hiszen ezek képe kör.

Bizonýıtás: Minket csak az affin képnek az alakja érdekel, ı́gy feltehetjük, hogy az
affinitás tengelye áthalad a kör középpontján és aránya pozit́ıv. Az affinitás tengelyét az
x-tengelynek és a kör középpontját kezdőpontnak választjuk. A kör sugarát a-val jelölve,
a kör egyenlete x2 + y2 = a2. Ha λ = b

a
a merőleges affinitás aránya, akkor az affin kép

egyenlete

x2 +
a2

b2
y2 = a2,

ami
x2

a2
+

y2

b2
= 1

alakban ı́rható. A kapott egyenlet valóban az ellipszis egyenlete, mégpedig λ < 1, azaz
b < a esetén a a nagy és b a kis féltengely, mı́g λ > 1, azaz b > a esetén a a kis és b a
nagy féltengely. ¥

2.12. ábra.

Ha a a szokott módon a nagy, b pedig a kis féltengelyt jelöli, akkor a tétel alapján
kimondható, hogy az ellipszis a főköréből b

a
arányú, a kistengelyéhez, mint átmérőhöz

tartozó körből pedig a
b

arányú merőleges affinitással származtatható.
Megállaṕıtható az is, hogy a ferde śıkban elhelyezkedő kör merőleges vetülete ellipszis.
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2.4. Másodrendű görbék osztályozása

A kúpszeletek alaki tulajdonságainak megvizsgálása után, ebben az alfejezetben a
kúpszeleteken túlmenően minden másodfokú egyenlettel megadható görbével fogunk
foglalkozni. Célunk a koordináta-rendszer śıkjában valahogyan elhelyezkedő (másodrendű)
görbe alakjának és helyzetének vizsgálata.

2.4.1. Értelmezés. Azokat a görbéket, amelyeknek egyenlete a két (közönséges) ko-
ordinátában másodfokú, másodrendű görbéknek nevezzük. E görbék általános egyenlete:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, (2.4)

ahol a11, a12, a22 nem mind 0.

A 2.4 bal oldalának első három tagját, illetve összegüket, az

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 (2.5)

kifejezést másodfokú alaknak, a második három tag összegét, a

2a13x + 2a23y + a33 (2.6)

kifejezést elsőfokú résznek nevezzük. Ugyanakkor az

a11, a12, a22

együtthatók a másodrendű görbe egyenletének főegyütthatói, az

a13, a23, a33

a lineáris (elsőfokú) rész együtthatói, és közülük az a33 a konstans tag.
A továbbiakban feltesszük, hogy aij = aji, ∀i, j ∈ {1, 2, 3}.

A másodrendű görbe egyenletének együtthatóiból előálló

A =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

determináns a másodrendű görbe determinánsa, az

A33 =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a2
12

kifejtés pedig az A aldeterminánsa.
Az A és A33 egyaránt szimmetrikus determinánsok.

A 2.4 bal oldali kifejezését ı́rhatjuk

(a11x + a12y + a13)x + (a21x + a22y + a23)y + a13x + a23y + a33 (2.7)

alakban is.
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Toljuk el az x,y derékszögű koordináta-rendszert a C(a; b) pontba. Az ı́gy nyert x′, y′

koordináta-rendszerhez az {
x = x′ + a
y = y′ + b

helyetteśıtési értékek tartoznak. Ezeket a 2.4 egyenletbe helyetteśıtve, a következő x′, y′

koordináta-rendszerbeli egyenlethez jutunk:

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 + 2a′13x

′ + 2a′23y
′ + a′33 = 0, (2.8)

amelyben
a′13 = a′31 = a11a + a12b + a13

a′23 = a′32 = a21a + a22b + a23

a′33 = a11a
2 + 2a12ab + a22b

2 + 2a13a + 2a23b + a33

(2.9)

A kapott eredményt tétel formájában is kimondhatjuk:

2.4.1. Tétel. A koordináta-rendszer eltolása a másodrendű görbe főegyütthatóit nem
változtatja meg, mı́g a lineáris rész együtthatói a 2.9 szerinti értékeket veszik fel.

A koordináta-rendszer előjeles ϕ-szögű elforgatása a pont régi (x; y) és új (x′; y′) ko-
ordinátái között az {

x = x′ cos ϕ− y′ sin ϕ
y = x′ sin ϕ + y′ cos ϕ

összefüggést adja. Ezeket a 2.4 egyenletbe helyetteśıtve és felhasználva a sin 2ϕ =
2 sin ϕ cos ϕ, sin2 ϕ = 1−cos 2ϕ

2
és cos2 ϕ = 1+cos 2ϕ

2
azonosságokat, a

a∗11x
′2 + 2a∗12x

′y′ + a∗22y
′2 + 2a∗13x

′ + 2a∗23y
′ + a∗33 = 0 (2.10)

egyenlethez jutunk, amelyben

a∗11 = a12 sin 2ϕ + 1
2
(a11 − a22) cos 2ϕ + 1

2
(a11 + a22)

a∗12 = a∗21 = −1
2
(a11 − a22) sin 2ϕ + a12 cos 2ϕ

a∗22 = −a12 sin 2ϕ− 1
2
(a11 − a22) cos 2ϕ + 1

2
(a11 + a22)

a∗13 = a∗31 = a13 cos ϕ + a23 sin ϕ
a∗23 = a∗32 = a23 cos ϕ− a13 sin ϕ
a∗33 = a33

(2.11)

Ezzel be is bizonýıtottuk a következő tételt:

2.4.2. Tétel. A koordináta-rendszer elforgatásával nyert a 2.10 egyenlet bal oldali kife-
jezésének főegyütthatói a 2.4 egyenlet főegyütthatóinak és a ϕ forgásszög függvényei, a
lineáris rész együtthatói a 2.4 egyenlet lineáris együtthatóinak és a ϕ-nek függvényei, mı́g
a konstans invariáns marad.

2.4.3. Tétel. A 2.4 együtthatóiból képzett a11 + a22, A33, A értékek a 2.4 egyenlet ko-
ordináta-transzformációival szemben invariánsak.
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A tétel bizonýıtása hasonló az előző tételekéhez, ezért nem közöljük, de megtalálható [6]
könyvben.

Látni fogjuk, hogy a másodrendű görbék geometriai tulajdonságait és milyenségét az
előző tételben emĺıtett invariáns mennyiségek teljes egészében meghatározzák.

2.4.2. Értelmezés. A másodrendű görbéket az A33 előjele szerint három csoportba
soroljuk:
a) elliptikus görbéről beszélünk, ha A33 > 0,
b) hiperbolikus a görbe, ha A33 < 0 és
c) parabolikus az A33 = 0 esetén.

Nyilvánvaló, hogy a görbe minősége nem változik a koordináta-rendszer elmoz-
gatásával. Vizsgáljuk most meg, hogy mi a feltétele annak, hogy az x,y koordináta-
rendszer eltolása a 2.8 egyenlet lineáris tagjai közül a 2a′13x

′ és a 2a′23y
′ tagokat

,,eltüntesse”. A 2.9 formulák szerint ez akkor következik be, amikor az új középpont
koordinátái – x0 és y0 – megoldásai az

{
a11x + a12y + a13 = 0
a21x + a22y + a23 = 0

(2.12)

egyenletrendszernek.

2.4.3. Értelmezés. A 2.12 egyenletrendszer x0,y0 megoldásainak bármelyikét a
másodrendű görbe C(x0; y0) centrumának nevezzük.

2.4.4. Értelmezés. Ha a 2.12 egyenletrendszernek egyetlen megoldása van, akkor a
másodrendű görbét centrális másodrendű görbének nevezzük.

Ha az új x′, y′ koordináta-rendszer kezdőpontja a másodrendű görbe C centrumában
van, akkor a 2.4.1 és a 2.12 miatt a görbe egyenlete:

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 + a′33 = 0 (2.13)

Nyilvánvaló, hogy ha a P (x′; y′) pont rajta van a 2.13 egyenletű görbén, akkor P -nek a
C centrumra – ami most az origó – vonatkozó P ′(−x′;−y′) tükörképe is rajta van a görbén,
mivel P és P ′ vagy egyszerre eléǵıtik ki az előbbi egyenletet vagy egyikük sem gyöke
az egyenletnek. Következésképpen a másodrendű görbe centruma a görbe szimmetria-
középpontja is. A 2.4.3 tételből és a 2.13 egyenletből következik, hogy a centrummal
rendelkező másodrendű görbe A33, A invariánsaira és az a′33 konstans tagra

A = A33a
′
33 (2.14)

2.4.4. Tétel. Az a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0 egyenletű másodrendű
görbe akkor és csak akkor centrális, ha

A33 = a11a22 − a2
12 6= 0.
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Bizonýıtás: A másodrendű görbe – defińıció szerint – pontosan akkor centrális, ha
a 2.12 egyenletrendszernek egyetlen megoldása van. Ennek szükséges és elégséges feltétele
a Cramer-szabály miatt az, hogy az egyenletrendszer együtthatóiból késźıtett

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = A33

determináns 0-tól különböző legyen, ami a tételbeli összefüggéssel azonos. ¥
A centrális másodrendű görbék tehát elliptikusak vagy hiperbolikusak.
Ha a koordináta-rendszer kezdőpontját a centrális másodrendű görbe centrumába

toljuk, akkor egyenlete

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 +

A

A33

= 0

lesz, ami a 2.13 és a 2.14 összefüggésekből azonnal látható.

Most megmutatjuk, hogy a koordináta-rendszer alkalmas elforgatásával mindig
elérhető, hogy a másodrendű görbe egyenletében a 2a12xy tag ne szerepeljen, azaz a12 = 0
legyen. Ezt a transzformációt főtengely transzformációnak nevezzük.

Legyen ϕ a főtengely transzformációt adó forgatás szöge. A 2.11 második formulája
szerint

a∗12 = −1

2
(a11 − a22) sin 2ϕ + a12 cos 2ϕ = 0 (2.15)

kell legyen. Az a12 6= 0 feltehető, hiszen különben nincs szükség a főtengely-
transzformációra. Ezzel a feltétellel a 2.15 egyenletből a

ctg 2ϕ = −a11 − a22

2a12

(2.16)

megoldás nyerhető. A sin 2ϕ 6= 0, különben a12 cos 2ϕ = 0 és ebből a12 6= 0 miatt cos 2ϕ =
0 is kellene teljesüljön, ami lehetetlen.

Ha tehát a 2.16 összefüggésnek eleget tevő ϕ szöggel forgatjuk el az x, y koordináta-
rendszert, akkor a 2.4 másodrendű görbe egyenlete a konstans tag invarianciája mellett

a∗11x
′2 + a∗22y

′2 + 2a∗13x
′ + 2a∗23y

′ + a33 = 0 (2.17)

alakban ı́rható.

2.4.5. Tétel. Minden másodrendű görbe egyenlete a koordináta-rendszer elmozgatásával,
továbbá 0-től különböző számmal szorozva az alábbi kanonikus alakok egyikére hozható:

a) ξ2

a2 + η2

b2
= 1 valós ellipszis vagy kör,

ξ2

a2 + η2

b2
= −1 üres alakzat (képzetes ellipszis vagy kör),

ξ2

a2 + η2

b2
= 0 pont (pontellipszis, pontkör),

b) ξ2

a2 − η2

b2
= 1 hiperbola,

ξ2

a2 − η2

b2
= 0 metsző egyenespár,

c) η2 = 2pξ parabola,
η2

a2 = 1 párhuzamos egyenespár,
η2

a2 = −1 üres alakzat,
η2

a2 = 0 egyenes (kettősegyenes).
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Bizonýıtás: Először az A33 6= 0 esettel, vagyis a centrális görbékkel foglalkozunk.
A koordináta-rendszer kezdőpontját a centrumba tolva a görbe egyenlete a 2.13 szerint

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a′33 = 0 (2.18)

alakot veszi fel.
Ha most a koordináta-rendszer főtengely-transzformációinak vetjük alá, akkor a 2.18

egyenletünk a 2.17 miatt a
λ1ξ

2 + λ2η
2 + a′33 = 0 (2.19)

egyenletbe megy át.
A 2.18 és a 2.19 egyenletekhez tartozó determinánsok az invariancia-tétel miatt

egyenlőek, és ezek egyúttal a 2.4 eredeti görbeegyenlet A determinánsával is megegyeznek,
tehát

A =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 a′33

∣∣∣∣∣∣
= A33a

′
33 =

∣∣∣∣∣∣

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 a′33

∣∣∣∣∣∣
= λ1λ2a

′
33.

Ebből kiolvasható, egyrészt hogy
A33 = λ1λ2, (2.20)

és A33 6= 0 miatt λ1 és λ2 egyike sem 0, másrészt A = 0 akkor és csak akkor, ha a′33 = 0.
a) Ha A33 > 0, vagyis a görbe elliptikus, akkor a 2.20 miatt λ1 és λ2 megegyező

előjelű. Feltehetjük, hogy mindkettő pozit́ıv, mert ha nem, akkor a 2.19 egyenletet −1-
gyel beszorozva elérhetjük ezt.

Ha most A 6= 0, vagyis a′33 6= 0, akkor a 2.19 egyenlet végigosztható |a′33|-mal, és
kapjuk, hogy

ξ2

a2
+

η2

b2
= ±1,

ahol a bal oldali 1
a2 illetve 1

b2
együtthatók a λi

|a′33| értékeket jelölik.

Ha A = 0, azaz a′33 = 0, akkor a 2.19 egyenlet λ1ξ
2 + λ2η

2 = 0 alakúvá egyszerűsödik.
Most 1

a2 -tel illetve 1
b2

-tel jelölve a λi értékeket a

ξ2

a2
+

η2

b2
= 0

keresett alakot nyerjük.
b) Ha A33 < 0, vagyis a görbe hiperbolikus, akkor a 2.20 miatt λ1 és λ2 különböző

előjelű.
Ha most A 6= 0, vagyis a′33 6= 0, akkor feltehető, hogy a′33 < 0, mert ellenkező esetben

−1-gyel szorozva a 2.19 egyenlethez jutunk. Továbbá az is feltehető, hogy λ1 > 0 és
λ2 < 0, mert ha ford́ıtva lenne, akkor a koordináta-rendszer +90◦-os elforgatása a ξ és
η tengelyeket felcseréli, és ezzel elérjük a ḱıvánt előjeleloszlást. Ha most a feltételeknek
eleget tevő egyenletet elosztjuk a pozit́ıv −(a′33)-mal, akkor a

ξ2

a2
− η2

b2
= 1

egyenletet kapjuk.

26



Ha A = 0, vagyis a′33 = 0, akkor a λ1ξ
2 + λ2η

2 = 0 egyenlet

ξ2

a2
− η2

b2
= 0

alakban ı́rható, ahol 1
a2 = λ1 és 1

b2
= −λ2.

c) Most az A33 = 0 esetet vizsgáljuk.
Már most leszögezhetjük, hogy ebben az esetben az a11 + a22 invariáns értéke 0 nem

lehet, mert ha 0 lenne, akkor a

0 = (a11 + a22)
2 = a2

11 + a2
22 + 2a11a22

és a
A33 = a11a22 − a2

12 = 0

feltételeket egybevetve kapnánk, hogy

a2
11 + a2

22 + 2a2
12 = 0,

és ebből a11 = a22 = a12 = 0 következne, ami lehetetlen, mivel a másodrendű görbe
mindenik főegyütthatója nem lehet egyszerre 0.

Azt már beláttuk, hogy főtengely-transzformációval elérhető, hogy a 2.4 egyenlet a 2.17
egyenletbe menjen át. Mivel a két egyenlet főegyütthatóiból képzett invariáns mennyiségek
ugyanazt az értéket adják, ezért

a11 + a22 = a∗11 + a∗22 6= 0 és A33 = 0 = a∗11a
∗
22.

Ebből következik, hogy az a∗11 és a∗22 együtthatók közül pontosan az egyik 0. Felte-
hetjük, hogy a∗11 = 0, mert ellenkező esetben a koordináta-rendszer 90◦-os elforgatásával
elérhetjük ezt. Ekkor a 2.17 egyenlet a λ2 = a∗22 jelöléssel a következő alakú lesz:

λ2y
′2 + 2a∗13x

′ + 2a∗23y
′ + a33 = 0 (2.21)

A λ2 6= 0 miatt a

λ2y
′2 + 2a∗23y

′ = λ2

(
y′2 + 2

a∗23

λ2

y′ +
(a∗23)

2

λ2
2

)
− (a∗23)

2

λ2

= λ2

(
y′ +

a∗23

λ2

)2

− (a∗23)
2

λ2

átalaḱıtás lehetséges.
Ez azt jelenti, hogy az x′, y′ koordináta-rendszert az y′ tengellyel párhuzamosan eltolva,
az η = y′ + a∗23

λ2
helyetteśıtéssel a 2.21 egyenlet a

λ2η
2 + 2a∗23x + d = 0 (2.22)

alakra hozható, ahol d = a33 − (a∗23)
2

λ2
.

Ebből kiolvasható, hogy az invariáns A determináns értéke

A =

∣∣∣∣∣∣

0 0 a∗13

0 λ2 0
a∗13 0 d

∣∣∣∣∣∣
= −λ2(a

∗
13)

2.

27



Mivel λ2 6= 0 ezért A = 0 akkor és csak akkor, ha a∗13 = 0.
Ha a∗13 6= 0, akkor a koordináta-rendszer ξ = x′ + d

2a∗13
eltolásával a 2.22 egyenlet a

következő alakra hozható:
λ2η

2 + 2a∗13ξ = 0.

Feltehetjük, hogy λ2 > 0 és a∗13 < 0, mert ellenkező esetben a koordináta-rendszer 180◦-os
elforgatása, esetleg még egy (-1)-gyel való szorzás ezt eredményezi. Így λ2-vel való osztás
után az

η2 = 2pξ

egyenletet kapjuk, ahol p = −a∗13
λ2

pozit́ıv szám.
Ha a∗13 = 0, akkor a 2.22 egyenlet

λ2η
2 + d = 0

alakúvá egyszerűsödik. Ebből – a d előjelétől függően – kapjuk, hogy

η2

a2 = 1, η2

a2 = −1 vagy η2

a2 = 0.

A tétel eredményét táblázatban is összefoglalhatjuk.

A33 > 0 A33 < 0 A33 = 0

valós vagy
A 6= 0 képzetes hiperbola parabola

ellipszis
metsző valós vagy képzetes

A = 0 pont egyenespár párhuzamos egyenespár,
kettős egyenes

Ha A 6= 0, akkor a másodrendű görbét közönségesnek, különben elfajulónak (de-
generáltnak) nevezzük.

Mivel a koordináta-rendszer elmozgatása egy másodrendű görbe és egy egyenes közös
pontjainak számán nem változtat, ezért a tétel alapján kimondhatjuk, hogy egy egyenes-
nek és egy másodrendű görbének 0, 1 vagy 2 közös pontja van (pl. a közönséges görbékkel),
vagy az egyenes minden pontja a másodrendű görbének is pontja (pl. az A = 0, A33 < 0
esetben).

Az is észrevehető, hogy ez a táblázat nem minden esetben ad egyértelmű választ a
görbe alakjára. Ha az A 6= 0, A33 > 0 esetben azt is el akarjuk dönteni, hogy a görbe valós
vagy képzetes ellipszis, akkor meghatározhatjuk a görbe centrumát, és egy ezen áthaladó
egyenes metszéspontjainak vizsgálata döntheti el a kérdést.

A fenti osztályozást affin osztályozásnak nevezzük, mert minden affin transzformáció
az egyes kategóriákba tartozó görbéket ugyanabba a kategóriába tartozó görbébe viszi át.
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2.5. Kúpszeletek meghatározása öt adattal

Azt vizsgáljuk, hogy öt pont mikor határozza meg a másodrendű görbét. A
következőkben kúpszelet alatt egyaránt gondolunk elfajuló és közönséges kúpszeletre.

2.5.1. Tétel. Akkor és csak akkor van olyan másodrendű görbe, amely az egymástól nem
feltétlenül különböző P1(x1; y1), P2(x2; y2), P3(x3; y3), P4(x4; y4), P5(x5; y5), P6(x6; y6) pon-
tokat tartalmazza, ha ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x1y1 y2

1 x1 y1 1
x2

2 x2y2 y2
2 x2 y2 1

x2
3 x3y3 y2

3 x3 y3 1
x2

4 x4y4 y2
4 x4 y4 1

x2
5 x5y5 y2

5 x5 y5 1
x2

6 x6y6 y2
6 x6 y6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

A tétel csak azt álĺıtja, hogy a feltétel teljesülése esetén létezik a megfelelő tulajdonságú
kúpszelet, de egyértelműségről nem beszél.

Bizonýıtás: a) Ha az

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0

görbe tartalmazza a megadott hat pontot, akkor a koordinátáik helyetteśıtése a következő
egyenletrendszerhez vezet:





Ax2
1 + Bx1y1 + Cy2

1 + Dx1 + Ey1 + F = 0
Ax2

2 + Bx2y2 + Cy2
2 + Dx2 + Ey2 + F = 0

Ax2
3 + Bx3y3 + Cy2

3 + Dx3 + Ey3 + F = 0
Ax2

4 + Bx4y4 + Cy2
4 + Dx4 + Ey4 + F = 0

Ax2
5 + Bx5y5 + Cy2

5 + Dx5 + Ey5 + F = 0
Ax2

6 + Bx6y6 + Cy2
6 + Dx6 + Ey6 + F = 0

Mivel a fenti egyenletrendszernek van nem triviális A, B, C, D, E, F megoldása, ezért a
rendszer determinánsa, azaz a tételbeli determináns 0.

b) Ha az A, B, C, D, E, F nem triviális megoldásban az A, B, C értékek nem mind
egyenlőek 0-val, akkor ez a megoldás egy a hat pontot tartalmazó másodrendű görbe
egyenletének együtthatóit adja.

Ha viszont A = B = C = 0, akkor a

Dx + Ey + F = 0

egyenlet teljesül a hat pont mindegyikére. Itt nem lehet D = E = 0, mert akkor F 6= 0
volna, hiszen nem triviális megoldásokról van szó, márpedig ebben az esetben az F = 0
egyenletnek kellene teljesülnie. Így a most vizsgált esetben a hat pont egy egyenes egyen-
letét eléǵıti ki, tehát egy egyenesen van. Ezt az egyenest kettős egyenesként másodrendű
görbének tekinthetjük, és ı́gy álĺıthatjuk, hogy a vizsgált hat pont ebben az esetben is egy
(elfajuló) másodrendű görbére illeszkedik. ¥

2.5.2. Tétel. Bármely öt ponthoz található olyan másodrendű görbe, amely ezt az öt pon-
tot tartalmazza.
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Bizonýıtás: Ha az adott P1, P2, P3, P4, P5 ponthoz csatoljuk a P6 = P5 pontot, és
feĺırjuk rájuk az előző tétel determinánsát, akkor ennek értéke 0 lesz, mivel az utolsó két
sor megegyezik. Tehát az előző tételből következik, hogy van olyan kúpszelet, amely a hat
pontot vagyis az eredeti öt pontot tartalmazza. ¥

2.5.3. Tétel. Ha öt pont között nincs négy egy egyenesen elhelyezkedő, akkor csak egy
olyan másodrendű görbe van, amely mind az öt pontot tartalmazza.

Az előző tétel alapján már tudjuk, hogy van ilyen másodrendű görbe, ez a tétel azt
hangsúlyozza, hogy csak egy ilyen van. Ugyanakkor a tétel nem volna helyes, ha öt nem
feltétlen különböző pontra mondtuk volna ki.

Bizonýıtás: Azt bizonýıtjuk, hogy ha két kúpszelet nem áll azonos pontokból,
akkor vagy csak legfeljebb négy közös pontja van, vagy pedig a közös pontjaik – eset-
leg egy kivételével – egy egyenesen vannak. Ebből pontosan az következik, hogy ha két
kúpszeletnek öt közös pontja van, akkor közülük négynek egy egyenesen kell lennie, és ha
öt adott pontra ez nem igaz, akkor nem tartozhatnak mindkét kúpszelethez.

a) Először arra az esetre igazoljuk a tételt, amikor a két kúpszelet közül legalább
az egyik elfajuló. Ha a két kúpszelet közös egyenest tartalmaz, akkor ezen az egyenesen
ḱıvül csak egy közös pontjuk lehet: a kúpszeletek által tartalmazott másik egyenesek
metszéspontja.

Ha mind a két kúpszelet elfajuló, de közös egyenesük nincs, akkor legfeljebb négy közös
pontjuk van, mert legfeljebb két-két egyenes legfeljebb négy metszéspontot alkot. Ha az
egyik elfajuló, a másik közönséges, akkor ismét legfeljebb négy közös pont lehet, mert az
elfajuló kúpszeletet alkotó legfeljebb két egyenes mindegyikének legfeljebb két pontja van
a közönséges kúpszeleten.

b) Tekintsük most az A =
∑

aijxiyj = 0 és B =
∑

bijxiyj = 0 közönséges
kúpszeleteket. Feltehetjük, hogy van közös pontjuk. Igazolni fogjuk, hogy van olyan elfa-
juló kúpszelet, amely minden közös pontjukat tartalmazza. Az a) alapján ı́gy következni
fog, hogy b) is igaz.

Az A + λB = 0 alakzat tartalmazza az A = 0, B = 0 kúpszeletek közös pontjait
függetlenül a λ értékétől, hiszen egy ilyen közös pont koordinátáira A = 0 és B = 0, tehát
A + λB = 0.

Meg lehet választani a λ értékét úgy, hogy az A + λB = 0 egyenlet együtthatóiból
képzett determináns értéke 0 legyen, ugyanis az

∣∣∣∣∣∣

a11 + λb11 a12 + λb12 a13 + λb13

a21 + λb21 a22 + λb22 a23 + λb23

a31 + λb31 a32 + λb32 a33 + λb33

∣∣∣∣∣∣
= 0

egyenlet λ-ban harmadfokú, mert λ3 együtthatója a közönséges B = 0 kúpszelet 0-tól
különböző determinánsa, és minden harmadfokú egyenletnek van legalább egy valós gyöke.

Jelentse λ a feĺırt egyenlet valós gyökét. Az A + λB nem lehet állandó, mert ha 0
volna, akkor az A = 0, B = 0 kúpszeletek azonosak volnának, és ha 0-tól különböző
állandó lenne, akkor az A = 0, B = 0 kúpszeleteknek nem volna közös pontja. Beláttuk
tehát, hogy A + λB = 0 vagy kúpszelet vagy egyenes egyenlete. Ha kúpszeleté, akkor
az elfajuló, mert determinánsa 0, ha viszont egyenesé, akkor ezt elfajuló kúpszeletnek
tekinthetjük. Tehát minden esetben találtunk olyan másodrendű görbét, amely az A = 0,
B = 0 kúpszeletek közös pontjait tartalmazza. ¥
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2.5.4. Tétel. Ha a P1(x1; y1), P2(x2; y2), P3(x3; y3), P4(x4; y4), P5(x5; y5) pontok között
nincs négy egy egyenesen, akkor a rajtuk áthaladó másodrendű görbe egyenlete

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 xy y2 x y 1
x2

1 x1y1 y2
1 x1 y1 1

x2
2 x2y2 y2

2 x2 y2 1
x2

3 x3y3 y2
3 x3 y3 1

x2
4 x4y4 y2

4 x4 y4 1
x2

5 x5y5 y2
5 x5 y5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Bizonýıtás: A 2.5.1 tétel értelmében azoknak és csak azoknak a P (x; y) pontoknak a
koordinátái eléǵıtik ki a feĺırt egyenletet, amelyeken áthalad az öt adott pontot is tartal-
mazó kúpszelet. A 2.5.3 tétel értelmében csak egy olyan másodrendű görbe van, amely a
megadott öt pontot tartalmazza, tehát a feĺırt egyenlet ennek és csak ennek a kúpszeletnek
a pontjait eléǵıtik ki. ¥

2.5.5. Tétel. Ha öt közönséges pont közül nincs három egy egyenesen elhelyezkedő, akkor
egyetlen olyan közönséges kúpszelet van, amely ezt az öt pontot tartalmazza.

Bizonýıtás: Az öt pont által meghatározott másodrendű görbe nem lehet elfajuló,
mert akkor legfeljebb két egyenesből állna, és két egyenesen csak négy pontot tudnánk úgy
felvenni, hogy közülük három pont ne legyen egy egyenesen. Tehát a megadott pontokat
tartalmazó görbe közönséges kúpszelet. ¥
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2.6. Körsorok

2.6.1. Értelmezés. Az Oa(ua, va) középpontú Ra sugarú a kör egyenlete:

(x− ua)
2 + (y − va)

2 = R2
a.

Vigyünk mindent bal oldalra, és az ı́gy megjelenő polinomot, mint x és y függvényét,
jelöljük a(x, y)-nal. Tehát

a(x, y) := (x− ua)
2 + (y − va)

2 −R2
a.

Ha a P (ξ, η) pont illeszkedik a körre, akkor a(ξ, η) = 0, különben nem. Mivel

(ξ − ua)
2 + (η − va)

2

az OaP szakasz hosszának négyzetét adja meg, ezért ha a(ξ, η) értéke negat́ıv, az azt
jelenti, hogy OaP

2 < R2
a, azaz P az a kör belsejében helyezkedik el. Ha pedig a(ξ, η)

értéke pozit́ıv, akkor P a körön ḱıvül van, és a(ξ, η) a P -ből a körhöz húzott érintő
hosszának négyzetét adja meg.

Sőt, mind a pozit́ıv, mind a negat́ıv esetben az is igaz, hogy a P -n át a körhöz húzott
tetszőleges szelőnek a körrel vett R, Q metszéspontjaira a PR · PQ érték állandó, azaz
független a szelő megválasztásától. Ezt az állandó értéket a P pont a körre vonatkozó
hatvány ának nevezzük, és értéke egyenlő OaP

2 −R2
a-tel, tehát a(ξ, η) értékével.

2.13. ábra. A PQ · PR érték független a szelő megválasztásától

A fentiek alapján azt mondjuk, hogy az

a(ξ, η) = t

egyenletet azok a pontok eléǵıtik ki, amelyeknek az a körre vonatkozó hatványa t.
Legyen az a-tól különböző b kör, melynek egyenlete:

b(x, y) = (x− ub)
2 + (y − vb)

2 −R2
b = 0.
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Keressük azokat a pontokat, melyekből az a-hoz és a b-hez húzott érintő szakaszok
hosszának aránya egy adott érték. Általánosabban, legyen c azon pontok mértani helye
a śıkban, melyeknek az a körre vonatkozó hatványa úgy aránylik a b körre vonatkozó
hatványhoz, mint α a β-hoz. Ekkor a c halmaz egyenlete:

βa(x, y)− αb(x, y) = 0. (2.23)

Az ı́gy előálĺıtott alakzat is kör (esetleg pont) vagy α = β esetén egy egyenes, hiszen
a (2.23) olyan kétváltozós egyenlet, melyben nem szerepel xy-os tag, és a másodfokú
tagok együtthatói megegyeznek.

2.6.2. Értelmezés. A βa(x, y)− αb(x, y) = 0 alakú görbék halmazát az a és b generálta
körsornak nevezzük.

Megjegyzés: A körsort bármelyik két tagja meghatározza, mivel bármelyik két
eleméből megkapható az összes többi elem egyenleteik lineáris kombinációival.

Megjegyzés: Ha a és b egy körsor két különböző köre, c pedig a körsor tetszőleges
eleme, akkor c különböző pontjainak az a-ra és b-re vonatkozó hatványainak aránya meg-
egyezik.

2.6.3. Értelmezés. Általánosabban, ha A(x, y) és B(x, y) kúpszeletek egyenletei, akkor
a βA(x, y) − αB(x, y) = 0 alakú görbék halmazát az A és B generálta kúpszeletsornak
nevezzük.
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3. fejezet

Poncelet tétele

Ebben a fejezetben egy igen érdekes, a kúpszeletek problémakörébe tartozó, mind a mai
napig kutatott tétellel foglalkozunk. Jean-Victor Poncelet 1822-ben kiadott könyvében
jelent meg először a róla elnevezett Poncelet-tétel. Az azóta eltelt szinte 200 év alatt
rengeteg matematikus foglalkozott a témával, olyanok is akadtak, akik kutatásaik során
ugyan nem tudatosan, de Poncelet eredményeire jutottak.

A fejezet első részében a Poncelet-szerkesztéssel rokon feladatokat vizsgálunk. Ennek
a résznek a fő forrása Hraskó András 2006-ban ı́rt doktori dolgozata ([4]). Az első három
alfejezetben található végtelen periodikus szerkesztési eljárásokhoz kapcsolódó tételeket ő
találta meg, és bizonýıtotta ezek ekvivalenciáját.

Ezt követően részletesen vizsgáljuk Poncelet gondolatmenetét, majd a tétel két igen-
csak eltérő bizonýıtását is megadjuk. Ugyancsak itt lesz szó Cayley eredményeiről is,
melyek a dolgozathoz tartozó program meǵırására sarkalltak.

3.1. Záródási tételek

3.1.1. Cikk-cakkok

Vizsgáljuk először a következő feladatokat!

3.1.1. Feladat. Adottak a kA, kB r sugarú körök, melyek nem mennek át egymás
középpontján. Továbbá adott az A1 pont a kA-n, és B1 a kB-n úgy, hogy az A1B1 sza-
kasz éppen r hosszúságú. Szerkesszünk meg az A1, B1, A2, B2, ... egyenlő oldalú poligont a
következő eljárás szerint:

a) An+1 legyen kA-nak a Bn-től r távolságra levő, An-től különböző pontja; illetve legyen
An+1 = An, ha nincs ilyen An-től különböző pont.

b) Bn+1 legyen kB-nek az An+1-től r távolságra levő, Bn-től különböző pontja; illetve
legyen Bn+1 = Bn, ha nincs ilyen Bn-től különböző pont.

Bizonýıtsuk be, hogy A4 = A1!

Megjegyzés: A feladat kijelentésében szereplő szerkesztési eljárást Zig-zag szer-
kesztésnek nevezzük.
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Megoldás: A 3.1. ábrán a kA, kB körök középpontjait OA, OB-vel jelöltük és a
feltüntetett szakaszok mind r hosszúságúak. Azt kell bebizonýıtani, hogy B3A1 hossza is
éppen r. Mivel az A1B1A2OA, OAA2B2A3, A3B2OBB3 négyszögek mind rombuszok, ezért
az A1B1, OAA2, A3B2 és B3OB szakaszok párhuzamosak egymással. Így az A1B1OBB3

négyszög is paralelogramma, tehát A1B3 a vele szemközti B1OB szakasszal együtt r
hosszúságú.

3.1. ábra. Az 1.1 feladat megoldása

3.1.2. Feladat. Adott a kA r sugarú kör és a kA középpontján át nem menő eB egyenes.
Továbbá adott az A1 pont a kA-n, és B1 az eB-n úgy, hogy az A1B1 szakasz éppen r
hosszúságú. Szerkesszünk meg az A1, B1, A2, B2, ... egyenlő oldalú poligont a Zig-zag eljárás
szerint, majd igazoljuk, hogy A5 = A1!

3.2. ábra. Az 1.2 feladat megoldása

Megoldás: A 3.2. ábrán a kA kör középpontját OA-val jelöltük és a feltüntetett szaka-
szok mind r hosszúságúak. Az A1B1, OAA2, A3B2 szakaszok párhuzamosak és egyenlőek,
mert az A1B1A2OA és az A2OAA3B2 négyszögek rombuszok. Ebből következik, hogy az
A1B1B2A3 négyszög paralelogramma és ı́gy A1A3 párhuzamos az eB egyenessel. Az előző
gondolatmenethez hasonlóan az indexeket kettővel megnövelve arra következtetünk, hogy
A3A5 is párhuzamos az eB egyenessel, azaz A5 egybeesik A1-gyel.

A bemutatott két feladat mögött az alábbi általános tétel húzódik meg:
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3.1.1. Tétel (Cikk-cakk tétel). Legyen kA és kB egy-egy kör vagy egyenes a térben.
Adott a ρ távolság úgy, hogy a két alakzat egyikén sincs olyan pont, amelytől a másik
alakzat minden pontja ρ távolságra lenne. Ha valamely A1B1 ρ hosszúságú szakaszból
kiindulva a Zig-zag szerkesztés n periódusú, azaz An+1 = A1 és Bn+1 = B1, akkor bármely
ρ hosszú szakaszból indulva n periódusú.

Megjegyzés: A tételben szereplő alakzatok pontjaira vonatkozó feltétel azért
szükséges, hogy tetszőleges A1B1 (A1 ∈ kA, B1 ∈ kB) ρ hosszúságú szakaszból kiindulva a
Zig-zag szerkesztés egyértelmű legyen.

Érdekességként megemĺıtjük a tétel felfedezéséhez vezető út nem föltétlen egymásra
épülő szakaszait. 1879-ben Darboux śıkbeli, négyszög alakú rúdszerkezeteket vizsgált.
Képzeljük úgy, hogy a négyszög oldalai rudak, a csúcsok pedig csuklók. Tehát a csúcsoknál
a két rögźıtett hosszú csatlakozó oldal elfordulhat egymáshoz képest. Darboux-t a
rúdszerkezetek lehetséges mozgásai érdekelték, és néhány egyenletet feĺırva a Jacobi-féle
elliptikus függvényekre vonatkozó azonosságokra emlékeztető összefüggéseket talált.

1916-ban Fricke, feleleveńıtve Lagrange észrevételeit az elliptikus függvények és a
gömbi geometria kapcsolatáról, bebizonýıtja a Cikk-cakk tételt két gömbi főkör között
cikázó poligonra. 1965-ben Bottema két, egy śıkban elhelyezkedő körre mondja ki a Cikk-
cakk tételt és a bizonýıtást Poncelete-tételére vezeti vissza. 1971-ben az MIT munkatársai
golyóscsapágyakkal kapcsolatos számı́tásokat végeznek számı́tógéppel, és közben felfedezik
a Cikk-cakk tétel térbeli változatát, melyet nem sokkal később anaĺızisbeli technikával be
is bizonýıtottak.

Sajnos a tétel csak egzisztencia jellegű! Nem tudunk meg semmit a körök elhe-
lyezkedéséről.

A továbbiakban csak azt az esetet vizsgáljuk, amikor k és l körök közös śıkban fek-
szenek. Ekkor legyen r és R a k illetve l sugara, d a két kör középpontjának távolsága,
és ρ a cakk hossza. Ezekhez a paraméterekhez tartozó cikk-cakk konfigurációt jelöljük
z(r, R, d, ρ)-val. Elvárható lenne, hogy az n lépésben záródásnak legyen egy algebrai
megfelelője, egy zn négyváltozós függvény, jobb esetben polinom úgy, hogy

zn(r, R, d, ρ) = 0 ⇐⇒ z(r,R, d, ρ) egy cikk-cakk konfiguráció

Ha az egyik alakzat – például l – egyenes, akkor csak a k kör r sugara, középpontjának
l-től való ∆ távolsága és a ρ hosszúság szükséges a rendszer meghatározásához, amit
jelöljük z′(r, ∆, ρ)-val, ı́gy a záródást jelentő z′n függvények háromváltozósak. A zn és z′n
függvények megtalálásához, amelyekről kiderült, hogy tényleg polinomok, azonban hosszú
út vezetett.
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3.1.2. A Ponzag szerkesztés

3.1.3. Feladat. Adottak a śıkban a k, l körök. Szerkesszünk háromszöget, melynek csúcsai
k-n, oldalfelezői pedig l-en vannak.

3.3. ábra. Az 1.3 feladat

A fenti feladat mélyén szintén egy végtelen szerkesztési eljárás lapul, melyet Ponzag
szerkesztésnek (PONcelet + zig-ZAG) nevezünk. Az eljárás lényege, hogy a k kör és az
l kör vagy egyenes esetén a k kör olyan A1A2 húrjából indul ki, amelynek F1 felezőpontja
illeszkedik l-re. Az An sorozatot a következő eljárást ismételve kapjuk meg: An legyen
az l kör An−1-ből kétszeresére nagýıtott képének és k-nak az An−2 ponttól különböző
metszéspontja; illetve An = An−2, ha nincs ilyen másik metszéspont. Az An−2An−1 szakasz
Fn−2 felezőpontja illeszkedik l−re, ı́gy az emĺıtett nagýıtott kép és k egyik metszéspontja
az An−2 pont lesz. Így nem fordulhat elő, hogy nincs metszéspont, azaz, hogy a szerkesztés
elakad. Az eljárás akkor lesz biztosan egyértelmű, ha l nagýıtott képe nem eshet egybe
k-val, azaz ha l nem a k középpontján áthaladó, fele akkora sugarú kör, mint k.

Kérdés, hogy mely A1 pontból kiindulva lesz a szerkesztési folyamat 3 lépéses peri-
odikus.

A 3.4. ábrán az ABC háromszög oldalainak FA, FB, FC felezőpontjai egy, az ABC-
hez hasonló háromszöget határoznak meg, ahol a hasonlósági arány 1/2, a hasonlósági
középpont a háromszögek közös G súlypontja. A G-re való (−1/2) arányú kicsinýıtés
az ABC háromszöget az FAFBFC-re, k-t l-re, az Ok középpontot az Ol középpontba
képezi le. Tehát egy már biztos: A kért háromszög csak akkor szerkeszthető, ha l éppen
fele akkor sugarú, mint k. Ilyenkor viszont a k kör bármely olyan AB húrja, amelynek FC

felezőpontja illeszkedik l-re, része egy megfelelő háromszögnek. Az l és k körök ismeretében
ugyanis megszerkeszthető a G pont, mint az OlOk szakasz Ol felöli harmadolópontja. A
G-re való (−2)-szeres nagýıtás l-et k-ra képezi. Legyen ennél a nagýıtásnál FC képe a C
pont. A G pont az ABC háromszög súlypontja és a CFC harmadolópontja. Ha most k-t
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(−1/2) arányban kicsinýıtjük a G ponton át, akkor az l körhöz, az A, B pontokból az l-re
illeszkedő FA, FB oldalfelezőpontokhoz jutunk.

3.4. ábra. Az 1.3 feladat megoldása

A feladat eredményét általánośıtja a következő tétel:

3.1.2. Tétel (Ponzag tétel). Adott a k kör és az l kör (vagy egyenes) úgy, hogy l ne
menjen át a k középpontján. Ha a Ponzag szerkesztés n lépésben periodikus a k egy olyan
húrjából kiindulva, amelynek felezőpontja az l-en van, akkor bármely ilyen tulajdonságú
húrból kiindulva is az.

Megjegyzés: A XIX. században ı́gy mondták volna ki: Ha van egy olyan n-szög,
amelynek csúcsai a k körön, oldalfelezőpontjai pedig az l körön (vagy egyenesen) vannak,
akkor végtelen sok ilyen tulajdonságú n-szög van.

Megjegyzés: Az általunk vizsgált n = 3 eset a Feuerbach körről1 szól.
A Cikk-cakk tétel eredményeihez hasonlóan algebrizáljuk a kapottakat. Egy két

körből álló Ponzag konfiguráció megadásához csak a k és az l kör R illetve r sugarára,
valamint a körök középpontjainak d távolságára van szükség. Jelöljük tehát a Ponzag kon-
figurációt pz(r, R, d)-vel. Ekkor a – feladat megoldása során kapott – záródást garantáló
pz3 háromváltozós polinom

pz3(r, R, d) = r − 2R

alakban ı́rható. A kapott összefüggésből látható, hogy a körök középpontjainak távolsága
nem játszik szerepet n = 3 esetén.

1 A háromszög oldalainak felezőpontjai, magasságainak talppontjai és a magasságpontot a csúcsokkal
összekötő szakaszok felezőpontjai a Feuerbach körön vannak. E kör középpontja felezi a magasságpontot
a háromszög köré ı́rt kör középpontját összekötő szakaszt, sugara a háromszög köré ı́rt kör sugarának a
fele.
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3.1.3. A Poncelet szerkesztés

3.1.4. Feladat. Adottak a śıkban a k, l körök. Szerkesszünk háromszöget, majd
négyszöget, amelynek csúcsai k-n vannak, oldalegyenesei pedig érintik l-et.

3.5. ábra. Az 1.4 feladat

A feladatban kért szerkesztési eljárás elég egyszerű. Ha kiindulunk a k kör l-et érintő
A1A2 húrjából, akkor A2-ből csak meg kell húznunk az l kör A1A2-től különböző érintőjét.
Az érintő és a k kör A2-től különböző metszéspontja lesz az A3 pont. A következő lépésben
A3-ból húzunk érintőt l-hez és ı́gy tovább. Ezt azt eljárást Poncelet szerkesztésnek
nevezzük.

A fenti feladat azt kérdezi, hogy mely A1A2 húr-érintőtől indulva lesz a folyamat 3,
illetve 4 lépésben periodikus. Hasonló eredményhez vezető feladattal már Euler is foglalko-
zott, hiszen egy neki tulajdońıtott tétel szerint a háromszög szerkeszthetőségének feltétele

R2 − d2 = 2Rr,

ahol R és r a háromszög körüĺırt illetve béırt körének sugarai és d a két kör középpontjának
távolsága.

3.6. ábra. Háromszög hozzá́ırt és körüĺırt köre

A mi esetünkben nem biztos, hogy a két kör egymásban van, ugyanis - mint ahogy
a 3.6. ábrán látható - l lehet a keresett háromszög hozzá́ırt köre is. Ekkor a fenti összefüggés
kissé módośıtva, ı́gy néz ki:

|R2 − d2| = 2Rr.
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A húrérintő négyszögre vonatkozó analóg, de kissé bonyolultabb összefüggést Euler
tańıtványa, Fuss találta meg 1797-ben:

2r2(R2 + d2) = (R2 − d2)2

A probléma nagyobb n-ekre rohamosan nehezedik. Öt-, hat-, hét-, és nyolcszögek esetén
Fuss már csak azt a speciális esetet vizsgálta, amikor a sokszög szimmetrikus a körök
centrálisára.

A nagy változást Poncelet 1817-ben megjelent tétele hozta. Ez a tétel az eddigi
jelöléseket követve a következőképpen fogalmazható meg.

3.1.3. Tétel. Legyenek k és l egymást nem érintő, nemelfajuló kúpszeletek. Ha van
olyan húr-érintő, amelyből indulva a Poncelet-szerkesztés n periódusú, akkor bármely húr-
érintőből indulva n periódusú.

Megjegyzés: Poncelet tovább általánośıtva a tételt αk +βl kúpszeletsorokra is kiter-
jesztette. A fenti tétel az általános tétel egy speciális esete.

Az előző két szerkesztési eljáráshoz hasonlóan itt is keressük a k és l paramétereit
tartalmazó algebrai relációt, mely esetén a k és l kúpszeletek n periódusú konfigurációt
alkotnak (Pn).

Az elmúlt két évszázadban több matematikus is foglalkozott a fenti kérdéssel. Fuss
1797-ben, Steiner 1827-ben, Richelot 1830-ban, Jacobi 1881-ben, Chaundy 1923-ban és
Kerawala 1947-ben találtak összefüggéseket. Ezek azonban már elég kicsi n-ek esetén
(n ≥ 5) meglehetősen bonyolultak.

1828-ban Jacobi az elliptikus integrálokkal hozta kapcsolatba a Poncelet-tételt, majd
1853-ban Cayley ismerve Fuss, Steiner, Poncelet és Jacobi eredményeit, utóbbi módszerét
követve, megtalálta a képleteket. Eredményeit a következő tétel foglalja össze:

3.1.4. Tétel (Cayley tétele). Jellemezzük a k és l kúpszeletet a K illetve a L
mátrixokkal, majd képezzük a t ·K +L mátrixot. E mátrix determinánsának négyzetgyökét
a t változó szerint sorbafejtve a következőt kapjuk:

√
det(t ·K + L) = A0 + A1 · t + A2 · t2 + · · ·

A Poncelet szerkesztés pontosan akkor n periódusú, ha
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A2 A3 . . . Am Am+1

A3 A4 . . . Am+1 Am+2
...

...
. . .

...
...

Am Am+1 . . . A2m−2 A2m−1

Am+1 Am+2 . . . A2m−1 A2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, amikor n = 2m + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A3 A4 . . . Am Am+1

A4 A5 . . . Am+1 Am+2
...

...
. . .

...
...

Am Am+1 . . . A2m−3 A2m−2

Am+1 Am+2 . . . A2m−2 A2m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, amikor n = 2m
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3.1.5. Tétel (Cayley tétele körökre). Adottak a k és l körök az

x2 + y2 = R2 és az (x− d)2 + y2 = r2

egyenleteik által. Az egyenleteknek megfelelő K illetve L mátrixokból képzett t · K + L
mátrix determinánsa:

(1 + t)[r2 + (R2 + r2 − d2)t + R2t2].

Bizonýıtás:

t ·K + L = tR2 − tx2 − ty2 + r2 − x2 + 2xd− d2 − y2 =

= (−t− 1)x2 + (−t− 1)y2 + 2dx + (tR2 + r2 − d2) =

=
(

x, y, 1
) ·



−t− 1 0 d

0 −t− 1 0
d 0 tR2 + r2 − d2


 ·




x
y
1




⇒ det(t ·K + L) = det



−t− 1 0 d

0 −t− 1 0
d 0 tR2 + r2 − d2


 =

= (−t− 1)(−t− 1)(tR2 + r2 − d2)− d2(−t− 1) =

= (1 + t)[(1 + t)(tR2 + r2 − d2) + d2] =

= (1 + t)[tR2 + r2 − d2 + t2R2 + tr2 − td2 + d2] =

= (1 + t)[r2 + (R2 + r2 − d2)t + R2t2]. ¥

A 3.1.4 tétel alapján a kapott kifejezés négyzetgyökét t szerint sorbafejtve kapjuk,
hogy:

√
(1 + t)[r2 + (R2 + r2 − d2)t + R2t2] =

= A + B · t + C · t2 + D · t3 + E · t4 + F · t5 + G · t6 + H · t7 + . . .

= r + 1
2

(R2+2r2−d2)
r

· t +
(

1
2

2R2+r2−d2

r
− 1

8
(R2+2r2−d2)2

r3

)
t2+

+
(

1
2

R2

r
− 1

4
(R2+2r2−d2)(2R2+r2−d2)

r3 + 1
16

(R2+2r2−d2)3

r5

)
t3+

+
(
−1

8
2R2(R2+2r2−d2)−(2R2+r2−d2)2

r3 + 3
16

(R2+2r2−d2)2(2R2+r2−d2)
r5 −

− 5
128

(R2+2r2−d2)4

r7

)
t4 + . . .

A Cayley-tétel alapján a Poncelet szerkesztéssel rajzolt poligon n lépésben záródik,
ha teljesülnek a következő összefüggések. Ezen feltételek teljesülése mellett végtelen sok
olyan n-szög ı́rható a k körbe, melyek oldalai egyidejűleg az l kört érintik.
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n = 3 esetén: |C| = 0

4r2R2 −R4 + 2R2d2 − d4

8r3
= 0 ⇔

(−R2 + 2rR + d2)(R2 + 2rR− d2) = 0

n = 4 esetén: |D| = 0

−2r2R4 − 2r2d4 −R6 + 3R4d2 − 3R2d4 + d6

16r5
= 0 ⇔

(R− d)(R + d)(−R4 + 2R2d2 + 2r2R2 − d4 + 2r2d2) = 0

n = 5 esetén:

∣∣∣∣
C D
D E

∣∣∣∣ = 0

16r4d4 + 24r2R2d4 − 8r2R6 − 16r2d6+

+5R8 + 5d8 − 20R6d2 + 30R4d4 − 20R2d6 = 0

n = 6 esetén:

∣∣∣∣
D E
E F

∣∣∣∣ = 0

−70R4d6 + 48r4R2d4 + 32r6d4 − 48r4d6 − 10r2R8 + 30r2d8+

+35R2d8 − 35R8d2 + 70R6d4 + 60r2R4d4 − 80r2R2d6 + 7R10 − 7d10 = 0

n = 7 esetén:

∣∣∣∣∣∣

C D E
D E F
E F G

∣∣∣∣∣∣
= 0

128r8d4 + 192r6R2d4 + 240r4R4d4 − 480r4R2d6 − 256r6d6 + 21R12+

+21d12 + 240r4d8 − 560r2R4d6 + 420r2R2d8 + 280r2R6d4 − 28r2R10−
−112r2d10 − 420R6d6 + 315R4d8 − 126R10d2 + 315R8d4 − 126R2d10 = 0

n = 8 esetén:

∣∣∣∣∣∣

D E F
E F G
F G H

∣∣∣∣∣∣
= 0

−1680r2R6d6 + 1890r2R4d8 + 630r2R8d4 − 1008r2R2d10 − 33d14 + 33R14+

+1155R6d8 − 231R12d2 + 693R10d4 − 693R4d10 − 1155R8d6 + 231R2d12−
−560r4d10 + 560R6r4d4 + 1680R2r4d8 − 1680R4r4d6 − 640r8d6 + 256r10d4+

+800r6d8 − 42r2R12 + 210r2d12 + 480R4r6d4 − 1280R2r6d6 + 384R2r8d4 = 0
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A fenti képletek használhatóságán elgondolkodva nem csoda, ha egyesek közeĺıtő
megoldásokat kerestek: Weill 1878-ben talált egy algoritmust, amely közeĺıtő megoldást
ad páros n-ek esetén. Mi is ezt tettük, de tetszőleges n esetén.

Mielőtt rátérnénk a Poncelet-tétel bizonýıtására nézzük még meg két igen érdekes és
nemcsak matematikai, hanem esztétikai értelemben is szép, talán meglepő következményét
a tételnek.

3.1.1. Következmény (Steiner poriszmája). Ha két koncentrikus kör úgy helyezkedik
el, hogy az egyik a másik belsejébe esik, és ezután olyan köröket rajzolunk, amelyek sorjában
egymást is és az eredeti két kört is érintik, akkor megtörténhet az az eset, hogy az érintő
körök sorozata bezárul; n körből álló gyűrűt kapunk, amelyben az utolsó érinti az elsőt.
Ebben az esetben a gyűrű első körének minden olyan kört kiválaszthatunk, amely érinti az
eredeti két kört.

3.7. ábra. Steiner poriszmája

3.1.2. Következmény. A 3.1.1 következmény konfigurációjában a gyűrűt alkotó körök
középpontjai ellipszist alkotnak. Sőt, a gyűrűt alkotó, páronként egymást érintő körök
középpontjait összekötő szakaszok egy kört érintenek.

3.8. ábra. Steiner poriszmája és Poncelet tétele
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3.2. A Poncelet tétel

3.2.1. A Poncelet-tétel születése

Jean-Victor Poncelet 1788. január 7-én született a franciaországi Metzben. Egyetemi
tanulmányai alatt Monge tańıtványa volt, majd francia hadmérnök–tábornokként,
Napóleon oroszországi hadseregében szolgált. 1812 telén a ,,nagy armada” veresége után
orosz fogságba esett. A rabságban feleleveńıtette magában az egyetemi tanulmányait,
olvasmányait, Monge geometriai módszereit vizsgálta. Szellemi közegtől elzártan a
geometria új területeit fedezte fel. Megalkotta az ideális pontok illetve a projekt́ıv transz-
formáció fogalmát, és elméjében furcsa körtáncra indultak a poligonok. 1814 szeptem-
berében szabadult és visszatért Franciaországba. A fogságban fogant gondolatai 1822-
ben jelentek meg ,,Értekezés az alakzatok projekt́ıv tulajdonságairól” ćımmel. Ebben a
művében jelent meg a következő tétel:

3.2.1. Tétel (Poncelet tétele). Adottak az egymást nem érintő e és a körök, a az e
belsejében. Az e körön tetszőlegesen választott A0 pontból indulva megszerkeszthetjük az e
kör A1, A2, A3, ... pontjait úgy, hogy A0A1, A1A2, A2A3 . . . egyenesek érintsék az a kört és
bármely két, a sorban egymást követő egyenes különbözzék egymástól. Előfordulhat, hogy
bizonyos számú lépésben visszajutunk a kezdőpontba, azaz An = A0. Ekkor az e kör bármely
másik pontjából indulunk is ki, biztosan visszatérünk a kezdőpontba, mégpedig ugyanannyi
lépésben, mint előzőleg (n).

Megjegyzés: A tétel tehát nem azt mondja ki, hogy mindig visszajutunk, hanem azt,
hogy a visszatérés nem a kezdőpont és a lépésszám megválasztásától, hanem a két kör
nagyságától, egymáshoz viszonýıtott helyzetétől függ.

Megjegyzés: Koncentrikus körök esetén a tétel álĺıtása triviálisan teljesül. Minden
más esetben meglehetősen nehéz a bizonýıtás.

Emlékezzünk most újra a 3.1.4 feladatra. Poncelet előbbi tétele alapján mondhatjuk,
hogy ha a 3.1.4 feladat adataira teljesül Euler R2−d2 = 2Rr összefüggése, akkor végtelen
sok megoldás van, ha nem teljesül, akkor nem létezik ilyen háromszög.

3.9. ábra. Poncelet tétele n = 3 esetén
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A helyzet ahhoz hasonló, mint amikor három szögből akarunk háromszöget szer-
keszteni. Csak akkor van megoldás, ha a szögek összege 180◦, ekkor viszont végtelen
sok megoldás van, sőt a háromszög egyik oldala tetszőlegesen kiválasztható. Ehhez ha-
sonlóan itt, ha az e, a körök R, r sugarai és középpontjaik d távolsága kieléǵıti az Euler-
összefüggést, akkor az e kör bármely pontja választható egy e-be és a köré ı́rt háromszög
csúcsának.

Poncelet viszont azt is vizsgálta, hogy milyen adatokra nem teljesül az Euler
összefüggés, és igen érdekes eredményre jutott. Kiderült ugyanis, hogy a szerkesztendő
háromszögek nagyon szabályos módon nem léteznek. Ilyen megviláǵıtásban az Euler tétel
nem egyszerűen csak a háromszögről és annak két nevezetes köréről, hanem egy körsor
elemei között ḱıgyózó poligon záródásáról is szól.

A 3.10. ábrán rossz adatokból próbáltunk háromszöget szerkeszteni. Az e és a köröket
a rossz adatoknak megfelelően vettük fel. Ezt követően felvettünk az e körön próbaként
egy A pontot, majd ebből érintőt húztunk az a körhöz, mely az e körből kimetszette a
B pontot. A Poncelet szerkesztési eljárásnak megfelelően a B-ből ismét érintőt húztunk
a-hoz és kaptuk C-t. A CA egyenes láthatóan nem érinti már az a kört. Ez természetesen
várható is volt. Az viszont már meglepő, hogy újabb e-n levő pontokból kiindulva, az
eljárást többször megismételve, az a-t nem érintő CiAi szakaszok mindegyike egy másik
kört érint: c-t. Ráadásul a c kör az a és e körök körsorához tartozik. Ezt Poncelet is
észrevette és bizonýıtotta is.

3.10. ábra. ,,Rossz” adatokból szerkesztett háromszögek
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3.2.2. A Poncelet-tétel elemi bizonýıtása

A tétel különböző nézőpontokból való részletes elemzése után elérkezett az idő, hogy
be is bizonýıtsuk. Előbb azonban lássunk néhány, a tétel bizonýıtásának tárgyalását
egyszerűbbé tevő, segédtételt és azok bizonýıtását.

3.2.1. Lemma. Ha A és B rögźıtett pontok a śıkban, akkor azon M pontok mértani helye,
amelyekre αMA2 + βMB2 = c (állandó), a következő:

a) ha α + β = 0, akkor egy egyenes, mely merőleges AB-re;

b) Ha α + β 6= 0, akkor

i) üres halmaz, vagy

ii) egy pont, vagy

iii) egy olyan kör, melynek középpontja az AB egyenesen van.

Bizonýıtás:

a) α + β = 0 ⇒ β = −α ⇒ MA2 − MB2 = c
α
. Legyen M0 az M pont AB-re eső

vetülete, ekkor MA2 = MM2
0 + M0A

2 és MB2 = MM2
0 + M0B

2 és ı́gy

c

α
= MA2 −MB2 = M0A

2 −M0B
2 = (M0A−M0B)(M0A + M0B).

Következik, hogy az M0 pont – az M vetülete – rögźıtett, ı́gy az M az M0-ban az
AB-re emelt merőlegesen van. Mivel minden ilyen pont teljeśıti a feltételt, a keresett
mértani hely az egész egyenes.

b) Ha α, β > 0, akkor az (AB)-n felvesszük azt a C pontot, amelyre CA
CB

= β
α
, ekkor

CA = β
α+β

AB és CB = α
α+β

AB.

Az MAB háromszögben az MC egyenesre alkalmazzuk a Stewart tételt:

MA2 · CB + MB2 · CA−MC2 · AB = CB · CA · AB,

vagyis
αMA2 + βMB2

α + β
−MC2 =

αβ

(α + β)2
· AB2 ⇒

⇒ MC2 =
c

α + β
− αβ

(α + β)2
· AB2 =: x.

Ha x > 0, akkor M egy C középpontú,
√

x sugarú kört ı́r le; ha x = 0, a mértani
hely a C pont; ha pedig x < 0 a mértani hely üres halmaz. ¥

Megjegyzés: Ha α < 0, a B és M szerepét felcseréljük.

3.2.2. Lemma. Legyen C(O1, R1) és C(O2, R2) két tetszőleges kör és d egy egyenes, mely
metszi e köröket az A,D illetve B, C pontokban. Ha X az A, B, C, D pontok valamelyike,
jelöljük eX-szel az X pontban ahhoz a körhöz húzott érintőt, amelyen X rajta van. Ha
eC ∩ eD = {M}, eC ∩ eA = {N}, eB ∩ eA = {P} és eD ∩ eB = {Q}, akkor az MNPQ
négyszög köré ı́rható kör középpontja, az O1 és O2 pontok kollineárisak.
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3.11. ábra. A 2.2 lemma

Bizonýıtás: A PO2B és PO1A derékszögű háromszögekből

PO2
2 = PB2 + R2

2, PO2
1 = PA2 + R2

1 (3.1)

A PAB háromszögben a szinusztételt alkalmazva kapjuk, hogy

PA

PB
=

sin(180◦ − v)

sin u
=

sin v

sin u
= α ⇒ PA2 = α2PB2,

tehát a (3.1) szerint
PO2

1 − α2PO2
2 = R2

1 − α2R2
2.

Hasonlóan, MO2
2 = MC2 + R2

2, MO2
1 = MD2 + R2

1,

MD

MC
=

sin(180◦ − v)

sin u
=

sin v

sin u
= α ⇒ MD2 = α2MC2,

ı́gy
MO2

1 − α2MO2
2 = R2

1 − α2R2
2.

Ugyanilyen meggondolások alapján

NO2
1 − α2NO2

2 = QO2
1 − α2QO2

2 = PO2
1 − α2PO2

2 = MO2
1 − α2MO2

2 = R2
1 − α2R2

2,

ı́gy a 3.2.1 lemma alapján az M, N,P,Q pontok egy olyan körön helyezkednek el, amelynek
középpontja az O1O2 egyenesen van. ¥
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Megjegyzés: A bizonýıtásból kitűnik, hogy a tulajdonság egy módośıtott változata
is igaz: Ha az MNPQ négyszög a C(O3, R3) körbe ı́rható és a d egyenes az A, B, C illetve
D pontokban metszi az NP , PQ, MN és MQ egyeneseket, akkor az O3 pont rajta van
az MQ és NP -t a D illetve A-ban és az MN illetve PQ-t a C és B-ben érintő két kör
középpontja által meghatározott egyenesen.

3.2.3. Lemma. Legyen a C(O2, R2) kör a C(O1, R1) kör belsejében. Az A0 ∈ C(O1, R1)
pontból kiindulva megszerkesztjük az A0, . . . , An, . . . pontsorozatot úgy, hogy AkAk+1 érinti
a C(O2, R2) kört és Ak ∈ C(O1, R1) ∀k ∈ N. Hasonlóan megszerkesztjük a B0, . . . , Bn, . . .
sorozatot is. Igazoljuk, hogy létezik egy olyan kör, amelynek középpontja az O1O2 egyenesen
van és amely érinti az összes AkBk egyenest.

3.12. ábra. A 2.3 lemma

Bizonýıtás: A 3.12. ábra szerint jelöljük C1, C2, D1, D2-vel az érintési pontokat,
valamint legyenek

C1D1 ∩ A0B0 = {M}, C1D1 ∩ A1B1 = {N},
C2D2 ∩ A1B1 = {N ′}, C2D2 ∩ A2B2 = {P}.

Tekintsük azt a C(O3, R3) kört, amely A0B0-t M -ben, A1B1-t pedig N -ben érinti.
A 3.2.2 lemmát alkalmazva a C(O3, R3), C(O2, R2) körökre és az M − D1 − C1 − N

egyenesre kapjuk, hogy O3 ∈ O1O2. Hasonlóan, az A1B1-t N ′-ben és az A2B2-t P -ben
érintő C(O4, R4) kör O4 középpontja is az O1O2 egyenesen van. (∗)
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B1ND14-ben: B1N
sin u

= B1D1

sin v

A1NC14-ben: NA1

A1C1
= sin u

sin(180◦−v)
= sin u

sin v

}
⇒ B1N

NA1

=
B1D1

A1C1

. (1)

Hasonló meggondolások miatt

N ′A1

N ′B1

=
A1C2

B1D2

. (2)

De
B1D1 ≡ B1D2

A1C1 ≡ A1C2

}
(1),(2)
=⇒ B1N

NA1

=
B1N

′

N ′A1

⇒ N = N ′,

tehát a C(O3, R3) és C(O4, R4) körök N -ben érintik az A1B1 egyenest, és ı́gy középpontjuk
az N -ben az A1B1-re emelt merőlegesen van. A (∗) szerint mindkét középpont az O1O2

egyenesen is rajta van, tehát mindkét középpont közös pontja két nem egybeeső egyenes-
nek, és ı́gy a két középpont egybeesik. Mivel az N közös pontja a két körnek és a körök
középpontjai egybeesnek, ezért a két kör teljes egészében egybeesik, vagyis az a kör, amely
A0B0-t M -ben és az A1B1-t N -ben érinti, érinti az A2B2-t is.

Az előbbi gondolatmenetet megismételve az A1B1, A2B2 és A3B3 egyenesekre kapjuk,
hogy C(O3, R3) érinti A3B3-t is; indukcióval az is belátható, hogy C(O3, R3) az összes
AkBk egyenest is érinti. ¥

3.2.2. Tétel (Poncelet-tétel). Az előbbi tulajdonság jelöléseit használva, ha az
A0, . . . , An, . . . sorozat periodikus, azaz valamilyen k 6= 0-ra A0 = Ak, akkor tetszőleges
B0 ∈ C(O1, R1) pontból kiindulva a B0, . . . , Bn, . . . sorozat is periodikus, és Bk = B0.

Bizonýıtás: Tekintsük a 3.2.3 lemmában megszerkesztett C(O3, R3) kört, amely érinti
az összes AnBn egyenest. A0B0 és AkBk is érinti a C(O3, R3) kört, és mivel Ak = A0, az
A0B0 és A0Bk is érinti a C(O3, R3) kört. Tételezzük fel, hogy B0 ∈ (A0A1) a kisebb köŕıven
van. Ekkor B1 az (A1A2) köŕıvhez tartozik és általában Bk az (AkAk+1)-hez, és ı́gy (mivel
Ak = A0 és Ak+1 = A1) a Bk pont is az (A0A1) köŕıven van. Az A0A1 viszont metszi a
C(O3, R3) kört és egy szelő egyik oldalán egy adott pontból nem húzható két érintő egy
körhöz, tehát B0 = Bk. ¥
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3.2.3. Poncelet általános tétele

Most kijelentjük a tételt általánosabb esetben, és az előbbi nehézkes elemi bizonýıtás
után adunk egy újabb, igen érdekes bizonýıtást.

3.2.3. Tétel (Poncelet általános tétele). Legyen e egy nem metsző körsor egyik köre,
az a1, a2, . . . , an iránýıtott körök pedig ugyanennek a körsornak az e belsejében található,
nem feltétlenül különböző tagjai. Az e körön felvett A0 pontból kiindulva megszerkesztjük
ugyanezen a körön az A1, A2, . . . , An pontokat úgy, hogy az A0A1, A1A2, . . ., An−1An egye-
nesek rendre érintsék az a1, a2, . . ., an köröket, az iránýıtásnak2 megfelelően. Előfordulhat,
hogy a szerkesztés végén éppen visszajutunk, azaz An = A0. Ebben az esetben az e kör
bármelyik pontjából is indulunk ki, az n-edik lépés után vissza fogunk jutni a kezdőpontba
tetszőleges sorrendben húzva az érintőket a körökhöz.

A bizonýıtás előtt szükségünk van néhány absztrakt algebrai eszközre; előbb vezessük
be ezeket.

Tekintsük az e kör pontjainak halmazán azt a leképezést, amely az X ∈ e ponthoz
hozzárendeli az X-ből az a (iránýıtott) körhöz húzott, az iránýıtásnak megfelelő, e-vel
való második metszéspontját.

a) Ha az a kör megegyezik e-vel, akkor ez a leképezés az identitás, azaz a helyben
hagyás.

b) Ha az a kör koncentrikus e-vel, de nem egyezik meg vele, akkor a vizsgált transz-
formáció egy egyszerű elforgatás.

c) Más esetben a forgatáshoz hasonló hozzárendelést kapunk, melyet ferde elfor-
gatásnak nevezünk.

d) Két - azonos pont körüli - elforgatás kompoźıciójaként újabb elforgatást kapunk,
melynek szöge az eredeti forgási szögek összege.

A fent léırtak úgy foghatók fel, mintha az e körből és a körsor e belsejében fekvő iránýıtott
köreiből álló P halmazon lenne egy ⊗ művelet, melyre:

(a⊗ b)⊗ c′ = e

azaz
a⊗ b = (c′)−1

Poncelet természetesen szót sem ejtett ilyen absztrakt algebrai fogalmakról, de
lényegében megmutatta, hogy a ⊗ művelet asszociat́ıv és kommutat́ıv. Tehát a P hal-
maz a ⊗ műveletre nézve kommutat́ıv, azaz Abel csoportot alkot, ahol e egységelem, és
egy iránýıtott kör inverze ugyanaz a kör ellentétes iránýıtással.

A fenti eszközök birtokában lehetőségünk van a fent kijelentett – a korábbiaknál jóval
általánosabb – tétel egyszerű bizonýıtására.

2 Mivel egy külső pontból egy körhöz két érintő húzható, a szerkesztési bonyodalmak elkerülése végett,
rögźıtsünk a körsor körein egymástól függetlenül egy-egy forgatási irányt.
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Bizonýıtás: Az e körvonal a1, a2, . . . , an körökre vonatkozó ferde elforgatásainak
kompoźıciója a körsor

b = a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an

iránýıtott köre által meghatározott ferde elforgatással egyezik meg. Ez a transzformáció
az A0 pontot önmagába képezi, tehát a b iránýıtott körhöz A0-ból húzott érintő nem
metszheti az e kört, hanem azt is érinti. Ez azt jelenti, hogy b = e, hiszen a körsor
többi elem e belsejében van és nem érinti e-t. Az e által meghatározott ferde forgatás az
identitás, tehát az A0 pont helyett bármelyik másik pontból indulunk is ki, visszajutunk
hozzá. A csoport kommutativitása miatt az se számı́t, hogy milyen sorrendben húzzuk az
érintőket a megadott körökhöz. ¥
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4. fejezet

A matematikai inga és a
Poncelet-tétel kapcsolata

Ebben a fejezetben a Poncelet-tételt más megviláǵıtásba helyezzük. Az már kiderült,
hogy a Cayley-tétel szolgáltatta képletek a gyakorlatban nem alkalmazhatók, azaz ha
például két kör közé illeszkedő hétszöget szeretnénk látni, akkor a feladat megoldhatóságát
biztośıtó egzakt képletekkel nem sokra megyünk.

Ez motivált egy olyan algoritmus meǵırására, amely tetszőleges lépésszám esetén ki-
rajzolja a ḱıvánt konstrukciót. Ez az algoritmus meg is szültetett: a Matlabban ı́rt pro-
gram az inga mozgását felhasználva, közeĺıtő megoldást ad a problémára. Ekkor úgy
döntöttünk, hogy továbbfejlesztjük a programot, és a különböző kezdőértékekből származó
adatokkal kezdtünk dolgozni. Az ı́gy nyert adatokból regressziószámı́tással elő szerettük
volna álĺıtani Cayley egzakt képleteit, mely az algoritmus alapjául szolgáló inga-modell
helyességének egyfajta számı́tógépes bizonýıtásának is tekinthető. n = 3 és n = 4 eset-
ben elő is álltak a képletek: a legkisebb négyzetek módszerével megtalált paraméterek –
a képletekben szereplő együtthatók – jól megközeĺıtették az egzakt értékeket. Nagyobb
lépésszámra azonban még finomı́tani kell a számı́tásokon.

A következőkben egy-egy alfejezetben foglalkozunk a program hátterében álló matem-
atikai ingával és annak pályájával, majd ennek kapcsán az elliptikus integrálokkal.
Bevezetjük a Jacobi-féle elliptikus függvényeket, majd ezek seǵıtségével tanulmányozzuk
a Poncelet-poligonok záródását. A fejezet a polinomillesztés alapjául szolgáló legkisebb
négyzetek módszerének léırásával zárul.
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4.1. A matematikai inga pályája

4.1. ábra. A matematikai inga

A matematikai inga olyan idealizált inga, amely egy l hosszúságú súlytalan fonálból
és egy rá erőśıtett m tömegű tömegpontból áll. Jelöljük a fonal függőlegessel bezár szögét
ϕ-vel (−∞ < ϕ < ∞). Ekkor Newton második törvénye1 alapján, felhasználva, hogy

|F | = m · |g| · sin ϕ és a = l · ϕ̈,

kapjuk, hogy
m · l · ϕ̈ = −m · g · sin ϕ;

vagyis az inga mozgásegyenlete:

ϕ̈ +
g

l
sin ϕ = 0,

ahol ϕ a szögkitérést, mı́g ϕ̈ a szöggyorsulást jelöli. A fenti egyenlet Mathieu2-egyenletként
is ismert.

A továbbiakban vizsgáljuk a matematikai inga pályáját. Az x1 := ϕ és x2 := ϕ̇
jelöléseket bevezetve, a fenti differenciálegyenlet át́ırható az

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −g
l
sin x1

autonóm differenciálegyenlet-rendszerré, ahol x2 = ϕ̇ a szögsebességet jelöli.
Tudjuk, hogy autonóm differenciálegyenlet-rendszernek három féle pályája lehet: egy

pont (egyensúlyi állapot), egyszerű zárt görbe (a megoldás periodikus) vagy egy egyenessel
holomorf pálya (az egyenesnek van a pályára történő bijekciója). Ezeket az eseteket fogjuk
megvizsgálni.

1 F = m · a, ahol F az m gyorśıtandó tömegre kifejtett erővektor és a a gyorsulásvektor
2 Émile Léonard Mathieu (1835. május 15., Metz − 1890. október 19., Nancy) francia matematikus
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Legyen ϕ(t0) = ϕ0 = 0 a kezdeti szögkitérés, valamint ϕ̇0 a kezdeti szögsebesség a t0
pillanatban. Szorozzuk be az inga ϕ̈ + g

l
sin ϕ = 0 egyenletét ϕ̇ 6= 0-val, ekkor azt kapjuk,

hogy

ϕ̈ϕ̇ +
g

l
ϕ̇ sin ϕ = 0 ⇔ d

dt

[
1

2
(ϕ̇)2 +

g

l
(1− cos ϕ)

]
= 0

Jelölje

E(ϕ, ϕ̇) :=
1

2
(ϕ̇)2 +

g

l
(1− cos ϕ).

Ekkor az energiamegmaradás elvéből következik, hogy E(ϕ, ϕ̇) a mozgások mentén
állandó, tehát

1

2
(ϕ̇)2 +

g

l
(1− cos ϕ) = c, c ∈ R. (4.1)

A) Ha c = 0, akkor
1

2
(ϕ̇)2 +

g

l
(1− cos ϕ) = 0

és mivel a bal oldalon levő összeg mindkét tagja pozit́ıv, következik, hogy ϕ̇ = 0 és
cos ϕ = 1, vagyis ϕ = 2nπ, n ∈ Z. Ebben az esetben az inga egyensúlyi helyzetben
van.

B) Ha c 6= 0, akkor t0 = 0 esetén ϕ0 = 0, ı́gy az 1
2
(ϕ̇0)

2 + g
l
(1 − 1) = c egyenletből

kapjuk, hogy

c =
1

2
(ϕ̇0)

2

Tételezzük fel, hogy ϕ̇0 = 0. Ekkor a (4.1) egyenlet g
l
(1−cos ϕ) = 1

2
(ϕ̇0)

2 alakú lesz.
A zárójel eltüntetése után kapjuk, hogy

1− l

2g
(ϕ̇0)

2 = cos ϕ (4.2)

a) Ha
∣∣∣1− l

2g
(ϕ̇0)

2
∣∣∣ < 1 akkor a (4.2) egyenletből ϕ = arccos

(
1− l

2g
(ϕ̇0)

2
)

.

b) Ha
∣∣∣1− l

2g
(ϕ̇0)

2
∣∣∣ = 1, akkor két eset lehetséges:

i) l
2g

(ϕ̇0)
2 = 0 ⇒ ϕ̇0 = 0

Visszahelyetteśıtve a (4.2)-ba cos ϕ = 1, tehát ϕ = 2nπ, n ∈ Z

ii) l
2g

(ϕ̇0)
2 = 2 ⇒ (ϕ̇0)

2 = 4g
l

⇒ ϕ̇0 = ±2
√

g
l

(kritikus sebesség)

Visszahelyetteśıtve a (4.2)-ba cos ϕ = −1, tehát ϕ = (2n + 1)π, n ∈ Z

c) Ha
∣∣∣1− l

2g
(ϕ̇0)

2
∣∣∣ > 1, akkor az inga körbe forog.
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4.2. A matematikai inga periódusa

Ismét az inga ϕ̈ + g
l
sin ϕ = 0 mozgásegyenletéből indulunk ki, melyet integrálva a

(
dϕ

dt

)2

= 2
g

l
(cos ϕ− cos ϕ0)

egyenlethez jutunk, ahonnan kapjuk, hogy

dϕ

dt
=

√
2g

l

√
cos ϕ− cos ϕ0

innen pedig a következő összefüggés adódik:

dϕ√
cos ϕ− cos ϕ0

=

√
2g

l
dt.

A periódus meghatározásához a fenti kifejezést kell integrálni a teljes körön, ami úgy
is kiszámı́tható, hogy csak a negyed körön integrálunk (0 → ϕ0), majd a kapott értéket
szorozzuk néggyel. Tehát

T

4
=

√
l

2g

∫ ϕ0

0

dϕ√
cos ϕ− cos ϕ0

Felhasználva, hogy cos ϕ = 1− 2 sin2 ϕ
2
, a bal oldalon a nevezőben a gyök alatt

cos ϕ− cos ϕ0 = 2
[
sin2 ϕ0

2
− sin2 ϕ

2

]
,

ezt behelyetteśıtve

T

4
=

1

2

√
l

g

∫ ϕ0

0

dϕ√
sin2 ϕ0

2
− sin2 ϕ

2

.

Innen kifejezve T -t kapjuk, hogy

T = 2

√
l

g

∫ ϕ0

0

dϕ√
sin2 ϕ0

2
− sin2 ϕ

2

Az elsőfajú elliptikus integrálokkal való kapcsolatteremtés érdekében a következő
helyetteśıtést végezzük:

z =
sin2 ϕ

2

sin2 ϕ0

2

⇒ dz =
cos ϕ

2

2 sin ϕ0

2

dϕ

Ekkor

T = 4

√
l

g

∫ ϕ0

0

cos ϕ
2

2 cos ϕ
2

sin ϕ0

2

√
1− sin2 ϕ

2

sin2 ϕ0
2

dϕ
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A helyetteśıtés közben felhasználva, hogy

cos2 ϕ

2
= 1− sin2 ϕ

2
= 1−

(
z sin

ϕ0

2

)2

,

majd bevezetve a ρ := sin ϕ0

2
jelölést kapjuk, hogy

T = 4

√
l

g

∫ 1

0

dz√
(1− z2)(1− ρ2z2)

.

Tehát

T = 4

√
l

g
F (1, ρ) = 4

√
l

g
F

(
1, sin

ϕ0

2

)
,

ahol

F (x, k) =

∫ x

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

elsőfajú elliptikus integrál.
A

T = 4

√
l

g

∫ 1

0

dz√
(1− z2)(1− ρ2z2)

összefüggés a θ = arcsin z helyetteśıtéssel ismertebb alakra hozható, hiszen ekkor

dθ =
1√

1− z2
dz

és z = sin θ, ı́gy a megfelelő helyetteśıtéseket elvégezve, kapjuk, hogy

T = 4

√
l

g

∫ π
2

0

dθ√
1− ρ2 sin2 θ

= 4

√
l

g
E

(π

2
, ρ

)
= 4

√
l

g
E

(π

2
, sin

ϕ0

2

)
,

ahol

E(φ, k) =

∫ φ

0

dt√
1− k2 sin2 t

elsőfajú elliptikus integrál Legendre3-féle alakja.

3 Adrien-Marie Legendre (1752. szeptember 18., Párizs - 1833. január 10., Párizs) francia matematikus.
Statisztikával, számelmélettel, absztrakt algebrával és matematikai anaĺızissel foglakozott.
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4.3. Jacobi elliptikus függvényei

A Jacobi-féle elliptikus függvények a nem teljes elsőfajú elliptikus integrálok inverz
függvényeiként értelmezhetők.

4.3.1. Értelmezés. Legyen k ∈ (0, 1) paraméter és

z(φ) =

∫ φ

0

dt√
1− k2 sin2 t

elsőfajú elliptikus integrál Legendre-féle alakban. Továbbá jelölje Am(z) a φ = φ(z) szöget.
Ekkor a

sn(z) = sin(Am(z)) = sin φ

cn(z) = cos(Am(z)) = cos φ

dn(z) =

√
1− k2 sin2 φ

függvényeket Jacobi-féle elliptikus függvényeknek nevezzük.

A Jacobi-féle függvények kieléǵıtik a következő algebrai összefüggéseket:

cn2 + sn2 = 1

dn2 +k2 sn2 = 1

4.3.1. Tétel. Bármely (u, v) ∈ R2 esetén érvényesek a következő add́ıciós képletek:

cn(u + v) =
cn(u) cn(v)− sn(u) sn(v) dn(u) dn(v)

1− k2 sn2(u) sn2(v)

sn(u + v) =
sn(u) cn(v) dn(v) + sn(v) cn(u) dn(u)

1− k2 sn2(u) sn2(v)

dn(u + v) =
dn(u) dn(v)− k2 sn(u) sn(v) cn(u) cn(v)

1− k2 sn2(u) sn2(v)

A továbbiakban legyen K := z(π
2
).

4.3.2. Tétel. Legyen (u, v) ∈ R2 úgy, hogy u + v /∈ 2KZ és u− v /∈ 4KZ. Ekkor

dn(u + v)− cn(u + v)

sn(u + v)
=

dn(u) cn(v)− cn(u) dn(v)

sn(u)− sn(v)

4.3.3. Tétel. Bármely (u, v) ∈ R2 esetén

cn(u− v) = cn(u) cn(v) + sn(u) sn(v) dn(u− v).
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4.4. A Poncelet-poligonok

Legyen Γ = ∂C(O, l) a matematikai inga körbefordulásából adódó origó középpontú, l

sugarú körvonal, valamint C(I, r) az I középpontú, r sugarú kör, ahol
−→
OI = λ~i úgy, hogy

|λ|+ r < l. Továbbá legyen (α1, α2) ∈ R2 úgy, hogy α1 − α2 /∈ 2πZ.

Ekkor ∀ Qk ∈ Γ, k ∈ {1, 2} esetén
−−→
OQk = l(~i cos αk + ~j sin αk) és a (Q1Q2) egyenes

egyenlete
(sin α1 − sin α2)x− (cos α1 − cos α2)y + l sin(α2 − α1) = 0 (4.3)

Felhasználva a szinuszok és koszinuszok különbségére vonatkozó összefüggéseket a 4.3
egyenlet a kövekező alakban ı́rható:

L(x, y) := x cos

(
α1 + α2

2

)
+ y sin

(
α1 + α2

2

)
− l cos

(
α1 − α2

2

)
= 0 (4.4)

Ekkor a kicsi kör I(λ, 0) középpontjának távolsága a (Q1Q2) egyenestől éppen |L(λ, 0)|.
Mivel a (Q1Q2) egyenesnek érintenie kell a belső r sugarú kört, ezért teljesülnie kell, hogy
L(λ, 0) = εr, ahol ε ∈ {−1, 1}, vagyis a belső kör érintőjének egyenlete:

λ cos

(
α1 + α2

2

)
− l cos

(
α1 − α2

2

)
− εr = 0 (4.5)

Ha T -vel jelöljük az inga periódusát és n-nel a záródás lépésszámát, akkor az egyes
szakaszokhoz tartozó köŕıvek megtételéhez szükséges idő τ := T

n
.

Legyen p ∈ N és jelölje Θp(t) a ϕ̈ = −k2 sin ϕ ingaegyenlet t0 + pτ időpillanathoz tartozó
megoldását. Ekkor a (Qp(t)Qp+1(t)) egyenes egyenlete a 4.4 alapján:

x cos

(
Θp(t) + Θp+1(t)

2

)
+ y sin

(
Θp(t) + Θp+1(t)

2

)
− l cos

(
Θp(t)−Θp+1(t)

2

)
= 0

Felhasználva, hogy
Θp(t) = 2 Am(ν(t− t0 − pτ)),

ahol

ν =
1

2

√
1

4
(ϕ̇0)2 + k2 sin2

(ϕ0

2

)
,

továbbá bevezetve az
s := ν(t− t0 − pτ)

jelölést kapjuk, hogy

ν(t− t0 − (p + 1)τ) = s− ντ =: s− γ,

és mindezekből következik, hogy

cos

(
Θp(t) + Θp+1(t)

2

)
= cos(Am(s)+Am(s−γ)) = cn(s) cn(s−γ)−sn(s) sn(s−γ) (4.6)

valamint

cos

(
Θp(t)−Θp+1(t)

2

)
= cn(s) cn(s− γ) + sn(s) sn(s− γ) (4.7)
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Legyen

S := l
dn(γ)− 1

dn(γ) + 1
cos

(
Θp(t) + Θp+1(t)

2

)
− l cos

(
Θp(t)−Θp+1(t)

2

)

A 4.6 és a 4.7 összefüggéseket felhasználva kapjuk, hogy

S = − 2l

1 + dn(γ)
(cn(s) cn(s− γ) + sn(s) sn(s− γ) dn(γ)) (4.8)

A 4.3.3 tétel alapján a 4.8 kifejezés a következő egyszerűbb alakra hozható:

S = − 2l cn(γ)

1 + dn(γ)
(4.9)

A 4.5 összefüggés alapján, felhasználva a 4.9 kifejezés |S| = 2l| cn(γ)|
1+dn(γ)

alakját kimondhatjuk,
a következő tételt:

4.4.1. Tétel. A (Qp(t)Qp+1(t)) egyenesek, mint érintők által meghatározott C(I, r) kör
középpontjára igaz, hogy

−→
OI = l

dn(γ)− 1

dn(γ) + 1
~i,

és sugarára teljesül, hogy

r =
2l| cn(γ)|
1 + dn(γ)

.

Vezessük be a következő jelöléseket: c = | cn(γ)|, d = | dn(γ)| és δ = ‖−→OI‖ = l 1−dn(γ)
1+dn(γ)

.

Mivel cn2(γ) + k2 sn2(γ) < cn2(γ) + sn2(γ) = 1, k ∈ (0, 1), ezért cn2(γ) < 1− k2 sn2(γ),
vagyis | cn(γ)| < dn(γ), azaz c < d. Ebből pedig következik, hogy

δ + r = l
1− d + 2c

1 + d
< l (4.10)

Tehát az előálĺıtott C(I, r) kicsi kör biztosan a Γ belsejében van.
A bevezetett jelölések és a 4.10 összefüggés alapján:

c =
r

l + δ
; d =

l − δ

l + δ
(4.11)

A 4.11 összefüggéseket felhasználva a C(I, r) kör egyenlete:

x2 + y2 + 2δx + δ2 − 4l2c2

(1 + d)2
= 0.
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4.5. A legkisebb négyzetek módszere

Adottak a program többszöri lefuttatásából származó

x1 = (x11, x12, . . . , x1n)
x2 = (x21, x22, . . . , x2n)

...
xm = (xm1, xm2, . . . , xmn)

adatok és a köztük levő

y = f(x1, . . . , xm, α0, α1, . . . , αm)

összefüggés. Ekkor az

F (α0, α1, . . . , αm) =
n∑

i=1

(yi − f(xi, α0, α1, . . . , αm))2 (4.12)

célfüggvényt szeretnénk minimalizálni, ahol n a mérések száma és yi illetve xi a mért
értékek. Az α0, α1, . . . , αm paramétereket úgy kell meghatározni, hogy a négyzetösszeg
minimális legyen.

A 4.12 egyenlet megoldása általános esetben igen bonyolult szélsőérték-problémához
vezet. Sok esetre léteznek kidolgozott elméleti és numerikus módszerek. Ezek közül az
egyik legegyszerűbbet és legfontosabbat, az egyenesillesztést választottuk. Ebben az eset-
ben az f függvény alakja a következő lesz:

f = α0 + α1x1 + . . . + αmxm.

Ekkor az

F (α0, α1, . . . , αm) =
n∑

i=1

(
yi − α0 −

m∑
j=1

(αjxji)

)2

négyzetösszeg kell minimális legyen. A szélsőérték helyén a F összeg αi szerinti parciális
differenciálhányadosa nulla, ı́gy a következő egyenletekhez jutunk:

∂F

∂α0

= −2
n∑

i=1

(
yi − α0 −

m∑
j=1

αjxji

)
= 0

∂F

∂α1

= −2
n∑

i=1

[(
yi − α0 −

m∑
j=1

αjxji

)
x1i

]
= 0

...

∂F

∂αm

= −2
n∑

i=1

[(
yi − α0 −

m∑
j=1

αjxji

)
xmi

]
= 0
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melyeket tovább alaḱıtva kapjuk, hogy:

nα0 +
m∑

j=1

αj

n∑
i=1

xji =
n∑

i=1

yi

n∑
i=1

x1iα0 +
m∑

j=1

αj

n∑
i=1

xjix1i =
n∑

i=1

yix1i (4.13)

...
n∑

i=1

xmiα0 +
m∑

j=1

αj

n∑
i=1

xjixmi =
n∑

i=1

yixmi

A mátrixos alakba való ı́rás érdekében bevezetjük a következő jelöléseket:

X =




1 x11 x21 . . . xm1

1 x12 x22 . . . xm2
...

...
...

. . .
...

1 x1n x2n . . . xmn


 , Y =




y1

y2
...

yn




Ekkor

XT ·X =




1 1 . . . 1
x11 x12 . . . x1n
...

...
. . .

...
xm1 xm2 . . . xmn


 ·




1 x11 . . . xm1

1 x12 . . . xm2
...

...
. . .

...
1 x1n . . . xmn




XT ·X =




n
∑n

i=1 x1i

∑n
i=1 x2i . . .

∑n
i=1 xmi∑n

i=1 x1i

∑n
i=1 x2

1i

∑n
i=1 x1ix2i . . .

∑n
i=1 x1ixmi∑n

i=1 x2i

∑n
i=1 x2ix1i

∑n
i=1 x2

2i . . .
∑n

i=1 x2ixmi
...

...
...

. . .
...∑n

i=1 xmi

∑n
i=1 xmix1i

∑n
i=1 xmix2i . . .

∑n
i=1 x2

mi




Ekkor a 4.13 egyenletrendszer az

(XT ·X) · β = XT · Y (4.14)

alakban ı́rható, ahol

β =




α0

α1
...

αm




Végül a keresett értékek a 4.14 egyenletből adódnak:

β = (XT ·X)−1 · (XT · Y ).
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4.6. Néhány szó az algoritmusról

Végül elérkeztünk az algoritmus lépéseinek rövid léırásához. A bemenő adatok a
záródás lépésszáma (n) és a körbejárások száma (k). k > 1 esetén a kirajzolt sokszög
természetesen önátmetsző lesz.
Az egyszerűség kedvéért válasszuk a külső nagy kört az origó középpontú egységnyi
sugarú körnek. Ekkor az origóban felfüggesztett, egységnyi hosszúságú matematikai
inga pályájáról kell nekünk n pont. Ezekhez a pontokhoz az ingaegyenlet numerikus
megoldásával juthatunk, amit a Matlabbal elég könnyen végre is hajthatunk. A kere-
sett pontokat a már korábban léırt módszer szerint választjuk ki: Először meghatározzuk
az inga periódusát (T ). Mivel nekünk többször (k-szor) is körbe kell járni a külső
kört, ezért k · T értéket elosztva n-nel, megkapjuk azt az időtartamot, amennyi idő
alatt az inga megteszi a teljes kör k-szorosának n-ed részét (t := kT

n
). Ezt ismerve

az A1A2 . . . An sorozat Ai-edik pontjának azt a pontot választjuk, ahol az inga a t · i-
edik időpillanatban van. Az ı́gy kiválasztott pontok határozzák meg a Poncelet poligont.
A pontok koordinátái az inga numerikus megoldásából a szögkitérés alapján könnyen
meghatározhatók, melyeket ismerve megadhatók az n-szög oldalainak egyenletei is. Mivel
tudjuk, hogy a sokszögbe ı́rt kör középpontja a sokszög szögfelezőinek a metszéspontja, a
szögfelezők egyenleteinek meghatározása után a középpont koordinátái is megkaphatók.
Ezek ismeretében a középpont és valamely AiAj oldal távolsága megadja a kicsi kör
sugarát. A gondolatmenetből kiderült, hogy minden csak az ingaegyenlet minél pontosabb
megoldásán múlik, melynek csak a számı́tógép sebessége szab határt. Íme néhány ábra:

n = 5, k = 1 n = 7, k = 1 n = 9, k = 1

n = 5, k = 2 n = 9, k = 2 n = 19, k = 3
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