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. FEJEZET

Bevezetés

,, A természet nagy konyvében csak az tud olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen e

konyv irva van, és az a nyelv: a matematika. ” (Galileo Galilei)

1.1 A témavélasztéas indoklasa

Korunk tudomanyos fejlédése a gondolkodas nevelését minden eddigi torténelmi
kornal erdteljesebben igényli és kiemelkedd tarsadalmi feladattd teszi. A tudomdanyos
fejlodés titeme annyira meggyorsult, hogy feltehetéen egy nemzedék éEletében
bekdvetkezhet a szakmai ismeretek és munkaformak elavulasa, igy az Ujraképzés vagy
atképzés szilkségessé valik. Eppen ezért az oktatas és nevelés a sokoldal és &ltalanos
képzést kell hogy elétérbe helyezze, olyan embereket kell hogy neveljiink, akik képesek
lesznek lépést tartani ezzel a fejlodéssel.

Mint matematika tanarok, diakjainkat a matematikai logika gondolkodasmddjara
kell raallitani, fel kell késziteni 0ket, hogy onalléan tudjanak alkotni, olyan feladatokat is
tudjanak megoldani, ami 0j szamukra.

Mindezek a dolgok, csak akkor valosithatbak meg ésszeriien, ha nem a
részletismeretek mechanikus elsajatitdsaval idéziink el, hanem a lényeglatast, az 6nallo
problémamegoldast helyezziik eldtérbe.

A matematika mindink4bb behatol a tudoméany minden 4géba, amely lehetévé teszi
a kulonboz6 ismeretek matematikai fomaban valé megfogalmazésat. A matematikai
ismeretek, gimnaziumban val6é kialakuldsdban fontos helyet foglal el a szamfogalom
kialakitasa és a miiveletek helyes elsajatitasa. A szamoknal fontosabb, alapvet6bb, mindent
athato fogalma a matematikanak, a halmazok fogalma.

Ha a matematikdt a matematikai gondolkodas iranyabol nézziikk és nem az
ismeretanyag irdnyabdl, akkor a logika az, ami a matematikat athatja. A halmazok és a
logika nagyon szoros kapcsolatban vannak egymassal, a halmazokon at a logikai

gondolatokat megfoghatova és hozzaférhetévé tehetjiik a didkjaink szamara.



Dolgozatomban, egy logikus, egyszerii, ugyanakkor hatékony matematikai modellt,
a korongos matematikai modellt haszndlom az egész szamokkal végzett miiveletek
tulajdonsagainak elsajatitasara és megertésére.

Az Aaltalanos iskolaban tanitott matematika egyik alapvetd célkitlizése a
természetes, egész €s racionalis szamokkal végzett miiveletek tulajdonsagainak elsajatitasa.

Miért lenne sziikség egy ilyen modellre? Az igazsdg az, hogy az Osszeadas, a
kivonas, a szorzas illetve osztds, a tananyagban mint megtanitand6 algoritmus, szabaly
jelenik meg. Ennek természetesen megvan az elOnye is, mert aki gyorsan megérti, atlatja és
keves gyakorlassal elsajatitja a szikséges technikékat, az esetleg foglalkozhat fontosabb
dolgokkal. Viszont a tapasztalat azt mutatja, hogy ezt az eldnyt az esetek nagy részében
sajnos nem sikerdl kiaknazni.

A hétrany az lenne, hogy a legtdbb didknak a matematikarél hamis képe alakulhat
Ki, hisz nem értheti, hogy a matematika nem csak a végeredményt jelenti: a kész szabalyt, a
tételeket, a fogalmakat, hanem a matematikai tevékenységet is magaba foglalja, amelynek
végeredményeként a késztermékek megjelennek.

Egy masik fontos dolog a korongos modell hasznélataban, az egész szamokkal
végzett miveletek tulajdonsagainak elsajatitasara az, hogy nem csak a dolgok technikai
oldaléra koncentralunk, igy nem tizziik szamon a gondolatisdgot. A miveletek elvégzése,
a roviditett szamitasi képletek betanuldsa, a kilonb6z6 szabalyok bemagolasa nem
garantalja a gondolkozasi mechanizmusok fejlédését. Koncentralnunk kell a gondolkodasi
mechanizmusok fejlesztésére.

Dolgozatomban nemcsak azt mutatom be, hogy az egész szamokkal végzett
algoritmusok hogyan milkddnek és mire jok, hanem azt is, hogy miért miikodnek ugy,
ahogyan miikodnek. Ha ezt sikertl megtenni a matematika orainkon, akkor a diékjaink

nemcsak tudni fogjak azt amit tanitunk, hanem érteni is fogjak azt.

1.2. A matematika helye és szerepe

A mai tarsadalom embere barmilyen terlleten tevekenykedjen szikseége van egy
bizonyos matematikai muveltségre. Az utobbi évtizedben nagyon sok véltozas tortént a
matematikai oktatas terlletén. A jelenlegi tendencidk kilondsen nagy fontossagot
tulajdonitanak a matematikai gondolkodas és a kreativitas fejlesztésére. A diakoknak
nagyobb megnyilvanulasi szabadsag van megengedve, Onkibontakozasi lehetség van

megadva, biztositvan igy a tanulasi motivacio kialakulasat és fejlesztéset.
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Korunk egyik legjellemz6bb vonasa a tudomany és technika hihetetlentl gyors
fejlédése. Ebben a felfele ivel6 folyamatban a matematika igen jelentés helyet foglal el,
ugyanis valamennyi tudomanyagnak és a technikanak nélkuldzhetetlen segédeszkoze.
Termeészetes tehat, hogy az iskolai matematika oktatast a fejlédés tartalmanak és Gtemének
megfeleléen vilagviszonylatban is korszertsiteni kellett. A matematika sokrétii
felhasznélasa sziikségessé teszi megkulonboztetett matematikai gondolkodasmod
kialakitasat is. Ez nem azt jelenti, hogy az emberi gondolkodast lesziikitjiikk valamilyen
sajatos terlletre, s hogy tagadjuk a human tudomanyok jelentdségét. Ellenkezéleg: a
matematikai gondolkodas az emberi gondolkodasnak csak az egyik arculata, és ennek
gazdagitasa, fejlesztése mas terlletekre is termékeny moddon kihat. Ugyanakkor a
matematikai gondolkodas szorosan dsszefonodik a logikus gondolkodassal, egymas nélkil
elképzelhetetlenek. Méar az dvodaban és az elemi osztalyokban a logikus gondolkodasnak
olyan alapvet6 struktarait kell tanuldinkban kialakitanunk, amelyek hatékonyan segitik
majd 6ket a tovabbtanulasban, a tarsadalomba vald beilleszkedést is beleértve. Ez egyben a
matematika tanitas-tanulas formativ szerepének helyes értemezését és valoOravaltasat is
jelenti. A matematika az 6sszes tudomanyok kozul a legnagyob pontossaggal hasznalja a
fogalmakat. A kisgyermek mar az 6vodéaban, majd az iskoldban egész sor fogalommal
taldlkozik. Ezeket, életkori sajatossagainak megfeleléen, szemléletes uton, cselekvések
végzésével ismeri meg (halmaz, elem, természetes szam, 0sszeadas, Kkivonas,

0sszehasonlitas stb.).

A matematikat nem csak szakért6k tanuljak, hanem barmilyen személy
alapintelligencia szintjének kialakitasahoz hozzajarul. A matematikat nem azért tanuljuk és

tanitjuk, mert kell, hanem azért, mert majd késobb fel tudjuk hasznélni a gyakorlatban.

Minden orszadgban, minden tarsadalomban dontd kérdés kéne legyen, hogy mire
nevel, mit tanit az iskola. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az oktatas tartalmat, formajat,
kdvetelményeit, céljait a tarsadalom elvarasai hatarozzak meg. A tanarok bizonyos tantervi
kinalatokbdl valaszthatnak, melyek szamukra, az iskola és a tanuldk szamara a
legmegfelelobb, s ezeket adaptalhatjak a helyi koriilményekre.

Azonban barmilyen tarsadalmi rendszerben, akarmilyen kovetelményeknek
megfeleléen is tanitunk, ha ezt nem céltudatosan, célorientdltan vegezzlk, nagy
valdszinliséggel eredménytelen lesz a tanitds. A matematikatanitasban talan még a tobbi

targynal is erdsebben kell érvényesiilni a céltudatossagnak.
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Il. Fejezet

Az operacionalizalas fontossaga. HosszUtavu célkitiizések

2.1. A motivacio kialakitasa, a diak kozremiikodése

Objektiv pedagdgiai torvényszeriiség, hogy senkit sem lehet semmire megtanitani
sajat aktiv kdzremukddése nélkil. Ez a kdzremiikodés kilonb6zé mértéki lehet. Ha az
oran folyo kézds munkaban minden tanuld intenziven bekapcsolodik, akkor azt szoktuk
mondani, hogy az osztaly aktiv. Az egyes tanulokat tanulményi munkajuk intenzitasanak
foka szerint szoktdk mingsiteni aktivnak vagy passzivnak, pedig ez nem ennyire egyszeri
dolog. Lehet egy tanulé aktiv akkor is, ha munkajat csupan Kkilsé inditékok — pl.
blntetéstol, rossz érdemjegytél vald félelem — hatdsara vegzi nagy igyekezettel. Valddi
aktivitasrol akkor beszélhetlink tehat, ha a kilsé késztetések mellett belsé inditékok is
jelentds szerepet jatszanak tevékenységében. Olyan belsé hajtéerék, motivumok
aktivizaljak, mint példaul egy adott tantargy iranti érdeklédeés. Ha ez mékodik, ha ezt
sikerllt a tanarnak a gyerekben felkelteni, akkor beszélhetiink valdjaban motivaciorol,
val6ban aktiv gyerekrél vagy osztalyrdl. Ha a tanul6i teveékenység motivalt, akkor mar
nincs sziikség allandd Osztokélésre, a tanuld enélkil is igyekszik minél tokéletesebben
teljesiteni feladatat. Igy tevékenysége nem csupan a tanar vagy masok akaratabol, hanem
szamottevé mértékben a sajat akaratabol is végzett, belséleg motivalt tevékenység lesz.

A tanari munkénak talan ez a legnehezebb része. Nagyon nagy kihivas szamaéra a
didkok pozitiv motivaciojanak kialakitasa, mert erre nincs szabaly, nincs egységes eljaras,
nincs minden tanuld esetében alkalmazhatd mddszer. Minden gyerek egy kulon vilag, s
minden kilon kis vilaghoz a tanarnak meg kell talalnia a kulcsot annak érdekében, hogy ez
a vildg megnyiljon, hogy oda a tanar beléphessen, hogy elfogadtassa magat és tantargyat,
hogy aztan a tovabbiakban a gyerek a tanitas - tanulas folyamataban partnere legyen a
tanarnak, az oktatasnak pedig aktiv alanya legyen és ne passziv targya.

A tanulasnak lehetnek ,kiils6” és ,,bels6” inditékai. Minél nagyobb szerepet
jatszanak a belsé inditékok, motivumok, tehat minél motivaltabb a gyerek, annal nagyobb
az aktivitasa, 6nalldsaga a tanulasban, és ennek kovetkeztében eredmeényesebb a tanulas.

Szeretném megjegyezni, hogy a tanulast meg kell kildnboztetni az emlékezetbe véséstol,

= sz
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A didaktika szempontjabdl csak azok a felfogasok fogadhatok el, amelyek a tanulas
fogalméat tagabban, teljesebben eértelmezik. Kulondsen igaz ez a mai, Uj Szempontu
oktataselmélet iranyelveit figyelembe véve. Ezek alapjan a gyerekkel nem terméketlen
informéacidhalmazt kell elsajatittatni, hanem képességeket kell a tanarnak kifejleszteni a
tanuléban. Olyan képességeket, amelyek birtokédban a gyerek a gyakorlatban alkalmazni
tudja majd a megtanultakat.

Az anyag teljes megértésehez specialis, manudlis tevékenységek sziiksegesek.
Ezeket a gyerekekkel gyakoroltatni kell, s az ilyen jellegti gyakorlatok kitalalasahoz tanari
kreativitds szikségeltetik, igy lesz az ora érdekes, izgalmas, a diak pedig érdekelt,
motivalt, végsé soron pedig nyertes. Olyan specidlis tevékenységekre, gondolkodasi
miiveletek egész sorara gondolok itt, mint: vizualizalas, 6sszehasonlitas, analizis, szintézis,
altalanositas, absztrakcio, konkretizalas, stb.- vagyis olyan miveletekre, amelyek
segitségével az ismeretanyag tartalméba egyre mélyebben behatolhatnak a diakok, és a
benne 1évé dsszefuiggéseket a tanar is mind sokoldaltibban térhatja fel.

2.2. Az operacionalizélas fontossaga

A szamelmélettel val6 foglalkozas kivaloan alkalmas arra, hogy felkeltse a tanuldk
matematika iranti érdeklddését, bemutassa a matematika szépségeit, titkait, kutatdsra
0sztondzze a tehetséges tanuldkat. A tanulok szamara érthet6 és szellemi eréfeszitést
igényl6 feladatok megoldasa soran fejlédik a problémalato és problémamegold6 képesség,
szamolési  készség, kreativitds (problémaérzékenység, Otletgazdagsag, eredetiség,
rugalmassag).

Az iskola felszereltsége, a tanuldk szintje, a tanarok felkésziltsége megszabija,
hogy melyik osztadlyban lehet és milyen szinten csoportmunkat alkalmazni, hol van
lehetdség és sziikség egyéni foglalkoztatasra, hol képes a tanuld 6nalld6 munkara és hol tud
csak tanari segitséggel tovabbhaladni.

A miveletesitett/operacionalizalt kovetelmény kifejezésnek két jelentése van:
e Altalanos jelentés: valamely kovetelményt miiveletekre, tevékenységekre,
megfigyelheté megnyilvanuldsokra irunk at;
e technikai, amely azt jelenti, hogy a kovetelményt mérhetd és megfigyelhetd

viselkedésformaként fogalmazzuk meg.
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A kétféle értelmezés kozott az az alapvetd kiilonbség, hogy a technikai értelem
feltételezi az értékelési kritérium megjelolését is, amely pontositja, hogy milyen szintii
elvarast tdmasztunk a gyermek teljesitményével szemben. A miveleti kovetelmények
konkrétak, és sajatos tanulasi helyzetekben valosithatok meg. A specifikus és az altalanos
kovetelmények alapjan dolgozhatoéak ki gy, hogy a pedagogus alkalmazza a megfeleld
miveletesitési, konkretizalasi technikdkat. Az altalanos és specifikus kovetelményektdl
eltérden, amelyek adottak, s amelyeket a pedagdgus tervezéskor, a tanitds irdnyitasakor €s
értékelésekor vonatkoztatasi rendszerként alkalmaz, a muveletesitett kdvetelményeket a
miveletesitési technikak alkalmazasidval minden tandrara, illetve minden tanulasi
tevékenységre ki kell dolgozni a tanitas/tanulasi tartalmainak megfelelGen.

Tag értelemben a miiveletesités valamely éltalanos és elvont fogalomnak vagy
Kijelentésnek a konkrét mutatoit és jellemz6it azonositja, pontositja. Minden esetben
alkalmazzuk, amikor az elvont feldl kozelitiink a konkréthoz. A miiveletesités ugyanakkor
azoknak a kritériumoknak es mutatoknak a meghatarozasara is vonatkozik, amelyek
segitségével valamely tevékenységet vagy viselkedést konkrétizalunk, miiveletekké irjuk
at.

A miuveletesités pedagdgiai értelemben valamely kovetelmény mutatdinak és
kritériumainak a meghatarozasa, amelyeknek alapjan a kovetelmény miiveletként irhato le.
Valamely kovetelmény miiveleti jellegét gy biztosithatjuk, illetve gy donthetjik el, ha
két kritériumot szem el6tt tartunk: performancia/teljesitmény (a viselkedésbeli kritérium)
és intellektudlis képesség (a kompetencia kritériuma). Mivel a tanulds valamely tartalma
adott, a miveletesitéssel azt a mutatét kell meghatarozni, pontositani, amelynek
segitségével  megragadhato  és  értékelhetd, hogy a  tanuldo  fejlodott-e,
személyiségstruktarajaban létrejott-e valamilyen valtozas az adott tanulasi szakasz végeén.
A legkonkrétabb mutatdja a tanulasi teljesitménynek a viselkedéslélektani (behaviorista)
szemlélet szerint maga a viselkedés, azaz a tanul6 lathaté megnyilvanulésa.

A miiveleti kovetelmény tehat azt a végeredményt vagy viselkedést irja le, amelyet
egy adott tanulasi szakaszt kovetden elvarunk a tanulotol. Eppen ezért a miiveleti
kovetelményeket zarod, szakaszvégi kovetelményeknek is nevezziik. Csak abban az esetben
lehet megtervezni a tartalmakat, s foként a tanitasi szituaciokat, illetve az elvarasokat, ha
az adott tanulasi szakasz vegén elvarhato viselkedést egyértelmilen ¢és expliciten
meghatarozzuk, s ezt kovetden valasztjuk ki a legmegfelel6bb tanitasi eljarasokat,

tervezzik meg a tanuldsi szitudcidkat. A gyermektdl elvart viselkedést ugy kell
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megragadnunk, hogy az megfigyelhetd ¢és kiilonbozo értékelési eszkozok felhasznalasaval

mérhet? is legyen.

A specifikus kovetelményekhez hasonloan az operacionalizalt kovetelményeknek is

két dimenzidja van:

tartalmi (informéaciok, ismeretek stb.), azaz a tanitas targya;

formai vagy miiveleti, amely a tanuld tanulasi tevékenységére vonatkozik. A
tanulasi tevékenységre vonatkozé utasitasnak tartalmaznia kell azt, hogy a tanu-
I6nak/gyermeknek milyen tevékenységet kell végeznie, mit kell tennie az adott

tartalommal (memorizélja a meghatérozast, alkalmazzon egy algoritmust stb.)

Valamely kdvetelmény tartalma nem azt jelenti, hogy megismételjik a leckében/feladatban

lévé gondolatokat, ismereteket, hanem arra a logikai miveletre és/vagy mentélis

képességre vonatkozik, amellyel az adott ismeret elsajétithato.

A kovetelményben nem az informaciot, ismeretet, gondolatot, megoldando

probléméat nevezzik meg, hanem azt a logikai miiveletet és vagy mentalis képességet,

amelyet miikodtetni/aktivalni kell, s amely meghatarozza, hogy a gyermeknek mit kell

tennie az adott tartalommal. Valamely kovetelmény formai oldala, megformaltsaga a

kovetkez6é pedagdgiai normak betartasat feltételezi:

» A kovetelmény nem a pedagogus tevékenységét irja le, hanem azt a valtozast,

amelyet elvarunk a tanitds kovetkezményeként. Az elézetes tanuldi tudashoz
viszonyitott valtozasnak a tanuloi tudasban, annak rendszerében, struktarajaban kell
megnyilvanulnia.

A kovetelménynek miiveletesitettnek kell lennie, olyan tevékenységeket megnevezo
igéket kell tartalmaznia, amelyek egyértelmtien leirjak, mit kell tennie a tanulonak:
megkulénboztet, azonosit, megold, 6sszehasonlit, felsorol stb.

Minden konkrét kdvetelmény egyetlen miveletet céloz meg, ennek kdszonhetden
mérhetd és értekelhetd a megoldas/megvalositas szintje;

A kovetelménynek révidnek kell lennie azért, hogy kénnyebben azonosithassuk az
adott miivelet sajatos tartalmat;

A kovetelmenyeknek logikailag meg kell felelniiik a tartalom és a tanulasi
szituaciok logikai strukturajanak.
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2.3. Hosszutavu célkitiizések

A hagyomanyos matematikaoktatassal szembeni kritikak leggyakrabban a
matematikaoktatds modszertanat és céljait (céltalansagat) tamadjak. A 20. szdzad masodik
felében meginduld matematikaoktatasi reformmozgalmak k6z0os torekvése, hogy az iskolai
matematikaoktatds a gondolkodas fejlesztésére, az értelem kimiivelésére koncentréljon,
valamint az életben hasznosithatd tudast kozvetitsen. Ezek a torekvések azt is jelentik
egyben, hogy a kordbban szinte kizarélag tartalmi reformok helyett a figyelem a
matematikaoktatasi folyamatok, a tanulok felé irdnyul. Romberg szerint a tantargyi
valtozasok egyik motorja az Uzleti élet lehet. Azaz egy késleltetett visszacsatolas altal a
kozoktatasnak ra kell dobbennie arra, hogy napjaink munkaerépiacdn az elemzok,
problémalatdk, megoldok irant nagy a kereslet, ezen képességeknek nagy a piaci értéke,
tehat az oktatasban egyre nagyobb hangsulyt érdemes fektetni az ilyen jellegi képesseégek
kimivelésére. Szdmos orszag matematika oktatasa jelentds valtozasokon ment at az elmult
50 évben.

A szamos orszagban elterjedt irAnyzat a matematikat zart, deduktiv rendszerként, a
matematikai struktirakat szem eldtt tartva, a szaknyelv és a szimbolumok hasznalatat
hangsulyozva, az absztrakt, felsébb matematikanak az &ltalanos és a kdzépiskoldba vald
levitelével tanitotta. Kritikaja az az egységes tapasztalat, hogy az axiomatikus felépitésnek
nincs létjogosultsaga a kozépiskolaban, csak a lokalis logikai rendezésnek.

Hollandiabdl indult ki a ,,Realisztikus matematika™ mint oktatasi irdnyzat, melyben
a ,realisztikus” jelz6 nem sziikségszertien jelent valdsagbdl vett jelenségeket,
objektumokat, hanem a tanuldé szempontjabdl abban az értelemben redlis, realisztikus,
hogy ,.elképzelhetd, jelentéssel bird” a szamara. A fent mar idézett Polya Gyorgy nevéhez
kotédik a problémaorientalt, felveté matematikaoktatds, mely a nyolcvanas években
leginkdbb az USA-ban terjedt el. De példaul Norvégiaban is a kozépiskola utols6 harom
évében ,,problémaalkotas, modellalkotas” fejezetek szerepelnek a tankonyvekben, ahol a
modellalkotas elnevezés a gyakorlati jellegii problémakra utal. Angliaban a 10 és 11-ik
osztalyokban egy tisztan matematikai probléma mellett egy alkalmazasi problémat is
onalléan fel kell dolgozniuk a didkoknak, a valds szituacid problémafelvetéseibdl,
problémamegoldasaibol esszét irnak.

A matematikaoktatds céljai és feladatai kozul leginkabb a megszerzett

matematikatudds ,,vilagi”, iskolan kivili hasznalhat6sdgat, valamint az ©6nallé
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gondolkodas, problémalatas fejlesztését, a problémamegoldéi stratégiak elsajatitasanak
fontosségat kell hogy hangsulyozza.

Tanarként pontosan tudataban kell lennlink annak, hogy az altalunk valasztott
modszerek milyen masodlagos informaciot kozvetitenek az elsédleges targyi tartalmon tul.
Hossz( tavon ugyanis ezek a masodlagos informaciok nagy mértékben hozzajarulnak a
gondolkodési mechanizmusok fejlddéséhez, a véleményalkotashoz.

A kivancsisagvezérelt oktatas egyik alapvet6 triikkje, hogy valamilyen konkrét
tevékenység soran olyan, kezdetben masodlagosnak mindsithetd jelenségek valjanak
lathatova, amelyek tovéabbi kérdések, motivaciok forrésat alkotjdk. Olyan ez, mint a
turdzas, nemcsak a végceél a fontos, gyakran menet kdzben fedezziik fel a szép helyeket.
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1. FEJEZET

Az egész szdmok tanitdsa matematikai modellek segitségével

., A matematika a tudomanyok kiralyndje és a matematika kiralyndje a szamelmélet.”
(Carl Friedrich Gauss)

3.1. A korongos modell

Az informalis eljarasoktol a formalis matematikahoz vezetd uton alapvetd szerepet
jatszanak a modellek. A modell szerepét betbltheti egy szituacid, szemléltetés, egy
meghatarozott irasmod. Ahhoz, hogy a modellek valdéban az oktatas serkentdi, 6sztonzoi

legyenek, két fontos tulajdonsaggal kell rendelkezniik:

» Olyan kontextusban kell gyokerezniiik, amelyek elképzelhetdk, ismerdsek a tanulok

szamara.

» A modelleknek rugalmasnak kell lennitk abbol a célbdl, hogy absztraktabb szinten

is felhasznalhatok legyenek.

Az &ltalanos iskolaban tanitott matematika egyik alapvet6 célkitiizése a szamokkal
végzett miiveletek tulajdonsigainak az elsajatitdsa, a miiveletek elvégzésére vonatkozo
algoritmusok begyakorlasa és a szdmolasi készség funkcionalisan integralt szintre vald
fejlesztése. Ebben a fejezetben az egész szamoknak az alapmiiveletekre vonatkozd
algoritmusukat prébaljuk jra felfedezni, konkrét targyi tevékenységekre épitve,

alkalmazva a korongos modellt.

A kovetkezdkben az egész szamokkal végzett miiveletek megértésére a kétszind :

piros és kék korongokat fogjuk hasznalni.

Az alabbi tablazatban a piros és kék korongnak megfeleltetjik az +1 és -1

szamértékeket:

Szamérték ‘ | +1 ‘ -1

Szimbolum ‘ ‘ ‘ ‘ ‘




A szimbdlumokkal valo reprezentaciot hasznalva értelmezziik a kovetkez6t: egy piros és

egy kék korong egydtt nullat eredmeényez:

0 (nulla)

Példaul mondhatjuk a didkoknak, hogy egy piros korong 1 lej vagyont jel6l, illetve a kék
korong 1 lej addssagot jelol, igy a piros és kék korongot egyiittvéve eltorlédik az adossag a
vagyonnal. Mas példakat is lehet mondani :

e ¢jszakai hémérséklet: -5 °C;

e tartozom a bardtomnak 10 lejjel (-10 lej);

e az Isten széke tengerszint feletti magassaga 1380 m (+1380);

o aFekete-tenger legmélyebb pontja 2210 m-rel van a tengerszint alatt (-2210 m).

Alapfeladatként gyakorolhatjuk a pozitiv és negativ egész szdmok reprezentécidjat
a piros és kék korongocskak segitségével. A korongocskak segitségével rakassunk Ki
kiilonboz6 egész szamokat. Ennek a gyakorlatnak az a 6 célja, hogy a didkok érzékeljék
az egész szamok abrazolasi lehetdségeit, lassak be, hogy a piros korongok a pozitiv

szamok és a kék korongok a negativ szamok.
Peldaul:

Feladat. Abréazoljuk a korongok segitségével a +3, -5, +11, -8 egész szamokat .

“‘ — +3
900000-.
00000000000 - :

00000000 :
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Az osztalyban segédeszkdzként minden diak mar idejében elkészitett, kivagott
szines kartonlapocskakat hasznalt, aminek a segitségével el6bb kirakosgattak a padon a
szamokat, majd szines ceruzaval a flizetbe rajzolgattak. A tablanal pedig, hasonléan szines
krétat hasznélva rajzoltuk fel a szamokat, illetve nagyon hasznos volt a méagneses
korongocskak hasznalata magneses tablan. A korongokkal valo reprezentéciot hasznalva
értelmezhetjlik az 6sszeadast, a kivonast,

a Szorzast és az osztast.

A célunk az, hogy a targyi miveletek
szintjér6l  eljussunk a  hatékony
algoritmusokig, szabalyokig. El6szor
mindenféle szabaly nélkil végezzik el
az alapmiiveleteket a korongocskak
segitségével, ezek utan  kovessik

Iépésr6l 1épésre végig szamokkal is,

majd megprobaljuk &ltaldnos esetben is
hasznalhat6 algoritmust megfogalmazni,
amely csak a szamjegyekkel vald
reprezentaciot hasznalja. Gyakorlatilag
az egesz szamokkal végzett miiveletek
tulajdonsagait probaljuk megérteni és

nem csak betanulni, elfogadni megértés

nélkil az adott szabalyt.

Az osztalyban érdemes csoportmunkaban megszervezni a feladatok megoldasat. A
gyermeklétszamtol fiiggben 3 vagy 4 csoportra osztva az osztalyt minden csoport

kiilonb6z6 miiveleteket kap, majd mozaik modszerrel megosztjuk a tapasztalatokat.

Az eredeti mozaik médszer Spencer Kagan: Kooperativ tanulas cimii konyvében

olvashat6. Egy kicsit leegyszertisitve a mddszert, altalanos iskoldsoknak, igy néz ki:

Az osztalyt 4 fos csoportokra osztjuk. A csoportokon beliil mindenki mas feladatlapot kap:
A, B, C, D. Elso Iépésként mind a 4 6 a sajat tananyagat tanulja meg lapjar6l, illetve

jegyzeteli ki fuzetébe. Megoldja az 6 feladatjait.
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Masodik 1épésben egymasnak megtanitjak a sajat témajukat. Ez a kovetkezoket jelenti:

o atanuld sajat szavaival elmagyarazza a feladatat a tarsainak,
« leiratja velik egy mondatban a Iényeget,

o feladja tarsainak mintapéldait, és le is ellendrzi a tobbiek megoldasait.

Harmadik 1épésként tesztet irnak a gyerekek az adott tananyagbol. Elészor csak
csoporttesztet — azaz a 4 tanuld egydtt tolti ki a lapot, majd kuldn egyénileg is. A
tanuloknak meg kell tapasztalniuk, hogy oda kell figyelni egymasra, meg kell érteni azt,
amit a masik tanulé magyaraz. A teszt értékelésében is érdemes fokozatossagot tartani: a

hibatlanul megoldé csoport minden tagja egy-egy piros pontot kap.

3.2. Az egész szdmok osszeadésa

Az egész szamok Osszeadasanal két esetet kiilonboztetiink meg: az azonos eldjelil
egész szamok illetve a kiilonbozd eldjelll egész szamok Osszeaddsat. Mindkét esetnek
megvan a sajat algoritmusa, szabalya amit alkalmazunk az elvégzésiikre. A kovetkezo
feladatok elvégzése utdn megprobaljuk megfogalmazni az altalanos szabalyt.

1. Feladat. Végezziik el a kovetkezdé Osszeadasokat a szimbolumokkal valo

reprezentacio alapjan, a rajzok mellé pedig szamjegyekkel fejezzik ki.

a) (+3)+(+5)=+8 e ‘.‘ N\
— +3
900000-. -

N 7
v

+8 (nyolc piros korong 0Osszesen)

b) (-4)+(-2)=-6 @ ““_’ \ I
00-. .
N A

6

at kék korong Gsszesen)
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) 1+11=12

e R
| JEN
00000000000.-.. .

S =
\/

12

A pozitiv egész szdmok esetében nem feltétlenil kell az els6 szam eldjelét
felttintetni, mivel a pozitiv egész szdmok gyakorlatilag a természetes szamok. Ha a szamok
nincsenek zarojelben, akkor csak a miivelet marad a szdmok kozt amit elvégziink, a

szamokat pedig pozitivaknak vesszik.
Példaul:

+4+3=4+3

, mindkét oldal 7 —et eredményez
+7=7

Megjegyzés. Fontos letisztazni a didkokkal a miiveletek és a szamok el6jele kozti
kiilonbozoséget, az elbjelek gyakorlatilag a (+) piros és a (-) kék szineket jelentik, a

miivelet pedig amit el kell végezni.

elgjel mivelet

A feladatok szimbdélumokkal illetve
szamokkal valé elvégzése utan,
megallapithatjuk, hogy az azonos eléjelii
egész szamok 6sszeadasanal mindig
Osszeadjuk a szdmokat és az 6sszeg
eldjele megegyezik az 6sszeadandok

eléjelével.
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A kiilonbozé eldjelli egész szamok Osszeadasat a kovetkezd feladatokkal

szemleltetjuk:

2. Feladat. Végezziik el a kovetkezd Osszeaddsokat a szimbolumokkal vald

reprezentacio alapjén, a rajzok mellé pedig szdmjegyekkel fejezzik ki.

o
a) (+3)+(-5=-2
—> +3
o ..
10 -2
b) (~4)+(+7) =+3
m:...ﬁ :
+3

A fenti két példaban az egész szamokat az eldjeliikkel egyiitt zargjelben vettiik a

tisztdbban val6 ralatds érdekében, viszont a kovetkezé példakban elhagyjuk parcialisan

o _.

—> +2

vagy teljesen a zarojeleket.

c) —4+2=-2

0
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d) 3+(-4)=-1 — 43

-1

A korongokkal végzett miiveletek soran, tisztan lathatjuk és kimondhatjuk, hogy a
korongok szama, a szam abszollt értékével egyenlS. A feladatok szimbdlumokkal illetve
szdmokkal valo elvégzése utan, megallapithatjuk, hogy a kiilonboz6 eldjelii egész szamok
Osszeadasdnal mindig kivonast végzink, a nagyobb abszolit értékli szam abszolut
értékébdl kivonjuk a kisebb abszolut értékii szdm abszolut értékét és az eldjel a nagyobb

abszolut értékli szam eldjele marad.

3.3. Az egész szdmok kivonésa

Az egész szdmok Osszeaddsanal lathattuk hogy eléggé egyszerlien ki tudtuk
rakosgatni a korongok segitségével a kiilonbozé 0Osszeadasokat, amibdl tisztan
kovetkeztethetd volt az algoritmus amiszerint dolgozunk. A kivonasndl egy kicsit
megvaltozik a helyzet abbdl a szempontbdl, hogy hogyan magyarazzuk, szemléltetjik azt,
amikor egy kisebb egész szambol ki kell vonni egy nagyobbat, illetve amikor egy pozitiv

egész szambol ki kell vonni egy negativ egész szamot.

1. Feladat. Végezzikk el a kovetkezd kivonasokat a szimbolumokkal vald

reprezentacié alapjan, a rajzok mellé pedig szamokkal fejezzik ki.

.
0000000
/”ld

a) H+7)-(+4)=+3

elvesziink marad
+4 +3
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b) 5-(4+3)=+2 A2
(¢ f O
/

/ marad

/

elveszlink

13 +2

Megjegyzés. Fontos, hogy elészor a korongokkal végezziik a miiveleteket és az eredményt
a konkrét reprezentaciobdl olvassuk le. A fenti peldakban nagyobb szdmbdl vontunk Ki

kisebbet, a kovetkez6 példakban kisebbdl vonunk ki nagyobbat.

00008

000

elvesziink
marad

+5

c) (+2)—(+5)=-3

-3
A fenti példaban két piros korongbol ki kellett vonni az 6t piros korongot, mivel
nincs elég piros korong ezért hozzatesszilk az 5 piros korongot hogy tudjuk Kkivonni.
Azonban az 6t piros korongot kizarolag csak az 6t kék koronggal tehetjik oda, mivel az 6t
piros korong nem létezett, nulla volt, igy az 6t piros az 6t kékkel is nulla. Elvegezve ezt a
potlast most ki lehet vonni a ket pirosbdl az 6t pirost, megmaradva a két piros es az 6t kék.
A megmaradott két piros, az 6t kékbol kettdvel nullat alkot, igy megkapjuk a kilénbséget,

pontosabban a harom kék korongot. Tehat az eredmény -3.



A kovetkezd példaban egy pozitiv szambol kivonunk egy negativ szamot. A fenti
példdhoz hasonléan fogunk eljarni, vagyis a piros korongbol ki fogjuk vonni a kék
korongokat. Ehhez ki fogjuk pdtolni annyi kekkel amennyit a feladat kér eés a nekik

megfelel6 piros korongokkal is.

0000 000000

" seesee

i elveszilink
marad 6

+10

d) 4-(-6)=+10

Ennél a gyakorlatnadl a kilonbség ©sszeadassa alakult. Mondhatjuk, hogy egy szam
elvétele illetve az ellentettjének a hozziadasa egyenld eredményhez vezet. Egy szam
hozzaadasa illetve ellentettjének elvétele ugyanahhoz az eredményhez vezet. irhatjuk,

hogy 4-(-6)=4+6=10.

A kovetkez6 példaban egy negativ szambol kivonunk egy masik negativ szdmot.

g e
N 2 %
- / \ elvesziink




Ennél az esetnél, egy kék korongbol el
kell venniink hat kék korongot, ami
els0 ranézésre lehetetlen, de ha
Kipétoljuk az egy kék korongot hat kék
koronggal (és persze a hozzatartozo
hat piros koronggal), akkor ki lehet
vonni a hat kék korongot az egy kék

korong az egyik piros koronggal

nullavé alakul és igy a hat piros korongbol marad 6t piros korong. Tehat, az eredmény +5.

Ami gyakorlatilag nem mas mint —1—(—6) = —1+6 =+5.

Az elébbi miiveletek elvégzése arra volt jo, hogy megértsiik az egész szamok

Osszeadasanak és kivonasanak lépéseit.

Ezt a munkat tevékenységként érdemes végrehajtani és hagyni, hogy a didkok
elemezzék lehetéségeiket, esetleg annyi példat adni nekik, amennyi meggy6zi 6ket, hogy
az ismert algoritmus (tulajdonsag), amelyet sok esetben a didkok maguk is felfedeznek a
tevékenység sordn, valéban a leghatékonyabb. Ezzel egy éltalanos matematikai elv
mikodését is megmutatjuk, amely szerint minden problémara érdemes a legegyszeriibb és

ugyanakkor a legaltalanosabb megoldast adni.

Ez fontos stratégiai tanulsagként szolgélhat a diakjaink tovabbi tanulasara nézve,
amely nem lenne lathatd a kész algoritmusok nyers betanitasaval.

3.4. Az egész szdmok szorzésa

Az egész szdmok szorzasanal két esetet kiilonboztetiink meg: az azonos elbjelil
egész szamok illetve a kiilonbozd eldjelii egész szamok szorzasat. Mindkét esetnek
megvan a sajat algoritmusa, szabalya amit alkalmazunk az elvégzésiikre. A kovetkezd

feladatok az egész szdmok szorzéséra vonatkozo algoritmus felfedezését célozzak meg.

1.Feladat. Végezziik el a kovetkezd szorzasokat a szimbolumokkal vald reprezentacio

alapjan, a rajzok mellé pedig szamjegyekkel fejezziik ki.
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000 .
N

<)
> 2:3=6

J

A didkok kirakjak a 3 piros korongot kétszer, vagyis 6 piros korongunk van. Megérezzik

hamar, hogy a szorzas egy ismételt 6sszeadds, 2-3=3+3=6

b) 5-(+3)=+15 /“‘ s \\

e00._..
000
000
L 000_. .

5.(+3) =3+3+3+3+3=+15

>5 -(+3)=+15

)

A kovetkez6 példaban a szorzds kommutativitasat hasznaljuk, amiszerint x-y=y-x

barmely x és y egész szam esetén. Itt gyakorlatilag (+2)-(+8) = (+8)-(+2). Tehat az

abrézolasban minket nem zavar ha a tényezoket felcseréljiik.

c) (+2)-(+8)=+16

+2)-(8)=(+8)- (+2) =(+2) +(+2) + (+2) + (+2) + (+2) + (+2) + (+2) + (+2) = +16

‘00000000 |

R

k+2 +2 +2 +2 42 +2 +2 +2//
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A fenti feladatok tisztdn megfogalmazzék benniink, hogy a pozitiv egész szamok
szorzésa mindig pozitiv eredményhez vezet, vagyis amikor csak piros korongocskakat kell

szorozni a szorzat is mindig piros korongocskakkal lesz kirakva.

A korongocskakkal szerzett tapasztalatok megerdsitik a szorzas értelmezését.
Ennek alapjan, a pozitiv egész szammal végzett szorzas helyett egyenld tagh Osszeadast

irhatunk, amelyben a tagokat a szorzando, a tagok szamat pedig a szorzo adja.

A negativ egész sz&mok szorzésa, mint azonos
eléjelli egész szamok szorzasa, pontosabban az
algoritmus megértése egy Kicsit eltér a pozitiv egész
szdmok szorzasatol. Habar az eredmény itt is
ugyanaz lesz, éspedig a negativ egész szamok
szorzésa mindig pozitiv eredményhez vezet. Miutan
sikerdl jol megértetni a diakokkal ezeket az alapvet6
tulajdonsagokat, akkor majd persze lehet tobb
szammal is dolgozni, sO6t mivetetsorokat Iehet
megoldani az osztalyban. A kovetkez6 feladatok két
negativ egész szam szorzasara vonatkozo6 algoritmus

felfedezését célozzak meg.

2. Feladat. Végezzilk el a kovetkez6 szorzasokat a korongocskakkal valo

reprezentacio alapjan, a rajzok mellé pedig szdmjegyekkel fejezzik ki.
a) —-1-(-)=+1

Ezt a szorzast a kdovetkezOképpen értelmezzik: ki akarunk vonni a semmibdl egyszer
minusz egyet, pontosabban egy kék korongocskat. Ahhoz, hogy ki lehessen a semmibdl
vonni ezt az egy kék szinll korongocskat, ezt a “semmit” abrazoljuk egy kék és egy piros
korongocskaval, majd ebbdl ki lehet vonni az egy kék korongot €s igy megmarad az egy

piros korongocska.
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irhatjuk, hogy
-1-(-)=0-1.(-)=—(-D)=1-(+) =+1

Korongocskakkal kirakosgatva igy néz ki:

e A
o-

0
‘—>+1 g
\ J

g I
o..
‘—>+1

- /

_J
) Y

1 (D) =0-1-(-)=—(-) =1-(+1) = +1

Az olyan miiveleteknek az értelmezését, amelyeknek nincs valosagtartalmuk, a
szakemberek egy kicsit a sajat "izlésiiknek" megfeleléen alkotjadk meg, teljesitve azt az

igényt, hogy megmaradjanak az eddig mar megszokott tulajdonsagok.

b) —2.(-3)=+6

Ezt a szorzast a kovetkezoképpen értelmezziik: ki akarunk vonni semmibdl kétszer minusz
harmat, pontosabban hat kék korongocskat. Ahhoz, hogy ki lehessen a semmibdl vonni ezt
a kétszer harom egyenld hat, kék szinli korongocskat, ezt a “semmit” abrazoljuk hat kék és
hat piros korongocskaval, majd ezebdl ki lehet vonni a hat kék korongot és igy megmarad

a kétszer harom egyenl6 hat piros korongocska.
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—-2-(3)=0-2-(3)=2-(+3)=+6

Korongocskakkal kirakosgatva igy néz ki:

g N\
000 000-..:

> 0
‘“—>+3 “‘—>+3
\

009 999

‘” —>+3 “’—>+3

\_ /
\_ /
~,

—-2-(-3)=0-2-(-3)=2-(+3)=+6

Mondhatjuk, hogy a negativ szdmmal valé szorzas eredménye ellentettje a szam abszolt

értékével valo szorzas eredményének.

Példadl, néhany negativ szdmnak negativ szammal vett szorzata igy is irhat6
(-2)-(3)=-((-2)-3)=-(-6)=6
4)-(2)=-((-4-2)=-(-8)=8
(-2)- (-5 =-((-2)-5) =-(-10)=10

Az egész szamok szorzasanal levd két esetbdl az azonos eldjelll egész szamok szorzasat
sikerlilt megmagyarazni a fenti gyakorlatokban, éspedig azt, hogy az azonos el6jelii egész
szamok szorzata mindig pozitiv.

A kovetkezokben a kiilonb6zo eldjelli egész szamok szorzasaval foglalkozunk, és erre a

szorzasra vonatkozo algoritmus felfedezését célozzuk meg.
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3. Feladat. Végezziik el a kovetkezé szorzasokat a korongocskak segitségével, a

rajzok mellé pedig szamjegyekkel fejezziik ki.

b) 3-(-4)=-12

N
‘9000_...
o000 | .

0000-. .
. vy

Felhasznalva a  szorzés disztributivitasat az 0sszeadasra nézve

(a+b)-c=a-c+b-c, barmelya,b,c egész szdmok esetén .
irhatjuk, hogy
3 (-4)=0+1+D)- (-9 =1- (D) +1- (D +1- (D) =(-D+(4D+ (4 =-12

b) 5-(-2)=-10

00_.,

00-..
00-.. > 5=
00-..

\OO_. )
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irhatjuk, hogy
5.(=2) = (-2) + (=2) + (=2) + (-2) + (-2) =10

A kovetkezd feladatokat a korongocskak segitsége mellett, a szamegyenesen nyilacskak
megrajzolasaval is szemléltethetjik.

c) (-3)-4=-12
(-3)- 4

-l T TN TN TN TR SR N S S T T N
I I | =1 I =1 I I'ill I I

-12 ~3 01

d) (-5)-2=-10

—ttt ettt
=10 -5 0 1

A c) és d) feladatoknal a szorzds kommutativitsat hasznaltuk, amiszerint a-b=»b-a,

gyakorlatilag (-3)-4=4-(-3) és (-5)-2=2-(-5). Tehat az abrézolasban minket nem

zavar ha a tényez0k fel vannak cserélve.

A kovetkez6 abran a d) példat szemléltetem a korongocskakkal:

e D)
90000.-. -

00000 ..
N S

irhatjuk, hogy

(-5)-2=(-5)-1+(-5)-1= (-5) +(-5) =10
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Az egész szamok szorzasanal levo két esetbdl a kiillonbozo eldjelit egész szdmok szorzasat
sikerlilt megmagyarazni a fenti gyakorlatokban, éspedig azt, hogy a kiilonboz6 el6jeli

egész szamok szorzata mindig negativ.

A 16 célom az volt az eddigi feladatok szemléltetésével, hogy az egész szamok

szorzasara vonatkozo algoritmusokat, tulajdonsagokat nemcsak lediktalom a diakoknak és
6k azt bemagoljak, hanem ténylegesen megértik. S6t, esetleg 6k maguk fogalmazzak meg

az illetd tulajdonsagot.
3.5. Az egész szdmok osztasa

Az egész szamok osztasanal a szorzashoz hasonldan, ket esetet killonboztetink meg:
az azonos eldjeliil egész szamok illetve a kiillonbozd eldjelii egész szamok osztasat.
Mindkét esetnek megvan a sajat algoritmusa, szabalya amit alkalmazunk az elvégzésikre.
A kovetkezé feladatok az egész szamok osztasara vonatkoz6 algoritmus felfedezését

célozzak meg.

1. Feladat. Végezzik el a kovetkez6 osztasokat a szimbolumokkal valo reprezentacid
alapjan, a rajzok mellé pedig szamjegyekkel fejezziik ki.
a) 6:2=3
3

AS ,
OO 2 [eee]
OO0 OO0
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A didkok kirakjak a 6 piros korongot, majd ketté osztva a korongokat rogton észre
veszik, hogy 3-3 piros korong marad. Megérezziik hamar, hogy az osztas a szorzas
forditott miivelete, 2-3=6.

b) 12:(+3)=+4

‘o000 | (0000

0000 " . 0000

- y -
Y12

c) (+10):(+5)=+2

+10
/\

(0000000000 |

- (+5)

v
1
I
|
'
|
1
1
|
1
|
|
I

|

+2

A fenti feladatot a korongocskak segitsége mellett, a szamegyenesen nyilacskak

megrajzolasaval is szemléltethetjiik, ezzel is segitvén a didkoknak a jobb elmélyitésben.
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2-szer van meg
P—t—t—t—t———t>

10-ben az 5
0 1 » 10

1 1 }

1 Il Il Il
I 1 |l 1 1 |l

A fenti feladatok tisztdn megfogalmazzék benniink, hogy a pozitiv egész szamok
osztasa pozitiv egész szammal mindig pozitiv eredményhez vezet, vagyis amikor csak
piros korongocskakat kell osztani a hanyados is mindig piros korongocskakkal lesz

kirakva.

A kovetkezokben végezziink el egy par olyan osztast ahol az osztand6 negativ egész szam.

d) (-8):4=-2

00000000-. ;

A fenti feladatot a korongocskak segitsége mellett, a szamegyenesen nyilacskak

megrajzoléasaval is szemléltethetjik:

(-8) /4
az iranyitott szakasz negyede
+—t —t—t—t—t——t—t—tk i€ t —t—t —t—t—t t +—t —>
-8 2 01
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Lathatd mindkét szemléltetésen, hogy gyakorlatilag a (-8)-ban a 4-es (-2)-szer van

meg.

A korongos szemléltetésen viszont tisztan lathato, hogy 8 darab kék korongocskat 4-

felé osztva 2 kék korongocskat kapunk.

e) (-12):3=-4

000000000000-. .

0000 0000 \OOOO/

|

-4

A sz&megyenesen nyilacskak megrajzolasaval pedig:

(-12)/3
az iranyitott szakasz harmada
T A -y
e e e ——————————————F——+—>
12 —4 0 1

A fenti példakon tisztan megfogalmazodik, hogy egy negativ egész szdmot akarmilyen

pozitiv egész szam felé osztunk, a hanyados mindig negativ marad.

A kovetkezokben végezziink el egy par olyan osztast, ahol az 0sztando pozitiv egesz szam

és az 0sztd negativ egész szam.

36



f) 6:(-2)=-3.

A fenti f) feladatban mivel az 0szt6 negativ, igy a 6-hoz hazott nyil pozitiv iranyd, a -2 -
be hdzott nyil negativ irdnyd, emiatt nem tudjuk szemléltetni a szamegyenesen. Itt a
korongos modell fog segiteni nekiink.

Gyakorlatilag a 6:(—2) azt jelenti, hogy 6-ot elvesziink két csoportban és a tablan egy

csoportban maradt korongok mutatjak az eredményt.

Atalakitva 6:(—2)=—(6:2)=0-(6:2)=0-3=-3 -at kapunk

6

S

"‘Jf elvesziink 6-ot két
\ ‘ ‘ ‘// csoportban (6:2=3)
ZEEr )

+3

i

az egy csoportban
maradott korongok

Elébb a 6:(-2) =—(6:2) tulajdonsagot hasznaltam fel, aminek a segitségével a
hatot sikerilt elosztani kétfelé, igy harmat kaptunk. Innen mar a kivonas tulajdonsagat
hasznéltam, a nullabdl kivontam a  (6:2) =3-at , a nullét felirtam a hat piros es hat kék
korong segitségével, igy ki lehetett vonni a (6:2)=3 piros korongot, végiil

megmaradott a 3 kék korong.
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A kovetkez6 feladatokban az osztando is és az 0szto is negativ egész szam, ennél
az esetnél mindkét szemléltetést hasznalni lehet, a szamegyenesen a nyilacskékat illetve a

korongocskakat.

9) (-12):(-3)=+4

irhatjuk, hogy (~12): (=8) = {(~12) : 3] = —(—4) = 0— (~4) = +4

” az egy csoportban
‘ ‘ maradott korongok

szama

V4

S
; ]

7

0000 0000 0000
00000000 9000

harom csoportban
(-12):3=-4

0000

-4

A

elvesziink (-12)-t

A szamegyenesen nyilacskak megrajzolasaval pedig:
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(—12) : (-3)

{(=12)-ben a (-3) 4-szer van meg
I I I: I I Ii I I I-" I I I‘ I I I I I I I I I I I I I | |

S ) w3 g 1

A fenti példakon tisztan kdvetkezik, hogy ha egy negativ egész szdmot egy negativ egész

szam felé osztunk, a hanyados mindig pozitiv marad.

Miutan mindezeket elmagyaraztuk, csoportosan kidolgoztuk, akkor fel lehet vazolni a

didkoknak az egész szamok osztasara vonatkozo eldjeltablazatot:

)=
):6)=()
+):()=0)
):H=0)
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IV. FEJEZET
A KUTATAS MODSZERTANA

., Az elemi szamelmélet kevés eldismeretre épiil, modszerei egyszeriiek, targya kozismert és

’

kézzelfoghato. Alkalmas arra, hogy a természetes emberi kivancsisagot ébresztgesse.’

G. H. Hardy

4.1. A kutatas indoklasa:

Régota foglalkoztat az a kérdés, miként lehetne az altalam tanitott diakok
matematikai ismereteit, kivancsisdgat a matematika ora irant, logikus gondolkodasat, a
matematikai algoritmusokat, tulajdonsagokat minél eredményesebben elmélyiteni. A
pedagdgiai kutatds keretén bellll azt szeretném felmérni, hogy a VI. osztdlyban mennyire
fejleszthetd a logikus gondolkodds matematika Oran, valamint, hogy Osszefiigg-e az
ismeretek fejlesztése a logikus gondolkodas fejlesztésével.

Gyakorlatilag a VI. osztalyban tanitott egész szamok halmazan belil, az egész
szdmokkal végzett miiveletek tulajdonsigaira tértem ki, éspedig ezen tulajdonsagok
megmagyarazasara, megértésére ¢s nem csak az egyszeri elfogaddsara, bemagolésara,
nagy hangsulyt fektetve a logikus gondolkodas fejlesztésére az ismeretek fejlesztése
mellett.

Ezért, Osszehasonlitom két év eredményét, a tavalyi évet, amikor ugyanis a
megmagyarazas nélkili betanulés modszert hasznaltam, illetve az idéni erdményt, amikor
kitértem minden tulajdonsdg megmagyarazasara, kulon orakat szanva erre. Mindkét évben
az egész szamok halmazéanak a fejezete végén, felmértem a didkjaimat és igy Osssze
tudtam hasonlitani a két médszert amit alkalmaztam.

Kutatasomat két osztalyban végeztem, a VI.B tavalyi osztalyban és a VI.B idéni

osztalyban.

4.2. A kutatas célkitiizései:

Kutatasom soran a célom, az alapmiiveletekre(6sszeadas, kivonas, szorzas, osztas)
vonatkozo algoritmusokat megprobalni ujra felfedezni, megfeleld gyakorlatok és feladatok
céliranyos alkalmazasaval V1. osztalyban.

Ennek a célnak megvalositasa érdekében felmeértem a tavalyi VI. osztaly tanuldinak

szerzett ismereteit, amikor még nem alkalmaztam a korongos elméletet a algoritmusok
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felfedezéseben, csak a betanitott szabalyokat keértem téliik, illetve az idéni VI. osztaly
tudasszintjét és Osszehasonlitottam a gy(jtott eredményeket. Figyelemmel Kisértem a
tanulok pozitiv hozzéaallasat a matematikai gyakorlatok és feladatok megoldasahoz és
alkotasahoz, illetve a hozzaallas valtozasat. Az értelmi képességek, a gondolkodas

hajlékonysaganak valtozasat feladatlapok, 6nallé munkék segitségével ellenériztem.

4.3. Hipotézisek:

» Ha a gyakorlatok és feladatok megoldasanak és elsajatittatasa, a lehet6ségek maximalis
kihasznalasa minel tobb tevékenységre épll, akkor az év végére mindségi valtozas fog
bekdvetkezni a tanuldk teljesitményében, a logikus gondolkodasi mechanizmusok
fejlodésében.

» Ha az egész szamokkal végzett miiveletek tulajdonsagainak elsajatitasaban hasznaljuk
a korongos modellt, 6nalldé csoportos munkara szoktatjuk a diakokat tobb lehet6séget
biztositunk a logikus gondolkodasi mechanizmusok fejlesztésére.

» Ha csoportos jatékokat, tevékenységeket szerveziink matematika 6ran, a gyengébb

képességli tanuldk gyorsabb litemben fejlddnek.

4.4. A kutatas lebonyolitésa:

A kutatdst a szaszrégeni ,,Florea Bogdan” Gimnazium két egymasutani VI.B
osztalyaban végeztem. Osszesen 19+12=31 tanul6t vizsgaltam két tanév alatt. A diakok 13
évesek, akik kozul 17 lany és 14 fiu.

A 2010-2011-es tanévben, ha tapasztalataimrol beszélnék azt mondanadm, hogy
pozitiv tanuldi hozzaallast tanlsitva, sikeres és élménydus tanévet zarhatok az idén.

A legfontosabb a sikeres haladas terén az, hogy 80 szazaléka a tanuldknak el tudta
sajatitani a VI. osztalyos kovetelményeket. Ez annak készonhetd, hogy kézos munkank
soran megprobéaltam a tanuldk egyéni haladasi ttemét egész évben figyelembe venni.

Az algoritmusokra, tulajdonsagokra  megprébaltam ravezetni, felfedeztetni a
diakjaimat és nem csak lediktalni, elfogadtatni azt a tulajdonsagot. igy egy biztosabb tudést
értem el a gyengébb tanulokkal, a jobb képességli tanuldkkal pedig megfeleld
differencialdssal haladtunk elére a tanulésban, az igényeiknek megfeleléen. Egész évben
sokat gyakoroltunk, dolgoztunk, ami a tanulok eldrehaladdsat, a magabiztosabb
hozzéallasat eredményezte.

A kutatas soran alkalmazott modszerek kozil megemliteném a kovetkezoket:
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= Feltaro modszerek: célzott megfigyelés, szobeli kikérdezés, irasbeli felmérd
» Feldolgozé mddszerek :
* mindségi elemzés: o©nalld munka, csoportmunka, vizualizalas,
frontalis munka, hazi feladatok elemzése, feladatlapok, felmérok

= statisztikai modszer
A kutatast két [épésben végeztem:

1. VI.B tavalyi teszt (kontroll csoport), ahol a tavalyi VI. osztaly felméresét
értékelem Ki
2. VI.B idéni teszt (kisérleti csoport), ahol az idéni VI. osztaly felmérését

értékelem Ki
4.4.1. Tavalyi VI. osztaly felmérése (kontroll csoport):

A tavalyi V1. osztaly felImérését hagyomanyos modon végeztem, az egész szamokkal
végzett 4 alap mivelet elsajatitasa utan. Az A/l tesztben (lasd A/l sz&mi mellékletet)
eldszor az egész szdmok Osszeadasat €s kivonasat ellendrizvén a kovetkezdket figyeltem

meg:

» Tudnak-e a diakok a pozitiv egész szamokkal 6sszeadni
» Tudnak-e a didkok a negativ egész szamokkal 6sszeadni
» Tudnak-e a didkok a pozitiv egész szamokkal kivonni

» Tudnak-e a didkok a negativ egész szamokkal kivonni
Megfigyelési szempontok:

A felméré 14 gyakorlatbol allt, mindegyik 5 pontot érve, igy a diak 14 x 5=70
pontot tudott Osszegylijteni. Hatodik osztalyban személyesen harmastol osztalyozok,
hivatalbél 30 pontot kap a didk. Ugy gondolom, hogy az egyestél valo osztalyzatba a
kisebb didkokat fokozatosan évrél évre kell bevezetni. Egy kozepes szintli felméro,
amelyben nem a gyakorlatok valtozatossdga volt eldtérbe helyezve, hanem inkdbb az
alapmiiveletek ismerete volt kihangsulyozva. Mivel a tulajdonsédgokat a hagyomanyos
modszer alapjan a didkok elfogadtak, megtanultdk, sokan bemagoltak, ez oda vezetett,
hogy azok a didkok akik jobb képességiiek voltak, azoknak sikeriilt jobb eredményeket
elérni. Viszont a gyengébb vagy kozepes képességli didkok elég sok gyakorlatot

elrontottak, gyengébb eredményeket elérvén.
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Az eredmény a kovetkez6 volt: a didkok 16 %-ka 9-10 kozott irt, vagyis nagyon ligyesen,
helyesen dolgoztak. A didkok 28 %-ka 7-8 kozott irt, ezeknél a diakoknal aprobb hibak
csusztak be, lathatoan eltévesztették a szabalyokat. A didkok 39 %-ka 5-6 kozott irt,
ezeknél a diakoknal mar kisebb és nagyobb hibak csusztak be, elég sok gyakorlatnal. A

didkok 17 %-ka 3-4 kozott irt, gyakorlatilag nem voltak képesek majdnem semmire.

1.Téblazat: A VI1.B tavalyi teszt (+,-) eredményei

Minésités/Jegy Szazalék
9-10 16 %
7-8 28 %
5-6 39 %
3-4 17 %

1. Diagram: VI.B tavalyi teszt (+,-) eredményei

VI.B tavalyi teszt (+,-)

Jegyek

H9-10
E7-8
i 5-6
H3-4

A tavalyi VI-ik osztalyt utélag felmértem hagyomanyos maddon, az egész szamokkal

végzett 4 alap mivelet (+, - , -, ;) elsajatitasa utan. Az A/3 tesztben ( lasd A/3 sz&mu
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mellékletet) az egész szamok Osszeadasat, kivonasat, szorzasat illetve osztasat ellenérizvén

a kovetkezoket figyeltem meg:

Tudnak-e a didkok a pozitiv egész szdmokkal dsszeadni
Tudnak-e a diakok a negativ egész szdmokkal 6sszeadni
Tudnak-e a diakok a pozitiv egész szamokkal kivonni
Tudnak-e a didkok a negativ egész szamokkal kivonni
Tudnak-e a didkok a pozitiv egész szamokkal szorozni
Tudnak-e a diakok a negativ egész szamokkal szorozni
Tudnak-e a diakok a pozitiv egész szamokkal osztani

Tudnak-e a didkok a negativ egész szdmokkal osztani

YV V.V V V V V V VY

Tudjék-¢ a miiveletek elvégzésének helyes sorrendjét

Megfigyelési szempontok:

A felmér6 hasonléan 14 gyakorlatbdl allt, mindegyik 5 pontot érve, igy a diak 14 x
5=70 pontot tudott Osszegyiijteni. Egy kozepes szintli felmérd, amelyben valtozatos
gyakorlatok voltak elétérbe helyezve.

Mivel a tulajdonsagokat a hagyomanyos modszer alapjan a didkok elfogadtak,
megtanultdk, ez oda vezetett, hogy azok a didkok akik jobb képességiiek voltak az els6
teszthez hasonl6an, azoknak sikertlt jobb eredményeket elérni. Tehat mondhatom, hogy a
j06  matematika képességekkel rendelkezd didkok megtanultdk Dbecsiiletesen a
tulajdonsagokat, ennek kovetkeztében nagyon jo eredményeket értek el. Habar, nem tudom
hogyan magyarazndk meg a tulajdonsagok kozil, barmelyiket is (egész szamok
Osszeadasara, kivonasara, szorzasara, osztasara nézve), a tulajdonsédgokat jol tudtak
alkalmazni. Viszont a gyengébb vagy kozepes képességii diakok ennél a tesztnél mar
nehezebben boldogultak, mint az elsénél. Ez a dolog annak is koszonhetd, hogy
gyakorlatilag, ha nem tanulta meg rendesen az egész szamok 0Osszeadasara, kivonasara
vonatkozo tulajdonsagokat, akkor itt mar nem tudott kivitelezni mas gyakorlatokat sem,
ahol ezek a miiveletek csak egy részét képezték a feladatnak. fgy bizonyara elég sok

gyakorlatot elrontottak és gyengébb eredményeket értek el.

Az eredmény a kovetkez6 volt: a didkok 11 %-ka 9-10 kozott irt, vagyis nagyon
ugyesen, helyesen dolgoztak. A didakok 17 %-ka 7-8 kozott irt, ezeknél a diakoknal aprébb
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hibdk csusztak be, lathatdan eltévesztették a szabalyokat. A didkok 44 %-ka 5-6 kozott irt,
ezeknél a diakoknal mar kisebb és nagyobb hibdk csusztak be, elég sok gyakorlatnal. A
diakok 28 %-ka 3-4 kozott irt, gyakorlatilag nem voltak képesek majdnem semmire. A
tapasztalatom azt mondja, hogy a betanult, felhalmozodott szabalyok, egy id6 utan
felejtédnek, s6t a kozepes-gyenge didkok Osszetévesztik Oket. Tisztan lathatd, hogy a
masdik tesztnél a tavalyi didkok eredményei romlottak, ami azt eredmeényezte, hogy vissza
kell térni az alaptulajdonsagokhoz és vagy Ujra tanulni, vagy talan logikusan megérteni

hogy mi is torténik abban a tulajdonsagban.

1.Tablazat: A VI.B tavalyi teszt (+, -, -, :) eredményei
Minésités/Jegy Széazalék
9-10 11 %
7-8 17 %
5-6 44 %
3-4 28 %
1. Diagram: V1.B tavalyi teszt (+, -, -, : ) eredményei

VI.B tavalyi teszt(+,-, ¢, :)

A

Jegyek

E09-10
H7-8
i 5-6
E3-4
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4.4.2. Idéni VI-ik osztaly felmérése (kisérleti csoport):

Az idéni VI-ik osztaly felmérését a korongos matematikai modell alkalmazésa utan
vegeztem, gyakorlatilag a tulajdonsagokat kdzdsen az osztallyal sikerllt megfogalmazni a
csoportos tevékenységeink sordn. Az egész szamokkal vegzett 4 alapmiivelet elsajatitasa
utan, az A/2 tesztben (lasd A/2 szamu mellékletet) el6szor az egész szamok Osszeadasat és

kivonasat ellendrizvén a kdvetkezoket figyeltem meg:

» Tudnak-e a didkok a pozitiv egész szamokkal 6sszeadni
» Tudnak-e a didkok a negativ egész szamokkal sszeadni
» Tudnak-e a didkok a pozitiv egész szamokkal kivonni

» Tudnak-e a didkok a negativ egész szamokkal kivonni
Megfigyelési szempontok:

A felméré hasonl6an a tavalyihoz 14 gyakorlatbol allt (majdnem ugyanazok a
gyakorlatok), mindegyik 5 pontot érve, igy a diak 14 x 5=70 pontot tudott Gsszegyljteni..
Egy kozepes szintli felmérd, amelyben nem a gyakorlatok valtozatossaga volt eldtérbe
helyezve, hanem inkabb az alapmiiveletek ismerete volt kihangstlyozva. Mivel a
tulajdonsagokat a korongos matematikai modell alkalmazéasaval sajatitottak el a didkok,
illetve a gyakorlatokat le kellett rajzolni a korongocskak segitsegével, ez oda vezetett, hogy
azok a didkok akik jobb képességlieck voltak, azoknak semmi gond nélkdl sikerilt jo
eredményeket elérni most is. Viszont a gyengébb vagy kozepes képességii diakoknak is, a

korongos kirakasnak koszonhetéen sikerlt jobb eredményeket elérni, mint a tavalyiaknak.

A pozitiv egész szdmok Osszeaddsa nem okozott gondot senkinek, hiszen a piros
korongocskakkal kirakosgattak o¢ket, majd 0sszeszdmolva megkaptdk az eredményt, a
negativ egész szdmok Osszeadasa hasonléan nem volt nehéz mivel csak a piros szinrél
kellett valtani kékre és minden rendben volt. A pozitiv egész szamok kivonasanal amikor
nagyobb szambdl vontak ki a kisebbet, akadaly nelkil kirakosgattak és megkaptak a helyes
valaszt, ha viszont kisebb szambdl vontak ki a nagyobbat akkor kipotoltdk annyi
koronggal, amennyi sziikség volt ahhoz, hogy el tudjak végezni a kivonast. Ennél az utébbi
esetnél (peldaul az A/2 tesztben az i) gyakorlatnal : +8-13=.... ) egyes didkok Ugy jartak
el, hogy felrajzoltak 8 piros korongot és még 5 piros korongot 5 kék koronggal egyitt, igy
megvolt a 13 piros korong, amit ki lehetett vonni és akkor megmaradott az 5 kék korong,

tehat az eredmény -5 lett. Masok pedig felrajzoltdk a 8 piros korongot és még 13 piros
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korongot 13 kék koronggal egyditt, ezek utan kivontak a 13 piros korongot, a megmaradott
8 piros korongot a 13 kék korongbol 8 darabbal kihiztdk és igy megmaradott az 5 kék
korong, vagyis az eredmény igy is -5 lett. Erdekes modon voltak egy paran, akik egy masik
felrajzolasi modot hasznéltak, éspedig megrajzoltdk a 8 piros korongot majd a 13 kék
korongot, a 8 pirosat kihuztak 8 darab kék koronggal a 13 kékbdl, megmaradva igy az 5
kék korong.

1. Té&blazat: A VI.B idéni teszt (+,-) eredményei

Minésités/Jegy Szazalék
9-10 33%

7-8 44 %

5-6 22 %

3-4 1%

1. Diagram: VI.B idéni teszt (+,-) eredményei

VI.B idéni teszt (+,-)

1%

|

Jegyek

H9-10
H7-8
i 5-6
E3-4
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Az eredmény a kovetkezd volt:

o A didkok 33 %-ka 9-10 kozott irt, 17 %-al jobb eredmény a tavalyihoz képest,

vagyis nagyon lgyesen es helyesen dolgoztak.

o Adiakok 44 %-ka 7-8 kozott irt, 16%-al megnétt ezen tanuldok szama ezeknél a

diakoknal aprdbb hibak cslsztak be.

e A didkok 22 %-ka 5-6 kozott irt, 17%-al csokkent ennél a kategorianal a
tanuldk szdma, ezeknél a didkoknal mér kisebb és nagyobb hibak csusztak be.

o A diakok 1 %-ka 3-4 kozott irt, gyakolatilag a leggyengébb tanuldknak is

sikerilt egy jo par gyakorlatnal helyesen felrajzolni a korongocskakat

Eszrevehetd milyen érdekes médon értelmezték egyes didkok a korongos modellt,
ami lényegében tobb utat is mutatott a didkoknak a helyes megoldasban. Ezaltal
ugyanannal a tesztnel, amit a tavaly irtunk a kontroll osztéallyal, sokkal jobb eredményeket

értunk el az idéni, kisérlet osztallyal.

Persze még fennall egy maésik kritérium is, amitél teljesen nem tudok eltekinteni,
éspedig az, hogy a két osztaly két kiilonbozé gyerekekbdl allo csoport, de a tapasztalataim
szerint nincs nagy kilénbség a két osztdly tanulmanyi szintje kozott, mondhatni
elhanyagolhat6, ez tesztelhet6 korabbi jegyeken. Tébb mint valdszindi, hogy ha a tavalyi
osztalyban is végig vennénk a korongos modellel az egész szdmokkal végzett miiveleteket,

akkor ott is érezhetd lenne a kiilonbség.
4.4.3. Tavalyi és idéni teszt 6sszehasonlitasa:

A kutatas utolso fazisaként dsszehasonlitottam a tavalyi és idéni teszteket. A tavalyi
teszt eredményeit 6sszehasonlitva az idéni teszt eredményeivel arra a kovetkeztetésre
jutottam, hogy az alkalmazott modszer, a korongos modell nagy mertékben hozzajarult a

diakok fejlesztéséhez.

A kutatas elején felallitott hipotézisek igazolddtak a kutatas soran. Ev végére
mindségi valtozas kovetkezett be a tanuldk teljesitményében amint lathatd az aldbbi

diagramon.

48



Bebizonyosodott, hogy minél tobb lehetdséget, munkaformat (6nall6 munka,
differencialt munka, csoportmunka), ha megadjuk azt a lehet6séget, hogy a diakok maguk
is felfedezzék, hogy az ismert tulajdonsag valoban a lehet6 leghatékonyabb, illetve minnél
jobban elmélyllink a tulajdonsdgok megértésében és nem csak a megtanulasaban,
elfogadasaban, annal biztosabb a fejlédés, tigy a tudasszint, mind a logikus gondolkodas
terén. Ha a diakok jo eredmeényeket érnek el, akkor kialakul a pozitiv hozzaallas is, ami
nagyon fontos, mert segiteni fog késébb, nagyobb osztalyokban, amikor t6bb nehézséggel

talalkoznak.

12. Abra: Tavalyi- és idéni teszt 6sszehasonlitasa

m9-10
m7-8

5-6

O R, N W H U1 OO N
1

Tavalyi teszt Idéni teszt

4.4.4. A két populdcié atlaga kétmintés t probaval

A tavalyi és idéni tesztek 0sszehasonlitasa utan még elvégeztem egy statisztikai
tesztet, amelyben egy kétmintas t probat alkalmaztam arra vonatkozéan, hogy a két
populécié atlaga ugyanaz-e vagy sem.

A két populécid a mi esetiinkben, a kisérleti (ideni) és a kontroll (tavalyi) osztaly. A
kétmintas t probanak megfeleléen megfogalmazzuk a hipotezist. A proba nullhipotézise
(Ho), hogy az atlagok megegyeznek a két osztalyban:

Ho  Mkisérleti= Mkontroll: 232 Lkisérleti — Mkontroll = 0. ahol a

Hyiserieti » Hiontroll a két populacio atlaga.
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A proba alternativ hipotézise (H,), hogy a két mintaban a két atlag statisztikai
szempontbdl nem egyezik meg. A "statisztikai szempontbol" kifejezés itt arra utal, hogy az
eltérés a két atlag kozott olyan minimalis, hogy pusztan csak a véletlen ingadozasnak
tulajdonithatd (ekkor a két atlag statisztikai szempontbdl azonosnak tekinthetd), vagy
jelentésen nagyobb, mint ami a véletlennel magyarazhato (ekkor a két atlag statisztikai

szempontbol nem tekinthetd azonosnak).

Ha  Aisérleti <> Hiontroll

A kétmintas t-préba probastatisztikaja:

T —

yﬁ[n — 1)s* 4

[nm(n4+m —2)

m—ljs‘;?.v n+m

[
I
— Eﬁ

o I az kisérleti csoport atlaga

. Yakontroll csoport atlaga,

« s, azegyik valosziniiségi valtozo korrigalt sz6rasa,
. Sy* a masik valdszinliségi valtozo6 korrigalt szorasa,
e nazegyik minta elemszama

e m a masik minta elemszama.

A kétmintas t-proba a két atlagot hasonlitja Ossze, a kapott mintaatlagok

segitségével a sokasag-atlagokra kovetkeztetiink.

A nullhipotézis az, hogy a két sokasagnak, amelyekbdl a mintakat vettiik, azonos az
atlaga (kontroll = kisérleti), kétoldalas ellenhipotézise pedig az, hogy kiilonbozok az
atlagok. Ennek a hipotézisnek a tesztelésére két osztaly all a rendelkezésiinkre, az kontroll

osztalyban 18 tanulo van , a kisérleti osztalyban 12 tanul6 van.
Az idéni (kisérleti) osztaly atlagos eredménye a korongos modellt hasznélva :
X=(3-10+2-942-8+2-7+2-6+1-5):12=791

A tavalyi (kontroll) osztaly atlagos eredménye a hagyomanyos médszert hasznélva :
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y=(1-10+2-9+3-8+2-7+4-6+4-5+2-4):18=6,55

A mintdk nagysiga n = 12 és m = 18, a korrigélt szérésok s, és s, a kovetkezd

képletekkel kiszamitva:

[on, (X - X2 [, (Y- Y )

# *
54 = . L. =

X n—1 ' ¥ m—1
S¢ °=2,99 illetve s,”=3,20
‘ X—V _\/nm-(n+m—2)_

\/(n—l)s:2 +(m-Ds;’ n+m

_ 7,91-6,55 _ \/12-18-(12+18—2) _

J(@2-1)-2,99 + (18 -1)-3,20 12+18

=0,1456-14,1985 =
=2,067 = t=2,067

At .51 p/2 kvantilist meghatarozva kapjuk, hogy n+m—-2=12+18-2=28 ¢és

a p=0,05-nek véve az 1-p/2=1-0.05/2=0,975 vagyis t,;,,,;=2.048

te [_tn+m—2,1—p/2 ’tn+m—2,1—p/2] = [_t28,0.9757t28,0.975] =[-2.048, 2.048]

Mivel a szadmitott érték, t=2,067 nincs benne a [-2.048, 2.048] intervallumban, a
nullhipotezis megbukik 95%-os szinten, vagyis legalabb 95% a valdsziniisége annak, hogy
a két minta atlaga nem egyezik meg. Tehat, érvényesil a proba alternativ hipotézise,
amiszerint 1ényeges kilénbség van a két modszer kozt.

A fenti hipotézisbdl kovetkezik, hogy az idéni (kisérleti) osztallyal elsajatitott
korongos matematikai modell, jobb eredményekhez vezet mint a tavalyi (kontroll)

osztallyal hagyomanyos tton torténd tanulas.
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V. FEJEZET
KOVETKEZTETESEK, JAVASLATOK

A kutatdsom soran arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy az iskolai tanulést kettds
folyamatként értelmezhetjuk, amelynek soran a gyermek az ismeretek elsajatitasan tul az
ismeretek alkalmazasahoz és Ujabb ismeretek megszerzéséhez sziikséges gondolkodasi és
altalaban értelmi miveleteket is megtanulja. Mar a megértés is szamos gondolkodasi
mivelet elvégzését feltételezi, a konkrét tartalom atforditasat elvont szintre, példaul a

tartalom korongocskakkal vald kifejezését.

A rajzos gyakorlatok altal lehet6séget adunk a gyermekeknek az Osszefliggések,
tulajdonsagok oOnall6 felfedezésére. A kovetkezékben az eredményeket az eldirt

hipotéziseim szemszogébdl elemzem:

e Ha a gyakorlatok és feladatok megoldasanak elsajdtittatasa, a lehetdségek
maximalis kihasznalasa minél tobb tevékenységre épul, akkor az év végére
minoségi vdltozas fog bekévetkezni a tanulok teljesitményében, a logikus

gondolkodasi mechanizmusok fejlodésében.

Ez a feltevés bebizonyosodott, mivel az egész szamokkal végzett alapmiiveleteket
tevékenységekre épitettem, betartvan a fokozatossag elvét. Nagyon szivesen dolgoztak a
didkok, a piros és kék szinii kartonpapirbol kivagott korongocskakkal, illetve a magneses

korongocskakkal a fémtablanal.

o Ha az egész szamokkal végzett miiveletek tulajdonsagainak elsajatitasaban
hasznaljuk a korongos modellt, 6nall6 csoportos munkara szoktatjuk a diakokat

tobb lehetbséget biztositunk a logikus gondolkodasi mechanizmusok fejlesztésére.

Ez a feltevés is bebizonyosodott. Onalléan, sajat ritmusukban dolgoztak a diakok.
fgy mindenki a lehetdségeinek megfelelden fejlodstt. A gyerek azzal, hogy valamit
kivancsisagbol kiprobal, uj helyzeteket teremt, az ujdonsag pedig lenytigdzi, 6romet ad és

pillanatonként bdlcsebbé teszi.

e Ha csoportos jatékokat, tevékenységeket szerveziink matematika 6ran, a gyengébb

képességii tanulok gyorsabb iitemben fejlodnek.
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A csoportos tevékenyseg keretén belil minden gyerek bekapcsolédik, az

ugyesebbek segitenek a gyengébbeknek is, igy észrevétlendl elsajatitanak ismereteket. A

csoportos munka soran mindig voltak olyan tanulok, akik szivesen iranyitottak a csoport

tevékenységét. Voltak olyan didkok akik, a csoportos munka alatt tévesen rakosgattak ki a

korongokat, ekkor a csoporttarsaik rogton kisegitették. A teszt alatt a diakok 2-3 féle

képpen is kiraktak a korongok segitségevel a feladatot, amit utdlag bemutattak egymasnak.

A csoportmunka altal nagyon jol fejlodik a kozosségi szellem is. Egy igazi kozosségben a

didkok mindig szivesen dolgoznak.

Az eredményesebb matematika oktatas érdekében, a kovetkezé modszereket ajanlom:

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

Teremtsiink megfeleld érzelmi légkort, valasszuk ki a leghatékonyabb tanitasi
madszereket.

Sajatittassuk el a tanulokkal azokat a gondolkodasi miiveleteket, amelyekre az
adott helyzetek, feladatok megoldasahoz sziikségik van.

Adjunk a jobb képességili tanuloknak ,,provokativ” jellegii feladatokat, amelyek
megoldasahoz nem elég a sablon, hanem ©nall6, produktiv gondolkodést
feltételeznek, egyéni elképzeléseiket kdzolhetik, rogzithetik.

Kertljuk a tdlzott segitségnyuljtast, figyeljink a tanulok eltéré értelmi
képességeire, szoktassuk 6nallé6 munkéra és dnellendrzésre Oket.

Oldjuk fel a gatlasaikat, erGsitsik Onbizalmukat, a versengest csak
elévigyazatosan alkalmazzuk.

Vegyiik figyelembe a tanulok érdeklddését, teherbird képességét.

Ertékeljik rendszeresen, pozitiv médon a tanulok munkajat.

Fejlédésiiket onmagukhoz mérjiik, ne hasonlitgassuk Ossze tarsaikkal.
Foglalkozzunk differencidltan is a tanulokkal. A differencialt oktatds a
matematika ora elengedhetetlen feltétele, mivel kettds célt szolgal: felzarkoztatja

a gyengébb tanulokat, a jobb képességiieket meg dolgoztatja.

A gondolkodas harmonikus fejlesztése csak akkor lehetséges, ha a tanulok

szeretik azt amit végeznek. Meg kell probalni atalakitani a sokszor széaraz, unalmas

matematika orakat, érdekes tevékenységekre épiilo, a diakokat aktivizalo matematika

orékka varazsolni. Kénnyebb a matematikat megszerettetni, mint az elveszitett 6nbizalmat,

munkakedvet visszaadni.
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A hangsuly az algoritmusok mechanikus elsajatitasarol attevédik a logikus
gondolkodasi mechanizmusok fejlesztésére. Olyan eljardsokkal, kutatdsi modszerekkel,
matematikai modellekkel kell megismerkedjenek a tanuldk, amelyekkel a gyakorlat altal
felvetett problémakat tanulméanyozni és megoldani tudjak. Ha az altalanos osztalyokban a
tanulokkal megszerettetjiik a matematikat, akkor az oktatas kovetkezd szakaszaiban
konnyebben fognak boldogulni nem csak matekbdl, hanem mas matematikatol fliggd

tantargyakbdl is.

54



Irodalomjegyzék

1. Andras Szilard, Nagy Ors: Kivancsisag vezérelt matematika oktatds — Statusz
Kiad6 2010

2. POSITION PAPER NATIONAL FOCUS GROUP ON TEACHING OF
MATHEMATICS - First Edition Mach 2006 Chaitra 1928, PD 5T BS © National
Council of Educational Research and Training, 2006 ISBN 81-7450-539-3

3. Ambrus, A.- Vancsd, O: Egy gyakorlatorientalt matematikaoktatasi modell a
kdzoktatasban. KOMA pélyazati anyag, 1998

4. Ambrus. A.: Bevezetés a matematikadidaktikaba. E6tvos Kiadd Budapest, 1995

5. Dan Potolea, Curs de pedagogie, 1988, pag.151

6. Az oktatasi kovetelmények miiveletesitése/operacionalizalasa
Forrés: http://peda.topnet.ro/archivum/Peter_Lilla/tantervelmelet_2.pdf.

7. Fodor L&szI6 : Altalanos és iskolai pedagdgia. Studium Kiadd, Kolozsvar, 2000.

8. Horvath Gyorgy : A tartalmas gondolkodas. Tankényvkiado, Bp. 1984.

9. Perlai RezsOné: A matematikai nevelés modszertana. Nemzeti Tankonyvkiado,
Bp.2007

10. Péterfy Emilia, Reményi Sandor, Vofkori Laszl6 : Mddszertani alapfogalmak.
E.D.P. Bukarest, 1979.

11. Pdlya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja , Gondolat. Budapest, 1977.

12. Robert Fisher: Tanitsuk gyermekeinket gondolkodni jatékokkal! Miiszaki Kiado,
Budapest,2007.

Internetes oldalak:
http://www.simplexportal.ro

http://www.didaktika.ro

http://en.wikipedia.org

http://www.sulinet.hu

55


http://www.simplexportal.ro/
http://www.didaktika.ro/
http://en.wikipedia.org/
http://www.sulinet.hu/

MELLEKLETEK

A. FELMEROK:
1) Tavalyi teszt: Felmér6- egesz szamok 0sszeadasa és kivonasa
2) ldéni teszt: Felmér6- egész szdmok dsszeadasa és kivonésa
3) Felmér6- egész szamok 0sszeadasa, kivonasa, szorzasa, osztasa
4) O.S. diak tesztje kijavitva
5) M.H. diak tesztje kijavitva
6) G. E. diék tesztje kijavitva
7) 1. Munkalap
8) 2. Munkalap
B. FENYKEPEK MUNKA KOZBEN
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A/1 teszt

Felmérd- egész szamok 0sszeadasa és kivonasa - 2010. V. 18

Végezzétek el a kovetkezd 0sszeadasokat €s kivonasokat az egész szamok halmazan!

a) +8+12 =

b) +9+(+6) =

c) 16+(+13)=

d) (+3)+(-11)=

e) (-10)+(-5)=

f) (9)+(+7)=

g) (-8)+(+12) =

Ertékelés:

h) +5-2=

i) +8-13=

j) -8-(-10)=

k) -7-3=

) -15-(+18)=

m)-9-13=

n) -8-(-5)=

e Minden helyes megoldas 5 pont (14 feladat 70 pont )

e Maximalis pontszam 100 pont

e Hivatalbdl 30 pont
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Felmérd- egész szamok 0sszeadésa és kivonasa - 2011. V. 24

Végezzétek el a kovetkez6 Gsszeadasokat, kivonasokat abrdzolva a piros és kék

korongocskak segitségével:

1. +4+7 = 8. +5-2=
2. +9+(+6) = 9. +8-13=
3. 6+(+3) = 10.-8-(-10)=
4. (+3)+(_11): 11.-7-3=
5. (-7)+(-5)= 12.-5-(+8)=
6. (-9)+(+7) = 13.-9-(+3)=
7. (-4)+(+5) = 14.-8-(-5)=
Ertékelés:

e Minden helyes megoldas 5 pont (14 feladat 70 pont)
e Maximalis pontszam 100 pont

e Hivatalbdl 30 pont
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A/2 teszt



A/3 teszt
Felmérd - egész szamok Osszeadasa, kivonésa, szorzasa és osztasa - 2011. VI. 2

Végezzétek el a kovetkez6 miiveleteket az egész szamok halmazan, abrazolva a piros és

kék korongocskak segitségével:

7. (+10):(-2)=
1. -12+(+3) =

8. +5.(-1) +(-16) : (-8) =
3. (1)

4. 7-10=

9. 12:(-3)+(-18):(-6) =

5. (-3) . (+4) =

6. (-4)(5) =

Ertékelés:

e Minden helyes megoldas 10 pont (9 feladat 90 pont)
e Maximalis pontszam 100 pont

e Hivatalbdl 10 pon
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A/4 teszt




A/5 teszt




A/6 teszt




1. Munkalap

A torpék a banyaban ‘ tallérokat kapnak fizetségként, készpénzben.

Ha az erdei boltban hitelre vasarolnak, akkor az 1 tallér addssagot ilyen cédulan jegyzik
fel . LAz 1 .adésségot 1 ‘ készpénzzel valthatnak ki a boltban a torpék.

Mennyi vagyona van elszdmolaskor a torpéknek?

00000
Tudor vagyona: .........cccceviviiiiiinnnnn... . . .

Vidor vagyona: .........c.ccoeviiiniinnn..

Morgo vagyona: .........cceevuveiiiieiniennnn.

Hapci vagyona: .............oooviiiiiiin,
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2. Munkalap

ird le a képeket a matematika nyelvén!

a) Hapci vagyoni helyzetét a rajzrél leolvashatod. 5 tallért kap szlletésnapjara

Hofehérkétol. Mennyi pénze lesz?

b) Kuka vagyoni helyzetét a rajzrdl leolvashatod. Kolcson kér Okoskatol 5 tallért. Mennyi

vagyona lesz ezutan?

c) Okoska vagyoni helyzetét a rajzrol leolvashatod. Kélcson adott Kukéanak 2 tallért.

Mennyi lett igy a vagyona?
0000000 N

EEEE CLIN

d) Morgdnak vagyoni helyzetét a rajzrdl leolvashatod. Vidor atvallalt téle 3

adossagcédulat. Mennyi vagyona lett Morgénak?

EE EEEENE (A




e) Szende vagyonét az abrardl leolvashatod. A boltban 3 tallér adossagéat rendezte. Mennyi

pénze maradt?

00000 CQQQ>
EEHOO

f) Szundinak 4 tallérja volt. 4 torpét6l atvallalt 1-1 addssagceédulat, 6sszesen 4 tallér

értékben. Mennyi pénze lett?
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Lépegess a homeron!
a) Mutasson a hdméro 0 °C-ot!

Hany °C lesz, ha 8 °C-kal melegebb lesz?

Valasz: ......cooeen....

b) Mutasson a hdméro 0 °C-ot!

Héany °C lesz, ha 6 °C-kal hidegebb lesz?

Valasz: ...............

¢) Reggel a hémérséklet +2 °C volt.

Mennyi délben a hdmérséklet, ha 13 °C-kal melegebb van?

Valasz: ................

d) Délutan a homéré —4 °C-ot mutatott.

Este kilencre 5 °C-ot hiilt a levegd. Mennyit mutat a hémér6?

Valasz: .................

e) Tegnap este +6 °C volt.

Ma reggelre 8 °C-kal csokkent a hdmérséklet. Hany °C van?

Valasz: .................
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