Elemi matematika szakkor
Kolozsvar, 2016. majus 30.

1.1. Feladat. Tekintsiik az x*> — 2y* = 1 egyenletet, ahol z,y € N és y # 0.
o Keress legalabb hdrom, pdronként kiilonbozd (x,y) megolddst!
e [gazold, hogy az eqyenletnek végtelen sok megolddsa van!

e Bizonyitsd be, hogy ha (xq,yo) megoldds, akkor az

(1.1)

Tpi1 = 22, + 3y,
Ynt1 = Tp + 2%

dsszefiiggésekkel értelmezett rekurzids sorozatokbol szerkesztett (x,,y,) szdmpdrok
mind megoldadsok.

e Bizonyitsd be, hogy ha (xo,y0) megoldds, akkor az

Tp+1 = 2xn_3yn
Yn+1 = _$n+2yn

dsszefiiggésekkel értelmezett rekurzids sorozatokbol szerkesztett (xy,y,) szampdrok
mind megoldasok.

o [gazold, hogy az xy = 2,yo = 1 szamparbdl induld (1.1) rekurzids dsszefiiggéssel
értelmezett sorozat eldallitja a vizsgalt eqyenlet osszes megoldasat!

1.2. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha D eqgy természetes szam, amely nem teljes négyzet,
akkor az * — Dy? = 1 Pell egyenletnek végtelen sok (x,y) € N?* megolddsa van és ezek
elodllithatok az
{ Tnt1 = xOxn+Dy0yn
Yn+1 = YoTn + ToYn

rekurzios sorozatokkal, ahol (xo,%0) a legkisebb, (1,0)-tdl kiilonbozé megoldds.

1.3. Feladat. Oldd meg a kévetkezo Pell egyenleteket:
o 22— 3y =1; o 22— 5yt =1; o 22 —6y% = 1; o 2Ty =1.

1.4. Feladat. Hatdrozd meg azokat az n € N értékeket, amelyekre az elsé n természetes
szam 0sszege teljes négyzet.

1.5. Feladat. Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan eqgymadsutdni természetes szamokbol
allo szdmhdrmas létezik, amelynek minden tagja felirhato két teljes négyzet 0sszegeként!
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1.6. Feladat. Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan eqgymdsutani természetes szamokbol
allo szamnégyes létezik, amelynek minden tagja felirhato két teljes néqgyzet dsszegeként!



1.7. Feladat. Hatdrozd meg az 0sszes olyan haromszoget, amelynek oldalhosszai eqgymasutani
egész szamok és amelynek a terilete is egész szam!

1.8. Feladat. Oldd meg az x? — 2y?> = —1 negativ Pell egyenletet, a pozitiv egészekbdl
alkotott szdmpdrok halmazdn!

1.9. Feladat. Oldd meg a 32>—2y* = 1 Pell tipusi eqyenletet, a pozitiv eqészekbdl alkotott
szampdrok halmazdan!

1.10. Feladat. Bizonyitsd be, hogy az ax? — by?> = 1, x,y € N Pell tipusi egyenletnek
(a,b € N paraméterek) nem létezik megolddsa, ha ab 1-nél nagyobb teljes négyzet!

1.11. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha a,b € N és ab nem teljes négyzet, akkor az
ar’ — by’ =1,z,yeN (1.2)
Pell tipusiu egyenletnek az dsszes megolddsa elddllithato
x, = Au, + bBu,, Yn = Bu,, + aAv,

alakban, ahol (x,,y,) az
u® — abv? =1

Pell egyenlet megolddsa és (A, B) az (1.2) egyenlet legkisebb megolddsa!

1.12. Feladat. Hatdrozd meqg azokat az n természetes szamokat, amelyekre 2n + 1 is és
3n + 1 s teljes négyzet!
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1.13. Feladat. Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan n természetes szam létezik, amelyre
n! oszthaté n? + 1-gyel!
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1.14. Feladat. Bizonyitsd be, hogy végtelen sok, egész szamokbdl dllo megolddsa van az
22 —xy — y? = 1 egyenletnek!

1.15. Hazi feladat. Oldd meg az egész szdmokbdl dllé szampdrok halmazdn az x* +
(z+1)> = y® egyenletet!

1.16. Hazi feladat. Melyek azok a hdromszogek, amelyeknek az oldalai eqy egész szamokbol
allo, d = 3 kulonbségi szamtani sorozat eqymads utdni tagjai, €s a terilete is egész szdm?

1.17. Hazi feladat. Bizonyitsd be, hogy az x* + > = 2* egyenletnek végtelen sok, egész
szamokbol allo megolddsa van!



1.18. Hazi feladat. Egy szorakozott matematikaprofesszor elindult, hogy megldatogassa
eqy volt tanitvanydt. Mikor az utca elejére ért rajott, hogy elfelejtette a tanitvdny hdzszdmdt.
Ebben az utcaban csak az eqyik oldalon wvoltak hdzak, szdmozdsuk 1-gyel kezdodott és
egyesével novekedett. A professzor emlékezett rd, hogy legaldbb 200 és legfeljebb 500 haz
van az utcdban. Tovdbbd arra is, hogy tanitvinya hdza az utca numerikus kézéppontjaban
all, azaz a hdzszamoknak az utca elejétol a hazig vetlt osszege megegyezik a hdztol az utca
végéig vett hdzszamok osszegével. Rovid gondolkodds utdn a professzor rdjott, hogy hova
kell mennie. Meqg tudjuk-e mi is hatdrozni a kérdéses hdzszdmot?

1.19. Hazi feladat. Hatdrozd meg az dsszes olyan k,m(k < m) egész szamokbdl dllo
szampdrt, amelyekre

1+2+3+ .. +k=(k+1)+k+2) +(k+3)+..+m.

1.20. HAzi feladat. Bizonyitsd be, hogy a /5m?+ 10m +6 = n — 1802 egyenletnek
végtelen sok m,n € Z megolddsa van!

1.21. Hazi feladat. Bizonyitsd be, hogy léteznek olyan (an)n>1, (by)n>1 sorozatok, ame-
lyekre a b2 + 1 oszthatd an,(a, + 1)-gyel, minden n > 1 esetén!
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