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Az utdbbi évtizedben tébb olyan nemzetkdzi felmérés sziletett, amely a
matematika és a tudomanyok oktatasanak hatékonysagéat vizsgalta a fenntarthat6
gazdasagi és tarsadalmi fejlodés szempontjabol. A legatfogdbbak a 2004-es Gago-
jelentés (Europe needs more scientists) és a 2007-es Rocard-jelentés (Science
Education Now: A renewed pedagogy for the future of Europe). Mindkét jelentés
végsS ajanlasai kozott szerepel a matematika és a tudomanyok oktatadsaban
alkalmazott pedagdgiai médszerek megujitasa, pontosabban a kivancsisag vezérelt
oktatds (Inquiry Based Learning) széles korli alkalmazasa. Tobbek kozott a
jelentések hatasara dontéshozoi szinten is tudatosultak azok az égeté problémak,
amelyekkel a matematikat és a tudomanyokat oktatdk szembesilnek; igy az
Eurdpai Bizottsadg is tobb ilyen iranyd projektet tdmogat. 2010 janudrjatol a
korabbi Comenius projektek mellett (pl. DQME II) Romanidban két FP7-es
(Seventh  Framework Programme) projekt miikddik: A FIBONACCI
(http://www.fibonacci-project.eu) és a PRIMAS (http://www.primas-project.eu).
Ezeknek a projekteknek két alapvetd célkitiizése van: egyrészt olyan tananyagok
fejlesztése/kiprobalasa, amelyek illeszkednek a romaniai tantervhez és tiikrozik az
IBL alapelveit, masrészt olyan oktatoi testiilet kiképzése, amely hosszd tavon
kdzelebb hozhatja a matematikat és a tudomanyokat a didkokhoz.

A tovabbiakban ismertetiink két olyan tevékenységet, amelyet a PRIMAS,
illetve a DQME |1 projekt keretén belil tartottunk. Mindkét feladatot (foglalkozast)
a 9. osztaly (13-15 éves korosztaly) szdmara ajanljuk.

1. foglalkozas.

Szilkségink van egy 140 g-os és egy 400 g-os Finetti rudacskakat

tartalmazo, felbontatlan dobozra, egy vonalzéra és egy mérlegre.
feladat Hany Finetti rudacskat tartalmaz a mellékelt abran lathatd doboz7
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A felirat alapjan a doboz 140 g toltott
ostyarudacskat tartalmaz (és a rudacs-
kdk szama nem jelenik meg a fel-
iraton). A rudacskak majdnem olyan
magasak, mint a doboz és a doboz
aljara majdnem merdlegesen allnak.
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2. feladat. Mekkora a 400 g t6lt6tt ostyarudacskat tartalmazd doboz atméréje, ha
ugyanakkora rudacskékat tartalmaz, mint az elébbi doboz?
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3. feladat. Milyen matematikai problémak meriilnek fel az elébbi két feladat
kapcsan?

1. feladat lehetséges megoldasa. Erdemes megmérni a doboz atméréjét és jo lenne
ismerni a rudacskak atmérgjét is.

_ad

Feltételezzik, hogy (a jobb térkihasznaltsag érdekében) a rudacskak a doboz aljara
merOlegesen allnak, igy elégséges egy keresztmetszetet vizsgalni. A rudacskak
atmér6je ismeretlen, ezért valamilyen becslésre van sziikségiink. A dobozon
lathatd képeken a rudacskak atmérdje 1,1 cm, ezért megkézelitbleg 1,1 cm-es



atmérével szamolunk. A doboz kiilsé atmérdje majdnem 7 cm, és ebbdl le kell
vonni majdnem 1 cm-t ahhoz, hogy a doboz tetején a nyilas atmér6jét megkapjuk.

A matematikai modell tehat \/ \/ \/ \/ \/ \

abbdl all, hogy meg kell
allapitanunk, hogy adott 6 /
cm atmérdju korlap

belsejébe hany 1,1 cm
atmér6jii korlap helyezhetd
el atfedés nélkil. A
val6sagban természetesen a
rudacskdk  nem  Allnak
annyira szorosan egymas
mellett, azért az 1,1 cm-es
atmér6 a  gyakorlatban
magaba foglalhatja a
rudacskdk  kozti  hézag
méretét is. Igy egy atmérdre
legfeljebb 5 rudacska
illeszkedhet. Ha a kozéppontbol kiindulva megprébaljuk elhelyezni a kis
korlapokat, akkor a mellékelt dbran lathaté konfigurécidhoz jutunk. Ez mutatja,
hogy igy 19 kis korlap helyezhet6 el, tehat a dobozban levé Finetti rudacskak
szama megkozelitdleg 19.

Megjegyzés. A doboz kibontisa utan ellendrizhetd, hogy a doboz valoban
megkozelitdleg 19 rudacskat tartalmaz, tehat megkozelitéleg 7,35 g egy rudacska
tomege. Ha megmérjiik a rudak tdmegét, akkor lathatd, hogy ez atlagosan 8 g,
tehat atlagosan 1 rudacskaval tébb van a dobozban, mint amennyi sziikséges lenne
ahhoz, hogy a doboz tartalméanak tdmege 140 g legyen.

2. feladat lehetséges megoldésa. Az el6bbi feladat alapjan egy rudacska tomege
atlagosan 8 g, tehat a 400 g-os dobozban korilbelil 50 darab Finetti rudacska
van. Prébéljuk meg ezeket elhelyezni az el6bbi konfiguracionak megfelelGen.
Léathato, hogy 9-1,1 = 9,9 cm atmér6jii korlapra elhelyezheté 61 darab 1,1 cm
atmérdji korlap, ezért lehetséges csokkenteni a nagy korlap atméréjét. Ha egy
kicsit csokkentjik (kb. 9,3 cm-re) ezt az atmér6t, akkor még mindig elhelyezhet6
61 —6 =55 kis korlap. Ha viszont lecsokkentjik 8-1,1 = 8,8cm-re a nagy
korlap atmérdjét, akkor nem fog raférni a sziikséges 50 Kis korlap. Igy tehat a
doboz atmérdje koriilbeliil 10,3 cm (mivel a lyuk belsd atmérdje és a kiilsé atmérd
kozti kilénbség 1 cm).

Megjegyzés. Ha megmérjiik a dobozt, akkor lathatd, hogy az atmérdje 10,2 cm és
52 rudacskat tartalmaz, tehat a becslésiink elfogadhatd.
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3. Felmeriil6 matematikai problémak:

1. Legfeljebb h&ny darab 7 sugara korlap helyezhet6 el adott R sugart korlap
belsejében atfedés nélkil?

Ekvivalens megfogalmazas: Ha egy R sugard korlap belsejébe r sugarl
korlapokat helyeziink, akkor legalabb hanyad része marad lefedetlendil?

2. Hatérozzuk meg, hogy adott sokszdg (pl. téglalap) vagy tetszéleges sikbeli
tartoméany belsejébe hany darab r sugart korlap helyezhet6 el atfedés nélkiil!

Ekvivalens megfogalmazas: Ha egy sikbeli tartomany belsejébe r sugarl
korlapokat helyeziink el, akkor legalabb hanyad része marad lefédetlendil?

3. Adott testre hatarozzuk meg, hogy legfeljebb hany r sugard gomb helyezhet6 el
a belsejében!

Ekvivalens megfogalmazas: Ha egy test belsejébe r sugard gémboket helyeziink,
akkor térfogatanak legaldbb hanyad része marad lefodetleniil?

4. Ha asikra r sugar( korlapokat helyeziink, akkor legalabb hany szazaléka marad
lefodetlentl?

5. Mi valtozik ha az el8bbi problémakban nem csak r sugard koroket (gomboket)
hasznalunk, hanem tobb fajta koriink (gémbink) van, pl. 7, 7,...,r, sugardakat?

6. Az eclébbi feladatokra hogyan lehet hatékony megoldasi algoritmusokat
szerkeszteni, amelyek ha nem is a legoptimalisabb megoldast adjak, mégis képesek
eléggé jol megkozeliteni a legjobb lefodéseket?



11. foglalkozéas

1. feladat. Adott tolt6térfogat mellett milyen méretiire kell késziteni a
konzervdobozokat, ha azt szeretnénk, hogy a felhasznalt badogmennyiség
minimalis legyen?

2. feladat. Hogyan kell kinéznie egy konzervdoboznak, ha a konzervdoboz aljanak
és tetejének kivagasa soran a felhasznalt anyagmennyiség p-ed része elvesztédik

(a kivagas alakja és az eredeti anyag alakja miatt) és a gyartd adott toltdtérfogat
mellett a legkevesebb anyagot szeretné felhasznalni a doboz gyartasahoz?

1. feladat megoldésa. Jel6lje R az alapkor sugarat és h a doboz magassagat. A
doboz térfogata V' = wR’h és a felszinhez hasznalt anyag mennyisége

F =27Rh +27R?,
tehat F minimumét keressik, ha V' értéke adott. igy » = % , tehét az
e

F(R)=R*+ v
TR

kifejezés legkisebb lehetséges értékét keressiik rogzitett V' esetén. A szamtani €s
mértani kdzép kozti egyenldtlenség alapjan

2
F(R)= R’ +L+L233’ V2
2rR  27R 4T

és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha R = 3/21. Ebben az esetben
s

h:23/21, tehat az optimalis anyagtakarékossag eléréséhez a %:1
e
egyenlOség sziikséges.

Megjegyzés. A gyakorlatban sok konzervdoboz valoban ilyen alaki. Az F
figgvény minimuma a tevékenység soran mas médon is meghatarozhatd, pl. egy
Excel tablazatban kiszamitjuk a figgvény értékeit és a numerikus értékek alapjan
hatarozzuk meg a minimalis értéket.

2. feladat megoldasa. Jelélje R az alapkor sugarat és » a doboz magassagat. A
doboz térfogata V = wR’h és a felszinhez hasznalt anyag mennyisége

F =27Rh +2(1 + p)7R*,

tehat az

tehat F minimumat keressiik, ha V' értéke adott. igy h = el
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F(R)=(1+ p)R* +

kifejezés legkisebb lehetséges értékét keressiik rogzitett V' esetén. A szdmtani és
mértani kdzép kozti egyenldtlenség alapjan

2
F(R) = (1+ p)R® + —— + - > LtV

2rR  2mR 47

és egyenlOség pontosan akkor teljesiil, ha R = 3 L Ebben az esetben
21+ p)

h=2(1+p); L, tehdt az optimlis anyagtakarékossag eléréséhez a

27(1+ p)

h et
2R =1+ p egyenl6ség sziikséges.

Megjegyzés. Standard méretiinek szamit a 7,5
cm atmérdji és 11 cm magassagu doboz is. Ezek
a méretek akkor optimalisak, ha a tetejét és az
aljat egy korilbelil 8 cm oldalhosszUséagu
négyzetbdl vagjuk ki és a szélén keletkezd 0,25
cm  vastagsagu  korgyiirit az  illesztéshez
hasznaljak (ezt gytrik fel és préselik Ossze az
oldallappal).

Didaktikai megjegyzések

1. Mindkét tevékenységet érdemes Kkiscsoportos foglalkozds keretén belll
megszervezni, mert igy tobb alternativ szempont, matematikai probléma ker(l elé.

2. Az els6 foglalkozas alapvetden a problémaérzékenység fejlesztését célozza meg,
és a tovabbi kutatasokat motivalhatja, hisz a legtébb megfogalmazott probléma
nagyon nehéz, esetleg nem teljes mértékben megoldott.

3. Mindkét foglalkozas segitségével vilagosan lehet szemléltetni a modellezési
tevékenységek lépéseinek a fontossagat (lasd a Blum-féle modell: a helyzeti
modell megszerkesztése, a matematikai modell megszerkesztése, a modell
validalasa, sth.). Ugyanakkor az els6 esetben jol érzékelhet a gyakorlatorientalt
tevékenységek és a hagyomanyos matematikai megkozelitésmod néhany fontos
kilonbsége: a gyakorlatorientalt megkozelitésmod esetén nem lényeges az elméleti
hattér tisztazasa, sokkal inkabb a minél pontosabb (de esetleg nem abszollt pontos)
és gyakorlati szempontbél hasznalhaté numerikus eredmény.



4. A masodik tevékenység soran érdemes az els6 feladattal kezdeni és a didkokra
bizni az egyre valosaghiibb modell elkészitését. Igy Sk vezetik be a kiilonbozd
paramétereket (p) ¢és megvizsgaljdk a gyartasi folyamat soran felmeriild
problémakat, amelyek megszabhatjak az optimalitast (anyagveszteség, a kivagas
alakjabdl fakadd megszoritasok, a perem préseléséhez sziikséges anyagmennyiség,
amely nem lathat6 a dobozon stb.)

5. Ajéanlott a konzervdoboz gyartasarol szolo ismeretterjesztd film bemutatasa, a
konzervdoboz torténetének rovid attekintése, a felhasznalt anyagok ismertetése
valamint az Ujrahasznositas kérdésének a megtargyalasa (lasd Wikipédia illetve
Youtube, Hogyan késziilt a konzervdoboz? — Discovery miisora)
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