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Az XIX. szdzad végén és a XX. szdzad elején a magyar matematikusok legjobbjai
Kolozsvaron tanitottak a Magyar Kiralyi Ferenc Jozsef Tudomanyegyetemen. A teljesség igénye
nélkiil emlitjiik meg Valyi Gyulat, Martin Lajost, Réthy Mort, Schlesinger Lajost, Klug Lipétot,
Farkas Gyulat, Fejér Lipotot, Haar Alfrédot és Riesz Frigyest. Tobb kutatasi eredményiik ma mar
alapeszkoznek szamit. Igy példaul a Riesz-féle reprezentacids tétel, a Farkas-lemma, a Haar-
meérték, a Fejér-féle osszegzés, az atdarabolhatosag problémakore mellet a masodrendi feliiletek
Vialyi Gyula altal megfogalmazott osztilyozdsa az alapeléadasok része. Munkassaguk nemcsak
tudomanyos szempontbol, hanem pedagdgusi, intézetfejlesztési szempontbol is rendkiviil
figyelemre mélto, hisz az egyetem alapitasatol szamitott néhany évtized leforgasa alatt sikertilt a
kolozsvari egyetem hirnevét megalapozni és ehhez méltd utdédokat kinevelni. Példaképnek
tekinthetok tehat nemcsak kutatékként, hanem pedagogusokként, illetve felelds értelmiségi
vezetOkként is. Embert probald feladat kutatoi teljesitménytiiket utolérni, de egyéb tekintetben
taldan még nehezebb példajukat kdvetni ma, amikor a Babes-Bolyai Tudomanyegyetemen ismét
létezik Magyar Matematika és Informatika Intézet, illetve tobb mas egyetemen probalja az erdélyi
kisebbség kitermelni azt az értelmiségi réteget, amely a kdzosség érdekeit képes 0sszeegyeztetni
a személyes érdekeivel, képes alarendelni magat a divaton, a latszaton, a trenden messze
tulmutatd emberi értékeknek, prioritdsoknak.

A Babes-Bolyai Tudomanyegyetem Matematika és Informatika Kardnak oktatojaként az
elmult 10 évben tobb olyan tantargyat (parcialis differencialegyenletek, elemi matematika,
didaktika, elemi szdmelmélet, geometria) tanitottam, ami szorosan kotddik Valyi Gyula
munkéassagahoz. gy alkalmam adodott ihletet meriteni a Valyi Gyula éltal tanulményozott
problémak mélységébdl, szépségébdl. Ugyanakkor sikeriilt is bizonyos problémak,
problémakordk vizsgalatat szerves modon beilleszteni az oktatott tantargyak tematikajaba. A
tovabbiakban néhany olyan problémat, eredményt, tovabbi kutatasi lehet6séget vazolok, amely
kapcsolodik Valyi Gyula néhany értekezéséhez, azok szemléletéhez.

1. Desargues tételének analogonja tetraéderekre

Valyi Gyula ezt a problémat a [4]-es dolgozatdban vizsgalta, bar tobb mas dolgozata is
kapcsolodik a perspektiv tetraéderek elméletéhez. A tovabbiakban kijelentjik két 7 -
dimenzids altalanositasat (a bizonyitas Otlete mindkettéhoz megtalalhatd [3]-ban). Az
els6 két n-szimplex perspektivitdsara vonatkozik, a maésodik tobb n-szimplex
valamilyen magasabb dimenzids altér szerinti perspektivitdsara. Tovabbi vizsgalatot
igényelne azoknak a Valyi-féle konfiguracioknak a megkeresése, amelyekben a
szimplexek tobbszordsen perspektivek lehetnek.

1. Tétel. R"-ben az Ox, 1<i<n+l egyeneseken felvessziik az A, e(Ox,

je{l,2,...,n} pontokat ugy, hogy a keletkezé hipersikok mind dltalanos helyzetiiek
legyenek (a pontok altal meghatarozott barmely 1<k <n hipersik altalanos helyzetben
van). Minden i€ {l1,2,....n+1} és je{l,2,....n} esetén jeloljiik H ,-vel az {4, |l +i}

pontok dltal meghatdrozott hipersikot és jeloljiik M,-vel a H,, 1< j<n hipersikok

metszéspontjat. Az igy szerkesztett M, 1<i<n+1 pontok egy egyenesre illeszkednek.



2. Tétel. R"-ben az Ox, 1<i<n+l egyeneseken felvessziik az A, e (Ox,
je{l,2,...,p} pontokat (2< p<n) ugy, hogy a keletkezé hipersikok mind dltalanos
helyzetiiek legyenek. Minden i €{1,2,...,n+1} és je{l,2,..., p} eseten jeloljiik H ,-vel
az {4, |l #1i} pontok dltal meghatarozott hipersikot és jeloljiik M,-vel a H, 1< j<p
hipersikok metszetét (a feltételek alapjan ez egy n—p dimenzios linearis varietds).
Bizonyitsuk be, hogy az M,, 1<i<n+1 varietdsok illeszkednek egy n+1—p dimenzios

linearis varietasra.

1. dbra: Harom dimenzioban harom tetraéderre a Desargues-tétel altalanositasa
2. A Valyi-féle szamelméleti fuggvény

Az [5] és [6] dolgozatokban Valyi Gyula azt vizsgélta, hogy hany olyan haromszog van,
mely az n -edik talpponti haromszoggel hasonld, de nem hasonld a d -edikkel, ha d <n. Ez a
szemléletmod valdjaban egy konstrukcid (a talpponti haromszog szerkesztése) ismétlésének
vizsgéalatat jelenti a dinamikus rendszerek szempontjabol. Pontosabban a konstrukcid periodikus
pontjainak meghatarozasat jelenti. Valyi tobb cikkében hasznalt olyan szamlalasi modszereket,
technikakat, fiiggvényeket, amelyek a matematikai vérkeringésben masok nevéhez fiizodve
terjedtek el. Az altalanositott Valyi-féle fiiggvény

v(n,a,b)zz,u(ﬁj-(ad—bd).
d‘n d
A Vilyi szamlalasi modszerébdl valgjaban felirhatd, hogy ha f:1 —>1 egy
fiiggvény és x, a d-edik iteralt fixpontjainak szadma, akkor az n periodusu pontok
szama | P, (n) ’:Zﬂ(ﬁ)'xd ¢s az nm-edik iterdlt fixpontjainhoz tartozé periodikus
d‘n

palyak szama ¢és az f" fixpontjaihoz tartozdé periodikus palydk szama



F(n)= lZgo (ﬁj-x ,- Bzek az 0Osszefiiggések alapeszkozoket jelentenek szamlalasi
gl

problémak megoldasdban és tobb késObbi szdmlalasi modszerrel hozhatok kapcsolatba

(pl. a Pélya—Burnside-lemma). Valyi ezeket a tulajdonsdgokat nem jelentette ki kiilon,

mert sajatos leképezésekre hasznalta, de a gondolatmenete valdjaban tartalmazta ezeket

az eredményeket.

Az érdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy ezek hogyan alkalmazhatok pl. a Wilson-tétel

egy altalanositasdnak bizonyitasara (lasd [1]).

Feladat. Egy n oldali szabdlyos sokszog csucsain tervezziink forgatassal egymdsba nem

viheté maximalis hosszusdgu iranyitott kérutakat! Hatarozzuk meg a kiilonbozo iranyitott

kérutak szamat!

Megoldas. Ha rogzitiink egy alaphelyzetet és ebben a helyzetben a csucsok szdmozasat

(0-t6l n—1-1g), akkor minden maximalis hossziisagu korat egy x=0,(c,...c, ;) valos

szammal kodolhato (¢, , a koratban a j-edikként érintett csucs sorszama). Ha K a

korutak kodjait tartalmazoé halmaz, akkor a = szogl forgatas egy g: K — K fliggvényt
n

jelent, és a forgatassal egymasba nem vihetd korutak szdma a g fiiggvény n-edik
iteraltjdhoz tartozé fixpontok altal generalt periodikus palydk szamat jelenti. Igy
elégséges meghatdrozni minden d |n-re a g fixpontjainak a szamat.

Ehhez sziikségiink van a kovetkezd két észrevételre:

. 2 .
* Ha d >1 osztdja n-nek és X egy d Sidd sz0gl forgatassal onmagéba vihetd
n

iranyitott korat, akkor X egyetlen szakaszanak végpontjaiban taladlhaté szdmok
kiilonbsége sem oszthatd d -vel.
* d =1 esetén a 0-bol induld szakasz végpontjaba irt v szdm relativ prim az

n -nel.

Mindkét észrevételt indirekt bizonyitassal latjuk be.

Az elso észrevétel bizonyitasa. Ha d >1-re van olyan szakasz, amelynek a
végpontjaiban taldlhatdé szamok kiilonbsége oszthatdé d -vel, akkor a sokszoget
elforgathatjuk ugy, hogy ez a két végpont a 0 és a v-d (veN) legyen. Ennek a

szakasznak a a7~2—7Z szOogll elforgatasabol a (d,(v+1)-d) szakaszt kapjuk (ha
n

(v+1)d > n, akkor az n-nel val6 osztasi maradék jelenik meg a szakasz végpontjaban).
Ez a szakasz szintén része a korutnak, és ha a d-— szogl forgatast ismételjiik, akkor
n

tovabbra is olyan szakaszokat kapunk, amelyek részei a korttnak. gy a
O,v-d),(d,(v+1)-d),---,(n—vd,0)

parok n-nel vald osztasi maradékai altal jellemzett szakaszok mind részei a korutnak.

Masrészt ezek a szakaszok d |n miatt egy zart korutat alkotnak, amely nem tartalmazza

az 6sszes csucsot (mert d > 1). Ez viszont ellentmond annak, hogy maximalis hosszisagu

iranyitott korutbol indultunk ki, tehat az els6 észrevételt igazoltuk.



A masodik észrevétel bizonyitasa. Ha X invarians a — szogl forgatasra nézve,
n

akkor a (0,v) szakasz mellett a

v,2v),...,(kv,(k+1)v)
parok n-el vald osztdsi maradéka altal jellemzett szakaszok is részei az X koratnak
(k=1 természetes szam). Viszont ha (n,v)>1, akkor létezik olyan ke N, k<n-1,

amelyre (k+1)v oszthatd n-nel, igy az elobbi szakaszok zart korutat alkotnak. Masrészt
az elobbi szakaszok egyike sem halad at az 1-es csucson, tehat a korut ismét nem
maximalis hosszisagu.
Ha az X iranyitott korat invarians a d-— szogl forgatdsra nézve, akkor a
n

korat els6 d csucsa egy olyan darabot definidl, melynek az elforgatottjai adjak a korat
tobbi részét (a darabkakat 6sszekotd szakaszokkal egyiitt). Az észrevételek alapjan a O -

bol kiinduld szakasz végpontjat (n—gj lehetséges csucsbol valaszthatjuk ki, a

kovetkezd csucsot (n—7j kiilonb6zé modon és igy tovabb. Tehat az elsd d cstcs

d-1
(gj -(d —1)! modon valszthaté ki. Ezek meghatérozzék a kératnak g egybevago ivét

(mindegyik iv d —1 szakaszbol all). A 0 -bdl kiindul6 ivnek a végpontjat viszont ¢(§j

mas iv kezdépontjaval kothetjilk Ossze, tehat a d-— szOgli forgatasra nézve
n

d-1
l’l n . .« g I3 w7 ” 4
(3) -(d —1)!-¢)(;j invaridns iranyitott korat tervezhetd (ez a szam a g’

fixpontjainak a szama). Igy az n-edik iteralt fixpontjaihoz tartozé periodikus palyak,
vagyis a forgatdssal egymdsba nem vihetd irdnyitott korutak szama
1 n) (n\"
ocC, =— Yo’ —=|-|=| -(d-1) 27
’ nzfp(d)(dj (d-1) 7)

A 2 dbran n =6 esetén lathat6 a 24 lehetséges iranyitott korut.

Megjegyzés. Ha n= p primszam, akkor az elobbi dsszegben csak két tag van és igy az

-1 —1)?

Ocp:(p D'+(p-D
p

a tulajdonsag Wilson-tételkeént ismert.

egyenlosegbol kovetkezik, hogy (p—1)!+1 oszthato p -vel. Ez



2. ébra: Forgéssal egymasba nem vihetd korutak
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